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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, lineares Chaos zu definieren, Kriterien fiir Chaos zu beweisen und
zwel Beispiele anhand des Shift-Operators und des Differentialoperators aus der linearen
Chaostheorie zu untersuchen. Die Chaostheorie untersucht dynamische Systeme, das sind
topologische Raume mit einer stetigen Abbildung T : X — X, siehe Definition 2.1. Ein
anschauliches Beispiel dynamischer Systeme stellt das Wetter dar. So kann man an jedem
Ort das Wetter durch physikalische Groflen, wie Temperatur, Luftdruck, Luftfeuchtigkeit
et cetera beschreiben. Abhéingig von diesen Groflen verdndert sich das Wetter, wobei schon
kleine Anderung am Ausgangszustand zu grofien Anderungen in der Zukunft fithren. Wir
werden sehen, dass so ein Verhalten typisch fiir chaotische Systeme ist. Wir sehen, dass
sich physikalische Systeme als dynamische Systeme beschreiben lassen und wie wir spéter
sehen werden, chaotisches Verhalten aufweisen.

Die lineare Chaostheorie ist ein Teilgebiet der Chaostheorie und beschéftigt sich mit to-
pologischen Vektorrdumen zusammen mit einem Operator. Zunéchst werden wir in Kapitel
2 grundlegende Begriffe wiederholen. In Kapitel 3 werden wir eine Definition von linea-
ren Chaos geben, siehe Definition 3.12, und damit verwandte Begriffe wie mischende und
schwach mischende Operatoren einfiihren.

In Kapitel 4 werden niitzliche Kriterien bewiesen, um chaotische Systeme zu finden. Dies
fithrt uns zu einem sehr allgemeinem Kriterium, Satz 4.5, welches in Kapitel 5 angewandt
wird. Dort werden wir sehen, dass gewisse Folgenrdume zusammen mit dem Shift-Operator
chaotische Systeme sind. Im anschlieBenden Kapitel 6 werden Differentialoperatoren auf
dem Raum der ganzen Funktionen H(C) definiert und wir beweisen, dass auch dieses ein
lineares chaotisches System ist.

Die in dieser Arbeit présentierten Beweise orientieren sich zum grofiten Teil an den
ersten vier Kapitel aus dem Buch ,,Linear Chaos* von Karl-G. Grosse-Erdmann und Alfred

Peris Manguillot, siehe [ |. Bereits bekannte Ergebnisse aus Funktionalanalysis
werden aus | ] und | | zitiert. Auflerdem werden grundlegende Ergebnisse aus
der komplexen Analysis aus [Ji93] und | | zitiert.



2 Grundlegende Begriffe

Im Folgenden werden wir grundlegende Begriffe einfithren und bereits bekannte Sitze wie-
derholen.

Definition 2.1. Sei X ein metrischer Raum und 7' : X — X eine stetige Funktion. Dann
nennen wir das Tupel (X,T) ein dynamisches System. Des weiteren bezeichnen wir mit
O(z,T) = {T"x : n € N} den Orbit von x unter T. Ist es aus dem Kontext unmiss-

verstindlich welcher Operator gemeint ist, bezeichnen wir den Orbit von x unter 7' auch
mit O(z).

Chaostheorie beschiéftigt sich mit dynamischen Systemen. Die lineare Chaostheorie stellt
ein Teilgebiet dar. Diese untersucht dynamische Systeme, bei denen der metrische Raum
X zusétzlich eine lineare Struktur trdgt. Wir werden sehen, dass in Rdumen mit einer
Familie von Seminormen, welche eine Metrik induzieren, spannende chaotische Phénomene
zu finden sind.

Definition 2.2. Sei V' ein Vektorraum iiber K und p : V' — [0, 00) eine Funktion. Wir
nennen p eine Seminorm, falls

o p(z+y) < p(x) +ply) fiir alle z,y € V
o p(Az) = |Ap(x) fir alle A\ e K,z € V.

Sei (pn)nen eine Familie von Seminormen auf V. Dann heifit die Familie (py,)n,en sepa-
rierend wenn

({z €V :pa(x) =0} = {0}.

neN

Lemma 2.3. Sei X ein Vektorraum und (pn)nen eine separierende Familie von Seminor-
men. Dann ist auf X eine Metrik durch

d(z,y) = Z 2% min(1, p,(z —y)) (2.1)
neN

definiert.

Beweis. Seien x,y,z € X. Da

d(z,y) <) 2%

neN
ist d wohldefiniert. Wegen

27" min(1,p(x —y) >0 fiir alle n € N,
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gilt d(z,y) > 0. Aulerdem ist d(x,y) = 0 genau dann wenn p,(z — y) = 0 fiir alle n € N.
Da (pn)nen separierend ist, folgt aus p,(x —y) = 0 fir alle n € N, dass * = y. Aus
pn(x —y) = pu(y — x) folgt die Symmetrie von d. Es gilt

min(1, pp(z — 2)) < min(1, pp(z — y)) + min(1, p,(y — 2)),
woraus die Dreiecksungleichung fiir d folgt. O
Klarerweise ist die Metrik aus Lemma 2.3 translationsinvariant.

Definition 2.4. Ein Fréchet-Raum ist ein hausdorffscher, lokalkonvexer und vollstandiger
topologischer Vektorraum X, auf dem es aulerdem eine Familie von separierenden Semi-
normen gibt, welche vermoge der Metrik (2.1), die Topologie auf X induzieren.

Proposition 2.5. Sei X ein Fréchet-Raum und (pp)nen die zugehdrige Familie von Semi-
normen. Dann gilt:

o (Tk)ken — x in X, genau dann wenn klim prn(xk — ) =0 fiir alle n € N.
— 00

o U ist eine Umgebung von x, genau dann wenn es € > 0 und n € N gibt, sodass

{reX p(r—y)<e} CU.

Beweis. Sei (xp)ren eine konvergente Folge in X beziiglich der Metrik (2.1). Sei z :=

limgey . Dann gilt
. I
llclg\ll on min(1, py(zr — x)) = 0.
neN

Und da in der obigen Summe alle Summanden nicht-negativ sind, ist diese nur dann null,
wenn alle Summanden null sind. Somit erhalten wir fiir alle n € N

li —x)=0.
kler{\ll pn(x) — T)
Gilt andererseits, dass fiir alle n € N limgey pp (2 — ) = 0, dann gilt auch

. 1 .
Ilclg\lT o min(1, p,(zx — z)) = 0.
neN

Womit der erste Punkt bewiesen ist.

Fiir den zweiten Punkt kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass die Familie (py,),en monoton ist, das heifit fiir alle z € X gilt p,(z) < ppyi1(x) fiir
alle n € N. Ist (pn)nen nicht monoton, so kénnen wir zu maxj<i<y(p) tibergehen. Nun sei
reX, neN e>0und U C X mit

{ye X i pp(z—y) <e} CU.
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Da X ein metrischer Raum ist, gibt es eine Basis der Topologie bestehend aus d-Kugeln.
SeiyeV:i={yeX :dy) <el-2(1-(1/2))")}. Angenommen p,(z —y) > e. Aus
der Monotonie der p,, folgt

n—1 o)
1 1 1.,
d(w,y) > Z om min(1, pm(z —y)) + € Z om >e(l—2(1- 5) ).
m=1 m=n

Wir erhalten eine Widerspruch zu y € V. Es gilt also p,(z — y) < € und somit auch
V C{y € X ppo(zr —y) < €}. Insbesondere ist V' C U und damit U eine Umgebung von x.

Nun sei U eine Umgebung von z. Da die d-Kugeln einen Basis der Topologie sind, gibt
esein € > 0,sodass V:={y e X : d(z,y) < e} CU. Sei n € N so, dass

i
2m 2
m=n
Nun betrachte y € {z € X : p,(x — 2) < €¢/2}. Dann gilt

n

1 . € 1 1 € €
d(:z:,y):22—mm1n(1,pm(y—x))§§z:2—m+ Z 2—m§§+§:e.
meN m=1 m=n+1
Wir erhalten {z € X : pp(z —2) <e} CV CU. O
Der Versuch eine Norm auf einen Fréchet-Raum als ||z|| := d(z,0) zu definieren, schldgt

im Allgemeinen fehl. Allerdings st6fit man dabei auf einen neuen Begriff, welcher sich als
niitzlich herausstellen wird. Wir fassen die Eigenschaften dieser Funktion zusammen.

Lemma 2.6. Sei X ein Fréchet-Raum iiber K = R oder C und d die in (2.1) definierte
Funktion. Dann hat die Funktion

X — [0, 00)

[I-1I : . B (2.2)
— ZnEN o min(1, p,(z)) = d(z,0)

folgende Figenschaften. Seien x,y € X und X\ € K.

lz +yll < [zl + [lyll-
Az < ]| fir |A] < 1.

limy_0 || Az = 0.

2] =0 &z = 0.

Beweis. Der erste Punkt folgt aus der Translationsinvarianz und der Dreiecksungleichung
von d.
Fiir den zweiten Punkt sei A € K mit |A\| <1 und x € X. Fiir alle n € N gilt p,(Az) <
|A[pn(2) < pp(x). Somit gilt auch min(1, p,(Az)) < min(1, p,(x)). Dies beweist Punkt 2.
Fiir alle n € N gibt es ein € > 0, sodass min(1, p,(Az)) = pn(Az) fiir |A| < e. Da
prn(Az) < |Apn(z), gilt limy_omin(1, p,(Az)) = 0. Womit der dritte Punkt bewiesen ist.
Der vierte Punkt folgt schliefllich aus der Tatsache, dass die Familie (p,,)nen separierend
ist. O
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Definition 2.7. Sei X ein Fréchet-Raum. Eine Funktion ||.|| : X — [0, 00) mit den Eigen-
schaften aus Lemma 2.6 heifit F-Norm.

Lemma 2.8. Sei X ein Fréchet-Raum und U eine nicht leere, offene Teilmenge. Dann gibt
es eine nicht leere, offene Menge Uy C X und eine Nullumgebung W, sodass Uy +W C U.
Ist U bereits eine Nullumgebung, so existiert eine Nullumgebung W1 mit Wy + W7, C W.

Beweis. Sei ||.|| eine F-Norm aus Gleichung (2.2). Sei zy € U. Dann gibt es ein € > 0, sodass
Ue(zo) == {x € X : ||z — 20| < €} eine Teilmenge von U ist. Nun seien U; := U /5(70) und
W :=U,2(0). Fiir u+w € Uy + W gilt [[u+w — x| < [[w] + [lu — 20| = €. Insgesamt gilt
Uy + W C Ug(xg) C U. Fiir den Fall das U eine Nullumgebung ist, wihle W, = W. O

Definition 2.9. Seinen X und Y Fréchet-Rdume. Ein Operator von X nach Y ist eine
stetige und lineare Funktion 7' : X — Y. Die Menge aller Operatoren von X nach Y
bezeichnen wir mit L(X,Y"). Fiir den Fall das X =Y auch mit L(X).

Lemma 2.10. Seien X und Y Fréchet-Riume und (pn)nen die zugehdrigen Seminormen
in X und (qn)nen die Seminormen in'Y . Eine lineare Funktion T : X —Y ist genau dann
ein Operator, wenn es fir alle m € N, einn € N und C' > 0 g¢ibt, sodass fir z € X

gm(Tx) < Cpp(z).

Beweis. Wenn T eine lineare Funktion, sodass obiges Kriterium erfiillt ist, dann gilt nach
Proposition 2.5, dass fiir eine Folge (21 )ren mit limgen pr (2 — ) = 0 fur alle n € N auch
gilt, dass limgen g (T — Tx) = 0 fiir alle m € N. Somit ist T stetig, also ein Operator.

Umgekehrt sei T' € L(X,Y) und m € N. Nach Proposition 2.5ist V:i={y €Y : ¢n(y) <
1} eine Nullumgebung. Aus der Stetigkeit von T folgt die Existenz einer Nullumgebung
UCXmit T(U) CV.Nungibt esn € Nund ¢ > 0, sodass {xr € X : p,(z) <e} CU. O

Satz 2.11 (Banach-Steinhaus). Seien X und Y Fréchet-Riume und T,, € L(X,Y) fir
n € N. Wenn die Menge {T,x : n € N} beschrankt ist fir alle x € X, dann ist die Familie
(Th)nen € L(z,Y) gleichgradig stetig, das heifit fiir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass fiir
x € X die Implikation

|z|| <6 = ||Thz| <€ fiir allen € N
gilt.
Fiir den Beweis verweisen wir auf | , Satz 16].

Lemma 2.12. Seien X,Y Fréchet-Raume und T € L(X,Y). Wenn T bijektiv ist, dann
ist T-1 € L(Y, X).

Fiir den Beweis verweisen wir auf | , Korollar 2].

Satz 2.13 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Fréchet-Riume und T : X —'Y
eine lineare Abbildung. T ist genau dann stetig wenn der Graph von T := {(x,Tx) €
X XY : xz € X} in der Produktopologie abgeschlossen ist.
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Fiir den Beweis verweisen wir auf | , Satz 4.4.2] und Lemma 2.12.
Seien X mit (pp)neny und Y mit (g, )nen Fréchet-Raume. Auf dem Raum

XxY ={(z,y):xeX,yeY}

wird durch die Funktion (z,y) — pn(x) + ¢, (y) fiir alle n € N eine Seminorm definiert.
Sind X und Y separabel, so ist es auch X x Y. Die Familie all dieser Seminormen induziert
die Produkttopologie auf X x Y.

Definition 2.14. Seien X und Y Fréchet-Réume. Ferner sei T' ein Operator auf X und S
ein Operator auf Y. Dann ist der Operator T" x S auf X x Y definiert durch

(T x S)(z,y) = (Tz, Sy). (2.3)

In der linearen Chaostheorie lassen sich viele chaotische Phéinomene auf Fréchet-Réumen
mit Operatoren finden. Solche Phéinomene werden wir im Verlauf dieser Arbeit genauer un-
tersuchen. Genauer werden wir folgende Situation als Ausgangslage unserer Uberlegungen
wéhlen.

Definition 2.15. Sei X ein separabler Fréchet-Raum und 7" ein Operator auf X. Dann
nennen wir das Tupel (X,T') lineares dynamisches System.



3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

Ziel des folgenden Kapitel ist es, Chaos zu definieren. Dafiir benotigt wir zunéchst einige
weitere Begriffe.

Seien (X,T) und (Y,S) zwei lineare dynamische Systeme. Wir wollen nun definieren,
wann diese zwei Systeme ,isomorph“ sind. Eine solche Funktion muss einerseits mit der
topologischen Struktur als auch mit den Operatoren vertréglichen sein. Wir halten fest:

Definition 3.1. Seien (X,T) und (Y, S) zwei lineare dynamische Systeme. Ferner sei ¢ :
X — Y eine stetige Funktion mit dichtem Bild. Wir nennen (X,7T) gqausikonjugiert zu
(Y,S) wenn ¢p o T = S o ¢. Ist auerdem ¢ ein Homdomorphismus, so nennen wir (X, 7))
und (Y, 5) kongugiert.

Definition 3.2. Sei (X,T) ein dynamisches System. Ein Punkt = € X heifit periodischer
Punkt von T, wenn es ein n > 1 gibt mit 7"(x) = x. Im Fall n = 1 heifit x auch Fizpunkt.
Die Menge aller periodischen Punkte von T bezeichnen wir mit P (7).

3.1 Topologische Transitivitat

Sei (X, T) ein dynamisches System und Y C X. Wir nennen Y T-invariant wenn T'(Y) C Y.
In diesem Fall ist (Y, T |y) wieder ein dynamisches System, wobei Y mit der Spurtopologie
versehen wird. Weiteres nennen wir ein dynamisches System irreduzibel, wenn man X nicht
als Vereinigung von zwei disjunkten, T-invarianten Mengen A, B C X mit nicht leerem
Inneren schreiben kénnen.

Proposition 3.3. Sei (X, T) ein dynamisches System. Dann gelten folgende Implikationen:
(i) <= (ii) <= (i1i) <= (iv) <= (v),
wobei

(i) X ist nicht die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen A, B C X mit A und B sind
T-invariant und haben nicht leeres Inneres;

(i) X ist nicht die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen A, B C X mit A ist T-
mmwariant und A und B haben nicht leeres Inneres;

(11i) fiir beliebige nicht leere, offene U,V C X, existiert ein n € N, sodass T™(U)NV nicht
leer ist;

() fir jede offene Teilmenge U C X, ist | J,,eny T (U) dicht in X;

(v) fiir jede offene Teilmenge U C X, ist |J,cn T~ "(U) dicht in X.
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Beweis. (ii) = (i) ist offensichtlich.

Als néchstes zeigen wir (ii) = (iv). Seien A := |J,,cx 7™ (U) und B := X \ A. Aus der
Definition von A folgt direkt, dass T(A) € A und da U C A, hat A nicht leeres Inneres.
Aus der Annahme folgt also, dass B leeres Inneres hat. Dies ist wiederum &quivalent zur
Dichtheit von A.

Um (iii) = (ii) zu beweisen, nehmen wir an X = AUB mit A, B disjunkt und T'(A) C A.
Mit A° bezeichnen wir das Innere von A. Es gilt 7"(A°)N B° C AN B = @&. Das kann nach
(iii) nur dann sein, wenn entweder A leeres Inneres oder B leeres Inneres hat.

Um (ili) == (iv) einzusehen, bemerke, dass (iii) genau die Dichtheit von (J,, . T"(U)
bedeutet. Fiir die Umkehrung sei V' eine nicht leere offene Menge. Da | J,, .y 7" (U) dicht
ist, gilt |J,,ey 7"(U) NV ist nicht leer. Also gibt es ein n € N, sodass 7" (U) NV nicht leer
ist. Damit haben wir also (iii) <= (iv) gezeigt.

Der letzte Schritt ist (iii) <= (v) zu zeigen. Dafiir bemerke, dass T"(U) NV # @
dquivalent zu UNT (V') # @ ist. Damit haben wir alle behaupteten Aquivalenzen gezeigt.
O

Definition 3.4. Sei (X,T) ein dynamisches System. Wir nennen (X, T') topologisch tran-
sitiv, wenn fiir beliebige nicht leere, offene U,V C X, ein n € N existiert, sodass T"(U)NV
nicht leer ist. Des Weiteren definieren wir die Menge Np(U, V) :={n e N: T"(U)NV # 0}
fir U und V Teilmengen von X.

Bemerkung 3.5. Ein dynamisches System (X,7T) ist genau dann topologisch transitiv,
wenn fiir alle nicht leeren, offenen Teilmengen U,V von X, Np(U, V) nicht leer ist. AuBer-
dem gelten in topologisch transitiven Systemen alle Eigenschaften aus Proposition 3.3.

Lemma 3.6. Sei (X, T) quasikonjugierte zu (Y, S). Ist (X,T) topologisch transitiv, so ist
es auch (Y, S).

Beweis. Sei ¢ : X — Y stetig mit dichtem Bild und es gelte ¢ o T' = S o ¢. Seien U und
V nicht leere offene Teilmengen von Y. Da ¢ stetig ist und dichtes Bild hat, sind ¢~ (U)
und ¢~ 1(V) offene und nicht leere Teilmengen von X. Da (X,T) topologisch transitiv
ist, existieren z € ¢ 1(U) und n € N mit T"(x) € ¢~ (V). Nun gilt ¢(z) € U und
S™(¢(x)) = o(T"(x)) € V. O

Lemma 3.7. Sei (X, T) ein topologisch transitives dynamisches System und seien U und
V' nicht leere, offene Teilmengen von X. Dann ist Ny (U, V') unendlich.

Beweis. Wir werden zeigen, dass es fiir jedes ng € Np(U,V) ein ny € N mit ng < n; und
ny € Np(U,V) gibt. Sei also ng € Np(U,V). Dann betrachte die nicht leere und offene
Menge W := UNT " (V). Da T topologisch transitiv ist, gibt es ein m € Np(W,W).
Dann gilt 7" (W) NV ist nicht leer. Insbesondere ist 7™°+™(U) N V nicht leer. Es gilt
n0<n0+m::n1€NT(U,V). ]
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Definition 3.8. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. Wenn es einen Punkt 2 € X
gibt, sodass O(x) dicht ist, dann heiflt T hyperzyklischer Operator.

Lemma 3.9. Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Wenn ein x € X einen dichten
Orbit hat, dann hat auch T"x fir alle n > 1 einen dichten Orbit.

Beweis. Es gilt O(z,T) \ {z,Tz,....,T" '} C O(T"(z),T). Auferdem sind in metrischen
R&umen ohne isolierten Punkten, dichte Mengen abgeschlossen unter dem Ausschneiden
endlicher Mengen. O

Satz 3.10 (Birkhoff). Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent

(i) (X, T) ist topologisch transitiv;
(i) T ist hyperzyklisch.

Gilt einer der beiden Bedinungen und damit beide, dann ist die Menge der Punkte in X
mit dichten Orbit eine Gg-Menge.

Beweis. Wir beginnen mit (i) = (7). Seien U und V nicht leere offene Teilmengen von
X. Sei x € X, sodass O(x,T) dicht ist. Es gibt also ein n € N mit T"(z) € U. Aus
Lemma 3.9 wissen wir, dass der Orbit von 7" (x) dicht ist. Es existiert also ein m € N mit
T™t™(z) € V. Insgesamt gilt also T™(U) NV ist nicht leer. Damit ist die erste Implikation
gezeigt.

Fiir die Umkehrung sei (X, T') topologisch transitiv. Sei D(T") die Menge der Punkte x €
X mit dichten Orbit. Da X separabel ist, gibt es eine dichte abzihlbare Menge {y; : i € N}.
Die Menge B := {B,,,-1(y;) : i,m € N} bildet eine abzidhlbare Basis der Topologie auf X.
Ein Punkt x € X ist damit genau dann in D(T), wenn fiir alle U € B, O(x,T) N U nicht

leer ist. Wir erhalten
D)= U 0.
Ue BneN

Wegen Proposition 3.3 ist U,enT™(U) dicht fiir alle U € B. Nach dem Satz von Baire,
vergleiche | , Satz 4.1.1], ist D(T) eine dichte G§5-Menge, insbesondere nicht leer. [J

Korollar 3.11. Sei (X,T) quasikonjugierte zu (Y, S). Ist T hyperzyklisch, so ist es auch
S.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Satz von Birkhoff und Lemma 3.6. O

3.2 Chaos

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Chaos zu definieren und einige grundlegende Eigenschaf-
ten chaotischer Systeme zu beweisen. Es sei hier erwéhnt, dass die Definition von Chaos
nicht einheitlich ist. Fiir unsere Definition werden zwei Aspekte wesentlich sein. Zum einen
sollen chaotische Systeme hyperzyklisch sein, das wird uns die Irreduzibilitdt garantieren.
AuBerdem sollen chaotische Systeme eine >grofle< Menge an periodischen Punkten haben.
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Definition 3.12. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. (X, T) heiit chaotisch, wenn
(i) T hyperzyklisch ist;
(il) P(T) dicht in X ist.

Lemma 3.13. Sei (X,T) quasikonjugierte zu (Y,S). Wenn P(T) dicht in X, dann ist
auch P(S) dicht in Y.

Beweis. Sei ¢ : X — Y wie aus der Definition der Quasikonjugiertheit von (X,7") und
(Y, S). AuBerdem sei U C Y nicht leer und offen. Da ¢~1(U) eine nicht leere und offene
Teilmenge von X ist, gibt es ein z € ¢~ (U) und ein n > 1 mit 7" (z) = z. Insgesamt gilt
also S(¢(x)) = ¢(T(z)) = ¢(x). Damit enthilt jede nicht leere und offene Teilmenge von
Y einen periodischen Punkt. O

Definition 3.14. Sei (X,7) ein lineares dynamisches System. (X,T") hat eine sensitive
Abhdingigkeit von Anfangsbedingungen, wenn

F6>0Vr € XVe>0dn >0y € X : d(x,y) < e ANd(T"™(xz), T"(y)) > 9.

Die sensitive Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen wird auch gerne als Schmetterlings-
effekt bezeichnet und wir werden sehen, dass er typisch fiir chaotische Systeme ist. Wir
fassen in der folgenden Proposition einige Figenschaften chaotischer Systeme zusammen.

Proposition 3.15. Seien (X,T) ein chaotisches lineares dynamisches System. Dann hat
(X,T) folgende FEigenschaften

(i) (X,T) ist irreduzibel;

(i) wenn (Y, S) ein weiteres lineares dynamisches System ist und (X,T) quasikonjugiert
zu (Y, S) ist, so ist (Y,S) chaotisch;

(11i) (X,T) hingt sensitiv von den Anfangsbedingungen ab.

Beweis. Nach dem Satz von Birkhoff ist jedes chaotische System auch topologisch transi-
tiv. Aus Proposition 3.3 folgt die Irreduzibilitéit von topologisch transitiven Systemen und
damit (i).

Aus Lemma 3.13 und Korollar 3.11 folgt (ii).

Um den letzten Punkt zu beweisen seien §,e > 0 und x € X beliebig. Nun betrachte die
offenen Mengen U := {x € X : d(0,z2) < e} und V := {z € X : d(0,z) > 0}. Da (X,T)
topologisch transitiv ist, gibt es ein n € N und ein z € U, sodass T"(z) € V. Nun betrachte
y = x + z. Dann gilt d(z,y) = d(0,2) < €, da die Metrik auf X translations invariant
ist. Des Weiteren gilt d(T"(z),T"(y)) = d(0,7™(z)) > 6. Also héngt T" sensitiv von den
Anfangsbedingungen ab. O
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3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

3.3 Mischende Operatoren

Mischende und schwach-mischende Operatoren sind hyperzyklisch und werden uns spéter
ein niitzliches Kriterium fiir die Hyperzyklizitdt von Operatoren liefern.

Definition 3.16. Sei (X,T) ein dynamisches System. Wenn es fiir alle nicht leeren und
offenen Teilmengen U,V von X ein N > 0 gibt, sodass

T"U)NnV =10 fiir alle n > N

gilt, dann ist T ein mischender Operator. Wenn T x T" topologisch transitiv ist, so nennen
wir T schwach mischend.

Bemerkung 3.17. Seien (X,T) ein dynamisches System. Dann ist 7' genau dann mi-
schend, wenn fiir alle U,V offene Teilmengen von X, Np(U,V) kofinit ist. Die Menge
B:={U xV : U,V offen in X} stellen eine Basis der Produkttopologie dar. T" ist genau
dann schwach-mischend wenn fiir alle A, B € B die Menge Npx7(A, B) nicht leer ist. Das
wiederum ist dazu dquivalent, dass fiir alle U1, Usa, V1, Vo nicht leere, offene Teilmengen von
X, NT(Ul, Vl) N NT(UQ, Vg) nicht leer ist.

Lemma 3.18. Sei (X, T) quasikonjugierte (Y,S). Ist T mischend, so ist es auch S.

Beweis. Sei ¢ : X — Y stetig mit dichtem Bild und es gelte ¢ o T = S o ¢. Seien U
und V nicht leere offene Teilmengen von Y. Da ¢ stetig ist und dichtes Bild hat, sind
¢~ 1(U) und ¢~ (V) offene und nicht leere Teilmengen von X. Da T mischend ist existieren
r € ¢ Y (U) und N > 0 mit T"(x) € ¢ (V) fiir alle n > N. Nun gilt ¢(x) € U und
S™(¢(x)) = o(T"(x)) € V. O

Lemma 3.19. Sei (X, T) quasikonjugierte zu (Y, S). Ist T schwach mischend, so ist es
auch S.

Beweis. Sei ¢ : X — Y stetig mit dichtem Bild und es gelte ¢ o T'= S o ¢. Nun definiere

XxX—=-YxY
oo {<w,y> o (6(2),6(9)).

Dann ist ¢ x ¢ eine stetige Abbildung, da X x X mit der Produkttopologie versehen wird.
Da ¢ dichtes Bild hat, ist auch ¢ x ¢(X x X) = ¢(X) x ¢(X) dicht. AuBerdem gilt

(@ x ) (T xT)(2,y)) = (¢(T(2)), (T (y))) = (S(d(x)), S(¢(y))) = (5 x 5)((¢ x d)(2,y)).

Wir sehen (X x X, T x T) ist quasikonjugiert zu (Y x Y, S x S) vermoge ¢ x ¢. Aus Lemma
3.6 folgt die Aussage. O

Proposition 3.20. Seien (X,T) und (Y,S) dynamische Systeme. Dann gilt

(i) wenn es einen Punkt z € X x'Y mit dichten Orbit unter T x S, dann gibt es auch
x € X undy €Y, sodass x einen dichten Orbit unter T hat und y dichten Orbit
unter S;

11



3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

(ii) wenn (X x Y, T x S) topologisch transitiv, dann auch (X,T) und (Y,S);
(iii) wenn (X X Y,T x S) chaotisch ist, so auch (X,T) und (Y,S);
(iv) wenn T x S schwach mischend ist, dann sind auch T und S schwach mischend;

(v) wenn (X,T) und (Y, S) topologisch transitiv und einer von beiden mischend ist, dann
ist (X x Y, T x S) topologisch transitiv;

(vi) T x S ist genau dann mischend wenn T und S mischend sind.

Beweis. Vermoge der Abbildung (z,y) — x (beziehungsweise (z,y) — y) ist (X x Y, T x 5)
quasikonjugiert zu (X, T') (beziehungsweise (Y, S)). Nun folgt (i) aus Lemma 3.13, (ii) aus
Lemma 3.6, (iii) aus Proposition 3.15 und (iv) aus Lemma 3.19.

Um (v) zu beweisen, geniigt es, eine Basis der Produkttopologie zu betrachten. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sei T mischend. Seien also U; und Vj nicht leere, offene
Teilmengen von X und Uy und V5 nicht leere, offene Teilmengen von Y. Aulerdem gilt

(T x S)™(U1 x Up) N (Vi x Us) = (T™(U1) N Vi) x (S™(Us) N Va). (3.1)

Da T mischend und Ng(Us, V3) nach Lemma 3.7 unendlich ist, ist Npyg(Uy x Vi, Us x V)
nicht leer. Das ist wiederum &quivalent zur topologischen Transitivitdt von T x S.
(vi) folgt direkt aus Gleichung (3.1). O

Korollar 3.21. Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Dann gilt
(i) wenn T mischend ist, so ist T auch schwach mischend;
(ii) wenn T schwach mischend ist, so ist (X, T) topologisch transitiv.

Proposition 3.22. Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Dann ist T genau dann
mischend, wenn fiir alle nicht leeren, offene U C X wund fiir alle Nullumgebung W Np(U, W)
und N(W,U) kofinit sind.

Beweis. Wenn T mischend ist, so ist fiir alle nicht leeren, offene U,V C X Np(U, V) ko-
finit. Insbesondere wenn eine der beiden Mengen eine Nullumgebung ist. Womit die eine
Implikation gezeigt ist.

Fiir die andere Implikation sei T" ein Operator sodass fiir alle nicht leeren, offenen Mengen
A C X und fiir alle Nullumgebung B N7 (A, B) und N(B, A) kofinit sind. Seien U, V' zwei
nicht leere, offene Teilmengen von X. Nach Lemma 2.8 existieren offene Uy, V] und eine
Nullumgebung W, sodass Uy + W C U und Vi3 + W C V. Nach Voraussetzung gibt es
ein N € N, sodass es fiir alle n > N, ein v € U; und ein w € W gibt mit 7"(u) € W
und 7" (w) € Vi. Dann liegt u+w € U und T"(u + w) = T"(u) + T"(w) € V. Somit ist
Nr(U,V) kofinit. Nach Bemerkung 3.17 ist 7" mischend. O

Lemma 3.23. Sei (X,T) ein dynamisches System und seien Uy, Vi,Us, Vo nicht leere,
offene Teilmengen von X.

12



3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

(i) Wenn es eine stetige Abbildung S : X — X gibt, welche mit T kommutiert und
S(U)NUz # 0 und S(V1) NV # (0, dann gibt es nicht leere, offene Mengen U C Uy,
V] C V1, sodass

Np(U1,V{) € Np(Us, Vo) und ~ Np(V{,Uj) C Np(Va, Us).
Ist auferdem (X, T) topologisch transitiv, dann ist Np(Uy, V1)NNp(Usa, V) nicht leer.
(ii) Wenn (X,T) topologisch transitiv ist, dann gilt

NT(Ul, UQ) N NT(Vl,‘/Q) 75 ) = NT(Ul, Vl) N NT(UQ,VQ) #* 0.

Beweis. Aus den Voraussetzungen in (i) folgt, dass es eine nicht leere, offene Teilmengen
U CU; und V{ C V; gibt mit S(U;) C Uz und S(V]) C V. Wenn es ein n € Np(U1, VY)
gibt, so gibt es auch ein x € U] mit 7"(z) € V{. Dann gilt T"(S(z)) = S(T"(z)) € Va. Au-
Berdem liegt S(x) in Us. Es folgt Np(Uj, V() € Np(Us, Va). Analog zeigt man Np(V{,U;) C
Nrp(Va,Us). Ist (X, T) topologisch transitiv, so gilt

0 # Np (U1, V) C Np(Ur, Vi) N Np(Us, Va).

Fiir den Beweis von (ii) seien (X, T) topologisch transitivund n € Np(Uy, U2)N\Np(Us, Va).
Dann folgt NT(Ul, Vl) N NT(UQ, Vz) #* 0 aus (1) mit S :=T1T". O

Satz 3.24 (Furstenberg). Sei (X,T') ein dynamisches System und T schwach-mischend.
Fiir n > 2 ist das n-fache Produkt T x --- x T schwach-mischend.

Beweis. Das n-fache Produkt ist genau dann schwach mischend, wenn das 2n-fache Pro-
dukt topologisch transitiv ist. Wir werden mittels vollstdndiger Induktion beweisen, dass
fiir alle n > 2 das n-fache Produkt topologisch transitiv ist. Da T als schwach-mischend
vorausgesetzt wird, ist T' x T topologisch transitiv. Womit der Induktionsanfang bewiesen
ist.

Nun sei vorausgesetzt, dass das n-fache Produkt topologisch transitiv ist. Seien Uy, Vi
nicht leere, offene Teilmengen von X fiir k = 1,...,n + 1. Wie in Bemerkung 3.17 argu-
mentiert, geniigt es zu zeigen, dass

n+1

() Nr (U, Vi) # 0. (3.2)

k=1

Da T schwach-mischend ist, gibt es ein m € N, sodass T (U,,) N Upy41 # @ und T™(V,,) N
Vpt1 # 0. Nach Lemma 3.23 gibt es nicht leere, offene Mengen U} C U,, und V,, C V,, mit
Nr(U!, V) C Np(Up, Vi) N Np(Upt1, Viy1). Die Induktionsvoraussetzung impliziert nun

n’'n

n—1

ﬂ NT(Uk7 Vk) N NT(U'r/w Vrlb) 7é wv
k=1

woraus wiederum Gleichung (3.2) folgt.
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Lemma 3.25. Sei (X,T) ein dynamisches System. Dann ist T genau dann mischend,
wenn fir alle nicht leeren, offene U, Uy, Vi C X gilt, dass Np(U,Uy) N Np(U, V1) # 0.

Beweis. Nach Bemerkung 3.17 miissen wir nur zeigen, dass die Bedingungen hinreichend
sind. Dafiir seien Uy, Us, V1, V5 nicht leere, offene Teilmengen von X. Nach Voraussetzung
gibt es ein n € Np(Uy, Uz) NNy (Uy, Vo). Es sind also U := Uy NT~"(Usz) und T~"(V3) nicht
leere, offene Mengen, letztere weil T insbesondere topologisch transitiv ist und topologische
transitive Operatoren dichtes Bild haben. Auflerdem gibt es nach Voraussetzung auch ein
m € Np(U, Vi) N Np(U, T7™(V3)). Anders gesagt gibt es also ein z € U mit T™(x) €
T—™(Va). Zusammengefasst gilt 77 (T"(x)) = T"(T™(x)) € Vo und T"(z) € Uy und m €
Nrp(Uy, Vh). Damit liegt m € Np(Uy, Vi) N Np(Us, Vo). L]

Proposition 3.26. Sei (X,T) ein dynamisches System. Dann ist T genau dann mischend,
wenn fir alle nicht leeren, offenen U,V Teilmengen von X gilt, dass Np(U,U)NNp(U, V) #
0.

Beweis. Wir werden zeigen, dass die gewédhlten Voraussetzungen, die Voraussetzung aus
Lemma 3.25 implizieren. Dafiir seien U, V7, V5 nicht leere, offene Teilmengen von X. Nach
Voraussetzung gibt es ein n € N, sodass Uy := UNT~"(V}) eine nicht leere, offene Menge ist.
Wiederum ist 77" (V3) nicht leer, da topologisch transitive Operatoren dichtes Bild haben.
Nach Voraussetzung gibt es ein m € Np(Uy,Uy) N Np(Uy, T~ "(V32)). Wir finden z,y € U;
mit 7" (x) € Uy und T™(T™(y)) € Vo. Da T™(z) € U; gilt auch, dass T"(T™(x)) € V1.
Also liegt n +m € Np(U, V1) N Np(U, Va). O

Die oben bewiesenen Kriterien gelten in allgemeinen dynamischen Systemen. Es wird sich
als niitzlich erweisen, schwach-mischende Operatoren im Kontext von Fréchet-Réumen zu
betrachten. Dafiir beweisen wir zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 3.27. Sei (X,T) ein lineares dynamisches System und T ein hyperzyklischer Ope-
rator. Dann gibt es fiir alle nicht leeren, offenen U,V C X wund Nullumgebungen W, nicht
leere und offene Uy C U und W1 C W mit

NT(U1,W1) g NT(V, W) und NT(Wl, Ul) g NT(W, V)

Beweis. Da T stetig und nach dem Satz von Birkhoff topologisch transitiv ist, gibt es
ein m € N und eine nicht leere und offene Teilmenge U; von U, sodass T™(U;) C V.
Nach Lemma 2.8 gibt es eine nicht leere, offene Menge U] und eine Nullumgebung W/ mit
Ui+ W/ C Uy. Es folgt T™(U;+W{) C V. Da T stetig ist, ist T~™(W7) eine Nullumgebung.
Der Schnitt zweier 0- Umgebungen ist wieder eine Nullumgebung. Nun betrachte W N
T-"™(W{) = Wp C W. Dann gilt sicher T7""(W;) C W. Wenn es ein n € Np(Uy, Wq)
gibt, so gibt es ein x € Uy mit T"(z) € Wi. Es folgt T"(T™(z)) = T™(T™(z)) € W. Da
T™(x) € V, liegt n € Np(V,W). Somit haben wir gezeigt, dass Np(Uy, W7) C Np(U, V).
Die andere Behauptung folgt analog.

O
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3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

Proposition 3.28. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System und T hyperzyklisch. Wenn
es fir alle nicht leeren, offenen Teilmengen U von X und fiir alle Nullumgebungen W, eine
stetige Abbildung S : X — X gibt, welche mit T kommutiert, sodass auflerdem

SOUYNW #0  und  SW)NU#D
gilt, dann ist T schwach-msichend.

Beweis. Nach dem Satz von Birkhoff ist (X, T) topologisch transitiv. Wir kénnen Lemma
3.23 anwenden und erhalten, dass Np(U, W) N Np(W,U) nicht leer ist. Seien A, B nicht
leere, offene Teilmengen von X. Nach Lemma 2.8 gibt es nicht leere, offene A, B; und eine
Nullumgebung Wy, sodass A1+W; C A und B1+W; C B gilt. Nach Lemma 3.27 gibt es eine
Nullumgebung W5 und nicht leere, offene Menge Ay C Ay mit Np(Wa, Ag) C Np(Wq, By).
Nun sei n € Np(Aa, Wa) N Np(Wa, Ay). Insbesondere gibt es also ein a € Ay und ein
wg € Wa, sodass T"(a) € Wy und T"(w) € Az und ein wy; € Wi mit T"(w;) € B;. Nun
betrachten wir ;1 = a+w; € A und 22 = a + wy € A. Es gilt T"(x1) € By + Wy C B
und T"(xz2) € As + Wy C A. Wir sehen also n € Np(A, A) N Nr(A, B), insbesondere ist
Nr(A, A) N Np(A, B) nicht leer. Wir kénnen nun Proposition 3.26 anwenden und haben
bewiesen, dass 1" schwach-mischend ist. ]

Proposition 3.29. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. T ist genau dann schwach-
mischend, wenn fiir alle nicht leeren, offenen Mengen U,V C X und fir alle Nullumgebun-
gen W

Np(UW)NNp (W, V) £

Beweis. Nach Bemerkung 3.17 geniigt es zu zeigen, dass das Kriterium hinreichend ist.
Nach Lemma 2.8 gibt es nicht leere, offene U, V3 C X und eine Nullumgebung Wi, sodass
Ui+ W; CUund Vi +W; C V. Nach Voraussetzung gilt, dann insbesondere Np(Uy, W1)N
Np (W1, V1) ist nicht leer. Sei n € Np(Uy, W) N Np(W7, Vi) und wihle u € Uy und w € Wi,
sodass T™(u) € Wi und T"(w) € Vi. Dann liegt * = u+w € U und T"(z) € W1 +V; C V.
Damit haben wir bewiesen, dass T' topologisch transitiv ist, nach dem Satz von Birkhoff
auch hyperzyklisch. Fiir n € Np(U, W) definiere S := T". Nach Proposition 3.28 ist T
schwach-mischend. O

Satz 3.30. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System und T hyperzyklisch. Wenn es eine
dichte Teilmenge Xo von X gibt, sodass fir alle x € Xg der Orbit von x eine beschrinkte
Menge ist, dann ist T schwach-mischend.

Beweis. Sei U eine nicht leere, offene Teilmenge von X und W eine Nullumgebung. Au-
Berdem sei (pp)nen eine Folge von Seminormen, welche die Topologie auf X definieren.
Dann gibt es nach Proposition 2.5 ein ng € N und ein € > 0, sodass alle x € X mit
Do (z) < € in W sind. Da X dicht ist, gibt es ein 29 € Xo N U. Da insbesondere xo € Xo,
ist M := sup,en(T"(20)) < oo. Somit erhalten wir fiir alle n € N, 557" (x9) € W. Da T
topologisch transitiv ist, gibt es ein m € N, sodass 55;T™(W)NU =T™(55W)NU # 0.
Wir kénnen nun Proposition 3.28 anwenden, mit S := 55; 7", und erhalten T ist schwach-
mischend. O
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3 Lineare dynamische Systeme und Chaos

Korollar 3.31. Sei (X,T) ein chaotisches lineares dynamisches System. Dann ist T' schwach-
mischend.

Beweis. Da P(T') dicht in X ist und fiir alle x € P(T) O(z,T) beschrankt ist, ist T
schwach-mischend nach Satz 3.30. O
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Bevor wir Beispiele linearer chaotische Systeme betrachten, bendtigen wir Kriterien fiir
die Hyperzyklizitit eines Operators. Im vorhergehenden Kapitel haben wir schon einige
Kriterien gesehen, um zu zeigen, dass ein Operator schwach-mischend ist und damit ins-
besondere hyperzyklisch. Allerdings sind diese, aufgrund ihrer starken Voraussetzungen,
ungeeignet, um die Hyperzyklizitdt eines Operators zu beweisen. Die meisten der schon
bewiesenen Kriterien setzten voraus, dass unser Operator bereits hyperzyklisch ist. Wir
werden also in diesem Kapitel neue Kriterien mit schwécheren Voraussetzungen beweisen.
Zunéchst beweisen wir ein niitzliches Lemma.

Lemma 4.1. Sei T ein lineare Abbildung auf einem komplexen Vektorraum X . Die Menge
der periodischen Punkte von T kann dargestellt werden als

P(T) =span{z € X|3a € Q: Tx = " z}.

Beweis. Sei x € X, sodass es ein o € Q gibt mit Tx = €™ z. Dann gibt es n € N und
ke Z mit o = % Nun gilt T?"z = > %y = z. Wir sehen span{r € X|Ja € Q: Tz =
e} CP(T).

Sei x € X und n € N mit 7"z = . Wir zerlgen

Z=1=(z-M)(z=A2)...(2 = ),

wobei A\, = €2/ fiir k = 1,...,n. Nun definiere
pr(z) = H(z -\ firk=1,...,n.
itk
Da die (Ag)req,...,ny Paarweise verschieden sind, bildet die Menge {p1,...,pi} eine Basis
der Polynome mit Grad kleiner n. Es gibt also z1, ..., 2z, € C mit
n
1= zzkpk(z) fiir alle z € C. (4.1)
k=1

Wenn wir nun 7" in (4.1) einsetzten, erhalten wir
n
1= zpi(T).
k=1

Nun gilt = Iz = > zipr(T)z. Fiir yi, := pp(T)x erhalten wir z = > ;| z,yg. AuBer-
dem gilt (T' = Ap)yr = (T = Me)pr(T)z = [Tjeqr,. 0y (2 = Aj)z = (T = I)z = 0, womit x zu
span{z € X|Ja € Q: Tz = €™} gehort. O
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Nun kommen wir zu unserem ersten Kriterium.

Satz 4.2 (Godefroy-Shapiro). Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. Wenn die Un-
terrdaume

Xo:=span{z € X|IN e K: |A\| <1 A Tz = Az}, (4.2)

Yo :=span{z € X|IN e K: [\| > 1 A Ta = Az} (4.3)

dicht in X sind, dann ist T mischend, insbesondere hyperzyklisch.
Ist auflerdem X ein komplexer Vektorraum und

Zy ==span{r € X|Ja € Q: Tz = "z} (4.4)
dicht in X, dann ist T chaotisch.

Beweis. Seien U,V nicht leere, offene Mengen. Nach Voraussetzung gibt es ein x € XoNU
und ein y € Yo N U. Wir kénnen diese darstellen als

m m
T = Z aRTL und y= Z brYk, (4.5)
k=1 k=1

wobei Txr = M\pxp und Tyr = prpyr mit ag, b, Ak, pr € K und |Ag| < 1 und |pg| > 1 fiir
k=1,...,m. Nun gilt

m m
1
TV = Zak)\Zxk —0 und Uy 1= Z b —yr — 0.
k=1 =1 M
AuBerdem ist T"u,, = y fiir alle n € N. Es gibt also ein NV € N, sodass fiir alle n > N
x+u, €U und T"(z +u,) =T"(x) +y V.

Wir haben gezeigt, T' ist mischend.
Ist nun X ein komplexer Vektorraum und Zy dicht, so wissen wir aus Lemma 4.1, dass
die periodischen Punkte von T dicht liegen. Somit ist 7" ein chaotischer Operator. O

Satz 4.3 (Kitai). Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. Wenn es zwei dichte Mengen
Xo,Yy C X gibt und eine Abbildung S : Yo — Yy, sodass fir alle x € Xg und y € Yy gilt

(i) T"z — 0 fir n — oo,
(ii) S"y — 0 fir n — oo,
(i1i)) TSy =0 fir alle n € N,

dann ist T maschend.
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Der springende Punkt im Beweis von Satz 4.2 ist, dass T"x — 0 fiir alle x € Xy und wir
eine Folge (up)nen finden mit u, — 0 und T"u,, = y fiir alle y € Yy. Der Beweis von Satz
4.3 verlauft analog wie der Beweis von Satz 4.2, wobei u, := S™y.

Im néchsten Schritt werden wir die Voraussetzungen von Satz 4.2 abschwéchen. Wir kom-
men unserem Ziel, ein Kriterium mit moglichst schwacher Pramisse fiir die Hyperzyklizitét
eines Operators zu finden, naher.

Satz 4.4 (Gethner-Shapiro). Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Wenn es zwei
dichte Mengen X, Yy C X, eine monoton wachsende Folge (ny)reny € N und eine Abbildung
S : Yy — Yy gibt, sodass

(i) T"x — 0 fir alle z € X,

(ii) S™y — 0 fir alle y € Yy,
(ii) TSy =y fiir alle y € Yy,
dann ist T' schwach-mischend.

Beweis. Seien Uy, Us, V1, Vo nicht leere, offene Teilmengen von X. Dann finden wir x; €
UrNXg,za € UsN Xp, y1 € ViNYy und y2 € Vo N Y. Dann gilt nach (iii)

T"k(xj + S"’“yj) = Tnk.%'j +yj, fir j =1,2.

Auflerdem folgt fiir & hinreichend grof8 aus (i), dass T x; + y; € V; und aus (ii), dass
xj + S™y; € Uj. Wir erhalten ny, € Np(Uy, Vi) N Np(Us, Va). Nach Bemerkung 3.17 ist T
schwach-mischend. O

Satz 4.5. Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Wenn es zwei dichte Teilmengen
Xo, Yy von X und eine monoton wachsende Folge (ng)ren € N und Abbildungen Sy, : Yo —
X fir k € N gibt, sodass

(i) T"x — 0 fir alle z € X,

(ii) Sn,y — 0 fir alle y € Yy,
(iii) T™ Sy, y — y fir alle y € Yo,
dann ist T' schwach-mischend.

Fiir den Beweis bemerke man, dass im Beweis von Satz 4.4 die Existenz einer Rechtsin-
versen von T' auf Yj nicht notig ist. Es reicht eine Abbildung mit Eigenschaft (ii) und (iii)
aus Satz 4.5. Eben dieser Satz wird in den weiteren Kapitelen dabei helfen, die Hyperzy-
klizitét von Operatoren zu beweisen. Bevor wir uns mit Beispielen chaotischer Systemen
beschéftigen, werden wir noch beweisen, dass chaotische Operatoren die Voraussetzungen
aus Satz 4.5 immer erfiillen.

Definition 4.6. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System und (ny)reny € N eine monoton
wachsende Folge. Wir nennen T' hereditir hyperzyklisch beziiglich (ny)ken, wenn es fiir jede
Teilfolge (n,, )men ein x € X gibt, sodass {T"mx : m € N} dicht in X ist.
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4 Hyperzyklizitidts Kriterium

Satz 4.7 (Beés-Peris). Sei (X,T) ein lineares dynamisches System. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent

(i) T erfillt die Voraussetzungen aus Satz J.5;
(ii) T ist schwach-mischend;
(11i) T ist hereditir hyperzyklisch.

Beweis. (1) = (ii). Das ist die Aussage von Satz 4.5.

(ii) = (4i7). Sei (Op)nen eine Basis der Topologie von X. Nun wéhle eine Aufzihlung
(Uj,Vj)jen von (O, Op,) mit n,m € N. Da T schwach-mischend ist, gibt es nach Satz 3.24
fiir alle £ € N eine natiirliche Zahl nj, sodass

T (U;) N V; #0 fiir alle j = 1,... k.

Wir konnen (ng)ren monoton wachsend wihlen. Nun sei (ng,, )men eine Teilfolge von
(nk)ken. Seien U,V zwei nicht leere, offene Mengen. Nun gibt es ein [ € N mit U; C U
und V; C V. Fiir k hinreichend gro8 gilt 7" (U;) N V; # 0 insbesondere also fiir m hinrei-
chend grof3

T (U)NV 2 T (U) NV, £ 0.
Aus dem Satz von Birkhoff folgt nun, dass es ein € X mit dichtem Orbit unter (77m ),,en
gibt.

(iii) = (i). Sei T hereditér hyperzyklisch beziiglich der monoton wachsenden Folge
(nk)ken. Nun gibt es ein x € X, sodass {T™ =z : k € N} dicht ist. Wihle eine Teilfolge
(n, )ien, sodass Tz — 0. Dann gibt es ein y € X, sodass {T""y : | € N} dicht in X
ist. Bezeichne mit Uy, die offene Kugel um z mit Radius 1/k. Dann gibt es eine Teilfolge
(nklj )jeN mit

Ty € kU, fiir & > 1.
Sei xy = y/k fiir k > 1. Es gilt 2 — 0 und T 2), — 2. Nun gilt Xo := O(x,T) =: Yy
sind dicht in X. Aus der Stetigkeit von T folgt

T (T2) = T"(T"™"52) = T"0=0  fiir n > 0.
T erfiillt (i) aus Satz 4.5. Nun sei y € Yj, das heifit es gibt ein n € N, sodass y = T"x. Nun
definiere Snkl y = T"zy, . Nun erhalten wir
j J

Snkzj y= Tnxklj = 0 und 7% (Snkzj y) = Tn<Tnklj wklj) — Tz =y. (4.6)

Somit erfiillt 7" auch (ii) und (iii) aus Satz 4.5. O

Proposition 4.8. Sei (X, T) ein lineares dynamisches System. Wenn die Menge der Punk-
te x € X, fir die O(z,T) eine beschrankte Menge ist, dicht in X ist, dann erfillt T die
Voraussetzungen aus Satz 4.5. Insbesondere, wenn T chaotisch ist.

Beweis. Nach Satz 3.30 ist T schwach-mischend und nach Satz 4.7 erfiillt T die Vorausset-
zungen aus Satz 4.5. Nach Korollar 3.31 gilt das insbesondere fiir chaotische Systeme. [
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5 Der Shift-Operator

In diesem Kapitel werden wir, die bisher bewiesene Theorie, an einem Beispiel der linearen
Chaostheorie anwenden und einige Eigenschaften dieses Systems herauszuarbeiten. Fiir
dieses Kapitel einigen wir uns darauf, dass entweder K = R oder K = C. Die Menge aller
Folgen in K bezeichnen wir mit w. Auf w kénnen wir nun eine Familie von Seminormen
Pn(z) = maxj<p<n(|zg|) fir n € N definieren. Klarerweise ist diese Familie separierend,
somit wird w zu einem Fréchet-Raum. Sei (x,)nen eine Folge in w. Nach Proposition 2.5
konvergiert (z,)nen gegen ein z € w, wenn fiir alle £ € N pg(x, — ) — 0 fir n — oc.
Das wiederum ist dquivalent zur komponentenweise Konvergenz von (z,),en gegen . Des
weiteren definieren wir e, := (6, k)ken. Der Shift-Operator B wird definiert als

B- w — W
. ($1,$2,$3,...) — ($2,$3,...).

Definition 5.1. Sei X C w ein Teilraum. Wenn die kanonische Einbettung X — w stetig
ist, dann nennen wir X einen Folgenraum.

Sei X ein Folgenraum. Da die kanonische Einbettung nach w stetig ist, konvergiert eine
Folge (xn)nen in X genau dann gegen ein x € X, wenn sie komponentenweise gegen z
konvergiert.

Sei nun X ein B-invarianter Folgenraum. Auflerdem sei (zy,)n,en eine konvergente Fol-
ge in X. Bezeichne mit x € X den Grenzwert. Nun gilt, dass die k-ten Komponenten
((zk)n)nen € K von (z,,)nen gegen die k-te Komponente von z in K konvergiert. Nun gilt
(Bzp)r — (xg41), die k-ten Komponenten von (Bxy,),en konvergieren gegen die (k + 1)-
ten Komponenten von x. Auflerdem gilt x5 = (Bx)g. Also hat B einen abgeschlossenen
Graphen und ist nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen stetig.

Proposition 5.2. Sei X ein B-invarianter Folgenraum. Dann ist B ein Operator auf X,
insbesondere ist (X, B) ein lineares dynamisches System.

Lemma 5.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum, (zp)neny € X und z € X. Wenn es eine
monoton wachsende Folge (ng)reny C N gibt, sodass

Tpy—j — T fir alle j € N
Dann gibt es auch eine monoton wachsende Folge (my)ken C N, sodass
Tmptj — T fiir alle j € N.

Beweis. Fiir alle k € N gibt es ein N, € Nmit d(xn,—j,2) < 1/k, fir j = 1,..., k. Definiere
nun my, := Ny — k — 1 fiir & € N. Nun gilt d(@p, 4x+1—5,2) < 1/k fiir j = 1,..., k. Somit
gilt d(xm,+j,x) < 1/k. Falls (my)ren nicht streng monoton wachsend ist, kénnen wir zu
einer streng monoton wachsenden Teilfolge iibergehen. O
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5 Der Shift-Operator

Satz 5.4. Sei X ein Folgenraum und {e, : n € N} eine topologische Basis von X. Aufer-
dem sei B : X — X der Shift-Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist hyperzyklisch;
(ii) B ist schwach-mischend;

(i1i) es gibt eine streng monoton wachsende Folge (ni)ren C N, sodass en, — 0 in X fiir
k — oo.

Beweis. Sei ||.|| eine F-Norm, welche die Topologie auf X induziert.
(i) = (iii). Angenommen B ist hyperzyklisch. Sei N € N und ¢ > 0. Da {e,, : n € N}
eine topologische Basis ist, konvergiert fiir alle x € X (zpep)nen gegen 0. Nun definiere fiir

n €N
X—-X
Tn:{
T = Tpén.

Wir kénnen nun den Satz von Banach-Steinhaus auf die Operatoren {T,, : n € N} anwenden
und erhalten ein ¢ > 0, sodass fiir alle x € X

2| < 8 = |[Thz|| = [lznen| < % fiir alle n € N, (5.1)

gilt. Da die Inklusionsabblidung von X nach w stetig ist, ist die Topologie auf X feiner
als die Topologie auf w. Wir kénnen also Proposition 2.5 anwenden und erhalten, dass die
Menge {z € X : pi(z) = |z1]| < 1/2} eine Nullumgebung ist. Da ||.|| die Topologie von X
induziert, gibt es ein 1 > 0, sodass fiir alle x € X

1
Izl <n = |a1] <5 (5:2)

gilt. Da B hyperzyklisch, also insbesondere topologisch transitiv ist, gibt es ein m €
Np({x € X : |z|]| < 0},{x € X : ||z —e1]] < n}). Es gibt also ein x € X und ein
ein n > N, sodass

||| <9 und |B" 'z — ey < .

Somit erhalten wir zusammen mit (5.1) und (5.2)

€ 1
|znen| < B und |zy, — 1] < 7 (5.3)

Aus |z, — 1] < 1/2 folgt, dass x,, € [1/2,3/2]. Wir erhalten folgende Abschéitzung

1—x,

<1. (5.4)

! — 1] =\

Tn

Nun kénnen wir die Eigenschaften der F-Norm zusammen mit (5.3) und (5.4) anwenden
und sehen

lenll = ”(%:1 — Dzpen + zpen| < H(xrjl — Dapen| + [[znen|l < e
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5 Der Shift-Operator

Wir haben also gezeigt, dass es fiir jedes ¢ > 0 und N € Nein n > N gibt, sodass ||e,|| < €.
Nun wahle fiir jedes & € N ein ny, > k, sodass |le,, || < 1/k. Dann ist (ng)ren die gesuchte
Folge.

(iii) = (ii). Sei Xg = Yy = K, die Menge aller Folgen, welche fast immer 0 sind.
Auflerdem sei (ny)ken eine monoton wachsende Folge sodass e, — 0 fiir & — co. Xy und
Yy sind dicht, da {e, : n € N} eine topologische Basis von X ist.

Nun definiere S((z1,z2,...)) := (0,21, 22,...). Fir n € N gilt nun S,, := S™ ist eine
Abbildung von Yj nach X. Wir wollen nun beweisen, dass B die Voraussetzungen aus Satz
4.5 erfiillt. Fiir alle n € N, gilt sicherlich limj_,o, B¥e,, = 0. Wegen der Linearitiit gilt somit
fir alle z € Xo limp_oo B¥z = 0. Nun sei y € Y). Aus der Definition von S folgt, dass
T"Sny = y. Da B stetig ist, gilt fiir alle j € N e,,_; = Ble,, — 0 fiir K — co. Aus Lemma
5.3 folgt die Existenz einer monoton wachsenden Folge (my)ien, sodass ep,+; — 0 fir
k — oo und alle j € N. Nun gilt e, +; = S7ep,. Wegen der Linearitit von S folgt nun
fiir alle y € Yp, dass S7y — 0. Somit konnen wir Satz 4.5 anwenden und erhalten, dass B
schwach-mischend ist.

(ii) = (i). Diese Implikation gilt fiir alle Operatoren per Definitionem. O

Definition 5.5. Sei X ein Folgenraum. Wir nennen (e, ),en eine unbedingte Basis, wenn
(en)nen eine topologische Basis von X ist und fiir alle (z,)neny € X und alle (€,)neny C

{0, 13"
9]
Z €EnTnCn,
n=1

in X konvergiert.

Satz 5.6. Sei X ein Folgenraum, sodass (en)nen €ine unbedingte Basis ist. Auferdem sie
B ein Operator auf X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) B ist chaotisch;
(ii) 07 en konvergiert in X ;
(iii) die konstanten Folgen sind in X ;
(iv) B hat einen nicht trivialen periodischen Punkt.

Beweis. (i) = (iv). Da B chaotisch ist, liegt P(B) dicht in X. Insbesondere enthélt P(B)
einen nicht trivalen Punkt.

(iv) = (iii). Sei 0 # (zp)nen € P(B). Das heifit, dass (z,,)nen eine periodische Folge ist.
Es gibt also ein N € N, sodass xj = zj4n fiir alle & € N. Da 0 # (zp,)nen ist, gibt es ein
J < N mit z; # 0. Nun gilt fiir alle £ € N, dass z;4xn = x; # 0. Sei €;4n = 1 fiir alle
k € N und fir alle anderen Indizes 0. Da (e, )nen eine unbedingte Basis ist, konvergiert

o0

E Enln€n

n=1
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5 Der Shift-Operator

in X und somit auch

1 o o0 o
P <Z x) =D enen = ejekn
J k=1

n=1 n=1

und liegt damit in X. Dann liegt auch

N-1 0o
Y B ejrn =(1,1,1,...)
n=0 k=1

in X. Somit sind alle konstanten Folgen in X.

(iii) = (ii).Da ), cyen = (1,1,1,...) und die konstanten Folgen in X liegen, konvergiert
> nen €n in X,

(ii) = (i). Da ), cyen in X konvergiert, ist (e, )nen eine Nullfolge in X. Nach Satz 5.4
ist B hyperzyklisch. Da (e, )nen eine unbedingte Basis ist und (1,1,1,...) € X ist, sind
alle periodischen 0-1-Folgen in X. Das wiederum impliziert, dass alle periodischen Folgen
in X sind und die Menge aller periodischen Folgen sind genau die periodischen Punkte von
B. Es bleibt zu zeigen, dass eben diese Menge in X dicht ist.

Um das zu zeigen, sei (2, )neny € X und € > 0. Es gibt ein N € N, sodass der Abstand
von dem Punkt (yn)nen := Zﬁle Tpen 2U (Tn)nen kleiner als €/2 ist. (yn )nen definiert auf
kanonische Weise die periodische Folge

co N
ZZZ’nenJrkN e X.

k=1n=1

Aus der Konvergenz der obigen Reihe folgt die Existenz eines m € N mit

oo N
E § Tnen+kN

k=mmn=1

<€
2.

Da (en)nen eine unbedingte Basis ist, gilt auch

oo N ¢
Z Z Tnln+kmN || < 5
k=1n=1
Schlie3lich erhalten wir
co N N oo N c
Z Z Tnln+kmN — Z Tnenl| = Z Z Tnepn+kmN || < 5
k=0n=1 n=1 k=1n=1

Somit ist der Abstand der periodischen Folge 77, 25:1 TnnikmnN 20 (Zn)nen kleiner als
€. Also liegt P(B) dicht in X. O
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6 Differentialoperatoren

Fiir unser niichstes Beispiel linearer dynamischer Systeme betrachten wir Differentialope-

ratoren auf dem Raum der ganzen Funktionen H(C), wobei

H(C) := {f : C — C]| f ist iiberall komplex differenzierbar}.

Fiir alle n € N ist p,(f) := max,|<,(|f(2)|) eine Seminorm auf H(C). Auerdem, wenn fiir
ein f € H(C) gilt, dass fiir alle n € N p,(f) = 0 ist, gilt klarerweise f = 0. Des Weiteren
sei (fn)nen eine Folge in H(C) und f : C — C mit p,,(f, — f) — 0 fiir alle m € N, dann
gilt nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf}, vergleiche | , Kapitel 8], dass f € H(C).
Das beweist mit Proposition 2.5, dass H(C) zusammen mit der von (p,,)men induzierten

Metrik vollstidndig ist. Somit ist H(C) ein Fréchet-Raum.
Wir definieren zwei lineare Abbildungen auf H(C)

Df(z) :== f'(2) und  T,f(z) = f(z+a), a € C.

Wir halten zunéchst einige Eigenschaften ganzer Funktionen fest.

Proposition 6.1. Sei f : C — C eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist einmal komplex differenzierbar;

(ii) f ist beliebig oft komplex differenzierbar und die Taylorreihe

£ (
=3 Ty
n=0

n!

konvergiert fir jeden Punkt w € C auf ganz C;

(iii) fiir alle w € C gibt es ein R > 0, sodass sich f als f(z) => 7" an(z —

z € Ur(w), schreiben ldsst.
Fiir den Beweis verweisen wir auf | , Satz 2.1.3].
Lemma 6.2. Sei f € H(C). Dann gilt fir alle R > 0, dass

O (w) < 2

7 ze%%w)(’f(z)’)'

Fiir den Beweis verweisen wir auf | , Korollar 3.1.1].

w)™, fiir alle

Definition 6.3. Sei f € H(C). Gibt es Konstanten M, A > 0, sodass fiir alle z € C

f(2)] < M

gilt, dann sagen wir, dass f vom endlichen Exponentialtyp ist.
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6 Differentialoperatoren

Lemma 6.4. Es gilt n! < e "Tin+L fiir alle n € N.
Beweis. Wir beginnen den Beweis, indem wir zeigen, dass
e < (1—1/k)7" fiir alle k > 2. (6.1)

Dafiir bemerke, dass e = limj_,(1 — 1/k)7*. Da (1 —1/n)" monoton wachsend gegen

e~! konvergiert, ist (1 -1/ n) ~" eine monoton fallende Folge. Multipliziert man die ersten
n — 2 Ungleichungen aus (6.1), erhdlt man

Wir berechnen die rechte Seite und erhalten

n

H(1 — l)—k — [Tio #* _ [Tio k* __"
s k [ ok — 1)k Hg;i k1 (n—1)!

Setzten wir dies wieder in die urspriingliche Gleichung ein, so liefert das die gewiinschte
Ungleichung fiir n > 2.

en—l < s n! S e—n-i-lnn-‘rl.

(n—1)!
Fiir n = 1 folgt die Ungleichung trivialer weise. O

Lemma 6.5. Sei f(z) = > 2 anz" € H(C). Dann ist f genau dann vom endlichen
Ezxponentialtyp wenn es Konstanten M, R > 0 gibt, sodass

MR"

jan] < n!

fiir alle n € N. (6.2)

Beweis. Wenn f vom endlichen Exponentialtyp ist, dann gilt nach Lemma 6.2 fiir alle

R>0 )
<— m < et
n!l |7 R" |z|ea%}f(0)(|f(z)|) =R

lan| =

Fiir R = n/A und mit Lemma 6.4 erhalten wir schliefflich

n n n
|an|§MA e”SMnA <M(2A) ‘
nm n! n!

Somit erfiillen alle ganzen Funktionen vom endlichen Exponentialtyp (6.2).

Fiir die Umkehrung sei f, sodass (6.2) erfiillt ist. Dann gilt
[e.e] o0
R|z|)"
n=0 n=0

Somit ist f vom endlichen Exponentialtyp. O
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6 Differentialoperatoren

Proposition 6.6. Sei ¢(z) = > 7 a,2" eine ganze Funktion vom endlichen Exponenti-
altyp. Dann konvergiert

$(D)f =) a,D"f
n=0

auf ganz H(C) und definiert einen Operator auf H(C).

Beweis. Seien f und ¢ € H(C), aulerdem sei ¢ vom endlichen Exponentialtyp. Sei m € N
und |z| < m. Dann gibt es nach Lemma 6.2 M, R > 0, sodass fiir alle n € N gilt, dass

anD" ()] < Jan] " max (!f(£)|)§M<R> max (|F(©)]).

m" g <2m m) g <2m

Insbesondere gilt fiir m > R, dass

[o(D)f(2)| = <M

max ([f(£)]).

1— & g <om

Z an D" f(2)
n=0

Es konvergiert also Y7 a, D" f(z) gleichméBig fiir alle |z| < m. Und somit konvergiert
¢(D)f = a,D"f
neN

in H(C). AuBerdem haben wir gezeigt, dass

pn(0(D)f) < M—gpan(f)

m

Nach Lemma 2.10 ist ¢(D) ein Operator auf H(C). O

Definition 6.7. Wir nennen einen Operator T" auf H(C) Differentialoperator, wenn es eine
Funktion ¢ vom endlichen Exponentialtyp gibt, sodass T' = ¢(D).

Korollar 6.8. Alle Abbildungen der Form aogl + a1 D + asD? + --- + a, D" sind Differen-
tialoperatoren.
Lemma 6.9. Seia € C. Dann ist
Tof(z) = f(z+a)
ein Differentialoperator auf H(C), wobei T, = .

Beweis. Nach Lemma 6.5 ist

n
e = Z (az') (6.3)
neN G
vom endlichen Exponentialtyp. Nun sei f € H(C). Es gilt
F(z aD" f
T4 = fzta)= 3 T Ban o 5 B () on i)
neN ’ neN )
Wir erhalten
Ta — €aD

und somit ist T, ein Differentialoperator. O
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Proposition 6.10. Sei T ein Operator auf H(C). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) T ist ein Differentialoperator;
(ii) T kommutiert mit D;

(ii)) T kommutiert mit T, fir alle a € C.

Beweis. (i) = (ii). Sei ¢ € H(C) vom endlichen Exponentialtyp, sodass T' = ¢(D). Dann
gilt fiir alle f € H(C)

TDf=> anD"(Df)=>» Da,D"f=D> a,D"f=DTf.

neN neN neN

Wir haben gezeigt, dass DT = T'D.

(ii) = (iii). Sei @ € C und f € H(C). Wir erhalten nach Lemma 6.9
(a

D!)nf => %TD"f =y %D”(Tf) =T,TF.

n

TT.f=T)

(iii) = (i). Fiir eine Folge (fn)neny C H(C) mit lim f,, = f € H(C) gilt insbesondere,
dass (fn)nen punktweise gegen f konvergiert. Das beweist die Stetigkeit der Abbildung
f = Tf(0). Somit gibt es nach Lemma 2.10 ein N € N und ein M > 0, sodass

(THO)] <M max £ (2)], fiir alle f € H(C).

Fiir alle n € N definieren wir e, als z — 2™ und schlie3lich

(Ten)(0)

n!

n
Es gilt
NTL
lan| < M—-.
n!

Nach Lemma 6.5 ist ¢(z) := >,y @n2" vom endlichen Exponentialtyp und nach Proposi-
tion 6.6 ist ¢(D) ein Differentialoperator. Eine leichte Rechnung ergibt

(¢(D)en)(0) = apn! = (Ten)(o)'

Da fiir alle f € H(C) die Taylor-Reihe auf ganz C konvergiert, bilden die (ep)nen eine
topologische Basis von H(C) und damit gilt fiir alle f € H(C

(6(D)£)(0) = (Tf)(0).

Wir haben schon gezeigt, dass alle Differentialoperatoren mit T, fiir alle a € C kommutie-
ren. Nun sei z € C beliebig und es gilt mit (iii), dass

(@(D)f)(2) = (T¢(D) f)(0) = (¢(D)T: f)(0) = (TT:f)(0) = (T.Tf)(0) = (T'f)(2).
Wir sehen, dass T' = ¢(D), T ist also ein Differentialoperator. O
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Lemma 6.11. Sei A C C, sodass A einen Hdufungspunkt hat. Dann ist die Menge
span{ey : A € A}, wobei e)(2) := *?, dicht in H(C).

Beweis. Sei A € C Haufungspunkt von A. Wéhle (A, )nen so, dass einerseits fiir alle n,m €
N mit n # m gilt, dass A\, # A, und lim A, = \. Es gilt nun

A — )\ 2,2
eAnz — 6)\ze(>\n—>\)z — eAz + 6>\Z(>\n _ )\)Z + eAz( n 5 ) < (6.4)
Das beweist, dass fiir alle m € N lim, p,(e** — ¢*?) = 0. Nach Proposition 2.5 gilt
ey € span{ey, : n € N}.
Des weiteren kann man (6.4) umformen und wir erhalten

AnZz Az
et —e Az (A — Nz
=M M T
N — A " 2
Mit dem selben Argument wie oben begriinden wir, dass (z + ze’?) € spanfey, : n € N}.
Setzt man dieses Argument fort erhilt man induktiv, dass (z + 2Fe’?) € span{e,,

n € N}.
Sei nun f € H(C) beliebig. Wir kénnen f als

f(z) =e (e f(2) (Z apz > = ZakzkeM

keN keN

schreiben mit passenden Koeffizienten aj € C, wobei die Gleichheit im Sinne der (py)nen
zu verstehen ist. Somit ist f € span{ey, : n € N}.
[

Satz 6.12. Sei T' ein Operator auf H(C), wobei T # A fiir alle A\ € C. Wenn T mit D
kommutiert, dann ist T mischend und chaotisch.

Beweis. Nach Proposition 6.10 ldsst sich T" als ¢(D) schreiben, wobei ¢ eine ganze Funktion
vom endlichen Exponentialtyp ist. Auflerdem ist nach Voraussetzung ¢ nicht konstant.
Wir werden zeigen, dass die Voraussetzungen von Satz 4.2 erfiillt sind. Dazu betrachte die
Funktionen ey (z) := ** fiir alle z € C. Es gilt

Tex(z) = ¢(D)ex(z) = Z ap\"ex(z) = d(N)ex(z).

neN

Fiir alle A € C ist ey ein Eigenvektor von 7" mit Eigenwert ¢()). Nach Lemma 6.11 ist
{ex : A € Cund |¢(\)| < 1} dicht in H(C), da ganze Funktionen dichtes Bild haben, ist

“1({z : |z| < 1}N¢(C)) eine nicht leere, offene Menge und hat somit einen Hiufungspunkt.
Es gilt {ey : A € Cund |p(N\)| < 1}} Cspan{f € H(C) : T'f = pf fiir ein g € C mit |u| <
1}, insbesondere ist also letztere Menge dicht in H(C). Analog sieht man, dass {f € H(C) :
Tf = pf fiir ein g € C mit || > 1} dicht in H(C) ist.

Um zu zeigen, dass {f € H(C) : Tf = ™ f mit « € Q} dicht in H(C) ist, erinnere
man sich daran, dass ganze Funktionen gebietstreu sind, vergleiche | , Satz 13]. ¢(C)
ist also eine offene, zusammenhéngende und dichte Teilmenge. Insbesondere ist ¢(C)N{z €
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C: |z| = 1} nicht leer und der Schnitt ist in der Spurtopologie auf {z € C |z| = 1} offen.
Es liegen also unendlich viele Wurzeln der Eins in ¢(C) N {z € C: |z2| = 1}. Das Urbild
eben dieser Menge ist beschrankt und beinhaltet unendlich viele Punkte, somit auch einen
Hiufungspunkt. Wie oben folgt mit Lemma 6.11, dass {f € H(C) : Tf = €™ f mit a € Q}
dicht in H(C) ist.

Wir kénnen nun Satz 4.2 anwenden und der Satz ist bewiesen. O
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