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1. Einleitung

In metrischen Rdumen gibt es fiir die Kompaktheit von Mengen mehrere dquivalente Kri-
terien. Neben der aus der Theorie der topologischen Réume bekannten Definition, die auf
Uberdeckungen mit offenen Mengen basiert, gibt es jene, die fiir beliebige Folgen die Exis-
tenz eines Haufungspunktes oder einer konvergenten Teilfolge verlangen. Letztere kénnen
auf beliebige topologische Rdume iibertragen werden und fiithren zu den Begriffen abzdhlbar
kompakt und folgenkompakt, die im Allgemeinen weder untereinander noch zu erstgenann-
ter Kompaktheit dquivalent sind. In dieser Arbeit werden die allgemein giiltigen Zusam-
menhénge zwischen diesen Begriffen untersucht und es wird gezeigt, dass sie zum Beispiel
in der schwachen Topologie eines Banachraumes dquivalent sind. Dies folgt als Spezialfall
aus dem Satz von S. Dierolf, dessen Beweis das zentrale Ziel dieser Arbeit ist.

Dieser Beweis folgt weitgehend dem von Jiirgen Voigt in seinem Buch [ ], dessen
Kapitel 4, 9, 11 und 13 die Hauptgrundlage dieser Arbeit darstellen. Das Wissen aus den
Grundlagenvorlesungen zur Analysis und Funktionalanalysis wird (meist ohne Kommen-
tar) vorausgesetzt, wobei der relevante Teil grofitenteils von | , Kapitel 12] und | ,
Kapitel 2 und 5] abgedeckt wird. Die restlichen Quellen wurden ergéinzend an den gekenn-
zeichneten Stellen verwendet.

Zunéchst werden im zweiten Kapitel die grundlegenden Begriffe eingefiithrt und auf Zu-
sammenhénge untersucht. Dabei liegt der Fokus auf den verschiedenen Varianten von Kom-
paktheit in allgemeinen topologischen Riumen und auf Beschrénktheit in topologischen
Vektorrdumen. Anschliefend wird im nichsten Kapitel der Beweis des Satzes von Eberlein-
Grothendieck vorbereitet und durchgefiihrt. Darauf aufbauend wird im vierten Kapitel der
Satz von S. Dierolf bewiesen und anschliefend fiir angelic spaces die Aquivalenz der Kom-
paktheitsbegriffe gezeigt. Im Appendix werden schliefSlich alle bendtigten Zusammenhinge
aus der Theorie der Filter kompakt prisentiert und zusétzlich die Grundlagen wiederholt.



2. Varianten von Kompaktheit und
Beschranktheit

In diesem Kapitel werden wir die fiir diese Arbeit benttigten Grundbegriffe kennenlernen
und uns einen Uberblick iiber die wichtigsten Zusammenhiinge zwischen diesen verschaffen.
Hierfiir bilden [ , Kapitel 12.3 und 12.16] und | , Kapitel 11 und 13| die Basis.

2.1 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum, (z;)icr ein Netz in X und z € X.
Dann heifit © Héaufungspunkt von (z;);cy, falls

YWeu(x)Vieldjel:j=iNz;el,

wobei % () den Umgebungsfilter von x bezeichnet.

2.2 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Raum, (x;)icr ein Netz in X und x € X. Dann
ist x genau dann Hiufungspunkt von (x;)icr, wenn (x;)icr ein gegen x konvergentes Teilnetz
besitzt.

Beweis. Sei (7 )ker ein Teilnetz von (z;);e; mit Grenzwert z. Sind U € % (x) und
ig € I, so folgt aus der Konvergenz, dass k1 € I existiert mit z;;) € U fiir alle & = k.
Parallel folgt aus der Teilnetzbedingung, dass es ko € I gibt, das i(k) > i fiir alle k& = ko
erfiillt. Ist kg = ki, ko, so ergibt sich aus der jeweiligen Wahl von k1 und ko, dass i(ks3) = i
und ;) € U gilt. Damit ist z ein Haufungspunkt von (x:)ier-

Sei umgekehrt = ein Haufungspunkt von (z;);c;. Wir wollen ein gegen x konvergentes
Teilnetz konstruieren. Wir definieren die Menge K durch

K:={(,U)elx¥x):z; €U},
und die Relation <g auf K durch
(j1,U1) 2k (J2,U2) & j1 2 ja A U 2 Us.

Die Reflexivitéit und Transitivitdt der Relationen < und C iibertréigt sich offenbar direkt
auf <f. Fiir die Uberpriifung der Richtungseigenschaft seien (ji,U), (j2, Uz) € K. Dann
withle j/ € I mit j1,jo =< 7' und setze Us := U1 NUy € % (z). Nach der Voraussetzung gibt es
nun jz € I mit j3 > j' und xj, € Us, womit (j3,Us) € K und (j1,U1), (j2, U2) <k (j3,U3)
gilt. Also ist (K, <k eine gerichtete Menge. Mit i(j,U) := j wird (z;(;, 7)) (jv)ex dann zu
einem gegen = konvergenten Teilnetz von (x;);cr. Ist ndmlich Uy € % (z) und iy € I, so
gibt es nach Voraussetzung jo € I mit jo = o und z;, € U, woraus einerseits

v(.]a U) EK (jOvUO) : Z(.]a U) t jO t Z.(),
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und andererseits

folgt.

V(], U) K (jO, UO) D Ti4,U) eU CU

2.3 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit

kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine gegen einen Punkt aus A konvergente Teil-
folge hat.

abzihlbar kompakt, wenn jede Folge in A einen Haufungspunkt in A hat.
relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

relativ folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine gegen einen Punkt aus X konvergente
Teilfolge hat.

relativ abzdhlbar kompakt, wenn jede Folge in A einen Haufungspunkt in X hat.

2.4 Bemerkung. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X.

1.

Aus Lemma 2.2 folgt eine dquivalente Charakterisierung fiir abzédhlbare Kompaktheit
von A, namlich, dass jede Folge in A ein gegen einen Punkt aus A konvergentes
Teilnetz hat. Zusammen mit dem aus | , Satz 12.12.2] bekannten Kriterium fiir
Kompaktheit, ergibt sich die folgende Gegeniiberstellung der Kompaktheitsvarianten:

kompakt Netz
A ist < abzéhlbar kompakt p genau dann, wenn jede(s) ¢ Folge p in A
folgenkompakt Folge
Teilnetz
ein(e) gegen einen Punkt aus A konvergente(s) ¢ Teilnetz » hat.
Teilfolge

Da jede (Teil-)Folge ein (Teil-)Netz ist, sehen wir damit sofort, dass sowohl Kom-
paktheit als auch Folgenkompaktheit abzdhlbare Kompaktheit implizieren.

. Analog zu 1. folgt aus Lemma 2.2, dass A genau dann relativ abzidhlbar kompakt

ist, wenn jede Folge in A ein gegen einen Punkt aus X konvergentes Teilnetz hat.
Ein Vergleich mit der Definition von relativer Folgenkompaktheit zeigt, dass diese die
relative abzdhlbare Kompaktheit impliziert.

. Sei A relativ kompakt. Dann ergibt sich aus 1., dass A abzihlbar kompakt ist und

infolge A als Teilmenge von A relativ abzihlbar kompakt ist.
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4. Sei T Hausdorff. Dann sind alle kompakten Mengen abgeschlossen und daher impli-
ziert Kompaktheit relative Kompaktheit.

Zusammen mit der trivialen Tatsache, dass aus abzdhlbarer Kompaktheit oder Folgen-
kompaktheit jeweils die relative Variante folgt, ergeben sich die in Abbildung 2.1 durch
gerade Pfeile dargestellten Implikationen.

? ?
R RS FE Gnnitiiiiioes, A
kompakt =——= abzéhlbar kompakt <+—— folgenkompakt
EE ( fiir T ) J‘ “
n \Hausdorft
v
relativ kompakt relativ relativ
P abzahlbar kompakt folgenkompakt
Y. ? ? 7

Abbildung 2.1.: Veranschaulichung der Implikationen zwischen den Kompaktheitsvarianten

Wir interessieren uns natiirlich dafiir, ob unter gewissen Umstédnden in einem topologi-
schen Raum (X,7) auch jene Implikationen gelten, die in Abbildung 2.1 mit einem ,,7
versehen sind. Tatséchlich gibt es verschiedene Situationen, in denen dies zutrifft:

o (X,T) ist metrisierbar, das heifit es gibt eine Metrik d auf X, sodass 7 = T (d) gilt
(vel. [ , Satz 12.13.2]).

e X ist ein Banachraum und 7 ist die schwache Topologie (X, X’) auf X. Dies werden
wir in Kapitel 4 beweisen.

Andererseits gibt es auch topologische Réume, in denen die Begriffe der Kompaktheit
und der Folgenkompaktheit nicht zusammenfallen. Das folgende Beispiel, das aus | , S.
125] entnommen wurde, veranschaulicht dies.

2.5 Beispiel. Sei X := [];c(y 1[0, 1] versehen mit der Produkttopologie und m; : X — [0, 1]
fiir t € [0, 1) die kanonische Projektion. Aus dem Satz von Tychonoff folgt, dass X kompakt
ist.

Zu t € [0,1) gibt es stets eine eindeutige Folge (an(t))nen in {0, 1}, fiir die

t=> an(t)2" A (FINENVR>N:a,=1)
n=1

gilt. Sei die Folge (7 )nen in X definiert durch z,, := (an(t))efo,1 fiir n € N. Hétte (z)nen
eine konvergente Teilfolge (1)) ken, so miisste auch (m¢(2y,x)) Jken = (@n(r)(t))ren fiir alle
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t € [0,1) konvergieren. Dies kann aber fiir

oo
to := Z by 27™ mit by, =

m=1

1 me{n(k): ke 2N},
0 sonst,

nicht zutreffen, da nach Konstruktion |(a,(x41)(to))— (@) (to))| = 1 fiir alle & € N gilt. Also
kann es keine konvergente Teilfolge von (xy,)nen geben und X damit nicht folgenkompakt
sein.

Als Vorbereitung auf die teils sehr aufwendigen Beweise in den spéteren Kapiteln wer-
den wir im Folgenden noch einige Zusammenhénge untersuchen und auch den Begriff der
Beschrénktheit in topologischen Vektorrdumen einfiihren.

2.6 Lemma. Seien (X,T) und (Y,QO) topologische Riume und sei f : X — Y stetig.
Ist A C X kompakt, so ist es auch f(A). Die analoge Aussage gilt auch, falls A (relativ)
abzihlbar kompakt oder (relativ) folgenkompakt ist.

Beweis. Sei (y;)icr ein Netz in f(A). Dann gibt es ein Netz (x;)icr in A mit y; = f(x;)
fiir alle 7 € I. Da A kompakt ist, gibt es © € A und ein Teilnetz (z;(;));jes von (z;)icr, das
gegen = konvergiert. Da f stetig ist, folgt damit
ESNTY
Also hat (y;);er ein gegen einen Punkt aus f(A) konvergentes Teilnetz.

Die Aussage fiir die anderen Kompaktheitsbegriffe wird genauso gezeigt, wobei nur ent-

sprechend Bemerkung 2.4 die jeweiligen (Teil-)Netze durch (Teil-)Folgen und, falls nétig,
o € A durch ,,x € X“ ersetzt werden. O

Yi) = f (i)

2.7 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, A C X relativ abzihlbar kompakt und
(zn)nen eine Folge in A. Hat (xp)neny nur einen Héaufungspunkt in X, so konvergiert
(Tn)nen gegen diesen.

Beweis. Da A relativ abzéhlbar kompakt ist, gibt es einen Haufungspunkt 2 € X von
(Zn)nen- Sei angenommen, dass (2, )nen nicht gegen x konvergiert. Dann gibt es eine offene
Umgebung U € % (x) und eine Teilfolge (z,,j))jen von (z)nen, die in X\U liegt. Da diese
Teilfolge ebenso in A liegt, hat sie einen Haufungspunkt y € X, der klarerweise auch
Haufungspunkt von (x,)nen ist. Da X\U abgeschlossen ist, muss y € X\U gelten. Damit
folgt « # y und die Folge (x,)nen hat zwei verschiedene Haufungspunkte. O

2.8 Definition. Sei (X, 7)) ein topologischer Vektorraum. Eine Menge A C X heifit
e beschrdnkt, wenn fiir alle U € % (0) ein A > 0 existiert, sodass A C AU gilt.

o total beschrinkt, wenn fiir alle U € %/(0) eine endliche Teilmenge F' C X existiert,
sodass A C |, cp(z+U) gilt.
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2.9 Bemerkung. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie 7 durch
eine Metrik d induziert wird. Ersetzt man in Definition 2.8 ;U € % (0)“ durch ,U €
{U 400) : e > 0}“, so erhélt man die aus metrischen Rdumen bekannten Beschrénktheits-
begriffe. Da die offenen Kugeln mit festem Mittelpunkt eine Umgebungsbasis dieses Punktes
darstellen, sehen wir also, dass die Beschrianktheitsbegriffe aus metrischen Réumen und
topologischen Vektorrdumen kompatibel sind.

2.10 Lemma. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum und A C X total beschrinkt. Dann
ist A beschrdnkt.

Beweis. Sei U € Z(0) und V € % (0) kreisférmig und offen mit V' 4+ V C U. Da A total
beschrénkt ist, gibt es eine endliche Teilmenge FF € X mit A C |J,cp(z+ V). Da F endlich
und V' absorbierend ist, gibt es ein A > 0 mit F' C AV, wobei wir zuséatzlich A > 1 fordern.
(Man beachte, dass fiir eine kreisformige Menge W und pq, ug € C stets die Implikation
lu1| < 2| = W C puoW gilt.) Daraus erhalten wir

Ac @+ c OV +V)cav+V)Cau

zeF zeF

2.11 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum und A C X. Ist A (total) be-
schrinkt, so ist es auch A.

Beweis. Sei A total beschrinkt und U € % (0). Als topologischer Vektorraum erfiillt
(X,T) das Trennungsaxiom (T3), weshalb es es V € %(0) mit V C U gibt. Aus der
totalen Beschrénktheit erhalten wir eine endliche Teilmenge F' C X mit

Ac |J@+V).

zeF

Durch Abschlussbildung auf beiden Seiten ergibt sich

AC U(w—l—V): U(m—i—V)Q U($+U).

zeF zeF zeF

Da U € % (0) beliebig war, ist damit die totale Beschrinktheit von A gezeigt.
Um zu zeigen, dass mit A auch A beschrinkt ist, geniigt es in der obigen Argumentation
F C X durch A > 0 und {J, (2 + V) durch AV zu ersetzen. O

Klarerweise ist jede kompakte Teilmenge A eines topologischen Vektorraumes total be-
schriinkt, da fiir U € % (0) die Mengen  + U mit 2 € A eine offene Uberdeckung von
A bilden. Tatséchlich impliziert bereits relativ abzéhlbare Kompaktheit die totale Be-
schranktheit, wie wir im folgenden Lemma sehen werden.
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2.12 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum und A C X relativ abzdhlbar kom-
pakt. Dann ist A total beschrankt.

Beweis. Sei A nicht total beschrénkt. Dann gibt es U € % (0), sodass A € ,cp(z +U)
fiir alle endlichen Teilmengen F' C X gilt. Insbesondere existiert eine Folge (2, )nen in A,
sodass x, ¢ U;‘;ll (x; + U) fur alle n € N gilt. Sei nun V € % (0) mit V —V C U. Gébe es
xz € X und n,m € N mit n <m und z,,x,, € x + V, so wiirde daraus

Ty —Tpn€(x+V)—(x+V)=V -V U

folgen, was wiederum direkt zum Widerspruch

m—1
Tm € xn +U C U(a:j+U)
j=1

fithren wiirde. Also kann fiir keinen Punkt = € X mehr als ein Folgenglied in « + V' liegen,
womit die Folge (zy,)nen sicherlich keinen Haufungspunkt in X hat. O

Mit Hilfe dieser Lemmata konnen wir fiir einen konkreten topologischen Vektorraum
zeigen, dass in diesem jede relativ abzdhlbar kompakte Teilmenge auch relativ kompakt
ist. Spéter werden wir diese Eigenschaft des Raumes mit (A1) bezeichnen.

2.13 Beispiel. Sei I eine Menge und A C [[,.; C relativ abzihlbar kompakt beziiglich der
Produkttopologie. Nach Lemma 2.6 ist fiir alle ¢ € I auch die Menge 7;(A) relativ abzdhlbar
kompakt und infolge beschrénkt. Daher ist m;(A) als beschriankte und abgeschlossene Teil-
menge von C kompakt und aus dem Satz von Tychonoff und

ACT]m) c[[m(4)

el el

folgt, dass A und damit auch A in einer kompakten Menge enthalten sind. Also ist A selbst
kompakt und A daher relativ kompakt.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem niitzlichen Kriterium fiir Kompaktheit, welches
analog zu dem uns aus der Theorie der metrischen Rdume bekannten Kriterium ist. Fiir
den Begriff der Vollsténdigkeit in topologischen Vektorraumen verweisen wir auf Definition
A.6.

2.14 Satz. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. Eine Menge A C X ist genau dann
kompakt, wenn sie total beschrinkt und vollstindig ist.

Beweis. Sei A kompakt. Wie oben bemerkt, ist A dann total beschriinkt. Fiir die Uber-
priffung der Vollstdndigkeit sei § ein Cauchy-Filter auf A. Nach Satz A.5 gibt es einen
feineren Filter §1 O §, der gegen einen Punkt z € A konvergiert, also 774 (z) C §,. Da
0 ¢ 1 gilt und §; durchschnittsstabil ist, muss fiir alle U € 774(z) und alle B € §;
der Schnitt B N U nichtleer sein. Mit Hilfe dieser Tatsache zeigen wir, dass § gegen =z
konvergiert. Sei U € % (0) und wihle V € % (0) mit V 4+ V C U. Da § ein Cauchy-Filter
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ist, gibt es nun dazu ein B € § mit B — B C V. Insbesondere gilt dann B C B’ + V fiir
alle nichtleeren Teilmengen B’ C B, woraus

BgBﬂ(($+V)0A)+VQI+V+V§$+U
—_———

cy TNA (x)

und damit (z + U) N A € § folgt. Unter Beriicksichtigung von % 7"4(z) = x + % 774(0)
sehen wir dadurch, dass § gegen = konvergiert.

Umgekehrt sei A total beschrinkt und vollsténdig. Sei § ein Ultrafilter auf A. Wir zeigen,
dass § ein Cauchy-Filter ist. Sei U € % (0) und wihle V € %(0) mit V —V C U. Dann
gibt es eine endliche Teilmenge F' C X, sodass A C |J,cp(z 4+ V) gilt. Wiirden nun alle
A\(x+V) fiir x € F in § liegen, so ergébe sich unter Beriicksichtigung der de Morganschen
Regeln mit

@:A\<UF<x+V>> =N AE+V)es
e e €3

ein Widerspruch. Daher gibt es nach Lemma A.4 ein z € F mit AN (z + V) € §, woraus
wegen

AN(z+V)—AN(@zx+V)C V-V CU

folgt, dass § ein Cauchy-Filter ist. Da A vollstandig ist, konvergiert dieser in A. Weil § ein
beliebiger Ultrafilter war, folgt aus Satz A.5 die Kompaktheit von A. 0
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Auf dem von uns gewidhlten Weg zum Satz von S. Dierolf bildet der Satz von Eberlein-
Grothendieck das wichtigste Etappenziel. Dieses Kapitel ist allein dem Beweis dieses Satzes
und den dafiir benttigten Vorbereitungen gewidmet. Dabei stiitzen wir uns fast zur Génze
auf | , Kapitel 13].

3.1 Definition. Sei X eine Menge und d : X x X — [0,00) eine Funktion. Dann heifit d
eine Semimetrik auf X, wenn gilt:

(1) Ve € X 1 d(x,z) =0.
(i3) Yo,y € X :d(z,y) = d(y, z).
(131) Vx,y,z € X : d(z,2) < d(z,y) + d(y, z).

Treffen diese Bedingungen zu, so heifit das Paar (X, d) semimetrischer Raum und fiir z € X
und € > 0 ist durch

Ue(x) :={y € X : d(z,y) < ¢}

die offene e-Kugel um den Punkt x definiert.

3.2 Bemerkung. Offenbar ist jede Metrik auch eine Semimetrik. Die Vorgehensweise aus
metrischen Rdumen verallgemeinernd erzeugt die Menge aller offenen e-Kugeln in einem
semimetrischen Raum (X, d) eine Topologie 7 (d) auf X, von der die offenen e-Kugeln eine
Basis darstellen. Dabei lassen sich zwei Punkte x,y € X genau dann durch offene Mengen
trennen, wenn d(z,y) > 0 gilt. Also ist 7 (d) genau dann Hausdorff, wenn d(z,y) > 0 fiir
alle x,y € X mit x # y gilt, was wiederum &dquivalent dazu ist, dass d eine Metrik ist.

Wir sagen eine Topologie ist semimetrisierbar, wenn sie von einer Semimetrik erzeugt
wird. Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass Semimetrisierbarkeit in initialen Kon-
struktionen erhalten bleibt, sofern nur abzihlbar viele Funktionen beteiligt sind. Folgendes
Lemma basiert auf | , Lemma 2.18].

3.3 Lemma. Sei X eine Menge, N C N, (X,,,dp)nen eine (endliche) Folge semimetri-
scher Riume und (fn)nen eine (endliche) Folge von Funktionen mit f, : X — X, fir
n € N. Dann ist die initiale Topologie auf X beziiglich der f, semimetrisierbar.

Beweis. Sei Tin;z die initiale Topologie auf X beziiglich der f,,. Wir konstruieren eine
Semimetrik auf X und zeigen, dass Tinix von dieser erzeugt wird. Die durch

dz,y) == Y min (du(fa@). fu(®)) 27"), @y EX,

neN
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definierte Abbildung d : X x X — R ist wohldefiniert, da sie stets durch ) >, 27" =
majorisiert wird. Auflerdem vererben sich alle Eigenschaften einer Semimetrik von den
dy,, direkt auf d, wobei fiir die Dreiecksungleichung noch die Abschétzung min(a + b,¢) <
min(a, ¢) + min(b, ¢) fiir a,b, ¢ > 0 eingeht.

Sein € N,z € X und € > 0. Fiir § € (0, min(e,27™)) gilt dann

Yy e X : d(x,y) < = dn((fu(x), fuly)) <6 <e,

da dp((fn(x), fn(y)) wegen d(z,y) < 27™ als Summand in d(z,y) auftritt. Damit ist die
Abbildung f, : (X,d) — (X, d,) stetig. Da n € N beliebig war, erhalten wir Tinix C 7 (d).

Abschlieend zeigen wir, dass idx : (X, Tiit) = (X, d) stetig ist, woraus die verbleibende
Inklusion Tinis 2 7 (d) folgt. Sei z € X und € > 0. Dann wéhle n € N mit 27" < ¢/2 und
definiere eine Tinit-Umgebung von x durch

ﬂ i ( 5/2n (f(x ))) : (3.1)

JEN
Jj<n

Dann gilt fiir alle y € V die Abschétzung

me( (z), £;() )me( (@), fi(y)), 2 )

JEN JEN

jsn (3<1>e/2n j>n
€ > €
<n-—+ 277 =-+2""<e¢
2n Z 2
j=n+1

Da z € X und e > 0 beliebig waren, ist damit die Stetigkeit von idx : (X, Tinit) — (X, d)
gezeigt. O

Fiir das restliche Kapitel erinnern wir uns daran, dass ein Netz in einer initialen To-
pologie genau dann konvergiert, wenn fiir alle Funktionen, beziiglich derer die Topologie
gebildet wurde, das Netz der Bildpunkte konvergiert. Insbesondere ist die Konvergenz in
einer Produkttopologie dquivalent zur punktweisen Konvergenz.

3.4 Bemerkung. Sei (X;, 7;)icr eine Familie topologischer Raume.

1. Sei In € I und 7, : [[;e; Xi — Hz‘elo X; die kanonische Projektion, die jedem Tu-
pel (x;)icr das Tupel (2;);er, zuordnet. Dann konvergiert fiir ein Netz (y;)jes in
[ie; Xi das Netz (7, (y;))jes beziiglich [[;c;, 7i genau dann, wenn (y;);es punkt-
weise auf Iy konvergiert. Also entspricht die initiale Topologie auf [[,.; X; beziiglich
71y ¢ [lier Xi = (Ilier, Xis [Lier, Ti) genau der punktweisen Konvergenz auf Io. Da
die punktweise Konvergenz auf Iy schwécher ist als die auf I, sehen wir auch direkt,
dass 7y, als Abbildung von ([[;c; Xi, [[;e; 7i) nach ([T;ep, Xis [ier, Ti) stetig ist.

2. Sei (I;);cs eine Familie von Teilmengen von I. Analog zum vorherigen Punkt ent-
spricht die initiale Topologie auf [],.; X; beziiglich der Familie (7/,);c; genau der
punktweisen Konvergenz auf I; fiir alle j € J. Dies ist aber gleichbedeutend zur

10



3. Der Satz von Eberlein-Grothendieck

punktweisen Konvergenz auf | J ey Ij, was wiederum der initialen Topologie beziiglich
e, 1y entspricht. Ist | J ies Ij = I, so stimmt die initiale Topologie beziiglich (71,)jes
mit der Produkttopologie iiberein.

3.5 Lemma. Seien Y und Z Mengen und (.,.) : Y x Z — C eine Abbildung. Weiters
sei Tz die initiale Topologie auf Y beziiglich der Familie ({.,2)).cz und Oy die initiale
Topologie auf Z beziglich ((y,.))yecy -

Ist (Y, Tz) kompakt und liegt Zo C Z dicht in (Z,Oy), dann stimmt Tz mit der initialen
Topologie Tz, auf Y beziiglich ({.,2)).cz, Uberein. Ist Zy abzihlbar, so ist Tz semimetri-
sterbar und Y ist separabel, besitzt also eine abzdhlbare dichte Teilmenge.

Beweis. Sei ¢ :Y — [[,.;C definiert durch «(y) := ((y,2)).cz. Im Folgenden seien alle
Produkte mit der jeweiligen Produkttopologie versehen. Da (., z) = m, 0. fiir alle z € Z gilt,
stimmt 77 mit der initialen Topologie beziiglich ¢ liberein. Insbesondere ist ¢ stetig beziiglich
Tz und damit ist ¢(Y') als Teilmenge von [].., C kompakt. Sei 7z, : [[.c;C = [[.cz C
die kanonische Projektion. Dann ist die Einschrankung von 7z, auf «(Y') injektiv. Sind
namlich z,y € Y mit mz,(¢(x)) = 72,(e(y)), so heiBt dies genau, dass (x,z) = (y,z) fir
alle z € Zj gilt. Also stimmen die stetigen Abbildungen (z,.) und (y,.) auf der in Z dicht
liegenden Teilmenge Z iiberein, wodurch sie auf ganz Z iibereinstimmen miissen. Damit
gilt (z,z) = (y, z) fiir alle z € Z oder gleichbedeutend ¢(z) = ¢(y), womit die Injektivitéit
gezeigt ist.

In Bemerkung 3.4 haben wir bereits festgestellt, dass 7z, stetig ist. Da auerdem ¢(Y")
kompakt und 7z, (c(Y)) Hausdorff ist, folgt bereits, dass mz, : ¢«(Y) — 7z, («(Y)) ein
Homdoomorphismus ist. Infolge stimmen die initialen Topologien auf Y beziiglich ¢+ und
Tz, © ¢ iberein. Letztere stimmt mit 7Ty, tiberein, da (., z) = m, o (7, o ¢) fir alle z € Zj
gilt. Insgesamt erhalten wir Tz = Ty, .

Ist Zy abzéhlbar, so folgt direkt aus Lemma 3.3, dass 7z, semimetrisierbar ist. Dann gibt
es fiir alle n € N eine endliche Teilmenge F,, C Y, sodass Y C UyE r, Ui/n(y) gilt. Damit
liegt die abzahlbare Menge J,,cy Frn dicht in (Y, 7z), da es zu jedem n € Nund y € Y ein
Yo € F,, mit d(y,yo) < 1/n gibt. Also ist (Y, 7z) separabel. O

3.6 Lemma. Sei X eine Menge, A C X, (X, T;i)ier eine Familie topologischer Réiume und
(fi)ier eine Familie von Funktionen mit f; : X — X; firi € I. Sei T die initiale Topologie
auf X beziiglich der f;. Dann stimmt T N A mit der initialen Topologie auf A beziiglich der
Familie (fi|a)ier tberein, wobei wir die fi|a als fila : A — (fi(A), Ti N fi(A)) betrachten.

Beweis. Da die Bildung initialer Topologien assoziativ ist, stimmt 7 N A mit der initia-
len Topologie auf A beziiglich der Familie (f; oidx|a)ier iiberein. Aus dem gleichen Grund
sind auf A die initialen Topologien beziiglich der Familien (f;|4)ics und (idx,|,(a)© fila)ier
gleich. Fiir ¢ € I gilt offenbar idx; [, (4)© fila = fioidx|a, wodurch die initialen Topologien
beziiglich der Familien (f;oidx|4)ics und (idx,|,(a)0fil4)icr ebenfalls iibereinstimmen. Ins-
gesamt erhalten wir durch die Transitivitéit der Gleichheitsrelation die behauptete Gleich-
heit. O

11
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i
/\
= e T
idy|a idx; |;a) idx;5;a)
A M BA B
—
fila

Abbildung 3.1.: Veranschaulichung der Situation in Lemma 3.6

Wir sagen eine Teilmenge eines topologischen Raumes ist o-kompakt, wenn sie sich
als Vereinigung von abzihlbar vielen kompakten Mengen schreiben ldsst. Der Satz von
Eberlein-Grothendieck zeigt uns unter anderem, dass die in Abbildung 2.1 mit ,,?* versehe-
nen Implikationen in einer speziellen Situation gelten, auf die wir spéter eine allgemeinere
Situationen zuriickfithren werden.

3.7 Satz (von Eberlein-Grothendieck). Sei (X, T) ein topologischer Raum mit einer dich-
ten, o-kompakten Teilmenge. Zudem sei H C C(X) := C((X,T),C) relativ abzihlbar kom-
pakt beziiglich V N C(X), wobei V die Produkttopologie auf [[,cx C bezeichne.

Dannist H == H’ kompakt, folgenkompakt und in C(X) enthalten. Weiters ist jedes Ele-
ment f € H Grenzwert einer Folge von Elementen aus H und fiir jede separable Teilmenge
F C H ist die Spurtopologie V N F metrisierbar.

Beweis. (i) Da H insbesondere beziiglich V relativ abzidhlbar kompakt ist, folgt aus Bei-
spiel 2.13, dass H kompakt ist.

Mit Ausnahme der Folgenkompaktheit von H werden wir nun die iibrigen Behauptun-
gen in drei Abschnitten zeigen, in denen wir schrittweise die Anforderungen an (X,7)
verringern. Fiir den ersten nehmen wir an, dass (X, 7) kompakt ist.

s . —VNC(X) . .
(ii) Sei Fy C C(X) abzéhlbar und setze Fy := Fj . Da alle f € F} stetig beziiglich

T sind, muss die initiale Topologie Tr, auf X beziiglich F} grober sein als 7. Daher ist
(X, Tr,) ebenfalls kompakt und wir kénnen Lemma 3.5 anwenden, mit Y := X, Z := F}
und (¢, f) == f(t) fiir (¢, f) € X x Fy. Daraus erhalten wir, dass (X, T, ) separabel ist und
Tr, mit der initialen Topologie Tr, beziiglich Fj iibereinstimmt.

(iii) Als nichstes wollen wir zeigen, dass H C C(X) gilt. Sei indirekt angenommen, dass
g € H\C(X) existiert. Dann gibt es tg € X, € > 0 und eine Menge M C X mit to € M,
sodass

Vte M: |g(t) —g(to)] > € (3.2)

12
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gilt. Daraus kénnen wir nun Folgen (f,)nen in H und (t,)nen in M konstruieren, die

| fu(tr) = g(t)] <

[ fie(tn) = fr(to)| <

fir 0 <k <n, und (3.3)

1
n
1 .
- fir0<k<n (3.4)
erfiillen. Sei (g;)ier ein Netz in H, das beziiglich V — also punktweise — gegen g konvergiert.
Ist n € N und sind t1,...,t,-1 und fi,..., fn_1 bereits gewahlt, so gibt es wegen der
Konvergenz der g; fur k =0,...,n — 1 jeweils ein i € I mit |g;(tx) — g(tx)| < 1/n fir alle
i > ix. Dann wéhlen wir i’ = 4g,...,%,—1 und finden mit f, := gy eine Funktion, die (3.3)
erfiillt. Wegen der Stetigkeit der fi gibt es nun Vi,...,V,, € % (ty), sodass

~—

Vk e {l,....n}vt € Vi i [fi(t) — fi(to)] <

S|

gilt. Wegen V := (i_, Vi € % (to) folgt nun M NV # 0, womit wir ¢, € M NV beliebig
wihlen konnen, da alle ¢, € V (3.4) erfiillen. Damit ist die Konstruktion abgeschlossen.
Nach Voraussetzung hat die Folge (fy,)nen einen Haufungspunkt f € C(X) und infolge
ein gegen f konvergentes Teilnetz (f,(;))jes. Andererseits folgt aus (3.3), dass (fn)nen und

damit auch (f,,(j))jes auf {t; : k € No} punktweise gegen g konvergieren, womit f und g auf
n—oo

{tr : k € Ny} iibereinstimmen miissen. Weiters folgt aus (3.4), dass fx(t,) —— fr(to) fiir
k € N gilt, woraus wir die Konvergenz t,, 272 o in der initialen Topologie TF, beziiglich
der Menge Fy := {fi : k € N} erhalten. Wenden wir (ii) auf unser Fy an, so ergibt sich
wegen f € Fy, dass f beziiglich Tr, stetig ist und daraus folgt g(t,) = f(tn) D% Fto) =
g(to). Dies stellt aber einen Widerspruch zu (3.2) dar.

(iv) Sei F C H separabel. Es gibt also eine abziihlbare Teilmenge Fy C F mit F C Fy.
Aus (iii) folgt F € H C O(X) und damit F; = F,""Y = FynoXx) = F. Als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist Fj selbst kompakt. In (ii) haben
wir gesehen, dass (X, T, ) separabel ist. Dies erlaubt uns Lemma 3.5 erneut anzuwenden,
diesmal mit Y := F},Z := X und (f,t) := f(t) fiir (f,t) € F1 x X. Daraus erhalten wir,
dass V N F} von einer Semimetrik dp, erzeugt wird. Da Produkt- und Spurtopologien die
Eigenschaft Hausdorff erhalten, ist VV N Fy Hausdorff und dp, ist sogar eine Metrik. Wegen
F C F} ist VN F ebenfalls metrisierbar.

(v) Sei f € H beliebig. Fiir k € N und g € H definieren wir

Wiy ={te X+ lo(t) - f0] < 1 } = -7 (U0)).
und
k
Vk7g = H Wk,g .
j=1

Da wegen (iii) f und damit auch f — g stetig sind, sind die W}, in X offen und infolge
auch die Vj , in X*. Fiir festes k € N bildet (Vj4)gen eine offene Uberdeckung von X*. Ist
namlich (t1,...,tz) € X* beliebig, so finden wir analog zur Konstruktion der f,, in (iii) ein
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3. Der Satz von Eberlein-Grothendieck

g € Hmit (t1,...,t;) € Vi 4. Da X* kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge H;, C H,
sodass X* bereits von (Vi,g)gem, tberdeckt wird. Indem wir die Elemente aller Hj, wie in

Hq H> Hy

N

fla"'vfmlv fm1+1>"'fm27 fmnfl—&-la'--afmna

nebeneinander anordnen, erhalten wir eine Folge (f,)neny mit f als Hiufungspunkt. Sind
nidmlich U € 7 (f) und N € N beliebig, so gibt es zunichst € > 0, k € Nund t1,...,t; € X,
sodass die offene Menge

0=T[0: mit Ot:{ Ue(f(®) t€{tr,-. ta}, (3.5)

C sonst,
teX

in U enthalten ist, da Mengen dieser Form eine Umgebungsbasis bilden. Nun kénnen wir ein
¢ € N finden, das £ > N, k,1/e erfiillt. Wir setzen tp,1,...,t, := t;. Da X* von (Veg)gem,
iberdeckt wird, gibt es ein n € N mit f,, € H, und (t1,...,ts) € V,y,, wobei sicherlich
n > ( gilt. Dies bedeutet insbesondere, dass |f(t;) — fn(tj)] < 1/€ < e fir j = 1,...,k
gilt, woraus direkt f,, € UCU folgt. Damit stellt sich f als Haufungspunkt der Folge
(fn)nen heraus. Setzen wir Fy := {f,, : n € N}, so wissen wir bereits aus (iv), dass F := Fy
metrisierbar ist. Daher gibt es eine gegen f konvergente Teilfolge von (fy,)nen-

Fiir den zweiten Abschnitt nehmen wir an, dass (X, 7) o-kompakt ist. Sei also (X, )nen
eine Folge kompakter Teilmengen von X, sodass X = |J,,cy X» gilt. Da wir die X,, durch
)/51 :=Up_y Xk ersetzen konnen, diirfen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit anneh-
men, dass die Folge (X}, ),en monoton wachsend ist.

(vi) Sei F C H separabel und n € N. Fiir Xg € X und A C [],. ¢ C setzen wir
Alx, = 7x,(A) = {flx, : f € A}. Da infolge der Stetigkeit von 7x, aus Fy C F C Fy
stets

Fylx, C Flx, C Folx, = 7x, (Fo) € 7x,(Fo) = Folx, (3.6)

folgt, ist mit F" auch F|x,, separabel. Da Einschréinkungen stetiger Funktionen immer noch
stetig sind, gilt H|x, € C(X,,). Wegen Lemma 2.6 ist H|x, = 7x, (H) relativ abzdhlbar
kompakt als Teilmenge von C(X,,) und wir kénnen den ersten Abschnitt auf H|x, an-
wenden. Daher ist die Spurtopologie auf F|x, unter Beriicksichtigung von H|x, C H|x,
metrisierbar.

Wie in Bemerkung 3.4 und Lemma 3.6 festgestellt, stimmt die Spurtopologie auf F' mit
der initialen Topologie beziiglich der Abbildungen 7x,|r : F — F|x, iiberein. Da wie
eben gezeigt die Topologien der Zielrdume metrisierbar sind, folgt aus Lemma 3.3, dass die
Spurtopologie auf F' semimetrisierbar ist. Da diese aber auch Hausdorff ist, ist sie sogar
metrisierbar.

(vii) Fiir diesen Abschnitt verbleibt zu zeigen, dass H C C(X) gilt und dass jedes
f € H Grenzwert einer Folge aus H ist. Sei f € H und n € N. Aus H|x, C H|x, folgt
flx, € Hlx,. Wegen des ersten Abschnitts gibt es daher eine Folge (fjn)jeN in H, sodass
(f}'lx,)jen punktweise gegen f|x, konvergiert.
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Die Folgen, die wir dabei fiir alle n € N erhalten, kénnen wir nun mittels des ersten
Cantorschen Diagonalverfahrens zu einer einzigen Folge (f)ren zusammenfiigen. Dies wird
in Abbildung 3.2 dargestellt. Alle urspriinglichen Folgen sind dabei als Teilfolgen in (f)ren
enthalten. Infolge ist f ein Hiufungspunkt von (fx)ken. Sind némlich U € % (f) und N € N
beliebig, so gibt es wieder ein U der Form (3.5) mit ¢1,...,t; € X und U C U. Dann gibt es
wegen der Monotonie von (X, ),ecn ein m € N, sodass t1, ..., tx € X,, gilt. Da eine Teilfolge
von (fi)ren auf X, punktweise gegen f konvergiert, gibt es insbesondere ein £ > N, sodass
feeU CU gilt.

fi=f f
v/ 7

7B

v/

A

Abbildung 3.2.: Erstes Cantorsches Diagonalverfahren

Setzen wir nun Fy := {fx : k€ N} U {f} und F := Fp, so erhalten wir aus (vi), dass
Y N F und damit ebenso V N Fy metrisierbar ist. Da f ein Haufungspunkt von (fx)ken
ist, gibt es daher eine gegen f konvergente Teilfolge (fi(;))jen- Diese hat mit f klarerweise
nur einen Haufungspunkt. Nach Voraussetzung hat ( fk(j))jeN aber einen Haufungspunkt
in C(X), woraus folgt, dass f stetig ist. Damit haben wir H C C(X) gezeigt.

Fiir den letzten Abschnitt sei X eine dichte, o-kompakte Teilmenge von X.

(viil) Wir zeigen zuerst H C C(X). Sei f € H. Wieder gilt H|y C H|y analog zu
(3.6), woraus direkt f|¢ € H|y folgt. Aus dem zweiten Abschnitt erhalten wir daher eine
Folge (fi)ren in H, die auf X punktweise gegen f konvergiert. Nach unserer Voraussetzung
hat diese Folge auch einen Héufungspunkt g € C'(X) und damit ein gegen g konvergentes
Teilnetz. Da mit (f)ren auch jedes Teilnetz punktweise auf X gegen f konvergiert, miissen
f und g auf X iibereinstimmen. Fiir beliebiges t € X ist X U {t} o- kompakt, womit wie
oben f|g 4 € H’Xu{t} C C(X U {t}) folgt. Weil X insbesondere in X U {t} dicht liegt,
miissen die stetigen Funktionen f|y (1 und 9lxu (1} auf ganz X U {t} iibereinstimmen, und
daher gilt f(t) = g(t). Da t € X beliebig war, folgt f = g € C(X). Also gilt H C C(X).

Wie eben gezeigt, stimmt jeder stetige Haufungspunkt von (fx)ren mit f iiberein, und
daher ist f der einzige Haufungspunkt von (fi)ren in C(X). Dies erlaubt uns Lemma 2.7
auf die beziiglich V N C(X) relativ abzéhlbar kompakte Menge H und die Folge (fx)ren
anzuwenden. Wir erhalten, dass (fi)ren punktweise gegen f konvergiert.

(ix) Sei F C H separabel. Wegen F' C C(X) und X = X sind alle f € F bereits eindeutig
durch f|y bestimmt, weshalb 7y : F — F|y injektiv ist. Da F' auBerdem kompakt und
F| % Haussdorff ist, ist 7y : F' — F|; sogar ein Homéomorphismus. Insbesondere stimmt
V N F mit der initialen Topologie beziiglich 7 {iberein. Analog zu (vi) ist mit F' auch
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F| separabel. Wegen F'|y C H|y C H|y folgt daher aus dem zweiten Abschnitt, dass die
Spurtopologie auf F'|; metrisierbar ist. Damit ist auch V N F' metrisierbar.

Damit ist der in Abschnitte aufgeteilte Beweisteil abgeschlossen und es verbleibt die
Folgenkompaktheit von H zu zeigen.

(x) Ist (fn)nen eine Folge in H, dann kénnen wir Fy := {f, : n € N} setzen und erhalten
aus dem bisher Gezeigten, dass F := Fy kompakt ist und V N F metrisierbar ist. Da in
metrischen Rdumen Kompaktheit und Folgenkompaktheit dquivalent sind, gibt es eine
gegen einen Punkt aus F' konvergente Teilfolge von (fy,)nen. Also ist H folgenkompakt. [J
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4. Der Satz von S. Dierolf

In diesem Kapitel werden wir mit dem Satz von S. Dierolf das zentrale Resulat dieser
Arbeit beweisen. Anschlieend untersuchen wir die nichttrivialen Implikationen zwischen
den verschiedenen Kompaktheitsbegriffen in einem allgemeineren Rahmen. Die Grundlage
dafiir bildet [ , Kapitel 9 und 13]. Immer wenn wir in diesem Kapitel einen topolo-
gischen Vektorraum (X, 7T) betrachten, werden wir mit ¢ jene Abbildung bezeichnen, die
jedem z € X das Punktauswertungsfunktional ¢(z) : X’ — C, f — f(z) in X’* zuordnet.

4.1 Lemma. Sei X ein Vektorraum. Dann ist X* als Teilmenge von [],.x C beziiglich
der Produkttopologie abgeschlossen.

Beweis. Fiir f € [[,cvC, A, p € Cund 2,y € X ist f(Ax + py) = Af(x) + nf(y)
gleichbedeutend mit (7xz4y — ATz — pmy)(f) = 0, wobei wir f in der ersten Gleichung als
Funktion von X nach C auffassen. Unter Beriicksichtigung, dass mxzyuy — ATy — pmy als
Linearkombination stetiger Funktionen selbst stetig ist, ist

X" = ﬂ ker (T apqpy — AMTe — pry)
A,peC
z,yeX

damit als Schnitt abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen. O

Fiir den Satz von S. Dierolf benétigen wir eine allgemeinere Variante des Satzes von
Banach-Alaoglu, den Satz von Alaoglu-Bourbaki. Diesen iibernehmen wir mit wenigen
Anderungen aus | , Kapitel 5.5].

4.2 Satz (von Alaoglu-Bourbaki). Sei (X,T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum
und U € % (0). Dann ist U° kompakt beziiglich o(X',1(X)).

Beweis. Wir fassen X’ als Teilmenge von [,y C auf und bezeichnen die Produkttopo-
logie auf [,y C mit V. Dann gilt ;| x+ = «(z) fiir alle z € X. Da o(X', (X)) die initiale
Topologie beziiglich der Familie (¢(x))zcx ist, gilt (X', (X)) = VN X'. Es geniigt daher
zu zeigen, dass U° beziiglich V kompakt ist.

Die Menge {f €ll,exC:Re f(z)<lze U} = Nyev ™2 '{w € C : Re w < 1}) ist
als Schnitt abgeschlossener Mengen selbst beziiglich V abgeschlossen. Wegen Lemma 4.1
ist {feX*:Re f(z)<1l,xeU} = {f €[l,exC: Re f(z) <1z e U} N X* auch ab-
geschlossen.

Sei nun V' € % (0) kreisférmig und konvex mit V' C U. Dann folgt aus Lemma 5.4.4 und
Proposition 2.1.14 in | |, dass

{feX" :Ref(x)<l,zeU}C{fe X" :Re f(z) <l,zeV}
={feX*:|f(x)|<lLzeV}CX.

17



4. Der Satz von S. Dierolf

Daher gilt U° ={f € X* : Re f(x) < 1L,z e U}NX' ={f e X*: Re f(x) <1,z € U}.

Sei py das Minkowski-Funktional zur Menge V. Ist x € X mit py (z) = 0, so gibt es eine
gegen 0 konvergente Folge (t,,)nen in (0,00) mit 1/t, -x € V fir n € N. Ist f(z) # 0 fiir
ein f € X*, soist f(V) sicherlich nicht beschrénkt. Andererseits folgt 1/2uy (x) -z € V fiir
x € X mit py(x) > 0 aus Lemma 5.1.9,(v) in | ], woraus wir

U C{feX":|f(@)|<LzeV}C [] K5 @O
rzeX

erhalten. Wegen des Satzes von Tychonoff ist dabei J],x nguv(x)(()) kompakt beziiglich
V), womit sich U° als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbst als kompakt

beziiglich V herausstellt. O

4.3 Lemma. Sei (X,T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und A C X schwach
vollstindig. Dann ist A vollstindig.

Beweis. Wir setzen S := o(X, X’). Sei § ein T-Cauchy-Filter auf A. Wegen S C T ist
§ dann ebenfalls ein S-Cauchy-Filter und konvergiert daher nach Voraussetzung schwach
gegen © € A. Sei U € % (0). Da T das Trennungsaxiom (T3) erfiillt, gibt es V' € %(0)
mit V' C U. Dann gibt es eine konvexe Umgebung W € % (0) mit W C V. Da § ein
T-Cauchy-Filter ist, gibt es B € § mit B — B C W. Wegen %™ (z) C § und B C A gilt
insbesondere U N B = (U N A) N B # ) fiir alle U € %S (z) und damit z € B°. Daher gibt
es ein Netz (x;);cr in B, das schwach gegen z konvergiert. Fiir y € B und 7 € I gilt nun

y—x; € W, woraus wir y —x € W erhalten. Da y € B beliebig war, folgt

B§$+W$@x+W§x+V§x+U,
wobei wir fiir (i) beriicksichtigt haben, dass fiir konvexe Mengen der schwache Abschluss
mit dem Abschluss tibereinstimmt. Wir erhalten (zx+U)NA € § und damit % TNA (x) C 3,
da U € % (0) beliebig war. O

4.4 Bemerkung. Sei (X, 7) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Da X’ punkte-
trennend auf X operiert, ist ¢ injektiv. Wir betrachten alle Funktionen von X’ nach C als
Elemente von [] rex: C, wobei wir die Produkttopologie auf II rex: C mit V bezeichnen.
Wegen f = 7y o fiir alle f € X' stimmt o(X, X’) mit der initialen Topologie auf X
beziiglich ¢ : X — (+(X),V N (X)) iiberein, womit ¢ : (X,0(X, X")) = («(X),V N (X))
einen Homoomorphismus darstellt. Es geniigt daher fiir beliebige Aussagen iiber o(X, X')
die analogen Aussagen fiir V N «¢(X) zu zeigen.

Die getétigten Vorbereitungen erlauben uns nun den Satz von S. Dierolf zu beweisen. Er
gibt er uns eine Situation an, in der die relativen Kompaktheitsbegriffe zusammenfallen.

4.5 Satz (von S. Dierolf). Sei (X,T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und
X' := (X, T). Sei O eine metrisierbare Topologie auf X, die X zu einem lokalkonvezen
topologischen Vektorraum macht und (X, Q)" C X' erfillt. Dann sind fiir A C X folgende
Aussagen dquivalent:
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(1) A ist relativ kompakt.
(i) A ist relativ abzdhlbar kompakt.
(7i1) A ist relativ folgenkompakt.

Ist eine der Aussagen erfiillt, so gilt A = A% und TDZ =SNA, wobei wir S := o(X, XQ
setzen. AufSerdem ist jede separable Teilmenge von A metrisierbar und jeder Punkt aus A
ist Grenzwert einer Folge in A.

Beweis. Die Giiltigkeit der Implikationen (i) = (i) und (éii) = (i¢) haben wir bereits
in Bemerkung 2.4 festgestellt. Fiir die iibrigen Behauptungen betrachten wir zunichst den
Fall T =S.

(i3) = (i), (#5i) : Da O metrisierbar ist, besitzt % ©(0) eine abzihlbare Umgebungsbasis
(Un)nen. Wir setzen Y := (X, 0)". Fiir beliebiges f € Y gilt 0 € f~1 (UF(0)) € O und
infolge gibt es n € Nmit U,, C f~! (UiC(O)). Daraus folgt f(U,) C UF(0) und insbesondere
Ref(z) < 1 fur alle z € U,. Also gilt f € U;, wobei wir die Polare beziiglich des dualen
Paares (X,Y’) bilden. Da f € Y beliebig war, erhalten wir Y = (J,,cn U,

Ist 2 € X mit Y C keri(z), so heifit dies genau, dass f(x) = 0 fiir alle f € Y gilt. Da
Y aber punktetrennend auf X operiert, folgt daraus x = 0 und geméfl Korollar 5.2.6 in
[ ] erhalten wir

yo XX ﬂ ker 1(z) = ker 1(0) = X'.

zeX
Y Cker ¢(z)

Wegen Y C X’ und «(x)]y = t(z)oid x|y fir x € X gilt o(Y, «(X)|y) = o(X',(X))NY,
wobei wir ¢(X)|y := {¢(z)|y : © € X} setzen. Aus Satz 4.2 folgt, dass fiir n € N die Menge
Uy, beziiglich o(Y, ¢(X)|y) kompakt ist, und infolge auch beziiglich o (X', ¢(X)). Insgesamt
sehen wir, dass (X', (X', ¢(X))) mit Y eine dichte, o-kompakte Teilmenge besitzt.

Wir setzen C(X') := C((X',0(X’,1(X))),C) und bezeichnen die Produkttopologie auf
I fex C mit V. Gem#fl Bemerkung 4.4 geniigt es, die behaupteten Implikationen fiir ¢(A)
als Teilmenge von (¢(X),V N (X)) zu zeigen. Da +(A) insbesondere beziiglich V N C'(X’)
relativ abzéhlbar kompakt ist, konnen wir nun Satz 3.7 mit H := ¢(A) anwenden. Daraus
folgt, dass t(A) kompakt, folgenkompakt und in C(X’) enthalten ist. AuBerdem ist X’*
gemifl Lemma 4.1 beziiglich V abgeschlossen, woraus t(A) C X folgt. Damit ergibt sich

(A COX) N X" = (X, o(X, (X)) = (X),

womit sich ¢(A) auch beziiglich V N ¢(X) als kompakt und folgenkompakt herausstellt.
Insbesondere ist ¢(A) beziiglich V N ¢(X) relativ kompakt und relativ folgenkompakt.

Die beiden letzten Behauptungen erhalten wir direkt aus Satz 3.7.

Nun behandeln wir den allgemeinen Fall.

(13) = (iii) : Sei (xp)nen eine Folge in A. Wegen S C T ist A auch schwach rela-
tiv abzdhlbar kompakt. Daher erhalten wir aus dem ersten Fall £ € X und eine Teil-
folge (k) )ken von (Zn)nen, die schwach gegen z konvergiert. Jeder T-Héufungspunkt
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von (Zp(x))ken ist wegen S C T auch ein S-Hiufungspunkt. Da (z,))ken als schwach
konvergente Folge mit x genau einen S-Haufungspunkt besitzt und sie nach Voraussetzung
mindestens einen 7-Héufungspunkt hat, ist  der einzige 7-Haufungspunkt von (z,,x))ken-
Damit folgt aus Lemma 2.7, dass (,,(x))ren gegen = konvergiert. Da (z,,)nen beliebig war,
ist A relativ folgenkompakt.

(1) = (i) : Wegen S C T ist A auch schwach relativ abzdhlbar kompakt. Daher folgt
aus dem ersten Fall, dass 2% schwach kompakt ist. Dann ist a° gemif Satz 2.14 auch
S-vollstandig. Aus Lemma 4.3 erhalten wir die 7-Vollsténdigkeit von ZS, die nach Lemma
A.9 die T-Vollstéindigkeit von A impliziert. Nach Lemma 2.12 ist A total beschréinkt, und
damit auch A. Insgesamt folgt aus Satz 2.14, dass A kompakt ist.

Da A kompakt ist, ist es auch schwach kompakt und infolge schwach abgeschlossen.
Daraus folgt A = a°. Wegen § C T ist idy : (A, T NA) — (A,S N A) stetig. Da 4
beziiglich 7'M A kompakt ist und S N A Hausdorff ist, ist id sogar ein Hom6omorphismus,
womit 7TNA = SN A gilt. Da sich die beiden letzten Behauptungen nur auf 7 N A beziehen,
ergeben sie sich direkt aus dem ersten Fall. O

4.6 Bemerkung. Die Bedingung (X,0)" C X’ in Satz 4.5 ist dann erfiillt, wenn O C
7(X, X') gilt, wobei 7(X, X’) die Mackey-Topologie bezeichnet. Diese ist die feinste Topo-
logie auf X, die X zu einem topologischen Vektorraum macht und deren Dualraum mit X’
iibereinstimmt. Fiir eine genaue Behandlung dieser Topologie verweisen wir auf Kapitel 5.6
in [ ].

Fiir einen Banachraum kénnen wir in Satz 4.5 fiir 7 die schwache und fiir O die Norm-
topologie wihlen. Da mit dieser Wahl O klarerweise metrisierbar ist und (X, 7)" = (X, 0)’
gilt, sind damit die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Dieser Spezialfall ist in der Literatur
als der Satz von Eberlein-Smulian bekannt.

4.7 Satz (Eberlein-Smulian). Sei (X, |.]|) ein Banachraum. Dann sind fir A C X folgende
Aussagen dquivalent:

(i) A ist schwach relativ kompakt.
(ii) A ist schwach relativ abzihlbar kompakt.
(7i1) A ist schwach relativ folgenkompakt.

Ist eine der Aussagen erfiillt, so ist jeder Punkt aus A Grenzwert einer Folge in A.

In der Situation von Satz 4.5 kénnten wir nun direkt mithilfe des Satzes die Aquivalenz
der nicht-relativen Kompaktheitsbegriffe herleiten. Tatséchlich liefert uns der Satz stérkere
Eigenschaften als wir dafiir ben6tigen wiirden, weshalb wir einen neuen Begriff einfiihren,
der fiir diesen Zweck gerade geniigt. Im Folgenden orientieren wir uns an der Terminologie
aus | ].

4.8 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und die Eigenschaften (A1)-(A3) wie
folgt definiert:
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(A1) Jede relativ abzidhlbar kompakte Teilmenge von X ist relativ kompakt.

(A2) Fiir jede relativ abziihlbar kompakte Teilmenge A von X ist jeder Punkt aus A
Grenzwert einer Folge in A.

(A3) Fiir jede separable kompakte Teilmenge A von X erfiillt (A, 7 N A) das erste Abzéihl-
barkeitsaxiom.

Dann heifit (X, 7T) angelic, wenn T Hausdorff ist und (A1) und (A2) gelten. Ist zusétzlich
(A3) erfiillt, so heiit (X, T) strictly angelic.

Da metrische Rédume stets das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillen, ist (X,7) in der Si-
tuation von Satz 4.5 sogar strictly angelic. Wir werden in Korollar 4.11 zeigen, dass in jedem
topologischen Raum, der angelic ist, die relativen und nicht-relativen Kompaktheitsbegriffe
jeweils zusammenfallen.

4.9 Bemerkung. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Ist A
zusétzlich relativ abzéhlbar kompakt (relativ folgenkompakt) und (x,),en eine Folge in A,
so existiert ein in X konvergentes Teilnetz (Teilfolge) von (x,)nen. Da A abgeschlossen ist,
befindet sich der Grenzwert dieses Teilnetzes (Teilfolge) in A. Also ist A sogar abzdhlbar
kompakt (folgenkompakt).

4.10 Lemma. Sei (X, T) ein topologischer Raum, der (A2) erfillt. Dann gelten die fol-
genden Aussagen:

(i) Jede relativ abzdihlbar kompakte Teilmenge von X ist auch relativ folgenkompakt.

(i) Ist T Hausdorff, so ist jede abzdihlbar kompakte Teilmenge von X abgeschlossen und
folgenkompakt.

Beweis. (i) Sei A C X relativ abzdhlbar kompakt, (x,)nen eine Folge in A und x €
{zn : n € N}. Gilt z,, = x fiir unendlich viele n € N, dann hat (z,)nen eine (konstan-
te) gegen = konvergente Teilfolge. Andernfalls kénnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit © ¢ {x, : n € N} annehmen, da endlich viele Folgenglieder keinen Einfluss
auf die Haufungspunkte und Konvergenz einer Folge haben. Mit A ist auch {z,, : n € N}
relativ abzihlbar kompakt und daher gibt es nach Voraussetzung eine Folge (yi)ren in
{zy, : n € N}, die gegen z konvergiert. Zu k € N sei n, € N minimal mit y, = z,,. Wegen
der Konvergenz gegen = kann {y; : k € N} C {x,, : n € N, n < N} fiir kein N € N gelten.
Dies bedeutet, dass (ng)ren als Folge in N nicht nach oben beschrénkt ist und daher eine
streng monoton wachsende Teilfolge (4(;))jen hat. Dann gilt
j—o0
Lngy = Yk() — 7,

womit (z,)nen eine konvergente Teilfolge besitzt.

(ii) Sei A C X abzihlbar kompakt und x € A. Dann gibt es nach Voraussetzung eine
Folge (z,,)nen in A, die gegen x konvergiert und infolge — da 7 Hausdorff ist — z als einzi-
gen Haufungspunkt hat. Da A abzdhlbar kompakt ist, hat (x,),en aber mindestens einen
H&aufungspunkt in A und damit muss = € A gelten. Da z beliebig war, ist A abgeschlossen.
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Da A insbesondere relativ abzidhlbar kompakt ist, folgt aus (i), dass A relativ folgenkom-
pakt ist. Aus Bemerkung 4.9 ergibt sich damit sofort die Folgenkompaktheit von A. O

4.11 Korollar. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Ist (X, T ) angelic, so sind fir A C X
folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist kompakt.

(i) A ist abzahlbar kompakt.

(7i1) A ist folgenkompakt.
Fiir die relativen Kompaktheitsbegriffe gilt die analoge Aquivalenz.
Beweis. Wir bezeichnen die analogen Aussagen fiir die relativen Kompaktheitsbegriffe mit
('), (#7") und (7). Die Giiltigkeit der Implikationen (i) = (i7), (i7i) = (i), (i) = (#) und
(#41") = (i") haben wir bereits in Bemerkung 2.4 festgestellt. Die Implikationen (i7") = (i4i’)
und (") = (i') folgen direkt aus Lemma 4.10, (i) bezichungsweise aus (A1).

(1i) = (i), (i13) : Sei A abz#hlbar kompakt. Dann folgt aus Lemma 4.10, (iz), dass A

folgenkompakt und abgeschlossen ist. Wegen (Al) ist A auflerdem relativ kompakt und
damit kompakt. 0

Mithilfe des folgenden Satzes werden wir spéter zeigen, dass die schwache Topologie eines
vollstandigen lokalkonvexen topologischen Vektorraumes die Eigenschaft (A1) hat.

4.12 Satz. Sei (X,7T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum und W das Mengensys-
tem aller Nullumgebungen, die konvex, kreisformig und abgeschlossen sind. Dann gibt es
eine Topologie Tz auf

7 = ﬂ {z € X" : z|we ist stetig beziiglich o(X', (X)) NW°},
Wew
sodass die folgenden Aussagen gelten:
(1) (Z,Tz) ist ein vollstandiger lokalkonvezer topologischer Vektorraum.
(ii) Die Abbildung v : (X, T) — (u(X), Tz N (X)) ist ein Homdomorphismus.
(##1) U(X) 7 = Z.
Insbesondere ist X genau dann vollstindig, wenn (X ) = Z gilt.

Beweis. Wir notieren die polaren Mengen beziiglich des dualen Paares (X, X’) mit ° und
die beziiglich (X', Z) mit *. Fiir W € W setzen wir C(W°) := C((W°,o(X’, X)NW?),C).
Da nach Satz 4.2 die Menge W° beziiglich o(X’, X) kompakt ist, sind alle Funktionen in
C(W°) beschrankt und (C(W°),||.|]|s) ist ein Banachraum, wobei ||.||o die Supremums-
norm bezeichnet. Die Abbildung .|y, die jedem z € Z die Einschrinkung z|y. zuordnet
ist klarerweise linear und bildet gem&f der Definition von Z nach C(W°) ab.
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Da T das Trennungsaxiom (T3) erfiillt und lokalkonvex ist, gibt es zu U € % (0) stets
eine konvexe und kreisformige Nullumgebung W mit W C U, weshalb W eine Nullum-
gebungsbasis bildet. Auflerdem gibt es zu f € X'\{0} stets W € W, sodass |f(z)] < 1
fir alle x € W gilt, also f € W°. Daher gilt X' = (Jycp W°. Ist z € Z\{0}, so gibt
es W € W und f € W° mit z(f) # 0. Daraus folgt ||z|we|ec > |2(f)] > 0. Also gilt
Nwew ker Jwe = {0} und Z wird mit der initialen Topologie Tz beziiglich der Familie
(.lwe)wew zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum.

Sei z € X, W € W und uw das Minkowski-Funktional von W. Dann gilt puw (z) < 1
genau dann, wenn es A € (0,1) gibt mit x € AW. Aus dem Bipolarsatz folgt AW =
A °(We) = °(1/X-W?°), weshalb = € A\WW dquivalent ist zu |f(x)/A| < 1 fiir alle f € W°
beziehungsweise zu ||t(z)|welloc < A. Also ist pw(x) < 1 dquivalent zu [[¢(x)|welleo <
1 und damit gilt {z € X : pw(z) <e} = {x € X : [|u(z)|we|loo < €} fiir alle € > 0. Da
jeweils die Menge aller endlichen Schnitte iiber solche Mengen eine Nullumgebungsbasis
von ¢! (Tz N «(X)) beziehungsweise von der von (uw)wew auf X erzeugten Topologie
darstellt, stimmen diese Topologien iiberein. Nach Satz 5.1.10 in [ | stimmt letztere
mit 7 iiberein, weshalb ¢ : (X, T) — (¢(X), Tz N (X)) einen Homéomorphismus darstellt.

Sei 2o € Z und U € 77 (0). Dann gibt es € > 0, n € N und Wy,..., W, € W mit

z€Z : ||zlwe <ep CU.
ez il <o

Nun gilt W := ., W; € W und

n n—U(X/’X) o/ n °© n °

Wi C co wy = wy = ‘w) | =we,

Q@) = (W) - (N
woraus

c(W°) ={z€Z : |zlwolly <€} C ﬂ{z €7 |elws|_ < e} cU

=1

folgt. Wir setzen A := W°. Da 2|4 stetig ist, gibt es eine konvexe, kreisformige und ab-
geschlossene Nullumgebung V € #7(X'X)(0) mit |z(f)| < € fiir alle f € V N A. Dies
bedeutet gerade zp € € (VN A)®. Wegen o(X’, X) C o(X', Z) ist V auch beziiglich (X', Z)
abgeschlossen und es gilt V € 77(X"%)(0). Daher ist V* nach Satz 4.2 beziiglich ¢(Z, X")
kompakt. Mit A® ist auch A® 4+ V* beziiglich o(Z, X’) abgeschlossen. Konvergiert ndmlich
ein Netz (z; + y;)icr gegen z € Z mit z; € A® und y; € V* fiir i € I, so gibt es wegen
der Kompaktheit von V* ein Teilnetz (v;(;))jes von (¥)icr, das gegen y € V* konver-
giert. Wegen der Konvergenz von (v(;))jes = (T(;) + Yi(j) — Yi(j))jes gegen z —y und der
Abgeschlossenheit von A® gilt z — y € A® und damit z € A* +y C A* + V*°.

Ebenso iibertragen sich die Eigenschaften konvex und kreisférmig direkt von A® und V'*
auf A® + V*, weshalb wir aus dem Bipolarsatz A®* + V*® = (*(A®* + V*))® erhalten. Es folgt

Le@nvy = AN (V) = (A uV)) (A + V) =4+ Ve

€
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und damit gibt es y € V*® mit ey € 29 + €¢A®. Andererseits ist y definitionsgeméfl auf der
o(X’, X)-Nullumgebung V beschrénkt und daher nach Proposition 2.1.14 in | | stetig,
also y € (X', 0(X’, X)) = (X). Daraus folgt ey € (20 +€A®)Nu(X) C (20 +U)Ne(X) und
insbesondere (29 + U) Nu(X) # 0. Da 290 € Z und U € % 77(0) beliebig waren, haben wir
damit gezeigt, dass ¢(X) beziiglich 7z dicht in Z liegt.

Sei Z := Niwew 12: X' = C : zlwo € C(W°)} versehen mit der initialen Topologie O
beziiglich der Familie (.|ye)wey. Dann gilt Z = ZNX*und Ty = ONZ. Sei § ein
Cauchy-Filter auf Z. Gemi Lemma A.7 ist fil(F|we) fir W € W ein Cauchy-Filter. Da
C(W°) vollstéindig ist, gibt es zyo € C(W°) mit W) (zy0) C fil(F|wo). Zu € > 0 gibt
es daher B € § mit Bly. C UEC(WO)(zWo), also ||zwe — blwel|,, < € fiir alle b € B.

Sind € > 0 und Wy, Wy € W, so kénnen wir By, B, € § analog zu B im vorherigen
Absatz wahlen. Dann gibt es b € By N By und wir erhalten

Gwp = zwllwpawgl| o < llzwe = Blwe [l + [lblwy — 2wyl < 2e.

Da € > 0 beliebig war, folgt 2w |wenwy = 2wglwenwy und daher ist z : X' — C durch
z = Uew 2we wohldefiniert und liegt wegen z[wo = zwe in Z. Aus Lemma A.2 folgt,
dass § gegen z konvergiert. Da § ein beliebiger Cauchy-Filter auf Z war, ist damit die
Vollstandigkeit von Z gezeigt.

Wegen Jyyeyy W° = X' folgt aus der Konvergenz beziiglich O stets die punktweise
Konvergenz, da fir W € W auf W° die punktweise Konvergenz von der gleichméfigen
impliziert wird. Daher ist ¢ : (Z,0) — ([[;ex/ C [Ijex: Tc), 2 — 2 stetig und Z =
ZNnX"* = @ 1(X"™) als Urbild einer abgeschlossenen Menge selbst abgeschlossen. Damit
ist Z nach Lemma A.9 vollstéindig.

Da «(X) dicht in Z liegt, gilt «(X) = Z genau dann, wenn ¢(X) abgeschlossen ist,
was infolge der Lemmata A.8 und A.9 zur Vollsténdigkeit von «(X) und weiter zu der
Vollstandigkeit von X #dquivalent ist. O

4.13 Korollar. Sei (X, T) ein vollstindiger lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Dann
1st jede schwach relativ abzdhlbar kompakte Teilmenge von X auch schwach relativ kompakt.

Beweis. Sei W das Mengensystem aller Nullumgebungen in (X, 7'), die konvex, kreisférmig
und abgeschlossen sind, und A C X schwach relativ abzéhlbar kompakt. Wir bezeichnen die
Produkttopologie auf [] Fex C mit V. Geméafl Bemerkung 4.4 geniigt es, die Behauptung
fiir 1(A) als relativ abzéhlbar kompakte Teilmenge von (¢(X),V N¢(X)) zu zeigen.

Sei W € W. Wir setzen C(W°) := C((W°,o(X’,¢(X)) N W°),C) und bezeichnen mit
V|we die Produkttopologie auf [ ] ;o C. Da Einschrinkungen stetiger Funktionen wieder
stetig sind, gilt ¢(A)|we C C(W°) und nach Lemma 2.6 ist ¢(A)|we = mwe (¢(A)) beziiglich
V|weNC(W°) relativ abzéhlbar kompakt. Aus Satz 4.2 folgt, dass W° beziiglich o (X, +(X))
kompakt ist, wodurch wir Satz 3.7 mit H := ¢(A)|y- anwenden kénnen und

WA lwe Cl@we ™ < C(We)
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erhalten. ”
Also gilt z|we € C(W°) fiir alle 2 € ¢(A) und alle W € W. Da X" beziiglich V abge-

schlossen ist, gilt zudem L(A)v C X'™. Aus Satz 4.12 folgt daher L(A)V C o(X). Zusétzlich
wissen wir bereits aus Beispiel 2.13, dass (A)V kompakt ist. Wegen

(A =@ nux) =@y

ist 1(A) als Teilmenge von (¢(X),V N (X)) relativ kompakt. O

Ausgehend von Abbildung 2.1 sind uns in dieser Arbeit viele Zusammenhénge zwischen
Figenschaften von Teilmengen eines topologischen Raumes begegnet. Zum Abschluss stellen
wir die essentiellen Implikationen in einem Diagramm dar. Dies ist vor allem in Verbindung
mit jenen Resultaten interessant, die uns fiir bestimmte Situationen die Voraussetzungen
der entsprechenden Implikationen in der Abbildung liefern, wie zum Beispiel Satz 4.5 und
Korollar 4.13. Zusammengesetzt ergeben sich daraus weitere Zusammenhénge, wie etwa
die jeweilige Aquivalenz der relativen und nicht-relativen Kompaktheitsbegriffe unter der
Voraussetzung, dass der betrachtete Raum angelic ist.

> kompakt folgenkompakt

vollstandig abzahlbar kompakt

a

. Al (A2) relativ
relativ kompakt N /_“ folgenkompakt
total , relativ
beschrénkt | abzéhlbar kompakt
beschrankt
A ===» gilt, falls 7 Hausdorff ist.

X . >®=>C:<:) (ANB=C)
falls 7 metrisierbar ) . L
oder (X, T) top. VR B = gilt, falls (X, 7T) die Eigenschaft (E) hat.

Abbildung 4.1.: Zusammenfassung der gesammelten Implikationen zwischen Eigenschaften
von Teilmengen eines topologischen Raumes (X, 7))
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A. Filterkonvergenz und Vollstandigkeit in
topologischen Vektorraumen

Diesen Abschnitt verwenden wir dazu, Begriffe und Zusammenhénge aus dem Gebiet der
Filter zu wiederholen und teilweise zu vertiefen. Auflerdem definieren wir Vollsténdigkeit in
topologischen Vektorrdumen und présentieren einzelne elementare Zusammenhénge. Dieser
Abschnitt beruht auf | , Kapitel 1.3] und [ , Kapitel 4 und 9].

Sei X eine Menge. Dann heifit § C P(X) Filter, wenn gilt:
(1) 0 &3 #0.

(ii) ABegF=ANBESF.

(1it) B2 A, Ae§F= BESF.

Ist B C § und gibt es zu jedem F € § ein B € B mit B C F, dann heifit B Filterbasis
von §. Umgekehrt ist Fo C P(X) genau dann Filterbasis eines Filters, wenn gilt:

(1) 0 ¢ Fo # 0.
(ii) AABeFp=3Ce€F:CCANB.
Trifft dies zu, so erhalten wir durch
fil(Fo) :=={BC X : 3C € Fp:C C B}

den von §g erzeugten Filter.

Sei Y eine weitere Menge und f : X — Y eine Funktion. Dann ist f(§) = {f(B) : B € §}
wegen f(ANB) C f(A) N f(B) fur A, B C X eine Filterbasis auf Y.

Sind §1 und §o Filter auf X, so sagen wir §9 ist feiner als §1, wenn §1 C §o gilt.

A.1 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, § ein Filter auf X und z € X. Gilt
U (x) C 3§, so heiflit § konvergent gegen x und wir schreiben § — x.

A.2 Lemma. Seien (X, T), (Y,0) und (X;,T;) firi € I topologische Riume, § ein Filter
auf X und x € X. Auflerdem seien f : X — Y und f; : X — X; firi € I Funktionen.
Dann gilt:

(1) Ist f stetig und gilt § — x, so folgt il(f(F)) — f(x).

(i) Ist T die initiale Topologie beziiglich der Familie (f;)icr, so gilt § — x genau dann,
wenn fil(f;(§)) — fi(x) fir allei € I gilt.
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Beweis. (i) Sei V € 9 (f(x)). Dann gilt f~1(V) € %7 (x) und daher f~1(V) € §. Aus
FLV)) C V folgt V € f(£(3).

(ii) Gelte fil(f;(§)) — fi(z) fiir alle i € I und sei U € %7 (0). Dann gibt es eine
endliche Teilmenge Iy € I und V; € %7 (fi(x)) fiir i € I mit ,o;. £ (Vi) C U, da die

i€ly /i
Mengen dieser Gestalt eine Umgebungsbasis bilden. Aus der Konvergenz von fil( f;(§)) folgt
Vi € fil(fi(F)), weshalb es A; € § mit f;(4;) CV; fiir i € Iy gibt. Dann ist mz’elo A, ef

und aus
NAac Uy c Nty cu
i€lo i€lo i€ly

ergibt sich U € §.
Die umgekehrte Richtung ist eine direkte Konsequenz aus (7). O

A .3 Definition. Sei X eine Menge und § ein Filter auf X. Dann heifit § Ultrafilter, wenn
jeder feinere Filter auf X mit § tibereinstimmt.

A.4 Lemma. Sei X eine Menge. Ein Filter § auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn
fiir alle A C X entweder A € § oder X\ A € § gilt.

Beweis. Sei § ein Ultrafilter und A C X beliebig. Gilt AN B = () fiir ein B € §, so folgt
X\A DO B und damit X\A € §. Andernfalls gilt AN B # () fiir alle B € §. Infolge wird
durch

S1:={HCX :3BeF:AnNBC H}

ein Filter definiert, der feiner als § ist. Da § aber ein Ultrafilter ist, ergibt sich A € §1 = §.

Gelte umgekehrt A € § oder X\ A € § fiir alle A C X und sei §1 2 § ein Filter. Gibe
es A € §1\F, so miisste nach Voraussetzung X\ A € § gelten, woraus ) = AN (X\A) € &
folgen wiirde. Daher gilt §1\F = () und § ist maximal, also ein Ultrafilter. O

Den folgenden Satz zitieren wir ohne Beweis aus | , Kapitel 1.3].

A.5 Satz. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (X, T) ist kompakt.
(i) Zu jedem Filter auf X gibt es einen in X konvergenten feineren Filter.

(131) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

A.6 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum und A C X. Ein Filter § auf A
heifit Cauchy-Filter, wenn es zu jedem U € % (0) ein B € § gibt, sodass B — B C U gilt.
Die Menge A heifit vollstindig, wenn jeder Cauchy-Filter auf A gegen einen Punkt aus A
konvergiert.
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A.7 Lemma. Seien (X,T) und (Y, Q) topologische Vektorrdume, § ein Cauchy-Filter auf
X und f: X =Y stetig und linear. Dann ist il(f(F)) ein Cauchy-Filters auf Y.

Beweis. Sei V € °(0). Dann ist f~5(V) € 7 (0) und es gibt B € § mit B — B C
f~1(V). Daraus folgt

f(B) = f(B)=f(B-B)C f(f (V) TV,
wobei f(B) € f(§) C fl(f(3)) gilt. O

A.8 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum und A C X wvollstindig. Dann ist
A abgeschlossen.

Beweis. Sei x € A. Dann wird durch § := {ANU : U € ()} ein Filter auf A definiert.
Sei Ve Z(0) und W € Z(0) mit W —W C V. Dann gilt AN (z+ W) € § und

AN(z+W)-AN(z+W)CW -W CV.

Also ist § ein Cauchy-Filter und aus der Vollsténdigkeit folgt § — y fiir ein y € A.

Fir y' € A\{z} gibt es U, € % (x) und Uy € % (y') mit U, NU, = 0. Wegen ANU, € §
kann daher keinesfalls AN U, € § sein und infolge nicht § — v gelten. Daraus ergibt sich
x =y € A. Also ist A abgeschlossen. O

A.9 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum und A C X wvollstindig. Dann ist
jede beziiglich T N A abgeschlossene Teilmenge von A selbst vollstindig.

Beweis. Sei B C A beziiglich 7 N A abgeschlossen und § ein Cauchy-Filter auf B. Dann
ist §4 :={F CA:3JFyeF: FyC F} ein Cauchy-Filter auf A, fir den §4 N B = § gilt.
Nach Voraussetzung konvergiert §4 gegen einen Punkt = € A, also 7774 (x) C Fa. Wegen
B € Fa folgt daraus 0 ¢ %774 (2) N B, was = € B7™ = B impliziert. Aus

T B(z) =T (2)NBCFaNB=F

ergibt sich schliefflich, dass § gegen x konvergiert. Also ist B vollstandig. O
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