TECHNISCHE

UNIVERSITAT
WIEN

BACHELORARBEIT

Der Satz von Borsuk-Ulam

ausgefiihrt am

Institut fir

Analysis und Scientific Computing
TU Wien

unter der Anleitung von
Ao. Univ. Prof. Dr. Harald Woracek

durch

Paul Winkler
Matrikelnummer: 11818749

Wien, am 14. September 2021



Inhaltsverzeichnis

1  Einleitung)

2 Affine Unabhangigkeit|

[3 (Geometrische und abstrakte Simplizialkomplexe)|

[4  Baryzentrische Unterteilung

[5 Aquivalenzen zum Satz von Borsuk-Ulam|

6 Das LLemma von Tuckerl

[ Brouwerscher Fixpunktsatz|

(8 Einige Anwendungen|

[ Symbolverzeichnis|

[ Titeraturl

11

15

19

25

27

33

34



1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit einem Satz beschiftigen, der 1933 durch den
polnischen Mathematiker Karol Borsuk bewiesen wurde. Der Satz ist insofern bemerkenswert,
als er zu einer Vielzahl von Sitzen dquivalent ist und etliche interessante Verallgemeinerungen
und Korollare besitzt. Die bekannteste, topologische Formulierung lautet wie folgt:

Satz (Borsuk-Ulam). Sei f: S™ — R™ eine stetige Abbildung, wobei S® C R"*! die Einheitsspihre
ist. Dann gibt es ein x € S™ mit f(z) = f(—=x).

Die klassische Veranschaulichung dieses Satzes ist die folgende: Wir kénnen die Erdoberflache
mit S? identifizieren und jedem Ort eine Temperatur und einen Luftdruck zuordnen:

)s? = R?
" | z +— (Temperatur(z), Luftdruck(z)).

Wenn wir davon ausgehen, dass f eine stetige Abbildung ist, gibt es nach dem Satz von Borsuk-
Ulam einen Punkt z mit f(x) = f(—=z), das heift zwei antipodale Orte mit derselben Temperatur
und demselben Luftdruck.

Wir werden den Satz von Borsuk-Ulam nicht direkt beweisen, sondern etwas ausholen und uns
zuerst mit dem Konzept der affinen Unabhéngigkeit sowie mit Simplexen, Simplizialkomplexen
und Triangulierungen beschéftigen. Dabei werden wir einige elementare Sétze detailliert beweisen,
die in der Literatur meist als bekannt vorausgesetzt oder dem Leser iiberlassen werden. Nachdem
wir gezeigt haben, dass der Satz von Borsuk-Ulam zu zahlreichen héchst unterschiedlichen Sétzen
dquivalent ist, werden wir einen davon beweisen: das kombinatorische Lemma von Tucker.

Anschliefsend werden wir uns noch einigen Folgerungen zuwenden, darunter der beriihmte
Brouwersche Fixpunktsatz und einige recht anschauliche Anwendungen wie das Ham-Sandwich-
Theorem.

Der Grofteil der Arbeit basiert auf [I, Kap. 1-3]. Ein paar Beweise habe ich selbst gefiihrt
oder aus anderen Biichern iibernommen, die im Literaturverzeichnis angegeben sind. Um nicht
komplett in Definitionen unterzugehen, werde ich viele Symbole und Notationen nicht extra
einfiihren; ihre Bedeutung, falls sie nicht selbsterklarend ist, findet sich im Symbolverzeichnis.



2 Affine Unabhangigkeit

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Begriffe wie den der affinen Unabhéngigkeit
und des Simplex einfiihren sowie einige Hilfsresultate beweisen, die wir im Folgenden bendtigen
werden.

2.1 Definition. Seien z, ...,z € R™. Wir nennen diese Punkte (bzw. die Menge dieser Punkte)
k
affin abhdngig, wenn es Zahlen vy, ..., oy € Rund ein j € [k]p mit «; # 0 gibt, sodass ) a;xz; =0
i=0
k
und Y a; = 0. Andernfalls nennen wir sie affin unabhdngig.
i=0
2.2 Lemma. Seien xg,...,r; € R™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) zo,...,zk sind affin unabhdngig.
(ii) Die Vektoren x1 — xg,...,xx — xo sind linear unabhdingig.
(iii) Die Vektoren (1,xq),...,(1,z;) € R sind linear unabhingig.
Bewets.
(1) = (i1): Mit Kontraposition: Seien z1 — xq, ...,z — x¢o linear abhingig, dann ist o. B.d. A.
k—1
xp — o = ., aj(x; — x0) fiir reelle Zahlen «;. Nun gilt
i=1
k—1 k—1
x0<2ai> —xO:Zaixi—xk ap = —1
i=1 i=1

k k
xOZai:Zaixi aO::—Zai
i=1 i=1 i
k
0= Z (673473
1=0

k
mit Y ax =0 und a = —1 # 0, womit zy,. ..,z affin abhingig sind.
i=0

(#i) = (i): Mit Kontraposition: Seien xy, . .., zj affin abhéngig, dann gibt es Zahlen «y;, i € [k]o,

k k
und ein j € [k]op mit o # 0, sodass ) ozz; =0 und ) oy = 0. Damit ist
i=0 i=0
k k k
Zai(aji — l‘o) = ZO&Z‘Q?Z‘ - <Z Oél'>l'0 == Zai:pi =0
=1 i=1 =1 =0
eine nichttriviale Linearkombination der Null, also sind x; —xq, . . . , © — x¢ linear abhingig.

(i) < (iii): Offenbar gilt die Aquivalenz

k k k
1
O:Zai(xi) <— Zai:() und Zaixi:&
=0 =0 =0
Sowohl aus der affinen Unabhéngigkeit von zg, ..., zg, als auch aus der linearen Unabhén-
gigkeit von (1, xg),..., (1, x) folgt a; = 0 fiir alle i € [k]p, was jeweils die andere Aussage
impliziert. O



2.3 Definition. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C und X C V. Dann heifst

conv(X) = {Z ;T
i=1

die konvezxe Hiille von X.

n
xiGX,Zaizl,aiZO,nGN}
i=1

Die konvexe Hiille von X ist, wie man sich leicht iiberlegt, tatséachlich die kleinste konvexe
Menge, die X enthélt.

2.4 Lemma. Seien V C R" affin unabhdngig und seien Vi, Vo C V. Dann gilt
conv (V1) Nconv(Vy) = conv(Vy N V3). (1)

Beweis. Die Inklusion conv(V;) Nconv(Va) D conv(Vy N Va) gilt, weil das Bilden der konvexen
Hiille vertriglich mit der Mengeninklusion ist. Fiir die andere Richtung sei 2 € conv(V;)Nconv (V)
beliebig, dann lasst sich x schreiben als

T = Z Qull = Z By, (2)

ueVy veEVS
wobei > a,=1= > B, und ay, [, = 0. Daraus erhalten wir
ueVi vEVS
Z QU — Z Buv + Z (o — Bw)w =0 (3)
ueVi\Va veVa\Vp weViNVa

und auferdem > ay, — >, By =1—1=0. Weil V; UV, C V affin unabhéngig ist, ist das
=% veEVs
nur moglich, wenn alle Koeffizienten in Null sind; insbesondere kénnen «,, und f,, nur fiir

w € V1 NV, ungleich Null sein. Damit haben wir mit zwel Konvexkombinationen von x aus
Elementen aus Vi N V5 gefunden, woraus x € conv(Vy N V3) folgt. O

2.5 Definition. Sei A C R™ eine Menge affin unabhéngiger Punkte. Dann nennen wir ¢ =
conv(A) ein Simplez. Die Dimension des Simplex ist dim(o) = |A| —1. Ist dim(¢) = k, so nennen
wir o auch ein k-Simplez.

2.6 Beispiel. Sei A = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3. Mit x := (0,0,0) und der linearen
Unabhéngigkeit der anderen drei Vektoren folgt aus Lemma (1), dass A affin unabhéngig ist.
Der Tetraeder o = conv(A) ist also ein 3-Simplex.

Abb. 1: Vier Simplexe der Dimensionen 0, 1, 2 und 3.

2.7 Definition. Sei 0 = conv(A) C R” ein k-Simplex. Fiir eine Teilmenge B von A heift das
Simplex conv(B) eine Seite von o. Insbesondere sind @ und o Seiten. Die nulldimensionalen
Seiten nennen wir die Ecken, die eindimensionalen die Kanten und die (n — 1)-dimensionalen die
Seitenfldchen von o. Die Menge aller Seiten eines n-Simplex bezeichnen wir mit o”.



2.8 Definition. Sei 0 = conv(A) C R" ein k-Simplex. Dann heifst
relint(c) = o\{7 € 0" | dim(7) < dim(o)}

das relative Innere von o.

Nach Definition bestehen die Seiten eines k-Simplex ¢ = conv({z1,...,Zg+1}) genau aus
k+1

jenen Punkten z, die sich als Konvexkombination ) «a;z; darstellen lassen, wobei fiir mindestens
i=1

ein j € [k + 1] gilt, dass a; = 0. Das relative Innere von o ist also gegeben durch

k+1 k+1
relint(o) = {Z ;T Zai =1 und a; >0 fiir alle ¢ € [k + 1]} (4)
i=1 i=1

2.9 Lemma. Sei o0 C R" ein k-Simplex. Dann ist relint(o) genau das Innere von o beziiglich
der Spurtopologie des RF.

Beweis. Sei o0 = conv({x1,...,Tkt1}). Weil Translationen und Basiswechsel Homomorphismen
k+1

sind, konnen wir annehmen, dass zp11 = 0 und x; = ¢; fir i € [k] ist. Sei z = > ayw; =
i=1

k
> aje; € relint(o) beliebig und y € span{e, ..., e} mit
i=1

min{e; |7 € [k + 1]}
Z .

lz —ylh <

k k
Fiir die eindeutige Linearkombination y —z = > fSe; gilt also Y |5i] < agy1. Nun ist
i=1 i=1

k

y=z+@y—2) =Y (0i+ Bz,

i=1

k k
wobei > a; + ; < (Z ai) + apyq1 = 1. Fir ¢ € [k] definieren wir nun v; := a; + 5; > 0 sowie
j i=1

=1
' k k k41
Yer1 =1 — > (a; + Bi) = agy1 + Y. i > 0. Damit sehen wir, dass y = ) y;x; € relint(o); also
i=1 i=1 i=1
ist relint(o) eine offene Menge.
k41 k
Seinunz = ) a;x; = ) aye; € o\relint(o) beliebig, dann gibt es ein j € [k+41] mit o;; = 0.
i=1 i=1

Wir machen eine Falluntersgheidung:
k
e Fall 1: j =k + 1. Sei € > 0 beliebig, dann betrachten wir den Punkt y = >~ (o + 5 )e;.
i=1

k
Offenbar liegt y in der e-Kugel um x, wegen ) (; + 5,) > 1 aber nicht in o.
i=1

e Fall 2: j # k + 1. Sei wieder € > 0 beliebig, dann betrachte y = z — Se;. Auch hier liegt y
in der e-Kugel um z, aber nicht in o, weil die j-Koordinate von y negativ ist.

Damit haben wir gezeigt, dass alle Punkte von o, die nicht in seinem relativen Inneren liegen,
Element des Randes von o beziiglich der Spurtopologie des R¥ sind. O
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k
2.10 Definition. Sei o = conv({vo,...,v;}) ein Simplex und z € 0. Wenn = = ) a;v; eine
i=0
Konvexkombination von x ist, dann heifsen

af (z) = a4, 1€ [k]o

die baryzentrischen Koordinaten von x beziiglich o.

k k
Diese Definition ist sinnvoll, denn wéren = > a;v; = >, B;v; zwel verschiedene Darstellun-
i=0 i=0
k
gen von z, so ware die Menge {vg, ..., v} wegen  (a; — B;)v; = 0 affin abhéngig.
i=0

2.11 Lemma. Sei o0 = conv({vg,...,v;}) ein Simplex. Dann ist fir i € [k|o die Abbildung
x> of (z) stetig.

k
Beweis. Seien x,y in o beliebig, dann gilt wegen > of(z) =1= > a7 (y)

K3
=0 =0

r—y= (Uo +i1a;’<x><w —v0>> - <vo +Zk:a?(y)(vi - vo))

k
=3 (af(2) — af (1)) (vi — vo).

=1
Nach Lemma 2.2]sind fiir i € [k] die Vektoren v;—vg linear unabhéingig; damit folgt a7 (z) — o (y)

~

k
fir x — y. Wegen of(z) — af(y) = > of (z) — of (y) gilt zudem of(z) — of(y) fir . —y. O

7
i=1

2.12 Definition. Bezeichne (e;); die Standardbasis des R", dann nennen wir die Menge

n
B" = conv({er, —€1,...,en, —€n}) = {x eR™: |jz]; = Z |x;| < 1}
i=1
das n-dimensionale Kreuzpolytop.

Allgemeiner nennt man die konvexe Hiille endlich vieler Punkte ein Polytop. Eine echte Seite
eines Polytops P ist der Schnitt P N h, wobei h eine Hyperebene ist, die P nicht schneidet (d. h.
einer der beiden durch h definierten offenen Halbraume hat mit P leeren Schnitt). Eine Seite ist
entweder P selbst oder eine echte Seite.

€3

—e3

Abb. 2: Das dreidimensionale Kreuzpolytop ist der Oktaeder, einer der fiinf platonischen Kérper.



2.13 Lemma. Die echten Seiten des Kreuzpolytops B" sind genau die Simplexe, die von jenen
Mengen F C {e1,—e1,...,en, —en} aufgespannt werden, fir die es kein i € [n] gibt mit e; € F
und —e; € F.

Beweis. Die Falle, dass F' oder die Seite die leere Menge sind, sind jeweils trivial. Fiir ein

nichtleeres F' wie oben definieren wir ap := ) v und betrachten die Hyperebene h = {z €
vEF
R™: (ap,x) = 1}. Fiir ein € R™ gilt mit der Dreiecksungleichung ||z||; > (ar,x), also hat der

Halbraum it = {z € R": (ap,z) > 1} mit B" leeren Schnitt. Die Menge F ist klarerweise affin
unabhiingig und spannt genau das Simplex h N B" auf.

Sei umgekehrt h = {x € R": ajx1 + agwa + ... + apxy, = b} mit (a1,...,a,) # 0 eine
Hyperebene. Wenn es nun ein i € [n] mit e; € B"Nh und —e; € B"N A gibt, dann gilt
a; = b= —a;, also b = 0 und daher 0 € h. Das Kreuzpolytop enthélt aber offensichtlich eine
Nullumgebung, kann also nicht mit einem der beiden durch h definierten offenen Halbrdume
leeren Schnitt haben. O



3 Geometrische und abstrakte Simplizialkomplexe

Simplizialkomplexe sind wichtige Objekte in der algebraischen Topologie. Wir unterscheiden
zwei Arten von Simplizialkomplexen: geometrische und abstrakte. Erstere sind Mengen von
Simplexen mit bestimmten Eigenschaften; zweitere sind rein kombinatorische Objekte. Eine
wichtige Erkenntnis ist, dass es sich beide Male im Wesentlichen um dasselbe Konzept handelt;
das wird die Arbeit mit diesen Objekten stark vereinfachen.

3.1 Definition. Sei A # & eine endliche Menge von Simplexen im R™. Dann heift A ein
geometrischer Simplizialkomplex, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(S1) Fiir jedes o € A sind auch alle Seitenflichen von o in A.
(S2) Fiir 01,09 € A ist 01 N oy eine Seite von o1 und von 0.
Weiters definieren wir:
e Die Vereinigung | J A nennen wir das Polyeder von A und bezeichnen es mit ||All.

e Die Dimension von A ist definiert als dim(A) = max dim(o).
S

e Mit V(A) bezeichnen wir die Vereinigung aller Ecken von Simplexen in A.
3.2 Beispiel. Sei o ein Simplex, dann ist ¢™ ein Simplizialkomplex. Dafiir ist nur zu zeigen, dass

fiir zwei Seiten o7 und o9 von ¢ auch o1 N oy eine Seite von o1 und von oy ist; das folgt aber
direkt aus Lemma [2.4]

3.3 Definition. Sei A ein geometrischer Simplizialkomplex. Fiir jedes = € ||A|| gibt es genau
ein Simplex o € A mit x € relint(c). Das Simplex o nennen wir den Trdger von x und schreiben

o = supp(x).

3.4 Definition. Ein abstrakter Simplizialkomplex ist ein Tupel (V,K), wobei V eine endliche
Menge und K C 2V mit der Eigenschaft G C F € K = G € K ist. Die Elemente von K
heiften abstrakte Simplexe. Wir werden verkiirzt nur K fiir den Simplizialkomplex sowie V(K)
fiir V' schreiben, falls V' = |JK. Die Dimension von des Simplizialkomplexes ist definiert als

dim(K) = max{|F| - 1: F € K}.
3.5 Definition. Sei A ein geometrischer Simplizialkomplex. Bezeichne V' := V(A) und
K:={ACV |conv(A4) € A},

dann heiflt A eine geometrische Realisierung des abstrakten Simplizialkomplexes (V,K) und ||A||
das Polyeder von (V,K).

Wir werden spéter sehen, dass das Polyeder eines abstrakten Simplizialkomplexes bis auf
Homdomorphie eindeutig bestimmt ist, es also legitim ist, von dem Polyeder zu sprechen.

3.6 Beispiel. Betrachte den folgenden geometrischen Simplizialkomplex:
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Er ist eine geometrische Realisierung des abstrakten Simplizialkomplexes (V,K), wobei
V ={1,2,3,4} und K = {2, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{3,4},{1,2,3}}.
Definition [3-5] legt schon nahe, wie man zu einem geometrischen Simplizialkomplex einen
abstrakten Simplizialkomplex finden kann, dessen geometrische Realisierung er ist. In Beispiel
[3-:6] haben wir diese einfache Transformation exemplarisch durchgefiihrt. Die umgekehrte und
interessantere Fragestellung ist, ob wir zu einem gegebenen abstrakten Simplizialkomplex eine
geometrische Realisierung finden kénnen; im Folgenden zeigen wir, dass das stets mdglich ist.

3.7 Lemma. Sei (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex und f: V — RY injektiv, sodass fiir
alle F,G € K die Menge f[F UG] affin unabhdngig ist. Dann ist eine geometrische Realisierung
von (V,K) gegeben durch

A = {op = conv(f[F]) | F € K}.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass A ein geometrischer Simplizialkomplex ist. Klarerweise
handelt es sich um eine Menge von Simplexen, weil @ € K und f[F'U @] = f[F] fir alle F € K
nach Voraussetzung affin unabhéingig ist. Die Bedingung (S1) ist erfiillt, weil K nach unten
beziiglich der Mengeninklusion abgeschlossen ist. Fiir den Nachweis von (S2) seien F,G € K
beliebig. Weil f[F U G] affin unabhéngig ist, sind o und og zwei Seiten des von f[F' U G]
erzeugten Simplex. Nach Lemma 24 gilt op Nog = opng. O

3.8 Definition. Die Momentenkurve im R? ist die Kurve {y(t): t € R}, wobei
y(t) = (t,t2,. .., tY).

3.9 Lemma. Sei h eine Hyperebene im RY. Dann schneiden sich h und die Momentenkurve
in hochstens d Punkten. Insbesondere ist jede Menge von d + 1 verschiedenen Punkten auf der
Momentenkurve affin unabhdngig.

Beweis. Sei h eine Hyperebene, dann lasst sich h darstellen durch eine Gleichung der Form
a1z, + agxa + ... + agrg = b mit (ai,...,aq) # 0. Gilt fir ein ¢ € R nun 7(¢t) € h, dann
erfiillt ¢ die Gleichung a1t 4 ast? + ... + aqt® = b. Damit ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms

d .
p(t) = (Z aitz> — b, das hochstens Grad d und damit hochstens d Nullstellen hat. O
i=1

3.10 Satz. Sei (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex mit dim(KC) = d. Dann hat (V,K) eine
geometrische Realisierung in R24t1,

Beweis. Wir wihlen eine Funktion f: V — R2¥*1 die verschiedene Knoten auf verschiedene
Punkte auf der Momentenkurve abbildet. Fiir beliebige F, G € K gilt |FF U G| < (d+1)+(d+1) =
2d + 2. Die Menge f[F' U G] besteht also aus hochstens 2d 4 2 verschiedenen Punkten auf der
Momentenkurve und ist daher nach Lemma [3.9] affin unabhéngig. O



Als néchstes wollen wir uns mit Abbildungen zwischen Simplizialkomplexen beschéftigen.
Die natiirlichen Abbildungen zwischen zwei geometrischen Simplizialkomplexen sind die stetigen
Funktionen (beziiglich der Spurtopologien der zugehorigen Polyeder). Eine analoge Rolle bei den
abstrakten Simplizialkomplexen spielen die sogenannten simplizialen Abbildungen:

3.11 Definition. Seien K, L zwei abstrakte Simplizialkomplexe. Eine simpliziale Abbildung ist
eine Funktion f: V(K) — V(£) mit F € K = f[F] € L. Ist f bijektiv und f~! ebenfalls eine
simpliziale Abbildung, dann heifst f ein simplizialer Isomorphismus.

Bei zwei isomorphen abstrakten Simplizialkomplexen handelt es sich also quasi um dieselben
Mengensysteme; sie unterschieden sich nur in der Benennung der Knoten.

3.12 Definition. Seien K1, Ko abstrakte Simplizialkomplexe, A1, Ao zugehdrige geometrische
Realisierungen und sei f: V(K1) — V(K2) eine simpliziale Abbildung. Wir definieren die affine
Erweiterung von f durch

[AL]] = 1Az
[alE LA
v 2 af(@)f(v),
wobei o = conv({vp, ...,vx}) = supp(x) ist.

Weil f eine simpliziale Abbildung ist, spannt f[{vo, ..., vx}| ein Simplex in Ag auf; also ist
diese Definition tatséchlich sinnvoll.

3.13 Proposition. Seien K1, Ko abstrakte Simplizialkomplexe, A1, Ao zugehirige geometrische
Realisierungen und seien g: V(K1) — V(Kq) und f: V(K2) — V(K1) simpliziale Abbildungen.
Dann gilt

lidygey | =ida, und £l gl = [1£ o gl (5)

Beweis. Der erste Teil ist klar. Fiir den zweiten sei « € ||A;|| beliebig und sei o = conv({vo, ..., vx}) =

supp(z). Dann gilt ||g||(x) = Zk: af(z)g(v;) € conv({g(vo),...,g(vk)}) =: ¢’ und daher

=0

o7 (|lgll(z) = af () fiir alle i € [k]o.

1

Damit erhalten wir

k k

1£11lgll @) =~ af (lgll(@) f(g(v:)) = Y af (@) f(g(vy)) = |If o gll(). O

i=0 =0

3.14 Proposition. Seien K1, Ko abstrakte Simplizialkomplexe, A1, Ao zugehdrige geometrische
Realisierungen und sei f: V(K1) — V(K3) eine simpliziale Abbildung. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) ||f]| st stetig.
(1i) Ist f injektiv, dann ist auch | f]|| injektiv.
(13i) Ist f ein simplizialer Isomorphismus, dann ist || f|| ein Homdéomorphismus.

Beweis.



(7) Sei x € ||Ay|| beliebig und sei o = conv({vy, ..., v;}) = supp(z). Dann ist = Element von
endlich vielen Simplexen o1, ..., 0, wobei V(o) C V(oy) fiir alle 7 € [I]. Alle hinreichend
kleinen Umgebungen von z haben mit allen iibrigen Simplexen aus Aj leeren Schnitt, weil
diese als konvexe Hiillen endlicher Mengen abgeschlossen sind. Fiir j € [I] sei V(0;) =

k4+m )
V(o) U{vis1, -+ s Vrm}- Fiir ein beliebiges y = Y. a3’ (y)v; € o gilt nun
=0
k+m
171 @) = 1£11() = D (a7 (2) — g () f (v3)-
=0

Weil die Abbildungen 2z ~ «;’(z) nach Lemma stetig sind, ist damit auch || f|| stetig.

(ii) Das gilt ganz einfach, weil f simplizial und injektiv ist und daher ||f|| eindeutige Konvex-
kombinationen wieder auf eindeutige Konvexkombinationen abbildet.

(731) Nach (i) ist || f|| stetig. Nach Voraussetzung ist f ein simplizialer Isomorphismus, daher ist
nach Definition auch f~! ein simplizialer Isomorphismus und | f~!|| daher ebenfalls mit
(i) stetig. Mit Proposition gilt nun

Lo llfll=1lf o fll = lidy ()|l = ida, sowie
7o 1771 = 1 0 £ = iy | = idas

also ist [ f~H] = [l £~ =

Die Propositionen und zeigen uns also, dass wir es mit zwei zueinander homomor-
phen Strukturen zu tun haben: Auf der einen Seite die geometrischen Simplizialkomplexe mit den
stetigen Abbildungen, auf der anderen Seite die abstrakten Simplizialkomplexe mit den simplizia-
len Abbildungen. Insbesondere sehen wir, dass das Polyeder eines abstrakten Simplizialkomplexes
bis auf Homéomorphie eindeutig bestimmt ist.
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4 Baryzentrische Unterteilung

Eine wichtige Konstruktion auf Simplizialkomplexen ist die sogenannte baryzentrische Unter-
teilung. Hierbei werden die im Simplizialkomplex enthaltenen Simplexe in kleinere Simplexe
unterteilt — man erhélt dadurch einen neuen Simplizialkomplex, der denselben topologischen Raum
trianguliert, aber echt feiner ist. Besonders in den Anfangsjahren der algebraischen Topologie
wurde diese Methode benutzt, um beliebig feine Triangulierungen von bestimmten Objekten zu
generieren und damit topologische Aussagen in algebraische oder kombinatorische zu tibersetzen.

4.1 Definition. Sei 0 = conv({vo,...,v;}) ein k-Simplex. Dann nennen wir den Punkt
Y
= — Vi
Tok+1&

das Baryzentrum von o.

4.2 Lemma. Sei o = conv({vy,...,vp}) C R™ ein k-Simplex und sei oy C o1 C ... C 0y eine
strikt wachsende Folge in ¢". Dann bilden die Punkte by, by, ..., by, die Ecken eines [-Simplex.

Beweis. Wir miissen zeigen dass die Punkte boys boys - -, by, affin unabhéngig sind. Seien
g, ..., = 0, sodass Zaz o, = 0 und Zal = 0. Zu zeigen ist o; = 0 fiir alle i € [l]o.
=0
Fiir jedes i € [l]o gibt es eine affin unabhanglge Menge V; C {vy, ..., v}, sodass
1
U .
dim(o;) + 1 =
1

Wenn wir in der Summe ) a;b,, jedes b, durch diese Darstellung ersetzen, erhalten wir
i=0

Ozzl:aibai Zii;(cmé)fésﬂzv)

i=0 veV;

und daher Zahlen Sy, ..., 58, > 0 mit Z Biv; = 0 und Z Bi = 0. Weil die Menge {vo,...,v;}
=0 =0
affin unabhéngig ist, muss

Bi =0 fiir alle i € [k]o

gelten.
-1
O.B.d. A. sei [ > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung ein m € [I] mit v,, € V;\ U Vi, womit
=0
a
5m T N
dim(oy) + 1

gilt. Wegen dim(o;) + 1 # 0 und S, = 0 sehen wir, dass a; = 0 ist. Mit exakt demselben
Argument kénnen wir induktiv zeigen, dass

a; =0 firalle i € [l]o

gilt, was zu zeigen war. O
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4.3 Definition. Sei 0 = conv({vp,...,vr}) C R" ein k-Simplex, dann nennen wir die Menge

B(o) = {conv({bao, boys---sbo,})

0'0,01,...,0'1EO’n,O'()CUlC...CUl}

die baryzentrische Unterteilung von o. Ist A ein geometrischer Simplizialkomplex, so heifst

B(A) = | ] Bo)

ocEA

die baryzentrische Unterteilung von A.

Abb. 3: Links ein 2-Simplex o, in der Mitte B(o), rechts B(B(o)).

4.4 Lemma. Sei o = conv({vo,...,v;}) ein k-Simplex, dann ist
diam(c) = =maxlv; — v (6)

und fiir jedes x € o gilt

k
Beweis. Bezeichne d := [Jnax |lvi — vj||. Trivialerweise gilt diam(o) > d. Fir die andere
IS
Ungleichung stellen wir fest, dass die abgeschlossenen d-Kugeln um die Punkte vy, ..., v; jeweils

alle anderen Eckpunkte enthalten und konvex sind und daher ganz o enthalten; es gilt also
|z — vi|]| < d fiir alle x € o und alle ¢ € [k]g. Insbesondere enthélt die abgeschlossene d-Kugel um
z alle Eckpunkte und weil sie konvex ist ganz 0. Weil x beliebig war, zeigt das @

Um zu zeigen, berechnen wir
k
k 1
=) () 2 ()

. _Zk 1),
0 k+1 i
k © / k
< (-2 il < i .
< <k+1>og§a]x<k\]vz vj|| < <k+1>d1am(a)

i=0
k
<>
k.

1
> (g )00
i=1
Dieselbe Rechnung zeigt [|v; — be|| < (7 +1)diam(o) fiir alle ¢ € [k]. Die abgeschlossene Kugel um
by mit Radius (kiﬂ)diam(a) ist also eine konvexe Menge, die alle Eckpunkte enthélt und damit
auch ganz o. O

”UO - brf” =
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Das wesentliche Resultat, das wir spéter im Beweis der Aquivalenz des Satzes von Borsuk-Ulam
mit dem Lemma von Tucker verwenden werden, ist das folgende:

4.5 Proposition. Sei A ein geometrischer Simplizialkomplex mit dim (A) = n. Dann ist gelten
folgende Aussagen:

(1)
(i)
(iid)

B(A) ein geometrischer Simplizialkomplex.
[A[ = [[B(A)]-

Tg}g&&) diam(7) < (;47) ?ai(dlam( o).

Beweis.

(i)

Nach Lemma ist B(A) tatséchlich eine Menge von Simplexen. Dass (S1) gilt, ist
unmittelbar klar. Fiir den Nachweis von (S2) gehen wir induktiv nach der Anzahl m der
Simplexe in B(A) vor. Der Fall m = 1 ist trivial; sei also m > 1. Wir wihlen ein Simplex
o € B(A) mit dim(o) = dim(A) und setzen A’ :== A\{c}. Nun ist A’ ein geometrischer
Simplizialkomplex mit m — 1 Simplexen. Nach Induktionsvoraussetzung ist B(A’) daher
ein geometrischer Simplizialkomplex.

Nach Definition enthélt B(A) nun zwei Arten von Simplexen: Erstens die Simplexe aus
B(A') und zweitens Simplexe der Gestalt 7 = conv(7’ U {b,}), wobei 7/ ein Simplex ist,
dessen Ecken Baryzentren von echten Seiten von o sind (inklusive dem Trivialfall 7' = &,

d.h. 7= {bs}).

Seien 71,74 € B(A’) Simplexe, deren Ecken Baryzentren von echten Seiten von o sind und
seien 71 = conv(r{ U{b,}) und 75 = conv(r{ U{b,}). Weil B(A’) ein Simplizialkomplex ist,
ist 7{ N 74 eine Seite von 7{ und von 75. Deshalb ist

71 N7y = conv(r{ U {by}) Nconv(r{ U{b,}) = conv((r] N75) U {bs})
eine Seite von 71 und von 5. Des Weiteren enthélt ein beliebiges Simplex p € B(A’) den
Punkt b, nicht; es gilt also
pN 7 =pNconv(r U{bs})=pNry,
was eine Seitenfliche von p und 71 und damit auch von 7y ist.

Offenbar ist der Nachweis von ||B(o)| = o fir ein k-Simplex o = conv({vo,...,vt})
hinreichend. Die Inklusion ||B(o)|| C o ist offensichtlich. Sei umgekehrt x € o beliebig,
dann gelte 0. B.d. A.

i<j = af() > af(x). (8)

Fiir i € [k]o sei nun o; = conv({v; | 0 < j < ¢}) das von den Eckpunkten mit den i + 1
kleinsten Indizes erzeugte Simplex, dann gilt nach Definition o9 C o1 C ... C o%. Daher ist

6 = conv({bsy,...,bs,}) € B(o);

wir zeigen nun z € 6. Dazu miissen wir fiir i € [k]p Koeffizienten ¢; > 0 finden, sodass

zf: Z; <z+1i; )Zjévj(;k;ziJ ©)

=a?(a)
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(iid)

k
und ) ¢; = 1. Wegen @ erfiillen solche Koeffizienten die Gleichung

=0
1 1 1 1
B SO T i W A O
O T T i N I I I
3 s ¢ | | ag(z)
0 i k%tl Ck—1 ag_q(z)
)y Ck aj (z)

Das Gleichungssystem ist 16sbar, da die linke Matrix als Dreiecksmatrix mit strikt positiver
Diagonale regulér ist. Dass ¢; > 0 fiir alle ¢ € [k]o gilt, sieht man sofort mit Induktion nach
i =k,...,0; hier geht ein. Des Weiteren gilt

k k k k 7 k
=Y @ =3Y =Y (X ) -
7=0 7=0 i1=j L =0 7=0 L =0

——

Es geniigt, fiir ein k-Simplex o zu zeigen, dass

rrenr?();) diam(7) < <kf_1>diam(a).

Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach k¥ = dim(o). Der Fall £ = 0 ist trivial. Sei
also dim(c) = k+ 1 und 7 € B(o) beliebig. Nach Lemma [4.4f und der Definition von B(o)
geniigt es, zu zeigen, dass fiir 01,09 € ¢™ mit o1 C 09

k .
ooy = bl < (4 )into)

gilt. Falls o9 = o ist, folgt die Aussage direkt aus Lemma Falls hingegen dim(o2) =1 < k
ist, dann gilt

! : k _
b6y — boy || < <H1>dlam(02) < <k+1>d1am(0).

Die erste Ungleichung gilt hierbei nach Induktionsvoraussetzung und die zweite, weil

T ziﬂ fir x > 0 monoton wachsend ist. O
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5 Aquivalenzen zum Satz von Borsuk-Ulam

Eine Starke des Satzes von Borsuk-Ulam ist, dass er zu vielen verschiedenen Satzen dquivalent ist.
In diesem Kapitel werden wir einige davon kennenlernen, die topologischer Natur sind. Der Beweis
der Aquivalenz dieser Sitze ist nicht schwer, ein Beweis, dass einer von ihnen tatsichlich gilt,
hingegen schon. Wir miissen uns fiir diese Einsicht noch bis zum néchsten Kapitel gedulden, wo
wir eine weitere Aquivalenz zu einem Satz aus der Kombinatorik zeigen und diesen anschliefend
beweisen werden.

5.1 Definition. Zwei Punkte z,y € R™ heifen antipodal, falls y = —x. Eine Abbildung f heifit
antipodal, wenn sie ungerade ist.

5.2 Lemma. FEs gibt eine Uberdeckung von S*~1 durch abgeschlossene Mengen Ay, ..., Api1,
sodass keine dieser Mengen zwei antipodale Punkte enthdlt (d. h. sodass A; N (—A;) = @ fir alle
i€ n+1] gilt).

Beweis. Sei 0 C B" ein n-Simplex mit 0 € relint(c). Das Simplex hat n + 1 Seitenflichen
Tiy...sTn+1, d. h. Seiten der Dimension n — 1.

Betrachten wir nun die Projektion 7, die jeden Punkt auf einer Seitenfliche von o entlang
des Ursprungs auf S*~! projiziert. 7 ist surjektiv, denn fiir jedes z € S"~! existiert die Zahl
Az = max{\ > 0: \x € o}, weil o kompakt ist. Nun liegt A\, nach Konstruktion am Rand von
o, also nach Lemma [2.9 auf einer Seitenfliche, d. h. m(A\,z) = .

Weil die Seitenflichen als konvexe Hiillen endlicher Mengen kompakt sind, sind auch ihre
Bilder unter der stetigen Abbildung 7 abgeschlossen; die Mengen A; := m(7;),¢ € [n + 1], bilden
also eine abgeschlossene Uberdeckung von S"1.

Gilt nun 7(z) = —7(y), dann verlduft die Verbindungsstrecke zwischen = und y durch den
Ursprung. Fiir x,y € 7; wire dann, weil 7; konvex ist, auch 0 € 7;, was wir aber ausgeschlossen
haben. Also enthalten unsere Mengen jeweils kein Antipodenpaar. ]

. §?

Abb. 4: Nlustration von Lemma[5.2]im Fall n = 2.
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5.3 Lemma. Seien (X1,71),(X2,7T2) topologische Riume und sei Ai,...,A, eine endliche
Uberdeckung von X1 aus abgeschlossenen Mengen. Dann ist eine Funktion f: X1 — Xso genau
dann stetig, wenn fir alle i € [n] die Finschrinkung von f auf A; (versehen mit der Spurtopologie)
stetig 1st.

Bewets. Dass Einschrankungen stetiger Funktionen stetig sind ist klar. Fiir die andere Richtung
erinnern wir uns, dass eine Funktion genau dann stetig ist, wenn das Urbild abgeschlossener
Mengen abgeschlossen ist. Sei A C Y eine 7T2-abgeschlossene Menge, dann gilt

n n

i =U(r 0 a) = U

i=1 i=1

)AL (10)

A;

Fiir jedes i € [n] gibt es, weil f beziiglich der Spurtopologie stetig ist, eine T;-offene Menge O;
mit (f}Av)_l[A] = A\ (AN O;) = A, N (X\O;). Als Schnitt zweier Ti-abgeschlossener Mengen
ist (f] ) H[A] also Ti-abgeschlossen und damit wegen auch f=1[A]. O

5.4 Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(I) (Satz von Borsuk-Ulam) Sei f: S™ — R™ eine stetige Abbildung. Dann gibt es einen Punkt
x €S" mit f(z) = f(—=x).

(IT) Sei f: S™ — R™ stetig und antipodal. Dann gibt es einen Punkt x € S™ mit f(x) = 0.
(IIT) Es gibt keine stetige, antipodale Abbildung f: S™ — S*~1,

(IV) (Retraktionssatz) Es gibt keine stetige Funktion f: B"™ — S"~1 mit f(—x) = —f(x) fir
alle z € S*1 = 9B".

(V) Fiir jede Uberdeckung von S™ durch n + 1 abgeschlossene Mengen Ay, ..., A,y enthilt
eine dieser Mengen ein Paar von antipodalen Punkten (d.h. es gibt ein i € [n + 1] mit

Ain(=4) #9).

(VI) (Satz von Lusternik-Schnirelmann) Fiir jede Uberdeckung von S™ durch n+1 offene Mengen
O1,...,0n41 enthdlt eine dieser Mengen ein Paar von antipodalen Punkten.

Bewets.
(I) = (II): Weil f stetig ist, gibt es einen Punkt x mit f(z) = f(—z) = —f(x), also f(z) = 0.

(IT) = (I): Wir betrachten die Abbildung g(z) := f(x) — f(—x), die klarerweise stetig und
antipodal ist. Nun gibt es also ein x mit g(z) =0, d.h. f(z) = f(—=x).

(IT) = (III): Angenommen, es gibe es ein stetiges, antipodales f: S* — S*~!. Dann wiirde
es nach (II) einen Punkt  geben mit f(x) = 0, im Widerspruch zu f(z) € S*~1.

(ITIT) = (II): Angenommen, f: S"™ — R™ wire stetig, antipodal und nirgends Null. Dann

definieren wir die Abbildung g: S* — S" !, z — Hﬁgll‘ Klarerweise ist g antipodal und
stetig, im Widerspruch zu (III).

(IV) = (III): Wir betrachten die Projektion

ST — B"
T
(l’l,... 7$n+1) —> (J}l,. . .,J}n).
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(111)

Angenommen, f: S” — S"~! wiire nun antipodal und stetig. Dann definieren wir

' {IB%” — St
g e f(rl(2)).

g ist stetig, weil m ein Homéomorphismus ist. Sei nun = € S"~! = B" beliebig, dann gilt

g(@) = f(n~H(x)) = f(2,0) = —f(=,0) = = f(x " (=) = —g(~=).
Also ist g auch antipodal, im Widerpruch zu (IV).

= (IV): Angenommen, es gibe ein stetiges f: B” — S*~! mit f(z) = —f(—) fiir alle
x € S ! = 9B". Dann definieren wir eine neue Funktion
S* — st
. mn
959, f(m(x)), r €S
—f(r(=x)), zeS”
Fiir ein = (21,...,2,,0) € ST NS” gilt

f('/—r(x)) = f(xlv s ,.Z‘n) = _f(_xlv R _xn) = _f('ﬂ(_x))a

also ist g wohldefiniert. Nach Konstruktion ist g antipodal, und weil die Einschréankungen
von g auf die abgeschlossenen Mengen S! und S stetig sind, nach Lemma auch stetig
— Widerspruch.

= (V): Sei Ay,..., A1 eine Uberdeckung von S" aus abgeschlossenen Mengen. Wir
definieren die Funktion
I3 S* — R"
C |z (dist(x, Ay), ... dist(xz, Ay)),

die komponentenweise stetig und daher stetig ist. Nach Voraussetzung gibt es ein x € S™
und ein y € R® mit f(z) = f(—2) = y. Nun unterscheiden wir zwei Félle: Wenn es ein
i € [n] gibt, sodass die i-te Koordinate von y Null ist, dann liegen x und —z ist A;; sind
hingegen alle Koordinaten von y ungleich Null, dann liegen sie beide in Aj,+1.

= (III): Nach Lemma gibt es eine abgeschlossene Uberdeckung von S~ durch Mengen
Ay, ..., Api1, die jeweils kein Antipodenpaar enthalten. Fiir ein stetiges f: S* — S*~!
bilden die Mengen f~1[A1],..., f '[An41] eine abgeschlossene Uberdeckung von S™. Nach
(V) gibt es daher ein i € [n+1] und ein z € S® mit =, —z € f~1[A4;]. Wire f nun zusiitzlich
antipodal, wéren daher f(z) und —f(z) = f(—=z) in A;, Widerspruch.

= (VI): Sei Oy, ...,0n41 eine offene Uberdeckung von S™. Wir konstruieren eine abge-
schlossene Uberdeckung A1, ..., A,11, die A; C O; fiir alle i € [n + 1] erfiillt: Fiir jedes
x € S" withlen wir eine offene Umgebung V,, von x und ein i € [n + 1] mit V,, C O;. Weil
S™ kompakt ist, existiert eine endliche Teilitberdeckung V,,,...,V,, . Nun definieren wir
fiir alle ¢ € [n + 1]

4= J Vco,
0<jsm
aijEUi

was als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist.
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(VI) = (V): Mit Kontraposition: Sei A1,..., A, eine abgeschlossene Uberdeckung von S”,
sodass keine dieser Mengen ein Antipodenpaar enthélt. Natiirlich bilden dann auch die
Mengen B; := A; NS™ eine abgeschlossene Uberdeckung von S™. Fiir jedes i € [n+ 1] ist B;
kompakt und enthélt kein Antipodenpaar; daher gibt es ein €; > 0 mit diam(B;) = 2 — ¢;.

Wir wihlen € := min ¢; und setzen fiir i € [n + 1]
i€[n+1]

O; = {l’ € R™: dist(x, B;) < %} (11)

Diese Mengen bilden eine offene Uberdeckung von S”. Seien x,y € O; beliebig, dann gibt
es wegen T,y € By mit d(x,7),d(y, ) < 5. Damit ist

d(@,y) < d(@,3) +d(@,5) +d@Gy) < 5 +(2-e) + 5 =2,

also enthélt kein O; ein Antipodenpaar und (VI) gilt nicht. O

Eine weitere sehr einfache Folgerung aus dem Satz von Borsuk-Ulam in der Version (I) ist die
folgende: Es gibt keine Teilmenge des R™, die homéomorph zu S™ ist. Das gilt ganz einfach, weil
es fiir jede stetige Abbildung f: S™ — R" einen Punkt = mit f(z) = f(—=z) gibt, f also nicht
injektiv ist.
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6 Das Lemma von Tucker

Dieser Abschnitt dreht sich um ein weiteres zum Satz von Borsuk-Ulam &quivalentes Resultat:
das Lemma von Tucker. Das ist insofern iiberraschend, als es sich dabei um eine rein kombinato-
rische Aussage handelt. Fiir den Beweis werden wir spezielle Simplizialkomplexe und eine Spur
Graphentheorie verwenden.

6.1 Definition. Ein ungerichteter Graph ist ein Tupel G = (V| E), wobei V' eine Menge ist und
E C {{z,y} | z,y € V Ax # y}. Die Mengen V und E nennen wir die Knoten respektive Kanten
von G. Zwei Knoten z und y heifien adjazent, falls {z,y} € E. Der Grad von x ist definiert durch

deg(z) = [{y: {z,y} € E}|.

6.2 Lemma (Handschlaglemma). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann gilt

D deg(v) =2|E. (12)

veV

Insbesondere ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

Beweis. Wir verwenden das in der Kombinatorik wichtige Beweisprinzip des doppelten Abzéihlens:
Sei e € F eine beliebige Kante, dann wird e auf der rechten Seite von genau zweimal gezahlt.
Andererseits wird e, da es ja genau zwei Knoten verbindet, auch links genau zweimal gezihlt;
also miissen beide Seiten iibereinstimmen. O

6.3 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein Simplizialkomplex A mit X = ||A]|
heifkt Triangulierung von X.

6.4 Definition. Sei A eine Triangulierung von B", sei g: ||A|| — B™ der zugehoérige Homdoo-
morphismus und sei T'= {0 € A | glo] € 9B"}. Wir nennen A antipodal am Rand, wenn es fiir
jedes o0 € T ein ¢’ € T gibt mit g[o] = —g[o’] und wenn T eine Triangulierung von dB™ bildet.
Aufserdem nennen wir in dieser Situation 7" den Rand von A.

6.5 Satz (Lemma von Tucker, Version 1). Sei A eine am Rand antipodale Triangulierung von
B" und sei

A: V(A) = [n]U—[n]

eine Nummerierung der Ecken von A mit \N(—x) = —A(x) fir alle Ecken © am Rand der
Triangulierung. Dann gibt es eine komplementdre Kante in A, d. h. ein 1-Simplex, dessen Ecken
mat © und —i nummertert sind.

Bezeichne <>" ' den (abstrakten) Simplizialkomplex mit V(™) = [n] U —[n], wobei
F C V(<>n_1) ein Simplex sei, wenn F fiir alle ¢ € [n] nicht sowohl 7 als auch —i¢ enthélt. Nach
Lemma ist eine geometrische Realisierung von <>n*1 gegeben durch den Simplizialkomplex
der Seiten des Kreuzpolytops B"; inbesondere gilt also ||<>n_1|| >~ sl

Folgende Umformulierung des Tucker-Lemmas wird sich als niitzlich erweisen:

6.6 Satz (Lemma von Tucker, Version 2). Sei A eine am Rand antipodale Triangulierung von
B". Dann gibt es keine simpliziale Abbildung \: V(A) — V(<>n_1) mit A(—x) = —\(x) fir alle
x am Rand von A.
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Die erste Version folgt aus der zweiten, denn dass A\: V(A) — V(<>n_1) keine simpliziale
Abbildung ist, heifst ja genau, dass es ein Simplex o € A gibt, dessen Bild unter A kein Simplex
in O™ ist, also fiir zumindest ein i € [n] sowohl ¢ als auch —i enthélt. Die Kante, die die beiden
Knoten, die auf i respektive —i abgebildet werden, verbindet, liegt als Seite von ¢ ebenfalls in A.

Fiir die umgekehrte Implikation sei A: V(A) — V(<>n_1) eine Abbildung mit \(—z) = —A(z)
am Rand. Nach Version 1 gibt es ein 1-Simplex o und ein i € [n] mit A(o) = {—i,i}. Nun gilt
{—i,i} & O™ also ist A nicht simplizial.

6.7 Satz. Der Satz von Borsuk-Ulam und das Lemma von Tucker sind dquivalent.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz des Tucker-Lemmas mit Version (IV) aus Satz die besagt,
dass es keine stetige Funktion f: B" — S~ mit f(—x) = —f(x) fiir alle z € S"~! = OB" gibt.

B" ist hom6omorph zu B" vermoge des Hombomorphismus 7: B"” — B", 2 x% (wobei
m(0) = 0). Die Abbildung 7 ist offenbar antipodal, daher ist die Existenz einer stetigen Funktion
f:B" — OB™ mit f(—x) = —f(z) fiir alle x € OB™ dquivalent zur Existenz einer stetigen
Funktion g: B" — 9B mit g(—z) = —g(z) fiir alle 2 € B". AuRerdem konnen wir in Definition
und anschliefend im Lemma von Tucker B" durch B" ersetzen und erhalten eine aquivalente
Aussage. Um den Beweis technisch zu vereinfachen, werden wir im Folgenden auf B" arbeiten.

Das Lemma von Tucker in der Version 2 erhéalt man leicht aus dem Satz von Borsuk-Ulam:
Sei A eine am Rand antipodale Triangulierung von B™. Wir gehen indirekt vor: Angenommen,
A V(A) -V <>n_1) wére eine simpliziale Abbildung mit \(—z) = —A(x) am Rand. Nach
Proposition ist dann die affine Erweiterung ||A]: B — 8B" stetig und aukerdem antipodal
am Rand, Widerspruch.

Fiir die andere Richtung sei g: B" — 9B™ eine stetige Abbildung mit g(—z) = —g(z) fiir alle
z € 9B™. Wir werden nun eine Triangulierung A und eine Abbildung A konstruieren, die Version
1 des Tucker-Lemmas widersprechen.
n
Sei dazu ¢ := 1. Fiir alle y € B gilt 231 lyi| = 1 und folglich ||y||o > €. Als stetige Funktion
i=
ist g auf dem Kompaktum B" gleichméafRig stetig, daher gibt es ein § > 0, sodass fiir alle z, 2’ € B"

lo -2/l <6 = llglx) — g(a) e < 2¢

gilt. Sei nun A eine am Rand antipodale Triangulierung von B" mit diam(o) < ¢ fiir alle
Simplexe o € A. Proposition [1.5] garantiert uns, dass so eine Triangulierung existiert; wir kénnen
beispielsweise bei der kanonischen Triangulierung (siehe weiter unten) starten und hinreichend
oft die baryzentrische Unterteilung durchfithren. Dann gilt sogar ||A|| = B" und ein zugehériger
Homoomorphismus ist gegeben durch die Identitit. Fiir v € V(A) definieren wir

k(v) == min{i € [n]: |g(v):| > ¢}
und

Av) = +k(v) falls g(v)ge) >0
© | —k(v)  falls g(v)g) < 0.

Sei v € V(A)N OB ein Knoten am Rand der Triangulierung, dann ist g(—v) = —g(v) sowie
k(v) = k(—v), also gilt A\(—v) = —A(v). Nun koénnen wir das Lemma von Tucker anwenden und
erhalten eine komplementére Kante vv’, d. h. es gibt ein ¢ € [n] mit ¢ = A(v) = —A(v'). Weil die
Simplexe in A Durchmesser kleiner gleich § haben, gilt [[v — v’|] < §. Nun ist aber g(v); > ¢ und
g(v"); < —e, also ||g(v) — g(v')]|co = 2&; Widerspruch. O
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Auf dem n-dimensionalen Kreuzpolytop B" haben wir eine kanonische Triangulierung "
gegeben: Ein Simplex o liegt in 4", falls es entweder in oM liegt, oder es ein 7 € O™ gibt
mit o =7 U {0}.

{+2}

{-1}

{-2}

Abb. 5: Nlustration von <—92, der kanonischen Triangulierung von B2

Wir betrachten nun Triangulierungen A von B", die antipodal am Rand sind und fiir die
es fiir jedes o € A ein 7 € " gibt mit o C 7 (anders gesagt: A ist feiner als $"). Weiters sei
A: V(A) = [n] U —[n] eine Nummerierung der Ecken von A, die am Rand antipodal ist. So ein
A nennen wir eine spezielle Triangulierung.

-1

Abb. 6: Beispiel einer speziellen Triangulierung von B2 samt Nummerierung;
die einzelnen Simplexe miissen vollstdndig in einem der vier Quadranten enthalten sein.

Fiir den Beweis der einen Implikation von Satz [6.7] haben wir nur benétigt, dass es fiir

jedes § > 0 eine am Rand antipodale Triangulierung A von B" mit max diam(o) < § gibt,
S

auf welche wir dann das Lemma von Tucker angewandt haben. Wenn wir mit einer speziellen
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Triangulierung starten und wiederholt die baryzentrische Unterteilung durchfiihren, erhalten
wir spezielle Triangulierungen mit beliebiger Feinheit. Es ist also hinreichend, das Lemma von
Tucker fiir spezielle Triangulierungen zu beweisen, um den Satz von Borsuk-Ulam zu folgern. Aus
diesem folgt dann mit der umgekehrten Implikation in Satz wiederum die allgemeine Fassung
des Lemmas von Tucker.

Beweis (des Lemmas von Tucker fiir spezielle Triangulierungen). Sei o € A, dann definieren wir
o) = {Aw): v € V(o))
und
S(o) ={+i:z; > 0,i € n|]}U{—i:a; <0,i € [n]},

wobei z = (21,...,2,) € relint(c) beliebig ist (das ist wohldefiniert, weil A feiner ist als ™).
Wir nennen ein Simplex richtig beschriftet, wenn S(o) C A(o).
Wenn ein Simplex o richtig beschriftet ist, dann gilt ¢ C L, := span({e;: i € S(o) V —i €
S(o)}). Fir |S(o)| = k ist also dim(o) < k. Umgekehrt ist [A(o)| > k, also gilt dim(o) > k — 1.
Die richtig beschrifteten Simplexe gliedern sich also in zwei Unterkategorien:

e Falls dim(o) = k — 1, dann nennen wir o eng. In diesem Fall sind alle Knotennummerie-
rungen notwendig, damit o richtig beschriftet ist.

e Falls dim(o) = k, dann nennen wir o weit. Hier kénnen zwei Dinge passieren: Entweder
tritt eine Nummerierung doppelt auf, oder ein Knoten ist mit einer nicht bendtigten Zahl
nummeriert.

Z2

-1

Abb. 7: Die richtig beschrifteten Simplexe sind grau bzw. fett markiert.
Beispielsweise ist das richtig beschriftete Simplex mit der Nummerierung {—1, —2,1} ein weites und die
mit {—1, -2} und {—2} nummerierten vollstindig beschrifteten Simplexe eng.
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Nun sind wir fast am Ziel angelangt. Im letzten Schritt werden wir nun einen ungerichteten
Graphen definieren, dessen Knoten richtig beschriftete Simplexe sind. Unter der Annahme, es
gabe keine komplementére Kante, werden wir einen einfachen graphentheoretischen Widerspruch
erhalten.

Sei also G = (V, E') der folgende ungerichtete Graph: Die Knotenmenge V' ist die Menge der
richtig beschrifteten Simplexe; die Knotenmenge E C V2 besteht aus jenen Paarmengen {o, 7},
fiir die eine der folgenden beiden Bedingungen gelten:

e 0= —7 C OB" oder

e o ist eine Seitenfliche von 7 mit A(o) = S(7) (d.h. die Beschriftung der Knoten der
Seitenfliche o ist bereits hinreichend dafiir, dass 7 richtig beschriftet ist).

Unter der Annahme, dass es keine komplementire Kante gibt, zeigen wir nun, dass jedes
richtig beschriftete Simplex o aufer {0} zu genau zwei Simplexen adjazent ist. Sei k :== |S(0)|.
Wir machen eine Fallunterscheidung:

e Fall 1: o ist ein enges Simplex.

o Fall1.1: ¢ C OB" :

Weil unsere Triangulierung A antipodal am Rand ist, gilt auch —o € A und daher
{o,—0} € E. Fiir eine davon verschiedene Kante {7,0} € E muss o, weil es eng ist,
eine Seitenflache von 7 sein und die Nummerierung von ¢ muss 7 zu einem richtig
beschrifteten Simplex machen. So ein 7 liegt also im k-dimensionalen Unterraum L, .

Offensichtlich ist L, N B" ein k-dimensionales Kreuzpolytop. Wenn wir nur jene
Simplexe aus A betrachten, die in L, enthalten sind, erhalten wir zudem eine
Triangulierung dieses Polytops. Nun ist ¢ also ein (k — 1)-dimensionales Simplex,
das am Rand einer Triangulierung von B* liegt; damit kann es nur Seitenfliche von
genau einem k-Simplex, namlich 7 sein.

o Fall 1.2: ¢ liegt nicht in OB":

Wir argumentieren ganz dhnlich wie in Fall 1.1: ¢ ist wieder ein (k — 1)-Simplex in
einer Triangulierung von B*, diesmal liegt es aber nicht am Rand. Damit muss es
Seitenflache von genau zwei Simplexen 71 und 74 sein, die auch in dieser Triangulierung,
also in L, liegen und folglich genau die zwei zu o adjazenten Simplexe sind.

e Fall 2: o ist ein weites Simplex. Sei o = conv({vp, ..., vg}).

o Fall 2.1: S(o) = A(o):
Es muss es also zwei verschiedene Zahlen i, j € [k]o geben, sodass v; und v; dieselbe
Nummerierung haben. Nun sind conv({vy, ..., v5}\{vi}) und conv({vo, ..., v }\{v;})
genau die zu o adjazenten Simplexe. Des Weiteren kann o nicht selbst Seitenfléche

eines richtig beschrifteten Simplex 7 sein, denn sonst wére dim(7) = k41, andererseits
aber |S(7)| = |S(0)| = k und folglich dim(7) < k.

o Fall 2.2: Es gibt ein i € A(0)\S(0), d.h. eine unnotige Nummerierung.

Weil wir angenommen haben, dass es keine komplementére Kante gibt, ist —i ¢ S(o)
(sonst wire, weil o richtig beschriftet ist, —i € A(0)). Sei v; der Knoten, der mit 4
nummeriert ist. Dann ist conv({vo, ..., vp}\{v;}) eines der zu o adjazenten Simplexe.

Wenn 7 ein richtig beschriftetes Simplex ist, das o als Seitenfliche hat, muss S(7) =
AMo) = S(o) U {i} gelten. Wegen +i ¢ S(0) liegt o in der durch x| = 0 definierten
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Hyperebene. Wenn wir an einem Punkt x € relint(o) starten und parallel zur ;-
Achse gehen (in die positive Richtung fiir ¢« > 0 und in die negative Richtung fiir
i < 0), treffen wir auf genau so ein 7.

Das Simplex {0} ist tatséchlich zu genau einem Simplex adjazent, ndmlich zu jener Kante, die
auf der x| ()-Achse liegt (auf der positiven Halbachse fiir A(0) > 0 und auf der negativen fiir
A(0) < 0) und O enthalt.

Wir haben also unter der Annahme, es gidbe keine komplementire Kante, einen endlichen,
ungerichteten Graphen konstruiert, der genau einen Knoten mit ungeradem Grad hat; ein
Widerspruch zu Lemma (6.2 O

Aus diesem Beweis geht iiberdies hervor, dass jedes richtig beschriftete Simplex aufser {0}
entweder eine komplementédre Kante besitzt oder Grad 2 in G hat. Damit konnen wir einen
einfachen Algorithmus angeben, der fiir eine gegebene Triangulierung A die komplementére
Kante findet:

1. Baue den zu A gehérenden Graphen aus den richtig beschrifteten Simplexen auf.

2. Starte bei {0}.

3. An jedem Knoten iiberpriife, ob dieser ein Simplex mit komplementérer Kante ist.

3.2. Wenn ja, gib die komplementére Kante aus.

3.3. Wenn nein, dann hat der Knoten genau einen adjazenten Knoten, der noch nicht
erreicht wurde. Gehe zu diesem und wiederhole 3.

Die Vorschrift 3.3 ist wohldefiniert, denn erstens hat jedes Simplex ohne komplementére
Kante aufer {0} Grad 2, und zweitens konnen nicht beide Nachbarn bereits in einem fritheren
Schritt erreicht worden sein, weil dann entweder deg({0}) > 2 oder deg({v}) > 3 fiir ein zuvor
erreichtes v wére (dieses v wére dann ein Simplex ohne komplementéire Kante, sonst hétte der
Algorithmus ja gar nicht weitergesucht). Der Algorithmus terminiert, weil der durchsuchte Graph
endlich ist und in jedem Schritt ein neuer Knoten erreicht wird.
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7 Brouwerscher Fixpunktsatz

Eine Folgerung aus dem Satz von Borsuk-Ulam ist der bekannte Fixpunktsatz von Brouwer,
dessen Beweis mit dem bereits erworbenen Wissen nicht mehr sehr aufwendig ist.

7.1 Satz. Jede stetige Abbildung f: B™ — B™ hat einen Fizpunkt, d. h. es gibt ein x mit f(z) = x.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gébe ein fixpunktfreies f: B" —
B™. Dann definieren wir die Abbildung

. {]B%“ — 8" = 9B”
Nz x4 M2)(z - f(2)),

wobei

(@, f(@) — @) + /{x, f(2) —2)* + (1~ [l f (z) — ]2
1f () — |2 '

Die Abbildung r ist, weil f fixpunktfrei ist, wohldefiniert und als Zusammensetzung stetiger
Funktionen stetig. A(z) ist die positive Losung der quadratischen Gleichung

L= o+ A@) (@ = f(@))I° = (@ + AM@)(@ = f(2)),2 + Mz)(@ = f(2)))
= [|lz[|* + 2A(z) (I|= ]| — (z, f(2))) + A(@)? (o = f(2)]) .

AMz) =

womit 7 also tatséchlich nach S*~! abbildet. Fiir ein beliebiges
r(z) x € S" ! gilt des Weiteren ||z| = 1 und (x, f(x) — z) < 0, folglich

A(z) = 0 und somit r(x) = x. Insbesondere gilt also r(—x) = —r(z)

fiir alle x € S™.

So eine Abbildung r kann es aber nach Satz (IV) nicht geben —

Widerspruch. ]

Abb. 8: Wire f fixpunktfrei, wiire r eine Retraktion der Einheitskugel auf
ihren Rand.

7.2 Proposition. Sei K CR" eine kompakte, konvexe Menge mit nichtleerem Inneren. Dann
gilt K = B"™.

Beweis. Weil Translationen Homéomorphismen sind, konnen wir annehmen, dass es ein 7 > 0
gibt mit U, (0) C K. Damit ist das Minkowskifunktional

1
px (x) :inf{t > 0: 3 € K}

wohldefiniert. Wir behaupten nun, dass ein HomGomorphismus gegeben ist durch

P ()
T:z— < Il “ v#0
0, z=0.
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Zuerst zeigen wir, dass T stetig ist. Weil K kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit K C Ug(0).
Unmittelbar aus der Definition des Minkowskifunktionals folgt, dass

[|]] [|2]]
I« g = 1
I ok () . (13)

Seien x,y € R™\{0} beliebig, dann gilt ux(z), px(y) # 0 und

1  pk(x) . 1K (y) 1
i@ 1@ Y T i@ i) <uK<x> ) @) + ux ) (mm y) 14)

Weil K abgeschlossen ist, sind mx und my in K und wegen auch m(
als Konvexkombination dieser beiden Elemente. Es gilt also px(z +y) < pr(z) + px(y).

Durch Anwendung der letzten Ungleichung erhalten wir ug (z) < pux(z —y) + pi (y) sowie
i (y) < pr(y — ) + px(x), also

x+y)

| () = px (y)] < max{px (€ —y), pr(y — )} fir alle 2,y € R™,

Mit folgt |ux(z) — pux(y)| < er;y”, also ist px stetig und damit auch T fiir x # 0.
Abermals aus folgt ||T(x)| < 1|z, womit T auch bei 0 stetig ist.
Seien A > 0 und x € R" beliebig, dann gilt

1 t 1
pi(Axr) = inf{t > 0: g)\x € K} = )\inf{)\ >0: E/\a: € K}
1
= /\inf{s > 0: JLE K} = Mg ().

Daraus folgt sofort, dass

llyll
T 'y W)Y z#0
0, z=0

die Inverse von T ist, also ist T' bijektiv. Ganz analog wie vorher erhélt man, dass auch 7!
stetig ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass T[K] = B". Hinreichend dafiir ist offenbar der Nachweis von
K ={z € R": pg(x) < 1}. Das ist aber eine unmittelbare Folgerung aus der Konvexitit von K
und der Tatsache, dass 0 € K. O

Der Fixpunktsatz ldsst sich nun leicht von der Kugel auf beliebige kompakte, konvexe
Teilmengen des R™ verallgemeinern:

7.3 Satz (Fixpunktsatz von Brouwer). Sei K C R"™ eine kompakte, konvexe Menge und f: K —
K stetig. Dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Sei xgp € K und ¢ := dim(span{z — z¢ | x € K}). Nach Proposition gibt es einen
Homdéomorphismus 7: K — BY. Die Abbildung g := T fT ! ist eine stetige Selbstabbildung von
BY, hat also nach Satz einen Fixpunkt z. Nun gilt 77(2) = T-YTfT1(2)) = f(T~1(2)),
also ist T1(z) ein Fixpunkt von f. O

26



8 Einige Anwendungen

Die Anwendungen des Satzes von Borsuk-Ulam sind mannigfaltig; zu guter Letzt wollen wir
als Lohn fiir die Miihsalen vergangener Kapitel einige davon kennenlernen. Die folgenden Satze
werden grob gesprochen Aussagen dariiber machen, dass man bestimmte Mengen auf einfache
Art und Weise »fair« aufteilen kann. Man konnte sich zum Beispiel die Frage stellen, ob es stets
moglich ist, einen Schinken-Kése-Toast so durchzuschneiden, dass sich in jeder Hélfte jeweils
dieselbe Menge Schinken, Kése und Toast befindet. Das ist tatséchlich immer der Fall:

8.1 Satz (Ham-Sandwich-Theorem). Seien pi, ..., u, endliche Borelmafle auf R™, sodass jede
Hyperebene eine Nullmenge all dieser MafSe ist. Dann gibt es eine Hyperebene h mit

wi(ht) = %ui(Rn) fir alle 1 € [n],

wobei h einer der durch h bestimmten Halbriume ist.
Beweis. Sei u = (ug,...,u,) € S”, dann definieren wir

Rt (u) = {(x1,...,20) €ER™: ugwy + ... + upwy < up}
und eine Funktion f: S™ — R" durch

fw) = (p(h* (), .., (R (u)).

Offenbar gilt h*(1,0,...,0) = R™ und h*(-1,0,...,0) = @. Wir zeigen zuerst, dass f stetig ist:
Sei dazu (ug)72, eine Folge in S”, die gegen u konvergiert. Fiir p;-fast alle x gilt fiir hinreichend
groftes k

v € ht(uy) <= x€ht(u). (15)

Fiir einen Punkt u # (+1,0,...,0) gilt das fiir alle ¢ Oh™ (u) und ist leicht nachzurechnen;
die Hyperebene Oh™(u) ist nach Voraussetzung eine u;-Nullmenge. Wenn wuy, gegen (1,0, ...,0)
konvergiert, enthélt A™ (uy) fiir hinreichend grofes k beliebig grofe Kugeln um den Ursprung, also
gilt auch hier y;-fast iiberall. Ist u = (—1,0,...,0), so hat AT (uy) fiir hinreichend groRes k
mit beliebig grofen Kugeln um den Ursprung leeren Schnitt.

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir aus

k—oo
il () = / Uty i =3 / Lys gy dpis = (b ()

fiir alle 7 € [n]; also ist f stetig.

An dieser Stelle kommt der Satz von Borsuk-Ulam ins Spiel, der uns ein v = (vg, ..., v,) € S”
mit f(v) = f(—v) liefert. Gilt v = (£1,0,...,0), dann befinden wir uns im Trivialfall, dass alle
MaRe das Nullma® sind; andernfalls ist A" (v) tatsichlich ein Halbraum. Dann gilt

R (v) = {(21,...,20) ER™: v121 + ... + Vp2p <
Rt (—v) = {(z1,..., %) ER": 121 + ... + Vpxpy =

und folglich fiir alle 7 € [n]

S (R = 2 (il (0) + (W (~0) = 2 ((0) + fi(~0) = fio) = (¥ (0));
also ist OhT (v) unsere gesuchte Hyperebene. O
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Abb. 9: Nllustration des Ham-Sandwich-Theorems im R? (Quelle: [I} S. 47]).

Als Anwendung des Ham-Sandwich-Theorems zeigen wir:

8.2 Korollar. Sei i ein endliches Borelmaf auf R?, sodass jede Hyperebene eine Nullmenge ist.
Dann gibt es zwei Geraden, die R? derart in vier Teile zerlegen, dass das Maf aller vier Teile
gleich grof ist.

Beweis. Sei g1 eine Gerade, die R? beziiglich p halbiert, d.h. sodass fiir die beiden durch g
bestimmten Halbriume o™ und h™

p(h*) = pu(h™)

gilt. Nun definieren wir p; als die Einschrinkung von g auf ™ und us als die Einschrinkung
von u auf h™. Satz angewandt auf die Mafe p; und po liefert eine Gerade go, die die beiden
Mengen h* und h~ jeweils beziiglich p halbiert, womit die Aussage gezeigt ist. O

Abb. 10: Tllustration von Korollar (Quelle: [IJ, S.50]).

Eine analoge Aussage gilt im R?: Jede Menge A C R? kann durch drei Ebenen in acht gleich
groke Teile geteilt werden. Man kann zeigen, dass es im Allgemeinen unméglich ist, ein A C R?
durch fiinf Hyperebenen in 32 gleich groke Mengen zu teilen. Die Frage, ob man ein A C R* mit
vier Hyperebenen in sechzehn gleich grofle Teile teilen kann, ist ungeldst.

Ein Analogon zu Satz [8.1] gilt auch fiir endliche Mengen:

8.3 Satz (Ham-Sandwich-Theorem fiir endliche Mengen). Seien A, ..., A, CR"™ endliche Men-
gen. Dann existiert eine Hyperebene h, sodass die beiden durch h definierten offenen Halbrdume
fiir alle i € [n] héchstens | 5|A;|] Elemente von A; enthalten.

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass wir nur den Fall betrachten miissen, wo alle A; ungerade
Kardinalitdt haben. Andernfalls konnen wir aus allen Mengen, die eine gerade Anzahl von
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Punkten enthalten, genau einen davon entfernen und den Satz auf die so erhaltenen Mengen
anwenden. Die beiden durch die erhaltene Hyperebene h definierten Halbraume enthalten dann,
falls |A4;| gerade war, héchstens |5 (|A;| —1)] +1 = (53 (|4 — 1) — 3) +1 = J|A;| = [5|Ai]]
Elemente. Sei nun also angenommen, dass alle A; ungerade Kardinalitét haben.

Die Beweisidee ist nun folgende: Wir ersetzen die endlich vielen Punkte durch immer kleiner
werdende Kugeln, auf die wir Satz anwenden kénnen.

Vorerst wollen wir weiters voraussetzen, dass die Mengen paarweise disjunkt sind und dass

n
jede Hyperebene h hochstens n Elemente von | A; enthélt. Wir definieren nun
i=1

Af = | Ke(),

T€EA;

n
wobei € > 0 so klein gewéhlt sei, dass alle Kugeln K.(z),z € |J 4;, paarweise disjunkt sind

=1

und jede Hyperebene h mit hochstens n dieser Kugeln nichtleeren Schnitt hat. Fir i € [n] sei p;
die Einschrankung des n-dimensionalen Lebesguemafes auf A:, dann gibt es nach Satz @ eine
Hyperebene h mit p;(h™) = § p1;(R") fiir alle i € [n], wobei bt einer der durch h bestimmten
Halbréume ist. Weil A; aus einer ungeraden Anzahl von Kugeln besteht, muss ~ mindestens
eine dieser Kugeln schneiden. Weil h insgesamt hochstens n Kugeln schneiden kann, schneidet
sie sogar fiir jedes i € [n] genau eine der Kugeln. Diese Kugel muss von h halbiert werden, ihr
Mittelpunkt also auf h liegen; das zeigt die Aussage fiir den betrachteten Spezialfall.

Den allgemeinen Fall fiihren wir nun mithilfe eines Storungsarguments auf diesen Spezialfall
zuriick: Seien dazu fiir jedes > 0 und jedes ¢ € [n] Mengen A;, so gewéhlt, dass |A;,| =

n
| A, max dist(z, A; ) <1, () Aiy = @ und dass jede Hyperebene h hochstens n Elemente von
zeA; i=1

n

U As,, enthélt. Wie wir bereits gezeigt haben, existiert in diesem Fall eine Hyperebene h,,, sodass
i=1

die beiden durch h,, definierten offenen Halbréume fiir alle i € [n] hochstens | 5|A;|| Elemente von
A; , enthalten. Als Hyperebene hat h,, eine Darstellung der Form h,, = {x € R": (a,, z) = by}
mit |la,|| = 1. Die Zahlen b, liegen in einem beschrénkten Intervall. Ist die Menge {(a, by) |
n > 0} C R""! endlich, sind wir fertig. Andernfalls ist sie beschriinkt und unendlich und hat
daher einen Haufungspunkt (a,b). Sei (1;);en eine Nullfolge mit (ay,, by;) 2 (a, b) und sei
h={x € R": (a,z) = b}.

Sei nun = € A; fiir ein ¢ € [n] und dist(x,h) = |{a,z) —b] > § > 0, dann gilt wegen der
Stetigkeit des Skalarproduktes fiir hinreichend grokes j auch dist(x, hy,) = [{ay;, z) — by, | > %.
Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes n > 0 einen Punkt x, € A;, mit d(z,z,) < n. Jeder Punkt,
der in einem der beiden durch h bestimmten offenen Halbrdume liegt, liegt fiir hinreichend grofies
J also auch im entsprechenden Halbraum von h;;. Wenn einer der beiden durch h bestimmten
offenen Halbrdume also & Punkte aus A; enthélt, enthélt der entsprechende durch h,, bestimmte
offene Halbraum daher mindestens & Punkte aus Ai,nj- O

Wenn wir den relativ uninteressanten Spezialfall ausschliefsen, dass mehr als n Elemente von

n
|J A; auf einer gemeinsamen Hyperebene liegen, kénnen wir Satz [8.3[ noch verschérfen:
i=1

8.4 Korollar. Seien Aq,..., A, C R"™ paarweise disjunkte, endliche Mengen, sodass jede Hy-
n

perebene hichstens n Elemente von |J A; enthdlt. Dann existiert eine Hyperebene h, sodass die
i=1

beiden durch h definierten offenen Halbriume fiir alle i € [n] genau |1|A4;|| Elemente von A;

enthalten.
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Beweis. Nach Satz gibt es eine Hyperebene h, sodass die beiden durch A definierten offenen
Halbriume fiir alle i € [n] hochstens |3|A;|] Elemente von A; enthalten. O.B.d. A. kénnen wir

n
davon ausgehen, dass h = {x € R": x,, = 0}. Wir definieren B := h N |J A;; nach Voraussetzung

=1
n
ist |B| < d. Falls | |J A;| < n, gilt der Satz trivialerweise. Andernfalls folgt aus der Voraussetzung,
i=1
n n
dass jede Hyperebene hochstens n Elemente von | A; enthélt, dass jede Menge X C J A; mit

i=1 i=1
|X| < n+1 affin unabhéngig ist. Demnach kénnen wir B zu einer affin unabhéngigen Menge
C C h mit |C| = d erweitern.

Nun verwenden wir wieder ein Storungsargument: Sei € > 0, dann definieren wir fiir jedes
a € C in geeigneter Weise entweder a = a (falls a € C\B oder falls a auch auf der neuen
Hyperebene liegen soll) oder @ = a + ee,, oder @ = a — ee,. Fiir hinreichend kleines ¢ ist
C = {a | a € C} eine affin unabhéngige Menge und spannt daher eine Hyperebene auf, die wir
mit h. bezeichnen.

Fiir e — 0 konvergieren die charakteristischen Funktionen der durch h. bestimmten offenen
Halbraume punktweise gegen die entsprechenden charakteristischen Funktionen der durch h
bestimmten offenen Halbrdume. Fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 ist h. also eine passende
Hyperebene. O

Stellen wir uns folgende Situation vor: Zwei Diebe haben eine offene Halskette mit verschiede-
nen Arten von Edelsteinen gestohlen, wobei sich von jeder Art von Stein eine gerade Anzahl auf
der Kette befindet. Da sie den Wert der einzelnen Steine nicht kennen, wollen sie die Kette so
zerschneiden und aufteilen, dass jeder der beiden die Hélfte der Steine jeder Art erhalt. Weil die
Kette selbst aus Platin besteht, welches nur schwer zu zerschneiden ist, wollen sie mit moglichst
wenigen Schnitten auskommen. Erstaunlicherweise sind ausschliefslich topologische Beweise fiir
den folgenden Satz bekannt:

8.5 Satz (Necklace-Theorem). Fine offene Kette mit d Arten von Steinen, bei der jede Art von
Stein mit gerader Vielfachheit auftritt, kann mit héchstens d Schnitten so in zwei Teile geteilt
werden, dass jeder Teil genau die Hdalfte der Steine jeder Art enthdlt.

Beweis. Sei n die Anzahl der Steine auf der Kette. Wir legen die Kette wie folgt auf die
Momentenkurve (t) = (¢,¢2,...,t%) im R?: Fiir i € [d] sei

A; ={~(k) | k € [n] und der k-te Stein ist von der i-ten Art}.

Nach Lemma [3.9] schneidet die Momentenkurve eine beliebige Hyperebene in hochstens d
Punkten. Damit sind die Voraussetzungen von Korollar erfiillt und es gibt eine Hyperebene
h, sodass die beiden durch h definierten offenen Halbréume fiir alle i € [d] genau 1|A;| Elemente
von A; enthalten.

Nun schneidet v insbesondere die Hyperebene h in héchstens d Punkten — wir erhalten also
eine faire Zerteilung, wenn wir die Kette an den genau diesen Stellen durchschneiden. O
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Abb. 11: Tlustration des Beweises von Satz [8.5} Die Kette wird an der Momentenkurve »aufgefiadelt«
(Quelle: [T}, S.55]).

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung von Satz auf kontinuierliche Mengen
verstanden werden:

8.6 Satz. Seien pi,...,u, stetige Wahrscheinlichkeitsmafe auf [0,1]. Dann existieren eine
Zerlegung von [0,1] in Intervalle Iy, ..., I, und Vorzeichen ey, ..., e, € {—1,1}, sodass

Zej pi(l;) =0 fiir alle i € [n)]. (16)
=0

Beweis. Wir konnen eine Zerlegung von [0, 1] in n + 1 Teilintervalle durch einen Punkt z =

(T1,...,Tn41) € S™ codieren: Sei 29 = 0 und z; = Y 22 fiir i € [n+ 1], dann bilden die Intervalle
k=1

Ij = [zj-1,2], je[n+1]

eine Partition von [0, 1]. Nun definieren wir eine Funktion g = (g1, ..., gn+1): S — R" durch
n+1
gi(z) = Z sgn(z;) pi([zj-1,2;]) fir alle i € [n+ 1].
j=1

g ist klarerweise stetig und antipodal, daher existiert nach dem Satz von Borsuk-Ulam ein x € S
mit g(x) = 0. Die durch dieses = codierten Intervalle und Vorzeichen erfiillen offensichtlich genau

(16). O

Wir konnen Satz leicht aus Satz herleiten, indem wir uns die Kette als das Ein-
heitsintervall vorstellen, wobei wir den k-ten Stein mit dem Intervall [%, %) identifizieren und
fiir die i-te Art von Stein das Mak u; als normierte Einschrénkung des Lebesguemafes auf die
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Intervalle der zugehorigen Steine definieren. Dann kénnen wir Satz anwenden und erhalten
Intervalle und Vorzeichen wie in . Der erste Dieb bekommt nun die Intervalle mit positivem
und der zweite jene mit negativem Vorzeichen. Es ist noch die Subtilitat zu beachten, dass die
Schnittstellen bei dieser Konstruktion durch einen Stein durchgehen kénnen. Das kann man aber
leicht beheben (z. B. mit Induktion nach der Anzahl dieser Schnittstellen).
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Symbolverzeichnis

[ Euklidische Norm im R™ (||z|| = />, 2?)

Il Bins-Norm im R” (2l = 7, Jas])

II-lco Maximumsnorm im R" (||z|lecc = max}_; |z;|)

(- Euklidisches Skalarprodukt im R™ ((z,y) = > 1" | #iv;)
d(.,.) Euklidische Metrik im R” (d(z,y) = ||l — y||)
diam(A) sup{d(z,y): =,y € A}

dist(A, B) inf{d(a,b): a € A,b € B}

XY X und Y sind homéomorph

B fz e R™: o] < 1}

5 fo € R, flaf| = 1)

St {(z1,...,xny1) € S": g1 = 0}

s” {(z1,...,xpy1) €S": xp41 < 0}

€; i-ter kanonischer Basisvektor des R”
[n] {1,2,...,n}

[n]o {0,1,...,n}

f14] {f(z): x € A}
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