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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die vorliegende Seminararbeit beschéftigt sich mit der Darstellbarkeit to-
pologischer Gruppen als Isometriegruppen. Dafiir wird zunéchst die Isome-
triegruppe eines polnischen Raumes betrachtet und gezeigt, dass diese eine
polnische Gruppe bildet. Tatséchlich ldsst sich sogar jede polnische Grup-
pe in einer solchen Form darstellen. Der Beweis dieses zentralen Satzes ist
Gegenstand des 6. Kapitels. Ahnliche Aussagen lassen sich fiir kompakte
beziehungsweise eigentliche polnische Gruppen beweisen.

Konkret werden die folgenden sechs Aussagen behandelt:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

Ist X ein polnischer Raum, so ist Iso(X) eine polnische Gruppe (siehe
Satz 3.1).

Ist X ein kompakter metrischer Raum, so ist Iso(X) kompakt (siehe
Korollar 4.1).

Ist X ein eigentlicher Raum, so ist Iso(X') lokalkompakt (siehe Korollar
5.3).

Jede polnische Gruppe ist isomorph zur Isometriegruppe eines polni-
schen Raumes (siehe Satz 6.16).

Jede kompakte metrisierbare Gruppe ist isomorph zur Isometriegruppe
eines kompakten metrischen Raumes (siehe Satz 7.3).

Jede eigentliche polnische Gruppe ist isomorph zur Isometriegruppe
eines eigentlichen polnischen Raumes (siehe Satz 8.10).

Sofern nicht anders angegeben, bezieht sich diese Arbeit auf die Werke
“Compact metrizable groups are isometry groups of compact metric spaces”
von Julien Melleray [3] und “Isometry groups of separable metric spaces”
von Maciej Malicki und Slawomir Solecki [5].
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2 Grundlegende Definitionen und Sitze

Bevor wir uns dem Beweis der Aussagen widmen, wollen wir einige Defini-
tionen wiederholen und Beobachtungen festhalten.

Definition 2.1. Eine Gruppe (X, e,-) heifit topologische Gruppe, wenn sie
mit einer Topologie versehen ist, sodass die Gruppenoperationen beziiglich
dieser Topologie stetig sind.

Definition 2.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X —
X heifit Isometrie, wenn d(f(x), f(y)) = d(x,y) fur alle z,y € X gilt.

Proposition 2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge
Iso(X) aller bijektiven Isometrien auf X mit der Komposition als Grup-
penoperation eine Gruppe, die, versehen mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz, zu einer topologischen Gruppe wird.

Beweis. Offensichtlich ist (Iso(X), o) eine Gruppe. Es bleibt zu zeigen, dass
die Gruppenoperationen beziiglich der Topologie der punktweisen Konver-
genz stetig sind.

Die Stetigkeit der Abbildung Iso(X) x Iso(X) — Iso(X) : (f,g) — foyg
ist dquivalent zur Stetigkeit von (f,g) — (f o g)(z) fiir jedes feste x. Seien
x € X beliebig und ((f,9)i)icr ein Netz in Iso(X) x Iso(X), das gegen
(f,9) € Iso(X) x Iso(X) konvergiert. Dann gilt auch 71(f, g); =: fi — f und
m2(f,9)i =: gi = g. Fiir € > 0 existieren 41,42 € I, sodass fiir alle i > i1, iy
gilt: d(fi(g9(x)), f(g(x))),d(gi(x),g(z)) < 5. Mit der Dreiecksungleichung
folgt, da f; eine Isometrie ist:

d(fog(), fiegi(a)) < d(fog(x), fiog(a)+d(fiog(a), fiogi(x) < 5+5 =€

N ™

Um die Stetigkeit von Iso(X) — Iso(X) : f = f~! zu zeigen, betrachte wie-
derum ein gegen f € Iso(X) konvergentes Netz (f;)icr in Iso(X) und wéhle
ig € I, sodass d(f(f~1(x)), fi(f~1(x))) < € fiir alle i = ig. Wir erhalten die
geforderte Stetigkeit aus

A(f7 @), fH (@) = d(x, fio @) = d(fo fH (@), fio f 7 (x)) < e
OJ

Definition 2.4. Ein topologischer Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom,
wenn jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Definition 2.5. Ein topologischer Raum erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom,
wenn er eine abzidhlbare Basis besitzt.
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Bemerkung 2.6. Das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom impliziert das erste.
Teilmengen (mit der Spurtopologie) und abzéhlbare Produkte (mit der Pro-
dukttopologie) von Riumen, die das zweite Abzéhlbarkeitserfiillen, erfiillen
wiederum das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom.

Definition 2.7. Ein Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte
Teilmenge besitzt.

Bemerkung 2.8. Jeder topologische Raum, der das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom
erfiillt, ist separabel. Teilmengen separabler Rdume brauchen im Allgemei-
nen nicht mehr separabel zu sein.

Definition 2.9. Ein topologischer Raum heifit Lindeldf, wenn jede offene
Uberdeckung eine abzéhlbare Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 2.10. Topologische Radume, die das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom
erfiillen, sind Lindelof.

Definition 2.11. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit metrisierbar, wenn
es eine Metrik auf X gibt, die 7 induziert.

Proposition 2.12. Fir einen metrisierbaren topologischen Raum X sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist separabel
(ii) X erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom
(iii) X ist Lindelof
Fiir den Beweis sei zum Beispiel auf [2, Satz 1.32] verwiesen.

Definition 2.13. Ein topologischer Raum heifit lokalkompakt, wenn jede
Umgebung eines Punktes eine kompakte Umgebung enthélt.

Definition 2.14. Ein metrischer Raum heifit eigentlich, wenn alle abge-
schlossenen Kugeln kompakt sind.

Definition 2.15. Ein topologischer Raum (X, 7) heiit vollstindig metri-
sierbar, wenn es eine vollstdndige Metrik auf X gibt, die 7 induziert.

Definition 2.16. Ein topologischer Raum heifit polnischer Raum, wenn er
separabel und vollstindig metrisierbar ist.

Definition 2.17. Eine topologische Gruppe X heifit polnische Gruppe, wenn
die Topologie auf X polnisch ist.
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Lemma 2.18. Jeder eigentliche Raum (X, d) ist polnisch.

Beweis. Die Vollstindigkeit der Metrik d ergibt sich aus der Tatsache, dass
es fiir jede Cauchy-Folge (2, )nen in X und fiir jedes € > 0 ein N € N gibt,
sodass fiir alle =, mit n > N gilt: x,, € K.(zn), wobei K (zy) die abge-
schlossene Kugel um z mit Radius € bezeichnet. Wegen der Kompaktheit
der Kugel gibt es eine konvergente Teilfolge. Somit konvergiert jede Cauchy-
Folge.

Fiir die Separabilitéit bemerke, dass X o-kompakt ist, d.h. durch abzihlbar
viele kompakte Mengen tiberdeckt werden kann. Fiir ein beliebiges zg € X
bekommen wir ndmlich X = |J K,(xo). Wegen der Totalbeschrénkheit

neN

der K,(zg) existieren fiir jedes € > 0 und jedes n € N endlich viele z¢

n,j’

sodass K, (zg) C U Ue(wy, ;), wobei Ue(zy, ;) = {z € X | d(z, ], ;) < n}.
j=1

Wir erhalten |J Un Ue(wy, j) als abziihlbare Uberdeckung von X. Fiir jedes
neN j=1

y € X finden wir damit n,j € N, sodass d(y,zj, ;) < e. Die Menge D :=

{xl/ r | n € N,j = 1..m,} ist somit eine abzéhlbare dichte Teilmenge von

U n?]
kEN
X. Ul

3 Isometriegruppen polnischer Riaume

Aus Proposition 2.3 wissen wir bereits, dass (Iso(X),0) eine topologische
Gruppe bildet. Ist X separabel und vollsténdig metrisierbar, also polnisch,
so iibertragen sich diese Eigenschaften auf die Isometriegruppe des Raumes.

Satz 3.1. Ist (X,d) ein polnischer Raum, so ist Iso(X) eine polnische Grup-
pe.

Beweis. Da X separabel ist, gibt es eine abziihlbare Teilmenge Y := {(x7)nen},
sodass Y = X. Definiere fiir ¢, ¢ € XV

N _d@lea), blan)
5 ) = g 1+ d(&(@n), ¥ (n))

§ ist eine Metrik auf XY, die die Produkttopologie induziert. Wegen der
Abschétzung

d(¢(z), ¥ () < d(d(z), d(xn)) + d(P(zn), Y(2n)) + d(W(2), Y (zn)) =
= 2d(z,zn) + d(¢p(zn), Y(zn))

fiir alle n € N und da die Menge der x,, dicht liegt in X, gibt § auch eine
Metrik auf Iso(X), die die Topologie auf Iso(X) induziert.
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Die Abbildung T : Iso(X) — XY : ¢ qS’Y ist eine Isometrie und daher
ein Hom6omorphismus auf I'(Iso(X)). Wir kénnen Iso(X) also als Teilmen-
ge von XY auffassen. XY ist als abzihlbares Produkt eines vollstéindigen
metrischen Raumes selbst vollsténdig. Um die Vollsténdigkeit von Iso(X)
beziiglich 6 zu beweisen, reicht es somit, die Abgeschlossenheit von I'(Iso( X))
in XY zu zeigen.

Sei ¢, eine Folge in I'(Iso(X)), die beziiglich der Metrik ¢ gegen ¢ konver-
giert. Dann ist ¢ eine Isometrie, da aufgrund der Stetigkeit der Metrik d
gilt:

d(6(2). 6(y)) = lim d(n(z), du(v)) = d(z.y)

¢ ist bijektiv, da fiir jedes feste y € Y die Folge (¢, (y))nen eine Cauchyfolge

in X ist und daher aufgrund der Vollstédndigkeit von X konvergiert. Der

punktweise definierte Grenzwert ¢ (y) := lim ¢, !(y) erfiillt genau ¢! = 1),
n—o0

da

d(@(¥()).y) = lim d(gn(v(y)),y) = lim d(¥(y), ¢, (y)) =0,

n—oo

analog d(¥(é(y)),y) = 0.

Da metrische Rdume genau dann separabel sind, wenn sie das zweite Abzéahl-
barkeitsaxiom erfiillen, und da sich die Eigenschaft von Rdumen, das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom zu erfiillen, auf deren abzidhlbares Produkt iibertrigt,
besitzt XY eine abzihlbare Basis. Daher besitzt auch Iso(X), aufgefasst
als Teilmenge von XY vermoge der Einbettung I, eine solche. Wiederum
mit der Aquivalenz des zweiten Abzihlbarkeitsaxioms zur Separabilitit in
metrischen Rédumen folgt schlieflich, dass Iso(X) separabel ist.

O

Die Implikation in Satz 3.1 ist auch unter der schwicheren Voraussetzung
giiltig, dass (X, d) ein lokalkompakter und separabler metrischer Raum ist.
Insbesondere braucht die Metrik d nicht vollsténdig zu sein. [1]

Satz 3.2. Ist (X,d) ein lokalkompakter und separabler metrischer Raum, so
ist Iso(X) eine polnische Gruppe.

Beweis. Wir definieren fiir alle x € X den Radius der Kompaktheit p(z) :=
sup{r > 0 | K,(x) ist kompakt}, wobei K,(x) die abgeschlossene Kugel mit
Radius r um z bezeichnet. Falls fiir beliebige x,y € X gilt, dass p(z) <
d(z,y), so folgt p(z) < p(y) + d(z,y). Anderenfalls nehmen wir 0.B.d.A.
an, dass p(x) > p(y) und wéhlen ein » > 0 mit d(z,y) < r < p(x). Da
K, (x) kompakt ist und wegen der Dreiecksungleichung K, _j(,,)(y) € K, ()
gilt, ist auch K, _g(, ,(y) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums
kompakt. Damit folgt r — d(z,y) < p(y) & r < p(y) + d(x,y) und daher
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p(z) < p(y) + d(z,y). p ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1.

Fiir kompakte Teilmengen K von X existieren Konstanten px > 0 mit der

Eigenschaft, dass p(x) > pk fiir alle z € K gilt. Denn angenommen fiir alle

n € N existierten z,, € K, sodass p(z,) < 1, dann gibe es aufgrund der

Kompaktheit von K eine gegen ein x € K konvergente Teilfolge (zy, )ken-

p(z) = p(lim zp,) = lim p(zy,) < lim = = 0 liefert aber einen Wider-
k—o0 k—o00 k—o0 "k

spruch zur Lokalkompaktheit von X.

Fiir Isometrien ¢ auf X gilt p(¢(x)) = p(x) fiir alle z € X. Sei (¢n())nen
eine Cauchy-Folge in Iso(X). Dann existiert ein N € N, sodass

d(on (), Pn(x)) < p(x) = p(én(2)) fir alle n > N.

Aufgrund der Kompaktheit muss es eine konvergente Teilfolge geben, daher

konnen wir wiederum den Grenzwert ¢(z) := lim ¢, (x) betrachten. Der
n—oo
Rest des Beweises verlauft analog zu jenem von Satz 3.1. O

4 Isometriegruppen kompakter metrischer Raume

Falls X sogar ein kompakter metrischer Raum ist (insbesondere also pol-
nisch, da kompakte metrische Rdume immer vollsténdig und separabel sind),
erhalten wir die analoge Aussage fiir die Isometriegruppe als Korollar aus
dem bereits Gezeigten.

Korollar 4.1. Ist (X,d) ein kompakter metrischer Raum, so ist Iso(X)
kompakt.

Beweis. Nach dem Satz von Tychonoff ist XY kompakt. Wie im Beweis von
Satz 3.1 betrachten wir Iso(X) als abgeschlossene Teilmenge von XY . Damit
folgt die Kompaktheit. O

5 Isometriegruppen eigentlicher Ridume

Die definierende Eigenschaft eigentlicher Rdume ist die Kompaktheit aller
abgeschlossenen Kugeln. Natiirlich ist jeder eigentliche Raum lokalkompakt.
Im Folgenden zeigen wir, dass die Isometriegruppe eines eigentlichen Raumes
lokalkompakt ist.

Definition 5.1. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer
Raum. Eine Abbildung * : GXx X — X : (g,x) — g*x, heiit eigentlich, wenn
fiir alle z,y € X offene Umgebungen U,,U, von z respektive y existieren,
sodass die Menge {g € G | (9 * U;) N U, # 0} prikompakt in G ist.
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Lemma 5.2. Sei (X,d) ein eigentlicher Raum. Dann ist die Punktauswer-
tung Iso(X) x X — X : (¢, x) — ¢(x) eine eigentliche Abbildung.

Beweis. Seien z,y € X beliebig. Definiere U,, U, als die offenen Kugeln um
z bzw. y mit Radius 3. Falls fiir ¢ € Iso(X) gilt, dass ¢(Uy) N U, # 0, so
muss d(¢(x),y) < 1 sein. Sei namlich & € ¢(U,)NU,, dann gibt es ein z € U,
mit ¢(z) = Z. Somit gilt

d(p(x),y) < d(¢(x), ) +d(Z,y) = d(z, z) +d(Z,y) < 1.

Wir werden zeigen, dass K := {¢ € Iso(x) | d(¢(x),y) < 1} kompakt ist, da
dann wegen {¢ € Iso(X) | ¢(Uy) NU, # 0} C K die in Definition 5.1 gefor-
derte Prikompaktheit folgt. Sei also (¢, )nen eine Folge in K und fixiere ein
2 € X. Wegen d(én(2),y) < d(6n(2), du(x)) + d(én(z),y) < d(z,2) + 1 ist
bn(2) € Kg(zy)41(y) fiir alle n € N. Da K, ,)41(y) als abgeschlossene Ku-
gel im eigentlichen Raum X kompakt ist, besitzt die Folge (¢ (2))nen eine
in Ky, 4)+1(y) konvergente Teilfolge. Da die Metrik auf Iso(X) durch Aus-
wertung an abzdhlbar vielen Stellen definiert ist, erhélt man mit einem Dia-
gonalfolgenargument eine in K eine konvergente Teilfolge von (¢, )nen. Die
Tatsache, dass K abgeschlossen ist, ist klar. Damit folgt die Prakompaktheit
von {¢ € Iso(X) | ¢(Uz) NU, # 0}. O

Korollar 5.3. Ist (X,d) ein eigentlicher Raum, so ist Iso(X) lokalkompakt.

Beweis. Fiir jedes x € X und fiir jede offene Umgebung U, von x ist die
Menge M := {¢ € Iso(X) | ¢(U;) N U, # (0} eine offene Umgebung der
Identitét. Sei ndmlich (¢;);cr ein Netz in M€, das gegen ¢ konvergiert. Sei
Z € Uy, fest. Da fiir alle ¢ € I gilt, dass ¢;(Z) € US und US abgeschlossen
ist, liegt auch ¢(Z) im Komplement von U, und damit, weil & beliebig war,
¢ € M°€. Nach Lemma 5.2 ist M eine kompakte Umgebung der Identitéit
und somit Iso(X) lokalkompakt. O

6 Darstellbarkeit polnischer Gruppen als Isome-
triegruppen

In Abschnitt 3 haben wir bewiesen, dass die Isometriegruppe eines polni-
schen Raumes polnisch ist. Es stellt sich die Frage, ob eine Umkehrung auch
gilt. Das Ziel des folgenden Abschnitts ist es, fiir eine gegebene polnische
Gruppe X einen polnischen Raum Z zu konstruieren, sodass X isomorph
zur Isometriegruppe von Z ist. Dafiir werden wir einen speziellen Funktio-
nenraum betrachten und Z als geeignete Teilmenge dieses Raumes definie-
ren.

Zunichst sei der folgende wichtige Satz ohne Beweis angefiihrt:
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Satz 6.1 (Birkhoff-Kakutani). Eine topologische Gruppe ist metrisierbar ge-
nau dann, wenn sie Hausdorff ist und das erste Abzdihlbarkeitsaxiom erfillt.

Korollar 6.2. Auf einer metrisierbaren Gruppe X existiert stets eine links-
invariante Metrik (d.h. d(x,y) = d(zzx,zy) fir alle z,y,z € X), die die
Topologie von X induziert.

Fiir den Beweis von Satz 6.1 und Korollar 6.2 sei zum Beispiel auf [6] ver-
wiesen.

Wir koénnen annehmen, dass die Metrik gleichzeitig linksinvariant und be-
schrankt ist. Fir jede Metrik d erfiillt die zu d dquivalente Metrik d := 1%1
nidmlich diam(X) < 1. Die Linksinvarianz iibertrigt sich offensichtlich von

d auf d.

Proposition 6.3. Sei (X, e,-) eine polnische Gruppe und bezeichne L, :
X — X die Linkstranslation y — x-y. Dann ist die Abbildung X — Iso(X) :
x +— Ly ein Gruppenhomomorphismus und ein Homdéomorphismus aufs Bild.

Beweis. Fiir jedes x € X ist L, klarerweise bijektiv. Nach dem Korollar
aus dem Satz von Birkhoff-Kakutani kann d als linksinvariant vorausgesetzt
werden. Wegen d(L;(y), Lz(2)) = d(zy,zz) = d(y, ) ist L, daher eine Iso-
metrie auf X. Durch Anwendung auf das neutrale Element ergibt sich sofort
die Injektivitat der Einbettung, die Homomorphie und die Stetigkeit folgen
aus der Assoziativitdt respektive der Stetigkeit der Gruppenoperation. [J

Sei im Folgenden X eine polnische Gruppe mit diam(X) < 1 und fasse X
als Teilmenge von Iso(X) vermoge der Abbildung aus Proposition 6.3 auf.

Lemma 6.4. Sei ¢ € Iso(X) \ X. Dann gibt es x1,292 € X und n > 0, fir

die Vyn = {¢ € Tso(X) | d(¢(a1), ¥(z1)), d((x2), ¥(x2)) < ;;} eine 2u X
disjunkte Menge ist.

Beweis. Wahle ein beliebiges x1 € X. Aufgrund der Bijektivitat der Links-
translationen finden wir ein y € X, das y - 21 = ¢(x1) erfiillt. Da ¢
nicht in X liegt, gibt es zo € X mit y - x9 # ¢(z2). Wenn es fiir al-
le n € N ein y, € X gibe, das sowohl d(y, - z1,¢¥(z1)) < % als auch
d(yn - x2,0(z2)) < % erfiillt, dann miisste (yn)nen gegen y konvergieren.
Dies liefert mit 1 (zg) = nh—>120 Yn - T2 = 1y - xo aber einen Widerspruch zur
Wahl von 5. O

Korollar 6.5. Sei ¢ € Iso(X) \ X. Dann ezistieren € > 0 und paarweise
verschiedene x1,x2,x3 € X mit der Eigenschaft, dass

(1) 6 = min{d(zg,x;) | 1 <k <1<3} und

(i) Vi := {¢ € Iso(X) | d(é(x), ¥ (x)) < € k =1,2,3} disjunkt zu X
15t.



6 DARSTELLBARKEIT POLNISCHER GRUPPEN

Beweis. Seien x1,x2 und n wie im vorigen Lemma. Da X eine abzéhlbare
dichte Teilmenge {y, | n € N} besitzt, gibt es ein Element vy, € X \ {y},
das d(z1,ym) < %d(éﬂl,iﬂg) und d(z1,ym) < % erfiillt. Definiere z3 := v,
und € := td(z1,23) < L. Dann ist Vj, eine Teilmenge von Iso(X) \ X und

Bedingung (i) gilt. O

Definition 6.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f: X — R
heifit Katetov-Funktion, wenn fir alle z,y € X gilt:

[f(2) = F(Y)l < d(z,y) < f(2) + f(y)-
Die Menge aller Katetov-Funktionen auf X bezeichnen wir mit E(X).

Lemma 6.7. Eine Funktion f : X — R ist eine Katetov-Funktion genau
dann, wenn sie fir alle x,y € X erfullt, dass

|f(z) —d(z,y)| < f(y)- (1)

Beweis. Da Katetov-Funktionen die Dreiecksungleichung erfiillen, kénnen
wir fir jedes f € E(X) die Metrik auf X zu einer Metrik auf X U {f}
ausweiten, indem wir d(z, f) := f(z) definieren. Bedingung (1) folgt fiir
f € E(X) sofort aus

|f(2) = d(z,y)| = |d(z, f) — d(z,y)| <

Umgekehrt gilt | f(2)— f(y)| < | f(z)—d(x, y)|[+
aus | f(z) — d(z,y)| < f(y) folgt d(x,y) < f(z
|f(y) — d(z,y)| < f(x) auch |f(x) — f(y)| < d(=,

Korollar 6.8. Fir f,g € E(X) ist |f — g| beschrinkt, und E(X) ist mit
der Metrik d(f,g) := sup |f(x) — g(x)| ein vollstindig metrischer Raum.
zeX

y, f) = f(y)-
;i(fcy!<f() (),

und gemeinsam mit

O]

d(
y)—

[/
)+ fy
y)-

Beweis. Die Differenz zweier Katetov-Funktionen f und g ist beschriankt, da
wir wegen | f(z)—d(z,y)| < f(y) und |g(z)—d(z,y)| < g(y) die Differenz un-
abhéingig von z abschétzen kénnen durch |f(x)—g(z)| < f(y)+g(y). Die Su-
premumsmetrik ist also wohldefiniert und macht E(X) zu einem vollsténdig
metrischen Raum. O

Die Verwendung der Bezeichnung d fiir die Supremumsmetrik ist gerechtfer-
tigt durch das folgende Lemma:

Lemma 6.9. Fir z € X setze 6, : X — R : y — d(x,y). Dann gilt
0z € E(X), und die Abbildung x — 04 ist isometrisch.

Beweis. Durch die Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle y,z € X :
|d(z,y) — d(x, 2)| < d(y,z) < d(z,y) + d(z, z). Daher ist ¢, eine Katetov-
Funktion. Wegen d,(z) = 0 # d(x,y) = 0y(z) fiir x # y ist & — I, injektiv,

10



6 DARSTELLBARKEIT POLNISCHER GRUPPEN

und wir kénnen die Elemente aus X mit ihren Abstandsfunktionen identi-
fizieren. Die Supremumsmetrik stimmt mit der Erweiterung der Metrik auf
X aus dem Beweis von Lemma 6.7 iiberein, da fiir f € E(X) gilt:

sup [0:(y) — f(y)| = sup |d(z,y) — f(y)| = f(=).

yeX yeX

Dass x + §, isometrisch ist, folgt nun mit der Dreiecksungleichung aus

d(0z,0y) = sup |d(z, z) — d(y, z)| = d(z,y).
FAS

O

Definition 6.10. Eine Teilmenge S C X heiit Trdger von f € E(X), wenn
flx) = ing{f(s) +d(x,s)} fir alle x € X gilt.
se

Lemma 6.11. Fulls S endlicher Triger von sowohl f als auch g ist, dann
gilt d(f, g) = max|f(s) — g(s)|.

Beweis. Um das Lemma zu beweisen, verwenden wir die allgemeine Unglei-

chung | min as — min bs] < max |as — bs|. Mit dieser Ungleichung folgt
1<s<n 1<s<n 1<s<n

fiir alle z € X némlich sofort
|f(2)=g(2)] = |min{f(s)+d(z, s)} ~min{g(s) +d(x, s)}| < max|f(s)—g(s)|

und damit d(f, g) < max |f(s) — g(s)|. Da die andere Ungleichung trivialer-
s€

weise erfiillt ist, ist die Aussage gezeigt.

Fiir den Beweis der Ungleichung sei 0.B.d.A. min as = a;. Falls min by =
1<s<n 1<s<n

by, ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. Sei also 11<ni£1 by = b; mit j # 1.

Wenn b; < a; + al;raj, so gilt a1 — bj| < |a; — bj|, anderenfalls erhalten wir

la1 —bj| < |ai —b1]. In beiden Fillen folgt die gewiinschte Ungleichung. O

Definition 6.12. Fiir ¢ € Iso(X) bezeichnen wir mit ¢* die durch ¢ indu-
zierte Isometrie auf E(X) gegeben durch ¢*(f)(z) := f(¢~1(x)).

Bemerkung 6.13. Da per definitionem fiir alle z € X und f € E(X) gilt,
dass d(f,x) = f(x), erfiillt jede isometrische Einbettung ¢ : XU{f} — E(X)
mit ¢(X) = X, dass ¢(f)(z) = d(¢(f),z) = d(f, ¢~ (x)) = f(¢~ ' (), also
¢ = (QS‘X)*‘XU{f}'

Sei X eine polnische Gruppe. Wir leiten nun einige technische Aussagen her,
um den angestrebten Satz {iber die Darstellbarkeit von X als Isometriegrup-
pe zeigen zu konnen.

11



6 DARSTELLBARKEIT POLNISCHER GRUPPEN

Nach Proposition 2.12 ist Iso(X) \ X Lindelof und kann daher durch eine
Folge von (Vy,)ien tiberdeckt werden, wobei

Vi, = {¢ € Iso(X) | d('(ﬂl(x%), d)(x%c)) <€, k=1,2,3}
wie in Korollar 6.5 definiert ist.
Wir betrachten fiir alle ¢ € N folgende Funktionen:
fi(x) ;== min {14 d(z,z}) +2(k — 1)}

i) 1= min {1 +d(w, di(z}) + 20k - Dei}

Diese Funktionen sind nach Lemma 6.7 Elemente aus E(X), da sie wegen
diam(X) <1

|fi(z) = d(z,y)| = | min {1+d(w,2}) +2(k - D)e} = d(z,y)| =

1<k<3

= | min 11 i) — 2(k — 1)e;}] <
[ min {1+ d(z,21) = d(z,y) + 20k = e} <

< mi i e

< lgl,;gg{ler(y,xk)Jrz(k e} = fiy)

fiir alle 2,y € X erfiillen (g; analog).

Lemma 6.14. Fir alle ¢ € Iso(X) und fir alle i > 1 gilt, dass ¢ € Vy,
genau dann, wenn d(¢*(fi), gi) < €.

Beweis. Zugunsten einer besseren Lesbarkeit werden wir fiir den Beweis der
Aquivalenz auf die Indizes i verzichten. Sei ¢ € V.. Fiir k € {1,2, 3} gilt:

¢*(F)(W(xr)) = f(6~ (Y(ar)) =
= oo {1+ d(¢™ " (@(ax)), 1) +2(1 = 1)e} = 2)

min {1+ d(w (@), o) + 2( = e},

Wegen ¢ € V,; erhalten wir d(¢(xy), ¢(z1)) < € sowie fiir k # I

d((zr), (1)) = d(P(r), (1)) — d(P(21), (1)) > b€ — € = Se.

Damit folgt aber

und somit fiir Gleichung (2) ¢*(f)(¢(zk))
Analog zeigt man g(¢(zx)) = 1+ d(p(xg)

s ¢(wg)) +2(k —1e.
, 1
gilt g(¢(zx)) = 1+ 2(k — 1)e und ¢*(f)(¢d(zx))

Ty
+ 2(k — 1)e. Offensichtlich
= flex) = 1+ 2(k — 1.

12



6 DARSTELLBARKEIT POLNISCHER GRUPPEN

Da {¢(zx) | £ = 1,2,3} U{¢(zx) | £k = 1,2,3} ein gemeinsamer Trager
der Funktionen ¢*(f) und g ist, erhalten wir mit Lemma 6.11 schlieBlich
d(¢*(f), 9) = max d(¢(ws), ¥(zr)) <e.

1<k<

Die andere Richtung betrachten wir nur fiir den Fall £k = 1, da die anderen
beiden Fille analog erfolgen. Wegen f(z1) = 1 und

€ >d(¢"(f), 9) = 16" (F)(d(21)) = g(¢(21))| = d(@(1), (1))

erhalten wir g(¢(x1)) < 1+ €. Damit muss aber

9(¢(e1) = min {g((en) +d((wr), o)} =

= 9(¥(21)) + d(p(21), ¢(21)) = 1+ d(¥(21), ¢(21))

und somit d(¢(zg), d(zx)) < € gelten. O

Wir definieren Fy := X, F; = {¢*(fi) | ¢ € X} C E(X) fiir ¢ > 1 und

Z = |J F;. Damit kénnen wir folgendes Resultat festhalten:
1€N

Lemma 6.15. 7 ist ein polnischer Raum, und es gilt:

(i) Jedes ¢ € X lisst sich zu einer Isometrie % auf Z fortsetzen.
(ii) {67 | 6 € X} = {6 €Ts0(Z) | Vi 2 0: 6(F,) = Fi}.

Beweis. Z ist als abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen
Raumes E(X) selbst vollstéindig. Auflerdem ist Z separabel, da aus der Se-
parabilitdt von X jene der einzelnen F; folgt. Daher ist Z ein polnischer
Raum.

(i) Wegen ¢*(F;) = F; fiir alle i € N und alle ¢ € X ist auch ¢*(Z) = Z und

somit qb*‘ , eine Isometrie auf Z.

(i) Nach Konstruktion gilt ¢Z(F;) = F; fiir alle i € N und alle ¢ € X.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei ¢ € Iso(Z) eine beliebige Isometrie, die
¢(F;) = F; fur alle i € N erfiillt. Setzen wir ¢ = 0 ein, so erhalten wir
#(X) = X, also ist QS}X € Iso(X). Wegen Bemerkung 6.13 gilt

d((¢] )" (fi), 9) = d(6(f), 9i) > d(F;, g;) fiir alle i € N.

Mithilfe der Aquivalenz aus Lemma 6.14 erhalten wir d(F},g;) > € und
dadurch, wiederum mit Lemma 6.14, qﬁ} « & Vi, Da dies fiir alle i € N gilt,
folgt cb} € X, und die Aussage ist gezeigt. O

13



6 DARSTELLBARKEIT POLNISCHER GRUPPEN

Wir setzen nun o.B.d.A. diam(Z) < 1 voraus. Fiir alle ¢ > 1 wéhlen wir
paarweise verschiedene y;, die nicht Elemente aus Z sind, und definieren
Y :=ZU J{yi}. Wir erweitern die Metrik d auf Y durch

i>1
d(yi, 2) == (i +2) +d(z, F;) fiirz€ Z

d(yi,y;) == Zigg{d(yu z)+d(yj,2)} firi#j

Jetzt konnen wir die zentrale Aussage dieses Kapitels beweisen:

Satz 6.16. Sei X eine polnische Gruppe. Dann existiert ein polnischer
Raum (Y, d), sodass X isomorph zu Iso(Y") ist.

Beweis. Dass der oben definierte Raum Y polnisch ist, folgt direkt aus der
Tatsache, dass Z polnisch ist. Fiir ¢ € X setzen wir

() im {¢Z(z) falls z € Z

Yi falls 3i € NT sodass z = y;
und zeigen, dass die Abbildung X — Iso(Y) : ¢ + ¢¥ ein Isomorphismus ist.

Da ¢ — ¢* injektiv und stetig ist, besitzt auch ¢ — ¢* diese Eigenschaften.
¢+ ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus von X auf Iso(Y). Aus einer Ad-
aption des Satzes der offenen Abbildung fiir topologische Gruppen wie zum
Beispiel in [4, Theorem 2.5] folgt nun aus der Surjektivitéit bereits, dass die
Abbildung ein Homéomorphismus ist.

Sei also ¢ € Iso(Y') beliebig. Aufgrund der Definition der Metrik d kénnen
wir die Elemente aus Z charakterisieren:

Z={yeY |3JyeY sodass 0 < d(y,y) <1}.

Da ¢ eine Isometrie ist, folgt ¢(Z) = Z. AuBerdem muss ¢ die y; punktweise
fest lassen, da sonst wegen

(i42)+d(z, Fi) = d(yi, 2) = d(9(yi), ¢(2)) = d(y;, #(2)) = (j+2)+d(¢(2), Fy)

aufgrund von d(z, F;),d(¢(z), F;) < 1 nur ¢ = j moglich ist. Mit dieser
Erkenntnis konnen wir auch die Elemente aus F; charakterisieren durch
F, ={z € Z | d(z,y;)) = i+ 2} und erhalten ¢(F;) = F; fiir alle i € N.
Nach Lemma 6.15 finden wir ein ¢ € X, fiir das qﬁ!Z = ¢Z. Damit ist
¢ =Y erfiillt und die Surjektivitit der Abbildung gezeigt.

O
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7 DARSTELLBARKEIT KOMPAKTER GRUPPEN

7 Darstellbarkeit kompakter Gruppen als Isome-
triegruppen

Wir wollen den Beweis aus dem vorigen Kapitel ein wenig abidndern, um
damit die analoge Aussage fiir kompakte Gruppen zeigen zu kénnen: Jede
kompakte metrisierbare Gruppe kann bis auf Isomorphie dargestellt werden
als Isometriegruppe eines kompakten, metrischen Raumes.

Sei X eine kompakte metrisierbare Gruppe und d eine — wiederum nach
dem Satz von Birkhoff-Kakutani 6.1 existierende — linksinvariante Metrik
auf X mit diam(X) < 1. Sei in den Bezeichnungen des vorangegangen Ab-

schnitts Iso(X) \ X C |J Vi,. Wie vorher definieren wir spezielle Katetov-
i>1
Funktionen:

. . 1 ; 1
fiz) == mln{lr_<r1kl£13{1 tot d(z,x},) +2(k — 1)e;, 1 + 5t 6e; }

1 , 1
gi(x) := min{1r<nkir<13{1 + 5 +d(x,i(x})) +2(k — 1)e, 1+ 5 + 6¢; }

Dass Lemma 6.14 auch fiir diese Definition der f;, ¢; gilt, kann analog gezeigt
werden. Wir betrachten nun die folgende Teilmenge von E(X):

Y:={fecEX)|3In>1z .. z,€ X sodass fur alle x € X :
flw) = mind min {1+2(k— De+d(z,zi),1+2ne}}}, @)

wobei € := s—min{d(zy,2;) | 1 < k < < n}. Fiir n = 1 erhalten wir die

konstante Einsfunktion. Es gilt:
Lemma 7.1. Y ist kompakt.

Beweis. Sei (fm)men eine Folge in Y mit zugehérigen x7* .. zj . Wir un-
terscheiden zwei Fille: Entweder gibt es eine Teilfolge (fm, )ren, fiir die
klim ng = oo ist, oder die Folge der (n,,)men ist beschrinkt.

— 00

Da aus der Kompaktheit die Totalbeschranktheit von X folgt, muss im ers-

ten Fall  min  d(z]",2""*) — 0 gelten, da sonst keine Uberdeckung mit
1<i<j<nm,, J
¢-Kugeln méglich wire fir § := lim min d(z"*,2""*). Wir erhalten
k—oo 1<i<j<ny v J

lim f, =1€Y.

k—o0

Im zweiten Fall wihlen wir eine Teilfolge, die n,,, = n fiir alle £ und
ein festes n € N erfiillt. Falls min d(z]"*,27*) — 0, gibt es wie im

1<i<j<n '

ersten Fall eine gegen die Einsfunktion konvergente Teilfolge. Gelte also

min  d(z]",27"*) > § > 0 fiir alle k. Da X kompakt ist, finden wir eine
1<i<j<n J

15



8 DARSTELLBARKEIT EIGENTLICHER POLNISCHER GRUPPEN

konvergente Teilfolge fiir jede Stiitzstelle, 0.B.d.A. 27" — z1 .. 2" — x,

und daher auch min d(z]"*, 2 ") — min d(z;, ;). Die Funktion, die

1<i<j<n 7 1<i<j<n
sich aus diesen Stiitzstellen gemfl (3) ergibt, ist der Grenzwert der fi,,
beziiglich der Supremumsmetrik. O

Als néchstes setzen wir F; := {¢*(fi) | ¢ € X} fiir alle ¢ € N und betrachten
Z=XuYul\ F.

i€EN
Lemma 7.2. 7 ist kompakt.

Beweis. Fiir die Kompaktheit von Z reicht es zu zeigen, dass jede Folge
von Elementen aus |J F; eine in Z konvergente Teilfolge besitzt. Sei ¢7 (f;,)
eine solche Folge. AZES der Kompaktheit von X folgt die Existenz einer kon-
vergenten Teilfolge der ¢,, 0.B.d.A. ¢, — ¢ und daher auch ¢; — ¢*.
Wir benutzen jetzt die spezielle Konstruktion unserer f; : Diese lassen sich
némlich darstellen als f;, = 22%1 + 4, mit einem geeigneten y, € Y. Da Y
nach dem vorigen Lemma kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der

UYn. Mit Q}TL — 0 ist die Aussage gezeigt. O

Diesmal miissen wir Z nur um ein einziges Element ergénzen. Wéihle dafiir
ein k, das kein Element aus Z ist, und erweitere die Metrik auf der kompak-
ten Menge K := {k}UZ durch d(k, z) := 2diam(Z) +d(z, X) fir alle z € Z.
Wir erhalten nun:

Satz 7.3. Sei X eine kompakte metrisierbare Gruppe. Dann existiert ein
kompakter metrischer Raum K, sodass X isomorph zu Iso(K) ist.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.16 bleibt nur mehr die Surjektivitéit der
Abbildung ¢ +— ¢ zu zeigen. Sei ¢ € Iso(K) beliebig gewihlt. Notwendi-
gerweise muss ¢(k) = k erfiillt sein, da sonst wegen d(k, z) := 2diam(Z) +
d(z, X) ein Widerspruch erfolgt. Wir erhalten ¢(Z) = Z. Wir kénnen X cha-
rakterisieren durch X = {z € Z | d(z, k) = 2diam(Z)}, weshalb ¢(X) = X.
AuBerdem bemerken wir F; ={z € Z | d(z,X) =1+ %}, da gem#f Lemma
6.7 und der Darstellung von f; wie im Beweis von Lemma 7.2 gilt:

A X) = inf d(fiyz) = inf fi(w) = inf o 4y(e) = 5 +1

Aus der fiir dieses Kapitel adaptierten Version von Lemma 6.14 erhalten wir
<Z>{X ¢ Vy, fiir alle 7 und daher <Z>|X e X. O

8 Darstellbarkeit eigentlicher polnischer Gruppen
als Isometriegruppen

Im letzten Kapitel setzen wir zusétzlich voraus, dass unsere polnische Grup-
pe X eigentlich ist. Auch hier finden wir einen eigentlichen polnischen Raum,

16



8 DARSTELLBARKEIT EIGENTLICHER POLNISCHER GRUPPEN

zu dessen Isometriegruppe X isomorph ist. Fiir den Beweis werden wir kon-
krete Teilmengen des Raumes der Katetov-Funktionen benétigen.

Definition 8.1. Bezeichne fiir alle n > 1 die Menge E, (X) als die Menge
aller Funktionen f von X nach R, fiir die es z1 .. x,, € X gibt mit

(i) flxi)+ f(zj) > d(x;,x;) fir i, j € {1 .. n},
(i) |f(zi) — f2;)| < d(zs,25) fir i,5 € {1 .. n} und
(ii) f(z) = 1I§nzl£n{f(xz) +d(z,x;)} fiir z € X.

Bemerkung 8.2. Es gilt E,(X) C E(X) fiir alle n € N. Um dies ein-
zusehen, zeigen wir |f(z) — d(z,y)| < f(y) fir alle z,y € X. Die Un-
gleichung folgt fiir f(z) > d(z,y) sofort aus d(z,x;) — d(x,y) < d(y,z;)
fiir alle 7. Mit f(x) = f(zi,) + d(z,x;,) erhalten wir im umgekehrten Fall
|f(33‘) - d(x,y)| = d(:v,y) - f(xlo) - d(xvxio) < d(y’xio) - f(xio)' Falls es
nun ein j gébe mit d(y, z;,) — f(xi,) > f(z;) + d(y,x;), so bekdmen wir
flxy) + flzi) < d(y, xiy) — d(y, z5) < d(xiy, z;) im Widerspruch zu Bedin-
gung (i) aus Definition 8.1. Somit gilt auch hier |f(z) — d(z,y)| < f(y), was
laut Lemma 6.7 dquivalent dazu ist, dass f € E(X).

x

Wichtig fiir die Hauptaussage dieses Abschnitts ist die folgende Eigenschaft
der Menge E, (X):

Lemma 8.3. Wenn X eigentlich ist, so ist auch E, (X) eigentlich.

Beweis. Sei x € X beliebig. Es reicht, dass A% := {f € E, | f(z) < r}
kompakt ist fiir beliebiges » > 0, da damit bereits die Kompaktheit aller ab-
geschlossenen r-Kugeln K,.(f) = {g € E,, | d(f,g) < r} als abgeschlossene

Teilmengen von [ A* folgt.
vex  TH@

Betrachte ein f € A¥ mit zugehorigen x; .. x,. Wir stellen fest:

e Fiiri,j € {1..n} gilt wegen der Bedingungen (i) und (ii) aus Definition
8.1, dass d(zi,zj) < flzi) + flz;) < 2f(z;) + 3d(zi, x;), und wir
erhalten

S, ay) < win{f ), (o)) ()
o Wiihle jenes i € {1..n}, das f(z) = f () +d(z, x;) erfiillt. Da f > 0,
o d(@, ziy) < d(@, 335) + f(2i) = f) <7
o Mit (4) ergibt sich fiir alle j:
Silwig, ) < minf f(zi), f(2)} < flan,) <
< flzig) + d(@,24) = flz) <7
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Insgesamt erhalten wir max d(z,z;) < max {d(z,z;,)) + d(zy, ;) } < 4r.
1<5<n 1<j<n

Da X eigentlich ist, ist Ky, (x) kompakt. Fiir jede Folge ( fp,)men von Funk-
tionen in A? besitzen die Folgen der einzelnen Stiitzstellen daher eine kon-
vergente Teilfolge. Die aus diesen Stiitzstellen resultierende Funktion ist der
gesuchte Grenzwert einer Teilfolge von (fp,)men- O

Lemma 8.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum, f: X — R und z1,22 € X,
sodass

(i) f(z1) + fx2) > d(21, 22),
(1) 0 < |f(z1) — f(z2)| < %d(xl,:vg) und
(i5i) f(x) = min{f(x1) + d(x,z1), f(x2) + d(x,z2)} fir z € X.

Sei § > 0 hinreichend klein. Wenn die Mengen {x € X | d(z,z1) <} und
{r € X | d(z,z2) < 0} Mengen der Michtigkeit k > 1 an Punkten ent-
halten, die von einander einen Abstand > § haben, dann enthdlt die Menge
{h € E/1+k(X) | minh = min f und d(h, f) < §} eine solche Menge der
Miichtigkeit 2F.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. f(x2) < f(z1) an und erhalten aus Bedingung
(ii), dass f(z1) — f(z2) < %d(ajl,xg). Seien y; .. yi € Us(x) mit d(y;,y;) > 6
fiir i £ j. Fiir 0 # 1 C {1 .. k} definiere:

hi(z) := min{min{f(z1) + d(z,4:)}, f(2) + d(2, 22)} und
ho(x) := min{ f(21) + d(x,z1) — 0, f(22) + d(x,z2)}

Wir zeigen nun:

(A) d(hg,hy) > 6 fur I # J,
(B) minh; = min f fiir alle I,
(C) d(hy, f) <6 und

(D) hr € E1+k fiir alle 1.

Fiir den Beweis von (A) nehmen wir ein i € IAJ, 0. B.d.A. i€\ J.
o Fiiralle j # i gilt: f(21) + d(ys ;) > flm) + 0.
e Falls 0 < %d(.ﬂ?l,%g), ergibt sich:
f(@2) + d(yi, x2) = f(w2) + d(21, 22) — d(21,9:) 2
> flz1) + ;d(ﬂfl,$2) =62 f(z1) +0.
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Daher erhalten wir h;(y;) = min{f(x1), f(x
hy(yi) > f(x1) + 6 und daraus d(hr,hy) >
(A) wegen hy(z1) = f(z1) — 6 und hy(z1)

2) + d(yi,x2)} = f(z1) sowie
d. Auch fiir I = () und J # ) ist
> f(z) erfiillt.

Fiir kleines 0 ist min hy = f(z2). Somit ergibt sich fiir alle Indexmengen I
sofort min hy = min f = f(z2).

Fiir (C) verwenden wir die Ungleichung aus dem Beweis von Lemma 6.11.

Fiir nichtleeres I bekommen wir daraus

|hi(x) — f(x)] < max{r?gx |d(x,y;) — d(z,z1)],0} < max d(yi,x1) < 6 und analog
lho(@) — £(2)| < max{s,0} = 0,

Hiermit folgt d(hy, f) <.

Der gemeinsame Tréger aller hy ist offensichtlich {zo} U {y; | 1 < i < k}.

Wir erhalten Bedingung (D) aus den Anforderungen an f, da fiir kleines §
fiir alle I und alle i € I gilt: h;(y;) = f(x1) und hr(x2) = f(x2). O

Bemerkung 8.5. Offensichtlich sind Funktionen, die die Voraussetzungen
von Lemma 8.4 erfiillen, Elemente aus Fy(X).

Wir gehen nun analog zu den Kapiteln 6 und 7 vor. Sei X eine eigentliche
polnische Gruppe mit diam(X) < 1. Fiir alle ¢ € Iso(X) \ X definieren
wir die Menge Vi, , sowie x1,r2 wie in Lemma 6.4. Fiir M > %d(wl,xg)
betrachten wir die folgenden Funktionen:

fv(x) :=min{M + d(z,x1), M + %d(wl,xg) +d(z,x2)}
ha(z) == min{M + d(x,¢(z1)), M + id(ml, x2) + d(z,¢(z2))}

Offensichtlich ist min f;y = M. Auflerdem erfilllt fj; die Voraussetzungen
von Lemma 8.4:

(i) Aufgrund von far(z1) = M und far(z2) = M + 1d(z1,22) erhalten
wir f(z1) + f(z2) = 2M + *d(z1,22) > d(z1,22) nach Wahl von M,

(ii) 0 <|f(z1) — fz2)| = fd(z1,22) < id(21,22) und

(iii) f(z) = min{f(z1) + d(z, 21), f(22) + d(x,22)}.

Lemma 8.6. Die Menge Vy, := {¢ € Iso(X) | d(¢*(fm),hm) < €} ist fir
hinreichend kleines € > 0 eine Teilmenge von Vi .

Beweis. Die beiden Funktionen ¢*(fps) und hjs haben den gemeinsamen
Tréiger S := {¢(x1), p(z2),¥(x1),¢(x2)}. Nach Lemma 6.11 gilt daher

A" (far), har) = max |6° (Far) () — P ()] = mmaie | Far (67 (5)) — e s)]
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Durch Betrachtung der Funktionsauswertungen an diesen vier Punkten er-
gibt sich die geforderte Aussage fiir hinreichend klein gewéhltes e. O

Da Iso(X) \ X nach Proposition 2.12 Lindeldf ist, erhalten wir unter Ver-
wendung der fjs, hps mit aufsteigendem M:

Korollar 8.7. Fiir allei € NT existieren ein ¢; > 0 und Funktionen f;, h; €
E(X), sodass

(a) Iso(X)\ X C U{o € Iso(X) | d(¢*(fi), hi) < 5},

i>1

(b) {¢ €Iso(X) | d(@*(fi), hi) < €} ist disjunkt zu X fiir jedes i € N,
(¢) 0 < min f; < min f;+1 — oo fiir i — oo und

(d) fi erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 8.4.

Nun wéahlen wir fiir alle ¢ > 1 ein §; > 0 mit:

(i) 4 < %,

(i) 9; < %?égl{min fi} und

(iii) ¢; ist hinreichend klein fiir die Aussage von Lemma 8.4.

Lemma 8.8. Fiir alle i > 1 existiert ein k; € NV, sodass k; die mazimale
Anzahl an Elementen in einer abgeschlossenen d;-Kugel in X ist, die von
einander einen Abstand je > 6; haben.

Beweis. Als Erstes bemerken wir, dass die k; sicherlich endlich sein miissen.
Da in einem eigentlichen Raum abgeschlossene Kugeln kompakt sind, muss
eine Folge von Elementen in einer abgeschlossenen §;-Kugel némlich eine
konvergente Teilfolge besitzen. Da k; nur hochstens so grofl sein kann wie
die aufgrund der Totalbeschrinktheit endliche Anzahl von %—Kugeln7 die
eine §;-Kugel iiberdecken, finden wir ein solches maximales k;. O

Lemma 8.4 garantiert uns die Existenz 2*i-vieler Funktionen hi mit:
(A) d(hf,hf) > 6; fiir s # ¢,
(B) minh{ = min f; = M;
(C) d(hi, fi) < 6; und
(D)

D) hf € By, (X),
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Wir definieren:
Z() =X
Zi={o"(fi) | o € X} U{o*(h3) | 1 <s< 2% ¢ e X} fiiri > 1 und

Z::UZZ-.

1€EN

Bemerke, dass wegen (d) und (D) Z; C E, 1, fiir jedes 4 gilt. Da abgeschlos-
sene Kugeln in Z aufgrund von (c) und (B) nicht in beliebig vielen Z; liegen
konnen, erhalten wir mit Lemma 8.3, dass Z ein eigentlicher Raum ist. Wie
in den vorigen Kapiteln sieht man auch, dass Z polnisch ist.

Lemma 8.9. Alle ¢ € Iso(Z) erfiillen fiir alle i > 1 : (Z;) N X = 0.

Beweis. Angenommen, es giibe ein ¢ mit ¢(Z;) N X # (). Dann miisste ent-
weder ¢(¢*(f;)) € X fiir ein ¢ € X oder ¢(¢*(h)) € X fiir ein ¢ € X und
ein s < 2%, Da ¢* eine Isometrie ist, gilt nach (C) d(¢*(f;), ¢*(hs)) < 6;.
Da geméf Proposition 6.7 fiir alle z € Z; mit j > 1 und alle x € X die Me-
trik definiert ist als d(z,x) = z(z), erhalten wir aus (B), dass dist(Z;, X) >
M; > §;. Somit miissen sowohl 1(¢*(f;)) als auch (¢*(h$)) — und zwar fiir
alle 1 < s < 2% — in X liegen. Damit hitten wir aber in der abgeschlosse-
nen §;-Kugel in X um 4(¢*(f;)) 2¥i-viele Elemente gefunden, die nach (A)
voneinander mindestens §; weit entfernt sind. Dies ist ein Widerspruch zur
maximalen Wahl von k;. ]

Wie in den vorigen Kapiteln folgt schliefSlich der Darstellungssatz fiir eigent-
liche polnische Gruppen:

Satz 8.10. Sei X eine eigentliche polnische Gruppe. Dann ezistiert ein
eigentlicher polnischer Raum Z, sodass X isomorph zu Iso(Z) ist.

Beweis. Wiederum beschrinken wir uns darauf, die Surjektivitidt der Abbil-
dung ¢ — gb*’Z zu zeigen. Sei 1 € Iso(Z). Lemma 8.9 angewandt auf ¢ und
Y1 gibt uns ¢¥(X) = X. Setzen wir ¢ := w‘x’ so gilt wegen Bemerkung 6.13,
dass ¢*|, = 1. Wegen (c) und (B) gilt dist(Z;, X) # dist(Z;, X) fiir i # j
und daher ¢*(Z;) = Z; fiir jedes i. Wegen f; € Z; muss also auch ¢*(f;) € Z;.
Daher finden wir ein x € X, sodass d(¢*(f;),x*(fi)) < . Da wir §; < §
gewéhlt haben und wegen (b) d(x*(fi), hi) > € ist, gilt mit der Dreiecksun-
gleichung d(6* (), hi) > d(x*(f1), i) — A" (), 6" () = & — § = §. Da
dies fiir jedes i gilt, erhalten wir unter Verwendung von (a), dass ¢ € X. [O
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