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1 Einleitung

Der Satz von Arzela-Ascoli wurde im dritten Semester des Mathematikstudiums an
der technischen Universitdt Wien in Analysis 3 vorgestellt und bewiesen. In dieser
Seminararbeit wird nicht nur die urspriingliche Version als Erinnerung kurz angefiihrt
(Satz 2.5) sondern auch zwei Verallgemeinerungen bewiesen.

Zunichst wird dafiir die kompakt offene Topologie erldutert und einige ihrer Eigen-
schaften. Satze 3.15 bis 3.16 dienen als Vorbereitung fiir den Beweis der zweiten
Verallgemeinerung, der ohne weitere Rechnungen aus diesen folgt.



2 Der urspriingliche Satz von
Arzela-Ascoli

Der urspriingliche Satz von Arzela-Ascoli ist nach zwei italienischen Mathematiker
benannt, welche unabhéingig von einander den Satz entdeckten und bewiesen.

Er behandelt Kompaktheit und etwaige Voraussetzungen die darauf schlieflen lassen.
Zunéchst sollen hier notwendige Definitionen aufgelistet werden.

Definition 2.1. Sei < X, 7 > ein topologischer Raum und F € RX, dann nennt
man F punktweise beschrdnkt, wenn:

Ve e X :sup{|f(z)|: feF}<oo (2.1)

zeX

Definition 2.2. gleichgradig stetig

Vee X, e>03U eU”(z):Vf e FundVyeU:|f(y) — flz)| <e (2.2)

Definition 2.3. Sei < X,d > ein metrischer Raum und M C X, dann heifst M
total beschrdnkt, wenn:

Ve >0 3M, . My C X 2 d(My), ... d(M,) < e und M C | M,  (2.3)
i=1
wobei d : X x X — R eine Metrik und d(M) = sup{d(x,y) | xz,y € M} der Durch-
messer 1St.

Definition 2.4. Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
X = U U; eine endliche Teiliiberdeckug hat: X = |J U;

il i=1
Der Satz von Arzela-Ascoli lautet nun:

Satz 2.5 (Arzela-Ascoli). Sei < X, 7 > ein kompakter topologischer Raum und F C
C(X,R). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) F st total beschrinkt beziiglich der von ||.||« induzierten Metrik

i) F ist punktweise beschrinkt und gleichgradig stetig ([4], Seite 278)



3 Die kompakt offene Topologie

Definition 3.1. Ein topologischer Raum < X, > heifst lokal kompakt, wenn je-
der Punkt x eine kompakte Umgebung besitzt.

Definition 3.2. Sei < X,7 > ein topologischer Raum. Y,Z C X heiflen durch
Umgebungen getrennt, falls:

AU,V offen, mit UNV =0 undY CU und Z C V. (3.1)

X heifit reguldrer Raum falls jede abgeschlossene Menge A C X und jeder Punkt
x & A durch Umgebungen getrennt sind.

Definition 3.3. Sei < X,7 > toplogischer Raum und K C X. K heifit relativ
kompakt, wenn der topologische Abschluss K in X kompakt ist.

Weiters sei A C X und man definiere:

UlA] :={y | (z,y) € U fiir ein x € A}. (3.2)

Mit diesen Definitionen soll nun die uniforme Struktur und der uniformen Raum
definiert werden. Im Folgenden fiihrt dies dann auch zu einer Topologie.

Definition 3.4. Sei X eine Menge und U ein System von Teilmengen des karte-
sischen Produkts X x X. U wird uniforme Struktur genannt, wenn folgende Eigen-
schaften gelten:

i) fir alle U € U gilt, dass die Diagonale {(x,x)|z € X} in U ist
i) fir alleU el gilt U™ el

i11) fir alle U € U gilt, dass es ein’ V€U mit VoV CU

w) firalle UV eU qilt UNV €U

v) firaleUeU undU CV CX xX gilt Vel

Das Paar (X,U) wird dann uniformer Raum genannt.



3 Die kompakt offene Topologie

Uniforme Réaume sind eine Art Verallgemeinerung von metrischen Rdumen und die
dazugehorige Topologie ldsst auch Begriffe wie ndher zu, welche in topologischen
Raumen nur schwer fassbar sind.

Proposition 3.5. Sei (X,U) ein uniformer Raum.
Die Familie T aller Teilmengen T von X, sodass fiir alle x € T es ein U € U gibt
mit Ulz] C T ist die Topologie der uniformen Struktur U.

Beweis. Die Vereinigung von Elemeneten von 7 sind offensichtlich wieder in 7.
Firein 7,5 € Tund x € TN S gibt es ein U,V € U, sodass U[z] C T und V]z] C S.
Daher (UNV)[z] CT NS und damit 77N S € 7. Damit is 7 eine Topologie.

[

Weiters betrachte man Y, also den Raum aller Funktionen, welche von X nach Y
gehen.

Mit (K : U), K C X und U C Y ist die Menge aller Funktionen f € Y mit
f(K) C U gemeint. Also:

(K:U):={f : feYX f(K)CU} (3.3)

Die Familie aller solcher Klassen, wobei K kompakt in X und U offen in Y sind,
erzeugt die kompakt offene Topologie C, ist also eine Subbasis. Die Menge aller
endlichen Schnitte von Elementen aus der Subbasis sind dann eine Basis.

Die Elemente der Basis haben demnach folgende Form:

ﬂ{(Ki, U)li=0,1,..,n; K; € X kompakt und U C Yoffen} (3.4)

Die Topologie, welche von der Familie der Form (z : U) erzeugt wird, wobei z € X
ein einzelner Punkt ist, wird die Topologie der punktweisen Konvergenz genannt mit
der Bezeichnung P.

Proposition 3.6. Die kompakt offene Topologie enthdlt die Topologie der punktwei-
sen Konvergenz.

Beweis. Fiir alle x € X und U € Y offen gilt: (z : U) = {f|f(z) € U} gehort zur
kompakt offenen Topologie, da {x} kompakt ist.
O

Sei nun F eine Familie von Funktionen von einer Menge X zu einem uniformen Raum

¥, V).

Definition 3.7. Fir alle V€V ist W(V) ={(f,9) | (f(x),g9(x)) € V Vx € X} =
{(f,9) 1 gof P SV und W(V)[fl={g9:9CVof}={g:9(z) € V[f(z)] Vz € X}

Die Familie aller Mengen der Form W(V'),V € V ist eine Basis fiir eine uniforme
Struktur U fiir F. Dieses U wird die uniforme Struktur der gleichméfligen Konver-
genz und die dadurch induzierte Topologie wird die Topologie der gleichméfigen
Konvergenz genannt.



3 Die kompakt offene Topologie

Definition 3.8. Sei F ecine Familie von stetigen Funktionen von X zu einem uni-
formen Raum (Y,V) und U uniforme Struktur fir F. Die dazugehorige uniforme
Struktur und die Topologie eingeschrinkt auf kompakte Mengen wird die Topolo-
gie der gleichmidifligen Konvergenz auf Kompkata genannt. Die uniforme
Struktur bekommt die Bezeichnung U|C.

Satz 3.9. Sei F eine Familie von stetigen Funktionen auf dem topologischen Raum
X zu dem uniformen Raum (Y,V). Dann fdllt die Topologie der gleichmdfigen Kon-
vergenz auf Kompakta mit der kompakt offenen Topologie zusammen. ([2], Seite 230)

Beweis. Sei K C X kompakt und U C Y offen. Sei f € F und f(K) C U. Dann ist
f(K) kompakt und es existiert ein V' € V, sodass V[f(K)] C U.

Nun gilt fiir eine Funktion ¢, welche g(x) € V[f(z)] fiir alle x € K erfiillt, dass
g(K) C U. Also es folgt, dass alle Mengen der Form {f : f(K) C U} offen sind
beziiglich der Topologie von U|C, wobei U|C die uniforme Struktur der gleichméBigen
Konvergenz auf kompakten Mengen ist und C die Menge aller kompakten Teilmengen
von X.

Damit folgt, dass die kompakt offene Topologie kleiner als die von U|C ist und die
erste Richtung ist gezeigt.

Nun muss noch gezeigt werden, dass fiir alle K C X kompakt, V' € V und stetigem f
es Ky, ..., K,, € X kompakt, Uy, ...,U, CY offen gibt, sodass f(K;) C U; und weiters
g(x) € V[f(x)] fir alle z € K fir Funktionen g, welche g(K;) C U; erfiillen.

Dafiir wéhle man ein symmetrisches und geschlossenes Element W von V, sodass W o
WoW C V. Nun wéhle z1, ..., x,, € K, sodass die Mengen W[f(z;)] f(K) tiberdecken.
Definiere K; = K N f~1(W][f(z;)]) und U; soll das Innere von W o W{f(x;)] sein.
Wenn ¢(K;) C U; fir alle i € {1,...,n}, dann gilt fiir x € K, dass es ein i gibt, sodass
r € K;, also g(z) € W o W|f(x;)]. Da f(z) € W[f(z;)] folgt, dass (f(z),g(x)) €
WoWoW CV.

]

Definition 3.10. Gleichmdfige Stetigkeit (im Sinne definiert in [2])

F sei eine Familie von Funktionen zwischen zwei topologischen Rdumen. Sie ist
gleichmdiflig stetig, falls: Vx € X,y € Y,U € U(y),3V € U(x), W € U(y), sodass
f(V)CU fir f(x)e W

Definition 3.11. Seien X,Y topologische Rdume und

FxX—Y
‘ {(f, T 39

Eine Topologie auf F heifit gemeinsam stetig, wenn P|ryx) stetig ist.



3 Die kompakt offene Topologie

Die nédchsten Sitze und deren Beweise sind eigentlich alle Arbeit, die zu leisten ist,
um die zweite Verallgemeinerung von Arzela-Ascoli zu beweisen.

Satz 3.12. Auf Kompakta gemeinsam stetige Topologien sind grifSer als die komapkt
offene Topologie C. Falls X requldr oder Hausdorff ist und alle Elemente aus F stetig
auf Kompakta sind, folgt dass C gemeinsam stetig auf Kompakta ist. ([2], Seite 223)

Beweis. Sei nun 7 eine Topologie fiir F, die gemeinsam stetig ist. Sei U C Y offen,
K C X kompakt und P wie vorher in Definition 3.11. Es ist nun zu zeigen, dass
{fIf(K) C U} offen in 7 ist, denn diese Menge erzeugt die kompakt offene Topologie
und die erste Aussage wire damit bewiesen.

Dafiir definiere man V := (F x K)NP~}(U) offen in F x K. Die Offenheit folgt aus der
Voraussetzung an 7, ndmlich die gemeinsame Stetigkeit. Fir ein f € {f|f(K) C U}
folgt {f} x K C V.

Nun gilt damit, dass es ein N € UT(f) gibt, sodass N x K C P71(U) und es folgt
sogleich, dass {f|f(K) C U} offen ist.

Fiir die zweite Aussage seien K und U wie vorher und z € K, (f,z) € P~Y(U).
Da f nach Definition stetig auf K ist, folgt: Es gibt ein M € U(x) : f(M) C U
mit M kompakt. Dies ldsst sich mit der Voraussetzung begriinden, dass X entweder
Hausdorff oder regulér ist.

Es folgt {f|f(M) C U} x M ist eine Umgebung in F x K und weiters {f|f(M) C
U} x M C P7Y(U). Es wurde das Gewollte bewiesen. O

Satz 3.13. Seit X ein topologischer Raum und wieder Hausdorff oder requldr. Y sei
Hausdorff und C = {f : x — Y|fstetig auf alle K C X kompakt}. Dann gilt
F C C kompakt beziiglich C ist dquivalent zu den folgenden drei Bedingungen:

1. F st abgeschlossen in C beziiglich C
2. fur alle x € X hat Flz| kompakten Abschluss
3. P ist gemeinsam stetig auf Kompakta beziiglich F”. ([2], Seite 224)

Bemerkung 3.14. In dem folgenden Beweis wird ein FErgebnis aus ”General To-
pology” ([2], Theorem 5.5 Seite 138) verwendet, aber in dieser Arbeit nicht explizit
bewiesen. Der Satz lautet wie folgt.

Sei X ein topoogischer Raum. Die im Folgenden aufgelisteten Figenschaften stehen
in unterschiedlicher Relation. Falls X das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfillt, dann
sind 1. und 2. dquivalent. Falls das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt ist, sind alle
FEigenschaften dquivalent. Ist X pseudo metrisch, so implizieren die einzelnen Eigen-
schaften das zweite Abzdihlbarkeitsaziom.

1. Jede Folge in X hat einen Hdaufungspunkt

2. jede Folge besitzt eine Teilfolge, welche gegen einen Punkt im Raum konvergiert



3 Die kompakt offene Topologie

3. der Raum X ist kompakt.

Beweis. =" Sei nun nach Voraussetzung F C-kompakt. Aus der Hausdorff-Bedingung
an Y folgt sofort, dass es auch abegschlossen in C'ist. Die ist eine bekannte universelle
Eigenschaft von Hausdorffraumen. Weiters ist F'[z] kompakt, da die Punktauswer-
tung stetig beziiglich beider Topologien ist und beide fallen zusammen, da nun F
kompakt beziiglich C und P-Hausdorff ist. F ist also P-abgeschlossen. Aus Satz 3.2
folgt nun, dass C und daher P gemeisam stetig sind.

7«<" Aus der Voraussetzung gilt .F_[ac]P komapkt. Nun ist ebenfalls 77 komapkt. Aus
Voraussetzung 3. folgt, dass jedes Element aus F¥ gemeinsam stetig auf Kompakta
und damit F7 C C ist. Aus Bemerkung 3.1 und dem dort erwihnten Satz folgt, dass
die Topolgie P fiir F7 grofer als die kompakt offene ist, woraus aus bereits bewiese-
nen Beziehungen folgt, dass sie gleich sein miissen. Es folgt nun dass F abgeschlossen
ist beziiglich beider Topologien und damit ¥ = F. Dies ist genau das Gewollte.

O

Satz 3.15. Sei F gleichmifsig stetig als Familie vom topologischen Raum X zu ei-
nem reguldren Raum Y, dann folgt FP st ebenfalls gleichmifig stetig und P ist
gemeinsam stetig auf F*. ([2], Seite 235)

Beweis. Sei x € X,y € Y und U € U(y) abgeschlossen. Sei V € U(z) und W € U(y)
offen, sodass fiir f € F mit f(x) € W dann ist f(V) C U.

Nun betrachte man das Netz (g;);e; C F, welches punktweise gegen g konvergie-
ren soll und g(z) € W. Nun gilt: Jip Vi > ip : g¢;(x) € W. Es folgt fiir alle
z € V : {gi(2)]i € I} ist ab einem Index in U und damit auch g(z) € U. Man
sieht, dass g[V] C U.

Letzteres folgt daraus, dass {f|f € F, f(x) € W} P—offen ist, wenn W in Y offen
ist und einer Umformulierung der Definition der gleichméfligen Stetigkeit, welche wie
folgt lautet: Fir alle x € X,y € Y,U € U, gibt es ein V € U(x), W € U(y), sodass
{fIf € F, f(x) € W}xV durch die kanonische Abbildung nach U getragen wird. [

Satz 3.16. Sei F eine Familie stetiger Funktionen von dem topologischen Raum
X in den Hausdorff Raum Y . Sie soll kompakt beziiglich einer gemeinsam stetigen
Topologie sein. Dann folgt die gleichmdfige Stetigkeit von F. ([2], Seite 236)

Beweis. Da die identische Abbildung von F nach F mit der Topologie der punktwei-
sen Konvergenz stetig ist, folgt, dass die zwei Topologien zusammenfallen. Sei nun
x € X,y € YU € U offen, W € U(y) abgeschlossen, sodass W C U. Betrachte
K = {f € F|f(x) € W} ist punktweise abgeschlossen und damit kompakt. Fiir
P definiert durch P(f,z) = f(x) ist K x {z} € P~'(U) kompakt und es gibt ein
Vel(r): KxV CPYU). Also fiir v € V, f(x) € W folgt, dass f(v) € U.

[



4 Zwei Verallgemeinerungen

Es sind nun alle Werkzeuge und Mittel gegeben worden, um die zwei Verallgemeine-
rung des Satzes von Arzela-Ascoli zu beweisen.

Satz 4.1. Seien nun X und Y topologische Riume und Y der Raum aller Funk-
tionen von X nach Y. Man versehe diesen mit der kompakt offenen Topologie. Dann
ist eine abgeschlossene Menge F € Y~ kompakt, wenn:

i) Yo € X hat F(x) kompakten Abschluss

it) F ist gleichmdfig stetig.([1], Seite 20)
Zunéachst ein fiir den Beweis hilfreiches Lemma.

Lemma 4.2. Sei F CYX gleichmipfiq stetig.
Dann hat F den gleichen Abschluss beziiglich der kompakt offenen Topologie wie der
Topologie der punktweisen Konvergenz. ([1], Seite 20)

Beweis. Sei A eine beliebige Teilmenge von F. Nun wihle man ein beliebiges fo,
welches zum Abschluss der gewihlten Teilmenge A beziiglich der punktweisen Topo-
logie gehort.

Nun wihle man K7, ..., K, € X kompakt und Gy, ..., G, C Y offen: fo(K;) C G; Vi €
I={1,..,n}.

Sei nun i € I beliebig und x € K;, dann gilt: U, 3W, Umgebungen von x und von
fo(z), sodass f(U,) C G; fiir alle f € A und f(x) € W,.
Dies folgt aus der gleichméfligen Steitgkeit, wie sie oben nach Kelly definiert wurde.
A ist als Teilmeinge von F ebenfalls gleichméfig stetig.

Nun verwendet man die Kompaktheit der K; und wahlt endlich viele x;, sodass die
dazugehorigen U,, eine endliche Uberdeckung bilden. Betrachtet man (x; + W), so
ist der Schnitt aller dieser Klassen eine sogenannte ”punctual neighborhood”von fj.
Es beinhaltet also ein f € A. Es werden insgesamt ki + ... + k,, Klassen geschnitten.

FirielIund 1< 5 <k;:
f(Ug;) € Gy, da f € Aund f(z;) € W,,. Also Vi € I : f(K;) C G, sodass gilt:
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Also fy gehort tatséchlich auch zum Abschluss der kompakt offenen Topologie und
damit sind die Abschliisse gleich.

]

Beweis von Satz 4.1. Man betrachte zunéchst F, eine geschlossene Teilmenge von
Y beziiglich der kompakt offenen Topologie. Man nehme an F habe an jedem
Punkt x € X kompakten Abschluss und F sei gleichméfig stetig.

Sei nun Y, fiir alle 2 € X der Abschluss von F(x) und betrachte J], .y Y.
Betrachtet man Y, nun als topologischen Raum mit der von Y induzierten Topolo-
gie, dann ist die Topologie in ] .y Y, induziert von der Topologie der punktweisen
Konvergenz von Y, die Produkttopologie.

Es folgt also mit Tychonoff, dass ],y Y, kompakt beziiglich der punktweisen To-
pologie ist und damit auch F. Nun kommt das oben bewiesene Lemma ins Spiel:
Es folgt ndmlich, da F punktweise abgeschlossen und kompakt ist, dass F kompakt
beziiglich der kompakt offenen Topologie ist.

O

Nun die zweite Verallgemeinerung. Der Beweis dieses Satzes folgt relativ schnell aus
den Sétzen 3.12 — 3.16.

Satz 4.3. Sei X ein requldrer lokal kompakter Raum und Y Hausdorff. Sei C die
Familie aller stetigen Funktionen zwischen diesen Rdumen versehen mit der kompakt
offenen Topologie. F C C ist kompakt genau dann wenn:

1. F abgeschlossen in C

2. F(z) kompakt Vo € X

3. F ist gleichmdafig stetig. ([2], Seite 236)

Beweis. Sei F kompakt beziiglich der kompakt offenen Topologie, dann folgen 1, 2
und 3 aus den sétzen 3.13 und 3.16.

Erfiille F umgekehrt die Bedingungen 1,2 und 3. Mit 3.15 folgt, dass F7 gleichmiBig
stetig und P gemeinsam stetig ist. Kompaktheit folgt nun aus Satz 3.13 O]
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