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1 Der Satz von Baire

1.1 Grundbegriffe

Der Satz von Baire ist ein zentrales Resultat der Funktionalanalysis. Dieser ermdglicht elegante
Beweise fiir eine Reihe von klassischen Sdtzen wie dem Satz von Banach-Steinhaus, dem Prin-
zip von der gleichmdj$igen Beschrdnktheit und dem Satz von der offenen Abbildung. In dieser
Arbeit werde ich zwei weitere interessante Satze vorstellen, die sich mit Hilfe des Satzes von
Baire elegant beweisen lassen. Zu Beginn wollen wir relevante Definitionen und einige Resultate
aus der Analysis wiederholen.

1.1.1 Definition. Seien X eine nichtleere Menge und 7 eine Topologie auf X.

(i) Das Innere E° einer Teilmenge F von X ist definiert durch

E° = U{O C E: O ist offen}.

(i) Der Abschluss E einer Teilmenge E von X ist definiert durch

E= m{A C X : A abgeschlossen, A O E}.

(7ii) Eine Teilmenge E von X heifit dicht in X, wenn E = X gilt.
(iv) Eine Teilmenge E von X heifit nirgends dicht, wenn E keinen inneren Punkt besitzt, also

(E)° = 0.

Im Folgenden seien (X, d) ein metrischer Raum, wobei X eine nichtleere Menge ist, und 7 die
von d induzierte Topologie auf X.

1.1.2 Bemerkung. Trotz ihrer Bezeichnung bilden dichte und nirgends dichte Menge keine dua-
len Begriffe. Es gilt, dass dichte Mengen nie nirgends dicht sind. Um das einzusehen, nehme man
das Gegenteil an. Sei E also eine dichte Teilmenge von X, die auch nirgends dicht ist. Da X

offen ist, gilt X° = X. Wegen der Dichtheit von F in X erhalten wir also (F)° = X° = X # (),
was ein Widerspruch zur Annahme, dass F nirgends dicht ist, ergébe.

1.1.3 Bemerkung. Wie man leicht einsieht, gelten folgende Aussagen:
(i) Jede Teilmenge einer nirgends dichten Menge ist wieder nirgends dicht.
(i) Der Abschluss einer nirgends dichten Menge ist wieder nirgends dicht.

(7i) Die endliche Vereinigung von nirgends dichten Mengen ist wieder nirgends dicht.
Das folgende elementare Resultat erweist sich als hilfreich.

1.1.4 Lemma. Sei O eine Teilmenge von X und A das Komplement von O. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) O ist offen und dicht.

(ii) A ist abgeschlossen und nirgends dicht.



Beweis. Wir zeigen hier nur (i) = (4i). Die Riickrichtung folgt analog. Sei O offen und dicht.
Dann ist A als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen. Es bleibt, zu zeigen, dass A° = ().
Wegen der Dichtheit von O in X gilt, dass

A° = (&)° = (0)° = X° = 0.

1.1.5 Beispiel.
(i) Jede einpunktige Menge {z} aus R? ist wegen Lemma 1.1.4 nirgends dicht in RY.

(i1) Die abzéhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen muss nicht nirgends dicht sein.
Man nehme als Beispiel die rationale Zahlen Q. Dann ldsst sich Q als eine abzéhlbare
Vereinigung von nirgends dichten Mengen schreiben, ndmlich Q = |J,cp{z}. Da aber die
rationale Zahlen dicht in R liegen, kann Q wegen Bemerkung 1.1.2 nicht nirgends dicht
sein.

1.2 Der Baire’sche Kategoriensatz

Ehe wir uns der Aussage des Satzes von Baire widmen, wollen wir uns mit der Notation, die
Baire in seiner Doktorarbeit ,,Sur les fonctions de variable réelles von 1899 vorgestellt hat,
beschéftigen. In diesem Abschnitt werden wir sehen, warum der Satz von Baire oft als der
Baire’sche Kategoriensatz bezeichnet wird.

1.2.1 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann heifit eine Teilmenge E von X

(i) wvon 1. Kategorie in X, wenn sich F als eine abz&hlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen in X schreiben ldsst. Man bezeichnet die Mengen von 1. Kategorie auch als mager.

(i1) von 2. Kategorie in X, wenn E nicht von erster Kategorie ist. Mengen von 2. Kategorie
nennt man auch fett.

(i3i) komager oder residuell, wenn E° von 1. Kategorie ist.

Baires Idee fiir den Kategorienbegriff beschreibt die Vorstellung von Gréfle einer Menge in to-
pologischem Sinn. So kann man magere Mengen in gewissem Sinne als , klein“ und komagere als
»eroB betrachten. Die Mengen von 2. Kategorie sind in diesem Sinne nicht unbedingt ,,grof“,
sondern nur ,,nicht klein®.

1.2.2 Bemerkung. Offensichtlich gilt:
(i) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.
(i1) Die abz#hlbare Vereinigung von mageren Mengen ist wieder mager.
(#ii) Der abzéhlbare Durchschnitt von komageren Mengen ist wieder komager.
)

(iv) Jede offene und dichte Menge ist komager.



Obwohl Baire selbst nur die reelle Zahlenebene betrachtet hat, lassen sich die Resultate auch
auf vollstdndige metrische Rdume erweitern. Im Folgenden sei (X, d) ein metrischer Raum.

Der Satz von Baire ldsst sich auf unterschiedliche Arten formulieren. In dieser Arbeit werden
drei Versionen des Satzes von Baire vorgestellt und auf ihre Gleichwertigkeit iiberpriift. Fiir den
Beweis, dass (i) aus Satz 1.2.3 in jedem vollsténdigen metrischen Raum gilt, siehe |F, Satz 4.1.1].

1.2.3 Satz. (VARIANTEN DES SATZES VON BAIRE). Folgende drei Aussagen sind dquivalent
und in jedem vollstindigen metrischen Raum wahr.

(i) Seien V,,, n € N, offene und dichte Teilmengen von X. Dann ist auch () Vi, dicht in X.

neN
Insbesondere gilt (| V, # 0.
neN

(ii) Sei (Ap)nen eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X mit leerem Inneren, so

hat auch \J A, ein leeres Inneres.
neN

(iii) Jede offene, nicht leere Teilmenge von X ist von 2. Kategorie, d.h. sie lisst sich nicht als
eine abzdahlbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen darstellen. Insbesondere ist
(X,d) in sich selbst von 2. Kategorie.

Bewess.
(73) = (i) : Seien V;,, n € N, offene und dichte Teilmengen von X. Nach Lemma 1.1.4 sind V¢
abgeschlossen und nirgends dicht. Wegen (i) gilt

() =»

Nimmt man davon das Komplement, erhélt man

(U V,g) = Va=X.
neN neN

Somit liegt () Vi, dicht in X.
neN

(i) = (it) : Seien Ay, n € N, abgeschlossene Teilmengen von X mit A9 = (). Dann gilt
AL =0 Ac = X.

Nach Definition sind AS dichte Teilmengen von X und sind sogar offen. Wegen (i) gilt

(] 45 =X.

neN

Nimmt man davon das Komplement, erhilt man

Somit hat auch (J A, ein leeres Inneres.
neN



(74) = (i7i) : Angenommen es existiert eine offene und nichtleere Teilmenge O von X, sodass O
sich als abzdhlbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen FE,, darstellen lésst, also

0= ] En
neN
Da O nichtleer ist, gilt
b£0c|JE.
neN

Somit haben wir gezeigt, dass es eine Familie von abgeschlossenen Mengen mit leerem Inneren
gibt, deren Vereinigung nicht leeres Inneres hat.

(#i7) = (i1) : Angenommen A,, n € N, seien abgeschlossene Teilmengen von X mit leerem

Inneren und
0 := (U An>
neN

ist eine nichtleere offene Teilmenge von X. Dann gilt

0={]J N0,

neN

wobei A, N O nirgends dicht sind. Es gibt also eine nichtleere offene Teilmenge von X, die sich
als abzéhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen schreiben lésst. U

1.2.4 Beispiel. Wie aus Beispiel 1.1.5 ersichtlich ist, sind die rationalen Zahlen Q von 1. Ka-
tegorie in R. Somit bilden die irrationale Zahlen R\ Q eine komagere Menge. Der Baire’sche
Kategoriensatz liefert uns einen alternativen Beweis fiir die Dichtheit der irrationalen Zahlen in
R. Denn betrachtet man Q als die abzidhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen, also

U.coiz}. Dann gilt

R\Q= (| R\ {z},

z€Q

wobei R\ {z} nach Lemma 1.1.4. offen und dicht ist. Als abzihlbarer Durchschnitt von offenen
und dichten Mengen ist die Menge der irrationalen Zahlen nach dem Satz von Baire dicht in R.

1.2.5 Korollar. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist jede komagere Teil-
menge von X dicht in X.

Beweis. Angenommen FE ist eine komagere Teilmenge von X, die nicht dicht in X ist. Dann
existiert eine abgeschlossene Kugel B, die ganz in E° enthalten ist. Da F komager ist, ldsst sich
E¢ als abzéhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen A,, schreiben. Somit gilt

B=|J (4.nB) C E,
neN
wobei A, N B selbst wieder nirgends dichte Mengen sind. Nun ist B als abgeschlossene Teilmenge

eines vollstandigen metrischen Raums versehen mit der Metrik d |5, 5 selbst ein vollstandiger
metrischer Raum, womit wir einen Widerspruch zu Satz 1.2.3 erhalten. O



2 Anwendungen

Im folgenden Kaptiel beschéftigen wir uns zunéchst mit dem Hauptresultat von Baires Disser-
tation. Danach setzen wir uns mit einem Theorem von Grothendieck auseinander.

2.1 Stetigkeit der Grenzfunktion einer Folge von stetigen Funktionen

Sei (X, d) ein vollstéandiger metrischer Raum und sei (f,,)nen eine Folge von stetigen und kom-
plexwertigen Funktionen auf X. Angenommen der Grenzwert

I f(2) = ()

existiert fiir alle Punkte x € X. Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass dann die Grenzfunktion
f stetig ist, wenn (f,,)nen gleichméBig gegen f konvergiert.

Nun stellt sich die folgende Frage: Kann man Stetigkeitspunkte von f garantieren, wenn (fy,)nen
nur punktweise gegen f konvergiert? Mit Hilfe des Satzes von Baire liefert uns der folgende Satz,
dass die Grenzfunktion f in der Tat an den ,,meisten“ Punkten stetig ist.

2.1.1 Satz. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und (fn)nen eine Folge von stetigen
und komplexwertigen Funktionen auf X. Existiert der Grenzwert

lim f,(x) = f(x)

n—oo

fiir alle x € X, dann ist die Menge aller Punkte, in denen f stetig ist, eine komagere Menge in
X.

Mit anderen Worten: Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine magere Menge in X.

Um zu zeigen, dass die Menge D der Unstetigkeitsstellen von f von 1. Kategorie ist, erweist es
sich als niitzlich, den Begriff der Oszillation einer Funktion in einem Punkt heranzuziehen.

2.1.2 Definition. Seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X — C eine Abbildung. Die Os-
zillation von f in einem Punkt x € X ist definiert durch

osc(f)(z) :== limw(f)(r,x),

r—0
wobei w(f)(r,z) == supy .ep, @) |f(¥) — f(2)].
2.1.3 Bemerkung.

(i) Der Grenzwert osc(f)(x) exisitiert sicher, da w(f)(r,x) monoton von r abhéingt und von
unten durch 0 beschréankt ist.

(#i) Insbesondere gilt osc(f)(z) < € genau dann, wenn es eine offene Kugel B, (x) mit x € X
als Mittelpunkt und Radius r > 0 gibt, so dass |f(y) — f(2)| < € fiir y, z € B,(z).

2.1.4 Lemma. Seien (X, d) ein metrischer Raum, f: X — C eine Abbildung, x € X und e > 0.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Es ist osc(f)(x) =0 genau dann, wenn f stetig in x ist.



(ii) Die Menge E. = {x € X : osc(f)(z) < €} ist offen.
Beweis.

(i) Sei osc(f)(xz) = 0 und sei € > 0. Nach Bemerkung 2.1.3 (ii) gibt es ein 6 > 0, sodass
w(f)(d,z) <e d.h.

wy,we € Bs(x) = |f(wr) — f(wa)] < e.

Also ist f stetig in z.

Sei umgekehrt f stetig in  und sei € > 0 beliebig. Per definitionem gibt es zu beliebigem
€ > 0ein § > 0, sodass fiir alle ¢ € X mit d(x,t) < 0 gilt: | f(z) — f(t)] < 5. Sei nun r <§
und seien y, z € By (x). Dann gilt

€

F@) =~ fw)] < 5
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

1) = FRI<1fy) = f@)| +[f(2) - f(2)] <e

Daraus folgt w(f)(r,x) < e und somit auch osc(f)(z) < e. Da € > 0 beliebig ist, folgt die
Behauptung.

und [f(2) - £(2)] < 5.

(ii) Seiz € E.. Nach Konstruktion gibt es ein r > 0, so dass sup,, .cp, (2) | f(y) — f(2)| < . Sei
nun z* € Br(x) und v,w € Bz (z”). Dann sind v, w sicherlich auch Elemente von By (z).
Also gilt

sup  |f(v) = flw)[ < sup  |f(v) — flw)] <e

v,wGB% (z*) v,WEBy(x)
und damit

osc(f)(z") < sup  [f(v) = f(w)] <

v,WEBy(x)

womit z* € F, ist.

Fiir den Beweis des Satzes 2.1.1 bendtigen wir noch ein Lemma.

2.1.5 Lemma. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und (fn)nen eine Folge von ste-
tigen und komplexwertigen Funktionen auf X. Existiert der Grenzwert

fir alle x € X, dann existiert fir eine gegebene offene Kugel B C X und € > 0 eine offene
Kugel By C B und eine Zahl m > 1, sodass

|fm(z) — f(x)| <€ fir alle x € By.

Beweis. Sei Y eine abgeschlossene Kugel in B. Dann ist Y versehen mit der eingeschriankten
Metrik von X auch ein vollsténdiger metrischer Raum. Wir wollen nun den Satz von Baire auf
den vollstindigen metrischen Raum (Y, d|y «xy) anwenden. Dazu definieren wir

M;:={zeY: Zlfl |fi(z) — fu(z)| < €}

J



Offenbar gilt
M= (Y{z €Y :|fix) - falz) < e}
Ji.k>1

Wegen der Stetigkeit von f; und fj ist die Menge {z € Y : |f;j(z) — fr(x)| < €} sogar abge-
schlossen. Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist M; selbst abgeschlossen.

Da die Folge (fn)nen punktweise gegen f fiir alle x € X konvergiert, erhalten wir

(@)
Y = U M;.
=1

Nach dem Satz von Baire existiert ein m € N, so dass M, einen inneren Punkt enthélt, d.h. es
existiert ein z € M, und eine offene Kugel By C M,, mit x € By. Aufgrund der Konstruktion
gilt daher

sup |fj(z) — fr(z)| < e fiir z € By.
7,k>m

Léasst man k gegen 400 streben, so erhélt man |f,,(z) — f(z)| < e fiir alle z € By, womit das
Lemma bewiesen ist. U

Beweis. (von Satz 2.1.1) Wir definieren

F,:={z € X :0sc(f)(z) > —}.

Wir bemerken, dass F), das Komplement der Menge FE, mit € = % aus Lemma 2.1.4 ist. Wegen
der ersten Aussage von Lemma 2.1.4. erhalten wir

o
D= Fn,
n=1

wobei D die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f bezeichnet. Der Satz ist bewiesen, wenn wir
zeigen koénnen, dass die Mengen F), nirgends dicht sind.

S|

Sei n > 1 fest. Da F), als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist, miissen wir nur
mehr zeigen, dass F; = (). Angenommen es wiirde gelten, dass F; # (. Dann gibt es per
definitionem eine offene Kugel B mit B C F;,. Nach Lemma 2.1.5 gibt es fiir € = 41n eine offene

Kugel By C B und eine Zahl m > 1, so dass

[fm(2) = f(z)| <

Wegen der Stetigkeit von f,, finden wir eine Kugel B’ C By, so dass

fiir alle = € By. (1)

Sl

(W) — Fn(2)] < ﬁ fiir alle 1,z € B'. (2)

Somit erhalten wir mit der Dreiecksungleichung fiir y,z € B’

1f () = FEI<1FW) = fm @]+ [fm () = fn(2)[ + [fm(2) = f(2)

also

1 1 1 3

< — =
|_4n+4n+4n 4dn’

7w) — F)] < -

Folglich erhalten wir osc(f)(z’) < £, wobei wir mit 2’ das Zentrum der Kugel B’ bezeichnen.

Das ist ein Widerspruch zu der Tatsache, dass 2’ € F},, womit der Satz bewiesen ist. O



2.2 Grothendiecks Theorem iiber abgeschlossene Unterrdume von LP-Riumen

In diesem Abschnitt wollen wir eine interessante Aussage iiber abgeschlossene Unterrdume von
LP-Raumen, die auf einer Theorie von Alexander Grothendieck (1928) beruht, beweisen. Dazu
benétigen wir einige Resultate aus der Maf3- und Integrationstheorie, die wir hier kurz anfiihren.

2.2.1 Satz. (HOLDER-UNGLEICHUNG). Sind f,g messbare Funktionen auf einem Mafraum
(X,6, ), so gilt fir 1 <p,q < oo mit % + é =1

/Wﬁnmts(/Wfpr;</Wm%m>;,

wobei % = 0 fiir ¢ = oo vereinbart ist.

2.2.2 Satz. Sei (X, 6, ) ein endlicher Mafsraum. Dann gilt L9(p) C LP(u) fir 1 <p <g < oo
und die entsprechende Normen geniigen der Abschdtzung

Ifllp < w(X)p 77 |Iflly  fir £ € L9(p),

wobei % =0 fiir ¢ = oo gesetzt wird.

Weiters benotigen wir den Satz vom abgeschlossenen Graphen, eine weitere Anwendung des
Satzes von Baire.

2.2.3 Satz. (SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN GRAPHEN). Seien X,Y Banachriume und sei
f: X =Y eine lineare Abbildung. Ist der Graph von f abgeschlossen in X XY, so ist f stetig.

Beweis. Siehe [F), Satz 4.4.2]. O

2.2.4 Bemerkung. Der Graph von f ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt:
Fiir jede Folge (z,,)nen von Punkten x, € X, fiir die die beiden Limiten x := lim,_,c @, und

y = lim,, o0 f(zy) existieren, gilt y = f(z).

Nun kommen wir zu der zentralen Aussage dieses Abschnitts:

2.2.5 Satz. Sei (X, 6, ) ein endlicher Mafiraum. Sei nun
(i) E ein abgeschlossener Unterraum von LP(u) fir ein 1 < p < co und
(i) E in L*°(u) enthalten.

Dann hat E endliche Dimension.
Wegen p(X) < oo ist E C L°(p) nach Satz 2.2.2 auch in L?(u) enthalten mit

£l < w(X)2 ||fllo fiir f € E.

Die Idee des Beweises ist es, diese Ungleichung umzudrehen und dann die Hilbertraumstruktur
von L?(u) auszuniitzen.



Beweis. Sei nun E versehen mit der LP-Norm. Als abgeschlossener Unterraum des Banachraumes
LP(u) ist (E,||.||zr) also selbst ein Banachraum.

Schritt 1. Die identische Abbildung

) E — L™
L{f - I(f)=1

ist linear. Wir zeigen nun, dass der Graph von I abgeschlossen in E'x L (u) ist. Sei ((fn, fn))neN
eine Folge im Graphen von I, die gegen ein (f,g) € E x L*(u) konvergiert. Da diese Konver-
genz beziiglich der Summennorm zu verstehen ist, konvergiert also f,, — f bzgl. ||.||, in £ und
fn = g bzgl. ||.]leo in L®(p). Damit sind f und g Grenzwert einer Teilfolge (fn, )ken im Sin-
ne der Konvergenz punktweise fast tiberall. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt also
f=gin L>®(u) bzw. LP(u). Damit ist der Graph abgeschlossen.

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen [Satz 2.2.3] ist I dann stetig, also existiert ein
M > 0, sodass

[flloo < M| flp fiir alle f e E. (3)

Schritt 2. Wir miissen die Ungleichung auf
Ifllo < K||f]l2 fiiralle f € E und ein K >0 (4)

verschirfen, damit wir die Hilbertraum-Struktur von L?(p) ausniitzen konnen.

> Fiir 1 < p < 2 folgt schon aus dem Satz 2.2.2, dass

1fllp < (X)P 2| £]-

Insgesamt erhalten wir also

N[

1_ .
[flloo < M[fllp < Mp(X)7 2] f]l2 fiir alle f € E.

> Fiir 2 < p < oo ehalten wir , indem wir folgende offensichtliche Ungleichung integrieren:

[F(@)IP < |12 1 f ().

Somit erhalten wir

IFIE < IFIBSZIAI3 < MP22FIB2 A1,

wobei die zweite Ungleichung wegen gilt. Umstellen liefert

p—2
[fllp < M= | fll2-

Insgesamt erhalten wir also

I flloo < M||fllp < M3|fll2 fir alle f € B.

10



Schritt 3. E hat endliche Dimension.

Sei {f1,..., fn} eine linear unabhéingige Teilmenge von E. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit nehmen wir an, dass {fi,...,f.} ein Orthonormalsystem in L?(u) ist, da wir wegen
E C L?*(p) mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt aus jedem endlichen
System von unabhéngigen Vektoren ein Orthonormalsystem erzeugen kénnen. Folglich gilt

DN o)1, 1=
(fz,f])—/xfzf]du—{ 0 2

Weiters sei B die Einheitskugel in C", also
B={C=(CsG) €C: Y |G <1}
i=1

Fiir jedes ¢ € B definieren wir f¢(z) := > ;fi(z). Dann ist f¢ ein Element von E und es gilt
sogar

1fell3 = | ZCZ’fi”% = Z I1Gifill5 = Z G |1fill3 = Z GlIP <1, (5)
=1 i=1 i=1 ] i=1

wobei die zweite Gleichheit wegen des Satzes von Pythagoras gilt, siehe |F, Proposition 3.1.2],
und die letzte, da {fi,..., fn} ein Orthonormalsystem ist.

Also erhalten wir mit und fir (e B
[felloo < Kl fell2 < K.
Das heifit nach der Definition von L*(u), dass
u({a e X1 |f:@)| > K}) =0, CeB.

—_.YC
7'XC

Somit ist fiir alle ¢ € B die Menge X messbar mit p(X¢) = p(X) und
|fe(x)] < K fiir alle z € X.

Sei @ eine abzihlbare dichte Teilmenge von B. Wir zeigen, dass dann eine Teilmenge X’ von X
mit vollem Maf existiert, sodass

|fe(x)| < K fiiralle z € X' und ¢ € Q.

Setze
X'= () Xc.
CeQ

Nun betrachte man X'¢ = UceQ X¢. Wegen der o-Subadditivitdt von g ist jede abzéhlbare
Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge, also

(X" < 37 p(xg) =o.
CeQ

11



Insgesamt erhalten wir also
p(X) = p(X'UX") = p(X') + w(X") = u(X").
Fiir jedes festes z € X’ ist die Abbildung ¢ — f¢(x) stetig auf B. Somit gilt wegen Q = B

|fe(z)| < K fiiralle z € X' und ¢ € B. (6)

Wir behaupten nun, dass dann Folgendes gilt:
Z|fz )? < K? fiiralle z € X'. (7)

) -
Um dies einzusehen, sei o = (3.1, | fi(z)|?)2 und setze ¢; = @ Dann ist ¢ in B.

Nun setzen wir in (6) ein und erhalten:

K > |fe(z)] =

HeIFE)
> HE)

=1

Z\fz =

Also gilt (7).

Wenn wir nun integrieren, erhalten wir

/Zm )2 dpe = Z/m 2 dpu = .

le
| —
=1

DAmit haben wir gezeigt, dass dim E < K?u(X). O
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