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1 Einleitung

In dieser Seminararbeit wird der Satz von Krein-Milman behandelt. Nach einer kurzen Wie-
derholung wichtiger Resultate der Funktionalanalysis (Kapitel 2) wird in Kapitel 3 ebenjener
Satz bewiesen. Der Satz von Krein-Milman ist sehr vielféltig einsetzbar und in einer Vielzahl
von Beweisen an oft sehr unerwarteter Stelle zu finden.

In Kapitel 4 werden die Beziechungen zwischen den Eigenschaften eines kompakten Hausdorff-
Raums K und jenen des Raums C'(K) der stetigen Funktionen auf K genauer unter die Lupe
genommen. Konkret wird gezeigt, dass man ohne wesentlichen Verlust an Information an-
statt von K nur C(K) betrachten kann, was bedeutet, dass man mit C'(K) eine Menge
konstruieren kann, welche homoomorph zu K ist.

Um die Klasse der beschrénkten vollstdndig monotonen Funktionen auf (0, 00) gemafi dem
Satz von Bernstein zu beschreiben (Kapitel 6), wird zuvor in Kapitel 5 der Satz von Krein-
Milman in Integralform bewiesen.

Schlussendlich wird in Kapitel 7 der Satz von Ljapunov fiir vektorielle Mafle bewiesen. Als
Motivation fiir diesen Satz wird das beriihmte ” Cake-cutting Problem” herangezogen.

In diese Arbeit werden einige Errungenschaften der Analysis, der Mafitheorie sowie der Funk-
tionalanalysis einflielen. Vorwissen in diesen Gebieten wird ohne weiteren Kommentar vor-
ausgesetzt. Die wichtigsten der verwendeten Resultate werden allerdings im Laufe der Arbeit
wiederholt. Fiir die Beweise dieser Wiederholungen wird meist auf [4, Fundament Analysis,
Kaltenbéck], [6, Analysis 3, Bliimlinger| oder [8 Funktionalanalysis, Woracek, Kaltenbéck,
Bliimlinger| verwiesen.

Diese Arbeit bezieht sich, wenn nicht anders angegeben, auf das Werk ”A Course in Func-
tional Analysis and Measure Theory“ von Vladimir Kadets [5].



2 Grundlegende Definitionen und Séatze

Definition 2.1. (Topologischer Vektorraum)
Ein topologischer Vektorraum ist ein Vektorraum X iiber C versehen mit einer Toplogie
T, sodass gilt: Die Abbildungen

'{XXX—> X wnd ‘_{<C><X—>X
| (ry) = x4y L Ny = Ay

sind stetig, wobei X mit der Topologie 7, C mit der iiblichen (von der euklidischen Metrik
induzierten) Topologie £ und X x X bzw. C x X jeweils mit der Produkttopologie 7 x T
bzw. £ x T versehen sind.
Weiters werden wir immer fordern, dass die Topologie T Hausdorff ist, also das zweite
Trennungsaxiom (72) gilt.

Definition 2.2. (Lokalkonvezer topologischer Vektorraum)

Man nennt einen topologischen Vektorraum X lokalkonvez, falls jeder Punkt z € X eine
Umgebungsbasis besitzt, die aus konvexen Mengen besteht.

Aquivalent dazu ist, dass es eine Nullumgebung bestehend aus konvexen Mengen gibt.

Definition 2.3. (Dualraum)

Fiir einen C-Vektorraum X bezeichnen wir mit X* die Menge aller linearen Abbildungen von
X in den Skalarkérper C, und sprechen vom algebraischen Dualraum von X. Entsprechend
ist der algebraische Dualraum eines R-Vektorraums definiert.

Fiir einen topologischen Vektorraum (X, 7) tiber C bezeichnen wir mit (X,7)" den Raum
aller stetigen, linearen Abbildungen von X in den Skalarkérper C. Wir nennen (X, 7)" den
topologischen Dualraum von (X, 7). Falls klar ist, welche Topologie gemeint ist, schreibt
man auch kurz X statt (X, 7) und X’ statt (X, 7)".

Bemerkung 2.4. Sei X ein Vektorraum, (X, 7;)ics, eine Familie lokalkonvexer Vektorrdume,

und seien R; : X — X, fiir alle ¢ € I lineare Abbildungen mit (] kerR; = {0} bzw. dquivalent
i€l
dazu
Vae,ye X,x#yJiel: Rix)# Ri(y).

Dann ist X mit der initialen Topologie T beziiglich der Familie von Abbildungen
R X —X;iel
ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [8, Kapitel 5, Bemerkung 5.0.3 (ii)]. O

Definition 2.5. (Schwache Topologie o(X,Y))

Sei X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender linearer Unterraum des algebraischen
Dualraums X*. Die initiale Topologie beziiglich der Familie von Abbildungen

f:X = C,f €Y, heiit die von Y auf X erzeugte schwache Topologie und wird mit
o(X,Y) bezeichnet. Mit Bemerkung und aufgrund der Tatsache, dass C als normierter
Raum lokalkonvex ist, folgt, dass (X, 0(X,Y)) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum
ist.



Definition 2.6. (w-Topologie)

Sei (X, T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so ist X’ := (X, 7T)" ein punktetren-
nender Unterraum von X* (siehe [8, Korollar 5.2.7, Seiten 79-80]) und es gilt (X, o(X, X)) =
X' (siehe [8 Korollar 5.2.7, Seiten 79-80]).

Man bezeichnet die Topologie o(X, X’) auch als die schwache Topologie oder w-Topologie
von (X, 7).

Definition 2.7. (w*-Topologie)

Sei X ein Vektorraum und Y ein linearer Unterraum von X*. Betrachte ¢ : X — Y definiert
durch «(z)(y) = y(z). Da «(z) = 0 < y(z) = 0 Vy € Y, ist ¢ genau dann injektiv, wenn
Y punktetrennend ist. Der Unterraum ¢(X) von Y* ist auf jeden Fall punktetrennend, da
z)(y) =y(z) =0Ver e X =y =0.

Also kénnen wir auf Y die Topologie o (Y, (X)) betrachten, wofiir wir auch o (Y, X) schreiben
werden. Somit ist (Y, o (Y, X)) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum mit (Y, o (Y, X))’
t(X). Ist X schon mit einer Topologie T versehen, sodass (X, 7) ein topologischer Vektor-
raum ist, so ist X’ := (X, 7T)’ ein Unterraum von X*. Die Topologie o(X’, X) = (X', 1(X))
auf X’ nennen wir die schwach—* Topologie (w*-Topologie) auf X'.

Satz 2.8. (Lemma von Zorn)

Sei (P, <) eine nichtleere halbgeordnete Menge, in der fiir jede total geordnete Teilmenge
eine obere Schranke existiert, so besitzt P ein maximales Element.

Das Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Fiir den Beweis verweisen wir auf
[4, Kapitel 13, Seiten 475-478|

Bemerkung 2.9. Klarerweise kann man das Lemma von Zorn auch so anschreiben: Sei (P, <)
eine nichtleere halbgeordnete Menge, in der fiir jede total geordnete Teilmenge eine untere
Schranke existiert, so besitzt P ein minimales Element.

Satz 2.10. (Hahn-Banach, geometrisch)
Sei X ein topologischer Vektorraum und A, B C X nichtleer, disjunkt und konvex.

(i) Ist A offen, so existieren f € X' und v € R, sodass

Re(f(z)) <v < Re(f(y)) fir allex € A,y € B

(ii) Sei X zusatzlich lokalkonvex, A kompakt, B abgeschlossen. So existieren
f € X' v,7% € R, sodass

Re(f(z)) <m <72 < Re(f(y)) fiir alle x € A,y € B

Fiir den Beweis verweisen wir auf [8, Satz 5.2.5, Seiten 77-78].

Korollar 2.11. Sei X ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so agiert X’ punktetren-
nend auf X. Das heifit, dass fir z,y € X, © # y ein f € X' existiert, sodass Re(f(z)) #

Re(f(y))-
Beweis. Dies siecht man leicht mit Satz[2.10} (ii), indem man {z} = Aund {y} = B setzt. O



3 Extremalpunkte und der Satz von Krein-Milman

Definition 3.1. (Extremale Menge)

Sei K eine konvexe Teilmenge eines Vektorraums X. Eine nichtleere Menge E C K heifit
extremale Menge beziiglich K, falls gilt: Sind z,y € K,0 <t <1, und tz + (1 —t)y € E,
so folgt x,y € E.

Wenn also ein Punkt aus E ein innerer Punkt einer Strecke mit Endpunkten in K ist, so
liegen diese Endpunkte bereits in F.

Definition 3.2. (Extremalpunkt)
Ein Punkt z € K, K konvex, heiit Fztremalpunkt von K, wenn {z} eine extremale Menge
ist. Die Menge aller Extremalpunkte von K bezeichnen wir mit Ext(K).

Bemerkung 3.3. Ein Punkt z € K, K konvex, ist also genau dann ein Extremalpunkt von
K, wenn gilt:
Sindz,ye K,0<t<l,und z=tz+(1—-t)y=ax=y==z

Beispiel 3.4. Bei einfachen geometrischen Formen ist leicht ersichtlich, welche Mengen ex-
tremal sind bzw. welche Extremalpunkte es gibt. Man betrachte ein beliebiges Rechteck
K C R? dann sind die Kanten extremale Mengen und Ext(K) ist die Menge der Eckpunk-
te. Betrachte man die abgeschlossene Einheitskugel K®°(0) im R2, so ist Ext(KF(0)) =
{z € R? : ||z|| = 1}. Die offene Einheitskugel K¥°(0) hat, wie man leicht einsicht, keine
Extremalpunkte.

Bemerkung 3.5. Offensichtlich gilt fiir jede konvexe Teilmenge K eines Vektorraums X, dass
K extremal beziiglich sich selbst ist.

Definition 3.6. Die konvexe Hiille einer Menge M ist der Durchschnitt aller konvexen
Mengen, die M enthalten.

Im folgenden werden wir die konvere Hiille einer Menge M mit co(M ) bezeichnen.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass

co(M) = {Ztﬂizin eN,z,...,2, € M, ty,...,t, € [0,1],th’: 1}
i=1 i=1

Satz 3.7. (von Krein-Milman)

Sei X ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und sei K C X eine nichtleere, kompakte
und konvexe Teilmenge von X. Dann ist K die abgeschlossene konvexe Hiille von Ext(K),
also gilt K = co(Ext(K)). Insbesondere besitzt K Extremalpunkte.

Beweis. Um dies zu zeigen, wollen wir das Lemma von Zorn (Satz anwenden.
Betrachte hierzu die Menge P aller nichtleeren, kompakten, extremalen Teilmengen von
K. Da nun insbesondere K € P, gilt P # (). Diese Menge ist durch die Mengeninklusion
halbgeordnet.

Wir zeigen nun Folgendes:

(i) Sei U C P, so gilt fiir S := () U entweder S = () oder S € P.

veu



(ii) Sei S € P, f € X', u:=maz{Re(f(x)) : x € S}, und setze Sy := {x € S :Re(f(x)) =
p}. Dann folgt Sy € P.

Die Eigenschaft (i) ist schnell einzusehen: Sei S # (). Jede kompakte Teilmenge eines topolo-
gischen Vektorraums ist abgeschlossen, der Durchschnitt abgeschlossener Mengen wiederum
abgeschlossen und als Teilmenge einer kompakten Menge daher wieder kompakt. Gelte fiir
se S, te(0,1), z,y € K,s=te+ (1—1t)y,soist fiir U € U beliebig s € U und da U

extremal in K ist, sind z,y € U. Da nun U beliebig war, gilt z,y € (| U =5, also S € P.
Ueu
(ii) Die Kompaktheit von S und die Stetigkeit von f garantieren Sy # ). Als Urbild einer

abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Funktion ist Sy abgeschlossen und daher als ab-
geschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt. Sei nun z € Sy, z =tz + (1 —t)y
fir x,y € K, t € (0,1). Da z € S und S extremal ist, folgt =,y € S, also gilt Re(f(z)) < u
und Re(f(y)) < p. Nun gilt aber

1= Re(f(2)) = Re(f(tz + (1 —1)y)) = tRe(f(x)) + (1 — t)Re(f(y))

und daher Re(f(x)) =Re(f(y)) = p, also z,y € Sy.
Sei So € P und betrachte P' := {T"' € P : T C Syp}. Seid C P’ totalgeordnet. Da die Mengen
T € U alle kompakt sind und U klarerweise die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt,

folgt (| 7' # 0 und mit (i) folgt (| 7€ P’. Nun hat U also eine untere Schranke in P’ und
Teu Teu
nach Zorn existiert ein minimales Element M in P’. Wegen (ii) muss Re(f) fiir alle f € X’

auf M konstant sein. Da nun X’ auf X wegen Korollar punktetrennend agiert, muss M
eine einpunktige Menge sein. Somit haben wir gezeigt, dass jedes Sy einen Extremalpunkt
enthilt, also Sy N Ext(K) # () fiir alle Sy € P.

Da K kompakt und konvex ist, gilt klarerweise co(Ext(K)) C K. Weiters ist co(Ext(K)) als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt.

Um zu zeigen, dass K C co(Ext(K)), nehmen wir indirekt an, es gébe ein

20 € K\ co(Ext(K)). Wegen Satz[2.10 (ii), gibt es ein f € X’ mit Re(f(z0)) > Re(f(y)),
y € co(Ext(K)). Dann ist aber Ky € P und K; N co(Ext(K)) = 0, Widerspruch. O

4 Beziehung zwischen den Eigenschaften eines kom-
pakten Raums K und jenen von C(K)

Es fallt uns leichter, den Raum C'(K) aller stetigen Abbildungen eines kompakten Hausdorft-

Raums K in den Skalarkorper C zu studieren als K selbst, da man mit den Elementen in

C(K) besser umgehen kann als mit den Punkten in K. So kann man beispielsweise stetige

Funktionen addieren oder mit einem Skalar multiplizieren und erhélt wieder ein Element

aus C(K). Dies ist bei Punkten aus K nicht zwingend moglich. Auflerdem wird durch die

Supremumsnorm || f||o := sup|f(z)| auf C(K) eine kanonische Topologie induziert, was es
zeK

erlaubt, iiber Cauchy-Folgen, Vollstandigkeit, Konvergenz von Folgen etc. zu sprechen. Nun
stellt sich natiirlich die Frage, ob es zuléssig ist, anstatt des Raums K den Funktionenraum
C(K) zu betrachten, oder ob im Ubergang Information verloren geht. Wir werden zeigen,
dass dies tatsdchlich nicht der Fall ist und alle Eigenschaften von K bereits aus jenen von
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C(K) hergeleitet werden kénnen. Um dies bewerkstelligen zu konnen, rufen wir uns einige
Hilfsmittel in Erinnerung.

Definition 4.1. (Lokalkompakter Raum)
Ein topologischer Raum L heifit lokalkompakt, wenn fiir jeden Punkt z € L gilt, dass jede
Umgebung von x eine kompakte Umgebung enthlt.

Definition 4.2. (Cy(L))
Fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum L bezeichnet Cy(L) die Menge aller stetigen
komplexwertigen Funktionen auf L, welche im Unendlichen verschwinden.

Co(L):={feC(L):Ve>03 K C L, K kompakt : |f(z)| <€,z ¢ K}

Definition 4.3. (M,.,(L))

Sei L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Mit M,.,(L) bezeichnen wir die Menge aller
komplexwertigen, reguldren Borelmafle auf L.

Versieht man M, ., (L) mit der Norm ||p|| := |p|(L), wobei |u| die Totalvariation bezeichnet,
so wird (M,eq(L),|.||) zu einem Banachraum.

Satz 4.4. (Darstellungssatz von Riesz-Markov)

Sei L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Dann ist Co(L) = M,.,(L). Genauer ist die
Abbildung ® : M,.,(L) — Co(L)’, welche jedem regulédren, komplexwertigen Borelmaf$l p das
durch

() f = /L fdu, feCo(L)

definierte lineare Funktional ®(u) zuweist, ein isometrischer Isomorphismus von M,.,(L) auf
Co(L)'.

Fiir den Beweis verweisen wir auf |2, Theorem 6.19, Seite 130].

Wir werden nun nach dem Satz von Riesz-Markov die stetigen Funktionale auf einem kom-
pakten Hausdorff-Raum C'(K') mit den reguldren komplexen Borelmafien auf K identifizieren
(klarerweise gilt Co(K') = C(K) fiir kompaktes K) und setzen (u, f) := [, f dp.

Definition 4.5. (¢,)
Sei (£2,.A) ein Messraum, wobei 2 die Grundmenge und A eine darauf definierte o-Algebra
ist. Bezeichne ¢, das Diracmaf oder Punktmafl im Punkt z. Fiir A € A gilt:

sn={} 754

Bemerkung 4.6. Klarerweise gilt (05, f) = [, f dd, = f(x). Also kann man J, mit dem
Punktauswertungsfunktional beziiglich x identifizieren.

Definition 4.7. (supp u)

Sei (X, T) ein topologischer Raum und g ein nichtnegatives, regulidres Borelmaf}, so nennt
man supp 4 := {x € X : fiir alle U C X, U offene Umgebung von x, gilt u(U) > 0} den
Trager von L.

Der Tréger eines komplexen, regulidren Borelmafies 1 ist definiert als der Tréger von |u|.

6



Bemerkung 4.8. Es gilt supp ¢, = {z} und falls supp p = x, so ist p = AJ, fiir ein A # 0,
A e C.

Definition 4.9. (Borelmafl g x p)
Sei (K, T) ein kompakter Hausdorffraum, g eine Borel-messbare, beschrénkte Funktion und
w1 ein reguléres Borelmafl auf K. Wir bezeichnen mit g x pu das reguldre Borelmafl

@XMVDZAQW

Das durch g x u definierte Funktional agiert folglich so:
(g x . f) =/ fgdp
K
Bemerkung 4.10. Im Setting von Definition gilt:
(i) Txp=p
(i) (g+h)xp=gxpu+hxp

)
)
(i) (gh) x p=(hg) x p=gx (h x )
(iv) gx (p+v)=gxp+gxv

)

(v) Die Norm von g x p wird folgendermaflen berechnet:

waqu/WMﬂM
K

Lemma 4.11. Seien X,Y Vektorraume, 7" : X — Y ein linearer Operator und A C X
konvex. Dann ist das Urbild einer extremalen Menge B C T'(A) geschnitten mit A extremal
in A. Es gilt also:

B extremal in T(A) = T~ '(B) N A extremal in A
Insbesondere ist das Urbild eines Extremalpunktes z in A extremal in A. Es gilt also
z Extremalpunkt in T(A) = T~ ({x}) N A extremal in A

Beweis. Seien dazu xy, 25 € A, 0 <t < 1und txy+(1—t)xy € T7Y(B), so sind T'(z1), T(z2) €
T(A) und aufgrund der Linearitét ¢ - T'(z1) + (1 —t) - T'(x2) = T(tx1 + (1 — t)xzs) € B. Da B
extremal in T'(A) ist, gilt auch T'(x1),T(x5) € B und somit zy, x5 € T-!(B) O

Satz 4.12. Sei (K, 7T) ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann stimmen die Extremalpunkte
der abgeschlossenen Einheitskugel in C'(K)" mit den Mafien der Form Ad, mit |A\| = 1,A € C

iiberein. Es gilt also Ext(K“%™) (0)) = {\6, : 2 € K, |\ = 1,\ € C}.



Beweis. Um die Gleichheit zu zeigen, beweisen wir beide Ungleichungen:

n =

Wir zeigen zuerst, dass alle Male der Form ¢, Extremalpunkte von K 10 (K)I(O) sind. Seien
dazu pq, g € KIC(K)/(O) und tpy + (1 —t)pg = 0, fiir 0 < ¢ < 1. Dann gilt

tin({z}) + (1 — Hwe({z}) = 6,({z}) = 1. Da nun py,pe € K¥'(0) sind, gilt auch
| ({x})], [p2({x})| < 1 und somit puy({zx}) = p2({x}) = 1. Dies wiederum bedeutet, dass ji
und g auf K'\{z} verschwinden, da p;, us € K © (K)I(O). Somit gilt p; = ps = 0. Nun kénnen
wir Lemma mit der Abbildung 7" : KIC(K)/(O) — KlC(K)/(O), wobei T'(u) := A~y fiir ein
A € C,|A| = 1, anwenden. Die Abbildung ist klarerweise linear. Da K¢ (K)/(O) kreisformig
ist, gilt T(Klo(K)/(O)) = ch(K)l(O) und somit ist 77({d,}) = Ad, auch ein Extremalpunkt
von KIC(K),(O).

Nun zeigen wir, dass ein MaBl p € ch(K)/(O) kein Extremalpunkt von KIC(K)I(O) sein kann,
wenn der Triger von p nicht an einem Punkt konzentriert ist. Nehme man hierzu an, dass
x,y € supp p fiir zwei Punkte z,y € K,z # y. Da K Hausdorff ist, finden wir disjunkte Um-
gebungen U von z und V von y. Nun gilt |u|(U), |u|(V') # 0. Sei € := min{|u|(U), |x|(V)}.

Betrachte die Funktion ¢ ¢

o

9= Iy
1| (U)
und die Mafle
pr = (1 —g) x pund py := (14 g) x p.

Da |g| <1, gilt auch |1 £ ¢g| =1+ ¢g. AuBlerdem gilt

Jonsaidu = [ 1 gl =l (oo [l = s [ ) =l <1

und somit piq, ps € ch(K)l(O). Es gilt aber auch “3#2 = 1 und

!Im—u2ll=2/ gl dlpt] = 4e > 0
K

und somit kann p kein Extremalpunkt von K¢ (K)/(O) sein. Klarerweise ist A\, fir [A\| < 1
kein Extremalpunkt, da \d, = w und (A +€)d, € KOK) (0) fiir |[e] <1—|A]. O

Nun wollen wir unser Ziel weiter verfolgen und nehmen dazu an, es sei ein Banachraum
X gegeben. Wir wissen nur, dass X = C(K) fiir einen kompakten Hausdorff-Raum K,
haben jedoch keine weiteren Informationen {iber K. Der vorangehende Satz legt nahe, die
Extremalpunkte der Einheitskugel KX (0) in X’ beziiglich der Operatornorm zu betrachten.
Um Ext(K{¥'(0)) genauer unter die Lupe zu nehmen, fithren wir einige Definitionen und
Notationen ein. Wir werden im Folgenden Ext(K7X'(0)) als Teilraum von (X' o(X’, X))
auffassen, statten also Ext(KX (0)) mit der w*-Topologie aus.

Zunichst definieren wir eine Aquivalenzrelation auf Ext(K{¥ (0)) wie folgt:

p~vE =, A =1



Die Menge der Aquivalenzklassen, in die Ext(K{'(0)) durch ~ eingeteilt wird, bezeichnen
wir mit K (X') = {[u]~ : p € Ext(KX'(0))}. Mit ¢ bezeichnen wir die kanonische Projektion
q : Bxt(K{X'(0)) — K(X’) mit q(u) = [p)~. Auf K(X') konnen wir die Quotiententopologie,
also die finale Topologie beziiglich ¢, betrachten. Es ist also A C K(X’) offen in K (X') genau
dann, wenn ¢~'(A) w*-offen in Ext(K{X'(0)) ist.

Lemma 4.13. Sei X ein Vektorraum und seien f, fi,..., f, € X* so sind dquivalent:

i) fespan{fi,..., fa}

,,,,,

iii) () kerfy C kerf

k=1

Beweis. Siehe [8, Lemma 5.3.4, Seiten 81-82] O
Lemma 4.14. K(X') ist ein Hausdorffraum.

Beweis. Seien dazu [u]. # [v]~ fiir [, [v]. € K(X’). Nun miissen p und v linear un-
abhingig sein, da sonst o0BdA. v = Ay mit [A] < 1 (sonst p = A"'v). Fiir A = a|\|,|a| =1
ist nun v = |A|-ap+(1—|\))-0 und da 0, ap € K7X'(0) gilt v ¢ Ext(K{X'(0)). Danun y, v linear
unabhéngig sind, kann aufgrund von Lemma [4.13] weder ker i in ker v noch ker v in ker u ent-
halten sein. Es gibt also ein f € kerpu\kerv. Durch Multiplikation von f mit einem geeigneten
Skalar konnen wir oBdA. annehmen, dass (v, f) = 1. Da [{v, f)| = [(n, f)| fir n = Av, |A| = 1,

finden wir mit U := {[n]. € K(X') : [(f)(n)| > 3} bzw. V := {[n]~ € K(X") : |«(f)(n)] < 3}

zwei disjunkte Umgebungen von [v]. bzw. [u]~. O

Satz 4.15. Sei X = C(K) fiir einen kompakten Hausdorffraum K. Dann ist K (X’) homdo-
morph zu K.

Beweis. Betrachte die Abbildung 6 : K — Ext(K;X'(0)) definiert durch é(z) = d,. Fiir
fe X gt o(f)(6(x)) = (§(x), f) = f(z) und f hingt stetig von = ab. Somit ist ¢(f) o ¢ fiir
alle f € C(K) stetig und somit auch &, da Ext(K;* (0)) mit der w*-Topologie ausgestattet
ist. Somit ist auch j := ¢ o 0 als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig. Da nun
Jj(x) = [04]~, liefert uns Satz die Bijektivitidt von j. Da aber jede stetige Bijektion eines
kompakten Raums in einen Hausdorffraum ein Homéomorphismus ist (siehe [6, Satz 1.4.6,
Seite 15]), ist die Aussage bewiesen. O

Satz 4.16. (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X und Y Banachrdume und R : X — Y eine surjektive und beschrinkte lineare

Abbildung. Dann ist R offen.
Insbesondere gilt: Falls R bijektiv ist, so ist R™! stetig.

Beweis. Siehe [8, Satz 4.3.1, Seite 62] O

Korollar 4.17. Sind C(K) und C(L) fiir zwei kompakte Hausdorffrdume K und L isome-
trisch isomorph, so sind K und L homéomorph. Es gilt also:

C(K),C(L) isometrisch isomorph = K, L homéomorph

9



Beweis. Nach Satz ist K zu K(C(K)) und L zu K(C(L)") homéomorph. Sei ¢ :
C(K) — C(L) ein isometrischer Isomorphismus. Dieser ist laut Satz[4.16|ein Homéomorphismus.
Betrachte ¥ : K;(C(K)) — K;(C(L)) mit U(u) = po ¢~'. Da ¢ isometrisch und linear
ist, erhiilt ¥ die Abbildungsnorm. Es gilt wo(f)(U(p)) = ¥(u)(f) = po ¢ (f) ist stetig
fur alle f € C(L), wobei to : C(L) — C(L)" jedes f auf das Punktauswertungsfunktio-
nal beziiglich f abbildet, und somit ist ¥ stetig beziiglich der w*-Topologie. Da wir durch
Ul K (C(L)) = Ko(C(K)) mit U=(f) = f o ¢ eine Inverse finden, fiir die wir ana-
loge Argumente verwenden kénnen, haben wir einen isometrischen Isomorphismus, welcher
wiederum mit Satz [4.16] ein Homéomorphismus ist. Mit Lemma [£.11] erkennt man, dass
dieser auch Ext(K(C(K)")) auf Ext(K2(C(L)")) abbildet. Aufgrund der Linearitdt von W
gilt W(A6,) = AU(5,) und somit U([5,]) = [¥(5,)]. Wenn wir nun auf diese Weise ¥ als
Abbildung von K(C(K)') nach L(C(L)") auffassen, so iibertriigt sich die Bijektivitéit und
Stetigkeit von ¥ auf ¥ und ebenso von W' auf U~ Also sind K(C(K)') und L(C(L))
homdomorph und damit auch K und L. O]

Satz 4.18. (Satz von Banach-Alaoglu)
Fiir einen normierten Raum (X, ||.||) ist die beziiglich der Abbildungsnorm abgeschlossene
Einheitskugel um die Null in X",

K¥(0) = {f e X" || fl <1},
kompakt beziiglich der w*-Topologie o(X’, X).
Beweis. Siehe [8, Satz 5.5.6, Seiten 90-92] O

Definition 4.19. (duales Paar) Ist X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender Teilraum
von X* so wollen wir im Folgenden immer von einem dualen Paar (X,Y’) sprechen.

Definition 4.20. (separabel) Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzidhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Definition 4.21. Ein topologischer Raum (X, T") heifit metrisierbar, wenn es eine Metrik
d auf X gibt, sodass die von d erzeugte Topologie genau T entspricht.

Lemma 4.22. Sei X ein Banachraum, (X,Y’) ein duales Paar, K C X kompakt beziiglich
o(X,Y) und L = span K. Bezeichne ox(X,Y) die Spurtogologie o(X,Y)|x. Existiert eine
abzidhlbare Menge F' = {fi, f2,...} C Y, welche punktetrennend auf L agiert, so gibt es
eine Norm p auf L, sodass die von p erzeugte Topologie auf K mit o (X,Y") iibereinstimmt.
Insbesondere ist die schwache Topologie auf K metrisierbar.

Beweis. Da K kompakt beziiglich der schwachen Topologie ist und alle f,, stetig beziiglich
o(X,Y) sind, sind auch alle f,, durch ein a,, > 0 beschrankt, also |f,| < a,. Wir kénnen
oBdA. annehmen, dass fiir alle n gilt, dass a,, < 1. Wir multiplizieren sonst f,, mit a! und
verlieren dabei nicht die Eigenschaft, dass F' punktetrennend auf L agiert. Nun setzen wir

p(x) = > 27" fu(x)| fur x € L. Wir wollen zeigen, dass p schon die gesuchte Norm ist. Wir
n=1

sehen, dass jeder der Terme 27"|f,, ()| nichtnegativ ist, die Dreiecksungleichung erfiillt und
27" fu(Az)| = [A|27"| fu(z)|. Diese Eigenschaften iibertragen sich direkt auf die Summe und
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somit auf p. Falls nun p(z) = 0 fiir ein # € L, muss auch f,(z) = 0 fiir alle n und somit
auch x = 0, da F' punktetrennend ist. Wir haben also eine Norm. Vergleichen wir nun die
Topologien.

Sei dazu = € K. Betrachte fiir r > 0 die offene Kugel UP(z) um x mit Radius r beziiglich
der Norm p. Wihle N € N, sodass 27V < 5 und betrachte die Menge

.
Vi={y € K: max [fi(y —2)| < 5}

Dies ist nun eine Umgebung von z beziiglich ox(X,Y). Fir y € V gilt:

oo N 0o
py—0) =3 2 =)l < 32y - o+ D 2 ma [fily — o)+ gy <7
n=1 n=1

T 1<i<N 2
n=N+1

Somit gilt V' C UP(x). Also ist ok (X,Y) feiner als die von der Norm p induzierte Topologie.
Daher ist id: (K,ox(X,Y)) — (X,p) eine stetige Bijektion eines kompakten Raums auf
einen Hausdorffraum und somit ein Homéomorphismus (siche [6, Satz 1.4.6, Seite 15]). Also
stimmen die Topologien iiberein. O

Korollar 4.23. Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist die w*-Topologie auf be-
schrankten Teilmengen von X’ metrisierbar.

Beweis. Da mit X auch (X', |[.][x/) ein Banachraum ist, betrachten wir das duale Paar
(X', ¢(X)). Nach Banach Alaoglu, Satz , ist K := K;X'(0) fiir » > 0 kompakt beziiglich
o(X', X). X besitzt aufgrund der Separabilitéit eine abzdhlbare, dichte Teilmenge F. Da
nun ¢(X) punktetrennend auf X’ ist, muss auch «(F) punktetrennend sein, da sonst fiir
0 # y € ker «(x),x € F auch fiir beliebiges xy € X mit ||z, — 29| — 0,2, € F gilt:
l(zo)(y)| = |y(zo)| = |y(xo) — y(xn)| = |y(xo — x,)|. Diese Gleichung gilt fiir alle n und
geht gegen 0, da y stetig ist. Also gilt auch y € ker ¢(zg). Dies ist ein Widerspruch, da
t(X) punktetrennend auf X’ ist. Nun kénnen wir Lemma anwenden und sehen, dass die
w*-Topologie auf KX'(0) fiir beliebiges r > 0 und somit auf allen beschrinkten Teilmengen
metrisierbar ist. ]

Definition 4.24. (Zerlegung der Eins)
Sei K eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raums X. Sei (U;)";,1 < n < oo eine

offene Uberdeckung von K, also U U; © K. Eine Familie stetiger Funktionen ¢; : K —
i=1

R,i = 1,...,n nennt man eine Zerlequng der Fins iiber K beziiglich der Uberdeckung
(U, falls > ¢; = 1,¢; > 0 und supp ¢; C U, fiir alle 7.
i=1

Lemma 4.25. (Zerlegung der Fins)
Sei K eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raums X. Sei (U;)";,1 < n < oo eine

offene Uberdeckung von K, also |J U; 2 K. Dann existiert eine Zerlegung der Eins fiir diese
i=1

Uberdeckung.
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Beweis. Da alle U; offen sind, sind alle US abgeschlossen. Falls US = ) fiir ein i, so setzen
wir ¢; = 1 und sind fertig. Gelte also US # 0,7 = 1...n. Betrachte auf K die Funktionen
gi(x) = d(x,UF), dann gilt g;(z) # 0 < x € U;. Nun ist jedes z in mindestens einem Uj,

also ist g = g; iiberall positiv. Betrachte nun ¢; := %. Diese Funktionen sind stetig,
i=1
nichtnegativ und erfiillen supp ¢; C U;. Auerdem gilt: > ¢; = é > gi=1. O

=1 =1

Satz 4.26. C(K) ist genau dann separabel, wenn der kompakte Hausdorffraum K metri-
sierbar ist.

Beweis. Nehmen wir an, C'(K) sei separabel. Dann ist laut Korollardie w*-Topologie auf
der Einheitskugel K (K)/(O) metrisierbar. K ist vermoge der Abbildung x — 4, homéomorph
zu der Teilmenge {0, : © € K} C ch(K),(O), wobei ch(K),(O) mit der w*-Topologie ausge-
stattet ist (stetige Bijektion eines kompakten Raums auf einen Hausdorffraum). Also ist K
metrisierbar.

Sei nun umgekehrt angenommen, dass K ein kompakter metrischer Raum sei. Dann kénnen

wir K durch endlich viele Kugeln mit Radius + iiberdecken, also K = Un Ui (x(n,4)). Nach

(2

Lemma existiert zu dieser Uberdeckung eine Zerlegung der Eins. Die zugehérigen Funk-
tionen bezeichnen wir mit (@, )iry. Wir wollen nun zeigen, dass die Menge {q¢mq) : ¢ €
Q,neN,i=1,...,m,} dicht in C(K) ist. Sei dazu f € C(K). Fiir ein € > 0 finden wir ein
N € N, sodass aus |z —y| < = folgt, dass |f(z) — f(y)| < §. Wihle weiters fiir i = 1,...,m,
ein (i) € Q mit | f(2(ni) — ¢n,))| < 5. Betrachte nun die Funktion:

fei= Z A(n,i)D(ni)
=1

mn

Nun gilt f(z) = > f(2)¢m,i)(z),z € K und somit auch:
i=1

£) = L) < D2 15@) = i ldn(2)

Falls in der letzten Summe ¢, (x) # 0, so ist © € Ui (2(,,)) und somit |f(2) — gmy)| <
|f(x) = f@ma)] + [f (@) = @yl < € und somit auch

|f(z) = fe(z)| < Z €Dy (z) = €.

5 Der Satz von Krein-Milman in Integralform

Definition 5.1. Sei (2,.A) ein Messraum, wobei Q die Grundmenge und A eine darauf
definierte o-Algebra ist. Ein Mafl p auf A heifit Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn es ein
nichtnegatives Mafl mit p(£2) = 1 ist.
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Definition 5.2. Sei K eine nichtleere, kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen topologi-
schen Vektorraums X und p ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl auf K. Man sagt x € X wird
dargestellt durch p, falls f(x) = [, f dp fiir alle f € X' gilt.

Lemma 5.3. Sei K eine kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen topologischen Vektor-
raums X. Es gilt z € co(K) genau dann, wenn ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl p auf K
existiert, welches x darstellt.

Beweis. 7 <=7

Falls p ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl auf Y ist, welches x darstellt, so gilt fiir alle f € X,

dass Re(f(x)) > in}f( Re(f(y))pu(K) > inf Re(f(y)). Nun gilt nach dem Trennungssatz
ye

yeco(K)

von Hahn-Banach, Satz [2.10/ii) mit A = {z} und B = co(K), dass x € co(K), da sonst
sicher ein f € X’ mit Re(f(x)) < Re(f(y)) fiir alle y € co(K) existieren miisste.
=

Sei umgekehrt = € co(K), so existiert eine Folge (y,)nen in co(K), also y, = i i) (in)
i=1

mit A,y € [0,1],7 € {1,...,n}, Zn Ainy = 1,n € N, die gegen x konvergiert. Setzen wir
i=1

nun ji, = Zn Ain)Oz .,y » S0 liegen alle p,, nach dem Darstellungssatz von Riesz in K (C(K)')
i=1

und somit existiert aufgrund der w*-Kompaktheit von K;(C(K)') (Satz eine Teilfolge
fn,, die beziiglich der w*-Topologie konvergiert. Das heifit aber genau (u,, , f) — (i, f), f €
C(K) fiir ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf3 p auf K, denn insbesondere 1 = pu,, (K) =
(ftny, L) = (p, 1) = p(K) und die Nichtnegativitit folgt aus jener der p,,. Nun gilt auch

Mng
fyn,) = ; M) [ (@) = (g, [) = (s f) = fo du fiir alle f € X’. Da aber auch

fny) = flz) gilt f(z) = [, fdp. 0

Korollar 5.4. (Krein-Milman in Integralform)

Sei X ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und K eine kompakte, konvexe Teilmenge
von X. Dann gibt es fiir jedes = € K ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf} 1 auf Ext(K), welches
x darstellt.

6 Beschreibung der Klasse der vollstindig monotonen
Funktionen

Definition 6.1. ( Vollstindig monotone Funktionen)
Eine Funktion f € C*°((0, 00)) nennt man vollstindig monoton, falls (—1)"f™)(x) > 0,n €
Ny, z € (0, 00).

Bemerkung 6.2. Vollstandig monotone Funktionen sind insbesondere nichtnegativ (f(z) >
0), monoton fallend (—f’(x) > 0) und konvex (£ (x) > 0).

Ein typisches Beispiel einer vollstéindig monotonen Funktion ist f(z) = e~*. Wir wollen
nun einen Satz von Sergei Natanovich Bernstein (auch zu finden in 1 Seite 160, Satz 12al)
beweisen.
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Satz 6.3. (von Bernstein)
Fiir jede beschrénkte vollstindig monotone Funktion auf (0, 00) gibt es ein eindeutiges end-
liches, nichtnegatives, regulidres Borelmafi auf [0, 00] mit u([0,00]) = f(0T) := li\rr% f(z),

sodass

fla) = [ e dnta). 1)

Bemerkung 6.4. Im Satz von Bernstein wird f mit der eindeutigen stetigen Fortsetzung auf
0, o] identifiziert.

Bemerkung 6.5. Da alle vollstandig monotonen Funktionen auf (0, c0) monoton fallend sind,
existiert f(0T) immer, wenn wir auch oo zulassen.

Man erkennt schnell, dass man Differentialoperator und Integral vertauschen kann (siehe
hierzu z. B. |6, Satz 2.1.7, Seite 35]) und stellt so fest, dass die Funktionen der Form
auch vollstdndig monoton sind. Also haben wir eine vollstindige Beschreibung der Klasse
beschrankter vollstdndig monotoner Funktionen auf (0, 00). Wir wollen nun den Satz von
Krein-Milman verwenden, um diese Aussage zu beweisen.

Zuerst wollen wir die Idee des Beweises erldutern. Dieser orientiert sich stark an der Be-
weisfithrung in |3} Seiten 13-16] bzw. [5, Seiten 517-520]. Sei B die Menge aller vollsténdig
monotonen Funktionen auf (0,00) mit f(07) < oco. Da fiir f € B mit f(07) > 1 auch
% € B und wir auch die Mafle entsprechend skalieren kénnen, reicht es, die Aussage fiir
K :={fe€B: f(0") <1} zu zeigen. Nun ist K C FE := C*((0,00),R). £ ist mit der Topo-
logie der gleichméfiigen Konvergenz (der Funktion und all ihrer Ableitungen) auf kompakten
Teilmengen von (0, 00) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Wir werden zeigen, dass
K beziiglich dieser Topologie kompakt ist, um den Satz von Krein-Milman anzuwenden. Wei-
ters werden wir zeigen, dass Ext(K) genau die Funktionen der Form x — e **,0 < a < o0
sind, wobei z — e~ > als Nullfunktion definiert wird. Es wird sich herausstellen, dass Ext(K)
hom&omorph zu [0, co] ist und somit kompakt. Nach dem Satz von Krein-Milman in Inte-
gralform existiert zu jedem f € K ein Borel-WahrscheinlichkeitsmaBl p auf Ext(K'), welches
f darstellt. Dieses Mafl 1 kann nun auf ein Maf auf [0, oo] iibergefithrt werden und die Punk-
tauswertungsfunktionale f — f(z),z > 0 sind stetig auf E. Setzt man die gesammelten
Informationen richtig zusammen, so erhélt man die gewiinschte Darstellung. Die Eindeutig-
keit der Darstellung folgt schliellich aus einer Anwendung des Satzes von Stone-Weierstrass
([6l Seite 20, Satz 1.5.2]).

Lemma 6.6. Sei K,, := {(=1)"f™ : f € K,n € N}. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 und n > 0,
dass die Funktionen aus K, in [a,c0) nach oben durch a~"2""5" beschrinkt sind.

Beweis. Fiir K sind die Funktionen f € K klarerweise durch 1 beschrankt. Sei die Behaup-
tung also fiir n > 1 wahr. Da fiir f € K,, gilt f'(z) = (—=1)"f™*)(z) <0, sind alle f € K,

monoton fallend. Wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung auf die Menge [§, 00) und
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den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an, so gilt:

Fee [Goal: 5/ = 1 @)~ £ )
= (=" f(3) = (="M (@) = S(=1)" D (e)
= (~1)" () 2 50
und somit
(37275 2 ()G 2 S () 2 G- )
Durch multiplizieren beider Seiten mit % ergibt sich die gewiinschte Darstellung. O]

Lemma 6.7. K := {f € B: f(0") < 1} ist eine kompakte Teilmenge von E := C*°((0, c0), R)
beziiglich der durch die Familie

pa(f) =sup{|fP(2)]: = <2<n,0<k<nkeN})neN

SRS

von Seminormen induzierten Topologie.

Beweis. Man kann zeigen, dass die durch die Familie der Seminormen (p,)nen induzier-
te Topologie den Raum C*((0, 00)) lokalkonvex macht und dass es reicht, zu zeigen, dass
K abgeschlossen und beschriankt beziiglich aller Seminormen p, ist (siehe hierzu [7, Kapi-
tel 17 bzw. 19, Seite 22 bzw. 25]). Da fiir f,, — f in C*°((0,00)) auch alle ihre Ableitungen
gleichméfig konvergieren, kann man mittels des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung zeigen, dass auch f € C*°((0,00)) und klarerweise wieder f(0%) < 1. Somit ist K
eschlossen. Die Beschréanktheit beziiglich der Seminormen ergibt sich sofort mit Lemma

(n+1)

, womit wir sehen, dass Vf € K : p,(f) <n"2" 2 . Folglich ist & kompakt. ]

Lemma 6.8. Erfiillt eine stetige Funktion f : (0,00) — R fiir alle z, y € (0, 00) die Gleichung

fle+y) = f2)f(y), (2)
so gilt f(x) = a® fiir ein a € R.

Beweis. Definiere a := f(1). Fiir z = y = 1 in (2) ergibt sich f(2) = a?>. Wenn wir nun
induktiv fir z = 1,y = n,n € Nyn > 1 in einsetzen, so erhalten wir f(n + 1) =
f(n)f(1) = a"a = a"*',n € N. Weiters gilt fir 2 = y = 2,n € N durch einsetzen in (?2)
und Wurzel ziehen, dass f(2) = a2. Setzen wir nun wieder induktiv fir z =y = %,k € N

ein, so erhalten wir f(z%) = f(Q%)% — (a2F)2 = ¥+, Die Aussage kann man nun durch

Stetigkeitsargumente auf alle x > 0 ausweiten. m

Lemma 6.9. Es gilt Ext(K) = {f : (0,00) — R : f(z) = e *,a € [0,00]}, wobei wir
x — e~ >* als Nullfunktion definieren.
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Beweis. 7 C7
Sei f € Ext(K) und y > 0. Definiere u(x) = f(z +y) — f(z)f(y). Wir wollen nun zeigen,
dass f £ € K und somit u = 0. Sei dazu b := f(y) und somit b € [0, 1]. Es gilt

(f +w)(07) = f(07) + fy) = F(OT)f(y) = (L= B)f(07) + b <1
(f =w)(07) = f(07) = f(y) + f0T) f(y) = f(0T) = b(1 = f(07) < 1.

Weiters gilt

(=1)"(f +u)" () = (=1)" [ (2) + (=1)"f" (@ +y) — (=1)"0f " ()
= (L= b)(=1)"f"(2) + (~=1)" "z +y) 2 0
(=1)"(f = u)™(2) = (=1)" [ (2) = (~1)" (@ +y) + (~1)"0f " (x) 2 0,

denn (—1)" £ ist nichtnegativ und monoton fallend. Also sind die Funktionen f #+u insbe-
sondere monoton fallend, also auch durch 1 beschrédnkt. Dies bedeutet also f +u € K und
somit f = 2(f +u) + 3(f — w) und somit u = 0, da f € Ext(K). Also muss laut Lemma
6.8 f(z) = a” mit @ € [0,1], da 0 < f(z) < 1,z > 0 und somit entweder f = 0 oder mit
a=1In(a )gllt f(z) =e* a € (—o0,0].

2 D b

Dass die konstanten Funktionen fy; = 0 und f; = 1 Extremalpunkte sind, folgt direkt
aus der Bedingung 0 < f < 1,f € K. Weiters muss es mindestens ein a € (0,00) mit
x+— e € Ext(K) geben, da sonst Ext(K) nur aus fy und f; und somit laut Krein-Milman
K = co(Ext(K)) nur aus konstanten Funktionen bestehen wiirde. Betrachte nun den Ope-
rator T, : K — K mit T,.f(z) = f(rz). Dieser ist klarerweise wohldefiniert, bijektiv und
linear, bildet also wegen Lemma [4.11| Extremalpunkte auf Extremalpunkte ab. Also sind alle
Funktionen x +— e~ a € [0, co] Extremalpunkte von K. ]

Definition 6.10. (][0, c0])

Indem man oo zum Intervall [0, co) hinzufiigt, und die Topologie entsprechend anpasst, indem
man fordert, dass alle offenen Mengen in [0, 00) auch offen in [0, 0o] sind und zusétzlich alle
Mengen der Form (a, oo, a > 0 offen sind, erhilt man einen kompakten Hausdorffraum.

Lemma 6.11. Die Funktion 7 : [0,00] — K mit T'(a) = e ") ist stetig.

Beweis. Es gilt

1
pn o T(a) = sup{|T(a)® ()| : - <x<n,0<k<nkeN}

I/\

n,0 <k <n,keN}

1
= sup{a”e ™™ : - <=z
n

fiir eine der Seminormen p,,, definiert in Lemmal6.7] Wir wissen, dass die e-Kugeln in [0, oc]
eine Umgebungsbasis fiir jeden Punkt bilden. Auflerdem ist p, o T" genau dann stetig, wenn
es fiir jedes ag € [0, 0] und jede Umgebung V' von p,, o T'(ag) eine Umgebung U von aq gibt,
fir die p, o T(U) C V gilt. Fiir ap = 0 gilt 7(0) = 1, also p,, o T'(0) = 1, da alle Ableitungen
verschwinden. Sei nun 0 < & < max{n[In(1—¢)|, 1}, so ist |p, o T(0) — ppoT(a)| < 1—e~n <
1—(1—¢) =efuralleae€]|0,6), also p, o T([0,9)) C Ucpn o T(0)).
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Seien nun € > 0, aq € (0, 1] beliebig, so gilt p,oT(ag) = ¢« fiir alle n € N.-Wahle 0 < § < ag
ag+96 a ag—46 ag—46 a
so klein, dass e~ > e % —eund max{(ag+0) e n ,e” m } < e m e, so gilt wiederum

Pn © T(UzS(aO)) - Ue(pn o T(ao))
Fiir a¢ € (1,00) wihle man 6 € (0,aq — 1) so, dass

_ 20 20
ake”n —e < (ag — 6)Femn
_ 20 _20
und (ag +6)Fe™n < ake ™ +e,
so gilt auch

alge’%o —e=py,o0T(ag) —e<p,oT(a) <p,oT(ap)+e= a’ge*‘%o +e

fiir a € (ag — 9, a0 + 6), also p, o T(Us(ag)) C Uc(pn o T(ap)).
Fiir a9 = oo gilt p, o T(00) = 0. Da nun fiir alle hinreichend groBen a > 0 gilt, dass

pnoT(a) = a"e n und lim a"e~» = 0, was mit der Regel von de L’Hospital leicht einzusehen
a— 00

ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein by, sodass p, o T'((by, o0]) C [0, €).
Somit sind alle p,, o T' stetig und damit auch 7. O

Schlussendlich wollen wir den Satz von Bernstein beweisen.

Beweis. (von Satz[6.9)

Da die Abbildung 7" aus Lemma stetig und [0, co] kompakt ist, ist auch das Bild von T,
also Ext(K') kompakt und somit auch abgeschlossen. Wegen Korollar [5.4|gibt es also fiir jedes
f € K ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl v auf Ext(K) mit L(f) = fExt( ) L dv fir jedes

L € C*((0,00))". Insbesondere sind die Punktauswertungsfunktionale L.(f) := f(x) stetig
auf C*((0,00)), es gilt also f(z) = Jowiix i(fc) Lw dv . Definiere auf allen Borelmengen

B C [0, 00] das Ma8 u(B) := V(T(B)) Dann gllt

f(z) = / L,dv = / LyoTd(voT)= / e “du(a).
Ext(K) T-1(Ext(K) 0

Man sieht schnell mit dominierter Konvergenz, dass f(0%) = [° Ldu = p([0, o0]). O

Satz 6.12. Falls f(z fo “%du(a) fiir eine Funktion f € K mit einem nichtegativen
reguldren Borelmaf} p auf [0, o0], so ist dlese Darstellung eindeutig. Es gibt also kein anderes
nichtnegatives reguléres Borelmafl v auf [0, co] mit f(x fo e dv(a

Beweis. Da f vollstdndig monoton und beschrénkt ist, existieren f (0*) und lim f(z), wir
T—r 00

konnen f also als C([O oo])-Funktion betrachten. Betrachten wir die Menge A = {g :
[0,00] = R : g(a) = Zc e "% x; € [0,00],¢; € R}, so ist diese Menge eine punktetren-

nende Algebra von Funktlonen auf einem kompakten Raum, die die konstante 1-Funktion
enthilt und somit laut dem Satz von Stone-Weierstrass ([6, Seite 20, Satz 1.5.2]) dicht in
C([0, 00]) liegt. Da nun p und v als stetige Funktionale auf C([0, oc]) interpretiert werden
kénnen und auf allen g € C([0, o0]) der Form a +— e~ durch die Linearitét auch auf allen
g € A und aufgrund der Stetigkeit auf ganz C([0, oo]) {ibereinstimmen, gilt v = pu. O
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7 Der Satz von Ljapunov fiir vektorielle Mafle und das
”Cake-cutting Problem”

Wir beginnen dieses Kapitel zur Motivation des Satzes von Ljapunov mit dem ” Cake-cutting
Problem”. Moritz und Louisa wollen sich einen Kuchen teilen. Dies soll natiirlich so gerecht
wie moglich geschehen. Da wir den Kuchen aber nicht in zwei gleiche Teilen schneiden kénnen
(an manchen Stellen ist mehr Schokolade, an anderen mehr Marzipan etc.), miissen wir uns
etwas einfallen lassen. Eine Idee ist, z. B. Moritz den Kuchen in zwei fiir ihn gleichwertige
Teile schneiden zu lassen und Louisa aussuchen zu lassen, welchen Teil sie nehmen will. Dies
funktioniert jedoch nur, wenn Louisa nachher nicht Moritz damit zu &rgern beginnt, dass sie
ihrer Meinung nach das bessere Stiick bekommen hat und Moritz so neidisch wird und die
Aufteilung doch nicht mehr gerecht findet. Wir brauchen also eine Aufteilung des Kuchens
in zwei Teile, welche sowohl fiir Moritz als auch fiir Louisa gleichwertig sind. Widmen wir
uns diesem Problem also etwas formeller.

Sei dazu 2 eine Menge (unser Kuchen), A eine o-Algebra auf €2 (die Stiicke, in die wir den
Kuchen zerschneiden kénnen) und g bzw. ps zwei endliche, nichtnegativeﬂ Mafe auf A (die
Werte, die Moritz und Louisa den verschiedenen Teilen des Kuchens zuweisen). Nun lautet
unser Problem wie folgt:

Gibt es eine Menge A € A, sodass p1(A) = 3u1(Q) und po(A) = Fu2(2)? Wir werden
dafiir weiters fordern, dass die beiden Mafle atomlos sind (falls ein Stiick nicht weiter zerteilt
werden kann und beide dieses Stiick unbedingt mochten, so ist das Problem nicht l6sbar).

Definition 7.1. (Atom eines Majfes)

Sei ) eine Menge, A eine o-Algebra auf Q und p ein Mafl auf A. Man nennt A € A ein
p-Atom, falls |u|(A) > 0 und fiir alle B € A entweder |u|(B) = 0 oder |u|(A\B) = 0. Es
existiert also insbesondere keine Menge B € A, B C A, mit 0 < |u|(B) < |p|(A).Ein Mafl p
heifit atomar, wenn u-Atome existieren bzw. atomlos, falls keine u-Atome existieren.

Der folgende Satz von Alexei Andrejewitsch Ljapunovﬂ (1940) wird uns zeigen, dass dieses
Problem nicht nur fiir zwei, sondern sogar fiir beliebig (endlich) viele Kuchenliebhaber 16sbar
ist. Die Beweisidee stammt von Lindenstrauss (1966), die Beweisfiihrung orientiert sich an
jener von Vladimir Kadets ([5], Seiten 521-522]).

Satz 7.2. (von Ljapunov) Sei €2 eine Menge, A eine o-Algebra auf Q und i, . . ., i, endliche,
reellwertige, atomlose Mafle auf A. Definiere das vektorielle Mafl 1 : A — R™ mit pu(A) =
(u1(A), ..., 1n(A)). Dann ist die Menge u(A) := {u(A) : A € A} konvex und kompakt in
R™.

Beweis. Betrachten wir das nichtnegative Mafl v = |uy| + 2] + - - - + |pn]. Klarerweise sind
alle p;, 1 <7 < n absolutstetig beziiglich v. somit kénnen wir nach Radon-Nikodym Dichten

!Theoretisch kénnten die Mafie auch negative Werte annehmen, wenn manche Stiicke des Kuchens nicht
gut aussehen und man sich wiinscht, dass dieses Stiick der andere bekommt, um es nicht essen bzw. entsorgen
zu miissen.

2A. A. Ljapunov (1911-1973) war russischer Mathematiker und ist nicht zu verwechseln mit Alexander
Michailowitsch Ljapunow (1857-1918), welcher ebenso ein russischer Mathematiker war (auf ihn geht die
Definition der Ljapunov-Funktion zuriick)
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g € L', A,v),1 < i < n definieren, sodass VA € A : p;(A) = [, g; dv. Sei nun der
Operator T : L*(£, A, v) — R" durch

Tf = (/fgldu,...,/fgndu)
Q Q
definiert.

Die Menge u(.A), welche wir betrachten wollen, stimmt mit der Menge aller T'(14), A € A
iberein. Aufgrund der Endlichkeit von v kénnen wir L*(2, A, v) mit dem Dualraum von
LY(Q, A, v) identifizieren (siche [8, Seite 28, Beispiel 2.3.1]). Dann ist f — [, fg; dv =
Jo fdp, 1 <i<n, feL*QAv) w-stetig und somit auch 7. Betrachten wir nun die
Menge W :={f € L*(Q, A, v):0< f <1,v-fi.} C L®(Q, A v). Dann gilt W = K%(%]lg)
und somit ist W mit dem Satz von Banach-Alaoglu (Satz w*-kompakt. AuBlerdem sieht
man schnell ein, dass W konvex ist. Also ist T (W) eine kompakte, konvexe Teilmenge von
R™. Wir miissen also nur noch zeigen, dass u(A) = T(W).

7 C7: Da fiir A € A die Indikatorfunktion 14 in W liegt, und

1) = ([ [ agnir) = ([oan [ gndv) =i

haben wir u(A) C T'(W).

7 D7 Sei x = (x1,...,7,) € T(W). Die Menge T~ ({x}) ist w*-abgeschlossen, also ist
T7'({z}) N W eine w*-kompakte und aufgrund der Linearitét von T konvexe Menge. Sei
f € Ext(T~'({z}) N W). So ein f existiert sicher, da T~!'({z}) N W eine konvexe kompakte
Menge ist und wegen Satz (Satz von Krein-Milman). Wir wollen nun zeigen, dass f einer
Indikatorfunktion entspricht, also v-f.ii. die Werte 0 und 1 annimmt. Sei dazu A := {t €
Q: f(t) € (0,1)}. Wenn wir zeigen konnen, dass v(A) = 0, sind wir fertig. Nehmen wir
an, v(A) > 0. Sei A, :={t € Q: L < f(t) <1-1} Esgilt A4, C A;,i < j und somit

v(A;) < v(A;)),i < j. Also ist v(A) = v( Ql A,) = nlggo v(A,) > 0 und somit existiert ein

n € N mit v(A4,) > 0. Betrachten wir nun den Teilraum L*(A,) C L>*(Q, A,v), so ist
dieser unendlichdimensional, da v atomlos ist (man betrachte die Indikatorfunktionen einer
beziiglich C absteigenden Folge von Mengen B,, mit v(B;) > v(B;),i < j). Da das Bild von T
endlichdimensional ist, kann 7" nicht injektiv sein und somit muss eine Funktion g € L>(A,,)
mit ||g]|z~ = 1 und T'g = 0 existieren. Setzen wir nun g auf Q durch g(t) = 0,t ¢ A, fort, so
sind f+1gin T (z) "W, was aber ein Widerspruch dazu ist, dass f extremal in 7' W
ist. Somit muss also f = 1,4 fiir eine Menge A € A und daher x = T'(14) = u(A). O

Bemerkung 7.3. Fiir das ” Cake-cutting Problem” miissen wir nur noch Satz (7.2 und 14(0) +
() = 31 (Q), 312(Q)) = p(A) = (1 (A), p2(A)) fiir eine Menge A € A verwenden.

Beispiel 7.4. Definiere auf dem Intervall [0,1] das MaB p mit Werten in L?([0,1]) mit
((A) = 1 4. Man erkennt leicht, dass p o-additiv und somit tatséchlich ein Maf§ und atomlos

ist. Die Menge p(B) der Werte von p auf den Borelmengen von [0, 1] ist jedoch nicht konvex,
da 1191y ¢ p(B), aber die Nullfunktion und Ljg ;) schon.
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