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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation

Im Bereich der Topologie ist es des Ofteren einfacher, Aussagen fiir
kompakte Rédume zu beweisen. Um diese Aussagen auf einen allgemeineren
topologischen Raum zu erweitern, hilft es eine sogenannte Kompaktifizierung
des Raumes zu betrachten. Die Stonef(vjech—Kompaktiﬁzierung eines topolo-
gischen Raumes ist eine spezielle Kompaktifizierung, welche eine eindeutige
Fortsetzung jeder beschrinkten Funktion auf die Kompaktifizierung zulasst.
Die erste Hélfte dieser Arbeit widmet sich der Existenz, der Eindeutigkeit und
dem Aufbau dieser Kompaktifizierung. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird die
Stone—Cech-Kompaktifizierung der natiirlichen Zahlen genauer behandelt.
Dieser kompakte Raum weist eine grofse Menge interessanter
Eigenschaften auf, von denen einige im Verlauf dieser Arbeit beschrieben
und bewiesen werden.

Die fiir diese Arbeit vorausgesetzten Definitionen und Sétze sind in dem
Buch, Fundament Analysis [I] von Michael Kaltenbéck zu finden.



1.2 Die grundlegenden Definitionen und deren
Folgerungen

Definition 1.2.1 (Topologie). Sei X eine Menge und T C P(X), dann ist
(X, T) ein topologischer Raum, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:

i) 0,XCT
ii) VA, BeT =ANBeT

iel
Die Mengen einer Topologie nennt man offen und ihre Komplemente ab-
geschlossen. Die Menge aller abgeschlossenen Mengen eines topologischen
Raumes (X, 7)) bezeichnen wir mit 7°. Ist eine Menge sowohl offen als auch
abgeschlossen bezeichnen wir sie als abgeschloffen.
Alle offenen Mengen einer Topologie auf einer Menge X koénnen durch eine
Basis beschrieben werden.

Definition 1.2.2 (Basis). Sei (X, T ) ein topologischer Raum, dann nennen
wir eine Teilmenge B von T eine Basis von T, wenn fir sie gilt:

VOETVeeO3BeB:ze BCO (1.1)

Fine Familie B C P(X) ist genau dann eine Basis einer Topologie auf X,
wenn sie die folgenden Figenschaften hat:

i) UB=X
BeB

ii) VA, Be BYre AnNB3IACeB:z € CCANB

Analog kann man die abgeschlossene Basis eines topologischen Raumes
definieren.

Definition 1.2.3 (Abgeschlossene Basis). Sei (X, T ) ein topologischer Raum,
dann nennen wir eine Teilmenge C C P(X) eine abgeschlossene Basis von T
wenn C°:= {0 € P(X):O° € C} eine Basis von (X, T ) ist, dh. fir C gilt:

VAeTVa¢ AICeC:ACCAz¢C (1.2)

Analog zur Definition 1.1.2 ist C C P(X) genau dann eine abgeschlossene
Basis einer Topologie auf X, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:
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i) N C=0

cecC

ii) VA BECYa ¢ AUBIC€C:2¢ CANAUBCC

Mit C'(X) bzw. Cy(X) bezeichnen wir die Menge aller stetigen bzw. stetigen
und beschrénkten Funktionen von X nach R. Fiir eine Funktion f € Cy(X)
definieren wir Ky := [inf f,sup f]. Sei A eine beliebige Menge versehen mit
einer Topologie, dann bezeichne C'(X, A) die Menge aller stetigen Funktionen
fmit f(X) C A.

Topologien kéonnen Trennungseigenschaften aufweisen. Die Bezeichnungen
dafiir sind nicht universell, die fiir diese Arbeit verwendeten sind:

Definition 1.2.4 (Trennungseigenschaften). Sei (X,T) ein topologischer
Raum, dann nennt man ihn:

T2: Vo,y € X 30,,0, €T :2€0,, yeO,, 0,NO, =10
T3:Vx e X VA€ T 30,04 €T :2€0,, ACO4, O, NO4 =10
T3i:Vexe X, VAe T mitx ¢ A, If € C(X,[0,1]) :

2

f(x) =0A f(A) = {1}
T4: VA, B € T¢ 304,05 € T: AC O4, BCOp, O4N0p =10

Ist (X,T) T3 und T2, dann bezeichnen wir den Raum als regulér, ist er TS’%
und T2 bezeichnen wir thn als vollstandig regulér oder auch als Tychonoff
und ist er T4 und T2 bezeichnen wir ihn als normal.

Ist ein topologischer Raum z.B. T2, dann nennen wir ihn einen T2-Raum und
sagen, dass er die T2 Eigenschaft besitzt, analog fiir die anderen
Trennungseigenschaften. Es gilt:

(X, T) ist normal = (X, T) ist ein Tychonoff-Raum = (X, T) ist regulér

Ebenso vererben sich Tychonoff und regulér auf die Spurtopologie. Ein Raum,
der die T2 Eigenschaft besitzt wird auch Hausdorff genannt.

Die fiir diese Arbeit wichtigste Eigenschaft eines topologischen Raumes ist
die Kompaktheit.



Definition 1.2.5 (kompakt). Sei (X,T) ein topologischer Raum. A C X
heiffit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. D.h.:

(Ac|JoiViel:0;€T)=37CI, Jendlich:AC|JO; (1.3

icl jeg
(X, T) heifit kompakt, wenn X selbst kompakt ist.

Ist ein Raum Hausdorff und kompakt, dann besitzt er auch die Trennungsei-
genschaft T4 und ist daher normal, ebenso ist in einem kompakten T2-Raum
die Abgeschlossenheit einer Teilmenge dquivalent zu ihrer Kompaktheit.

Dass nicht jeder topologischer Raum diese Eigenschaft besitzt, ist leicht
erkennbar, wie die von uns spéater genauer behandelte diskrete Topologie
auf N zeigt.

Beispiel 1.2.6. Betrachten wir den topologischen Raum (N, P(N)). Da in

diesem Raum jede Teilmenge von N offen ist, bildet | {n} eine offene
n=0

Uberdeckung von N, die keine endliche Teiliberdeckung besitzt. Daher ist die
diskrete Topologie auf N nicht kompakt.

Definition 1.2.7 (Einbettung). Sei ¢ : X — Y eine Abbildung zwischen
zwei topologischen Riume (X, T) und (Y, D). Dann heifit v eine Einbettung,
wenn sie ein Homdéomorphismus auf ihr Bild 1(X) ist.

Bemerkung 1.2.8. Aquivalent zu der Definition m ist, dass . eine
injektive und stetige Funktion ist, die alle offenen Mengen O in (X,T) auf
eine offene Menge 1(O) in der Spurtopologie des Bildes 1(X) abbildet.

Definition 1.2.9 (Kompaktifizierung). Seien (X,7T) und (Y, D) topologi-
sche Raume und v : X — Y eine Abbildung, dann nennt man (Y,D,1) eine
Kompaktifizierung von (X, T), wenn folgende Eigenschaften gelten:

i) (Y, D) ist kompakt

ii)  ist eine Einbettung

iii) u(X) = Y
Ist (Y, D) ein Hausdorff-Raum, dann wird (Y, D, 1) eine T2-Kompaktifizierung
von (X,T) genannt. Wir nennen zwei Kompaktifizierungen (Y,D,ty) und
(Z,S,17) von (X, T) isomorph, wenn ein Homdomorphismus ¢ : Y — Z mit
¢ oLy =Ly existiert.



Bemerkung 1.2.10. Ist (K,7T) ein kompakter T2-Raum, dann gilt:
i) (K, T,idk) ist eine T2-Kompaktifizierung von (K,T).
ii) Je zwei T2-Kompaktifizierung von (K, T) sind zueinander isomorph.

Beweis. 1): Die Eigenschaften i) und iii) aus Definition sind nach
Voraussetzung fiir (K, T ,idy) gegeben. Ebenso ist offensichtlich, dass die
identische Abbildung idx von (K, 7) nach (K,T) eine Einbettung ist.

ii): Sei (Y,D,t) eine beliebige T2-Kompaktifizierung von (K,7). Die
Menge ¢(K) ist als Bild einer kompakten Menge ebenfalls kompakt und somit
abgeschlossen in (Y, D). Daher folgt aus

W(K) = (K = Y. (14)

dass ¢ ein Hom6omorphismus von (K, 7) nach (Y, D) ist. Die Umkehrabbil-
dung ¢! ist daher ebenfalls ein Homdomorphismus und erfiillt die Eigen-
schaft

1o =idg. (1.5)

Da (Y, D, 1) beliebig war, ist jede T2-Kompaktifizierung von (K, 7T") isomorph
zu (K, T ,idg). Schlieklich sind somit auch je zwei T2-Kompaktifizierung von

(K, T) zueinander isomorph.
[



Kapitel 2

Die
Stone—Cech-Kompaktifizierung

2.1 Definition durch C(X, [0,1])

Anhand der sogenannten Alexandroff-Kompaktifizierung, auch als Einpunkt-
Kompaktifizierung bezeichnet, ist ersichtlich, dass jeder nicht kompakte Raum
eine Kompaktifizierung besitzt. Etwas anders sieht es aus, wenn anstatt der
Existenz einer beliebigen Kompaktifizierung, die Existenz einer
T2-Kompaktifizierung gefordert wird.

Sei (X, 7T) ein topologischer Raum der eine T2-Kompaktifizierung (Y, D, )
besitzt. Das bedeutet, (Y, D) ist sowohl T2 als auch kompakt, daher muss
(Y, D) auch normal (T2 + T4) sein. Als Unterraum eines normalen Raumes
muss ¢(X), versehen mit der Spurtopologie, zwar nicht wieder normal sein,
jedoch vererbt sich das niichst schwéichere Trennungsaxiom T35 auf ¢(X). Da
¢ laut Definition ein Homdomorphismus von X auf +(X) ist, besitzt (X, 7))
ebenfalls die Trennungsaxiome T2 und TS%. Ein Raum muss also zumindest
vollstandig regular sein um eine T2-Kompaktifizierung zu besitzen.

Der folgende Satz wird zeigen, dass die Trennungsaxiome T2 und TB%
eines topologischen Raumes nicht nur notwendig fiir die Existenz einer
T2-Kompaktifizierung, sondern sogar dquivalent dazu sind.

Satz 2.1.1. Sei (X,T) ein topologischer Raum, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) (X, T) ist ein Tychonoff-Raum.



i) Es existiert eine Indexmenge I und eine Einbettung ¢ : X — [0,1]7,
wobei [0,1]7 mit der Produkttopologie P und das Einheitsintervall mit
der euklidischen Topologie versehen ist.

iii) (X, T) besitzt eine T2-Kompaktifizierung.

Beweis. ii) = iii): Der Satz von Tychonoff besagt, dass die Produkttopologie
kompakter Rdume wieder kompakt ist. Da das Einheitsintervall versehen mit
der euklidischen Topologie kompakt ist, ist es [0, 1]/ ebenfalls. Ebenso ist die
Produkttopologie von Hausdorff-Réumen wieder ein Hausdorff-Raum. Daher

ist (¢(X),P, ) eine T2-Kompaktifizierung von (X, 7).
iii) = i): Dies wurde bereits zu Beginn dieses Abschnittes gezeigt.

i) = ii): Sei F := C(X, 0, 1]), also die Menge aller stetigen Funktionen von
X nach [0, 1], so definieren wir dariiber die Abbildung

L X = (0,17 () = (f(2) fer- (2.1)

Dabei sei [0,1]7 versehen mit der Produkttopologie P und Y := ¢(X) mit
der Spurtopologie S.

Zu zeigen bleibt, dass ¢ eine Einbettung ist. Sei 7r; die Projektion von [0, 1]7
auf die Komponente f, dann gilt 7; o+ = f und daher ist ¢, aufgrund der
universellen Eigenschaft der Produkttopologie, stetig.

Nehmen wir an es existieren xz,y € X mit z # y und «(z) = ¢(y). Nach
Definition von ¢ bedeutet das f(z) = f(y) fiir alle f aus F. Da (X,7T) ein
Tychonoff-Raum ist, existiert eine stetige Funktion f von X nach [0, 1] fiir
die gilt f(z) = 0 # 1 = f(y), dies ist ein Widerspruch zu der Annahme
t(x) = t(y), daher muss ¢ injektiv sein.

Zuletzt sei O € T und y € ¢(O) beliebig. Zuséatzlich sei x € O mit «(z) = y.
Dann lasst sich # durch eine Funktion f € F von der abgeschlossenen Menge
O¢ Z z trennen, d.h. es existiert eine Funkion f € F mit f(x) = 0 und
f(0°) = {1}. Somit ist y in der, in P offenen, Menge 77 '([0,1)) enthalten.
Daher auch in der in S offenen Menge W]TI([O, 1))Ne(X). Nach der Wahl von
fist

L_l(ﬂfl([(), 1)NuX)) <O (2.2)

und daher
y e n;1([0,1)) Nu(X) € (0). (2.3)
Damit ist ¢(O) eine Umgebung von y. Da y beliebig war, ist ¢(O) offen in S

und ¢ eine Einbettung.

[]



Definition 2.1.2  (Stone Cech-Kompaktifizierung). Sei (X,7T) ein
vollstindig regulirer Raum. Eine T2-Kompaktifizierung (8(X), T, tp(x)) von
(X, T) wird eine Stone-Cech-Kompaktifizierung von (X,T) genannt, wenn
sie die folgende Eigenschaft hat:

Vf € Cy(X): 3F € CBIX), Kp) : fousn = f (2.4)

In Worten: Fiir jede stetige beschrinkte Funktion f : X — R existiert eine
stetige Funktion f : f(X) — R, die f auf (X) fortsetzt.

Proposition 2.1.3. Die im Satz konstruierte T2-Kompaktifizierung
(Y, S, 1) von (X, T) ist eine Stone—Cech-Kompaktifizierung von (X, T).

Bewers. Sei f eine beliebige stetige und beschrankte Funktion, f: X — R,
dann ist

f(z) + max|f()]

= . 2.
9() omax|f(0)] 7 (2:5)
Definieren wir f als
f(x) == 2max |f(t)| - mgly (x) — max | f(t)], (2.6)
dann ist f e C(Y, K 7) und erfiillt die Eigenschaft fou=f. O

Der folgende Satz zeigt, dass die Stone—éech—Kompaktiﬁzierung eines voll-
standig regularen Raumes, bis auf Isomorphie, eindeutig ist.

Satz 2.1.4. Sei (X, T) ein Tychonoff-Raum, dann sind je zwei Stone—Cech-
Kompaktifizierungen von (X, T) zueinander isomorph.

Beweis. Sei (Y,8,1) die Stone-Cech-Kompaktifizierung von (X, 7) aus Satz
, und (Z,C,1z) eine weitere Stone—Cech-Kompaktifizierung von (X, 7).
Sei F definiert wie in Satz und f € F, dann existiert nach
Definition ein f € C(Z,]0,1]) mit f oty = f. Ahnlich zur
Definition von ¢ betrachten wir die Funktion

6: 7 = (0,117 : 6(2) = (F())jer- (2.7)

Da der Raum (Z,C) normal und damit vollstédndig regulér, ist, beweist man
die Injektivitdat von ¢ analog zu der Injektivitdt von ¢, aus Beweis von Satz
. Die Stetigkeit von ¢ folgt aus 7y 0 ¢ = f . Nach Definition von ¢ gilt
¢ oLz = t, insbesondere auch ¢(Z) D 1(X). Wegen

3(Z) = d(12(X)) € 0(12(X)) = (f(e2(X))) jerr = (F(X))er = e(X), (28)

9



erhalten wir ¢(Z) = +(X). Da die Menge ¢(Z) kompakt in S ist, ist sie auch
abgeschlossen in S und daraus folgt, dass #(Z) = «(X) = Y.
Somit ist ¢ eine stetige und bijektive Funktion von Z nach Y. Da fiir jede
stetige und bijektive Funktion zwischen zwei kompakten Rdumen auch folgt,
dass die Umkehrfunktion stetig ist, ist ¢ ein Homéomorphismus. Folglich ist
jede Stone-Cech-Kompaktifizierung von (X, T) isomorph zu der in Satz
definierten, und daher auch zu jeder anderen Stone—Cech-Kompaktifizierung
von (X, T). O

In der Definition konnen wir anstelle von Ky auch einen beliebigen
kompakten T2-Raum verwenden, wie wir im folgenden Lemma zeigen werden.

Lemma 2.1.5. Sei (X, T) ein vollstindig reguldrer Raum, (8(X), Tz, ta(x))
die Stone—Cech-Kompaktifizierung von (X, T) und (K, D) ein kompakter T2-
Raum. Dann gilt:

Vie C(X,K):3f € C(B(X),K): fousx)=f (2.9)

Beweis. Sei KC die Menge aller stetigen Funktionen von K nach [0, 1]. Nach

Bemerkung [1.2.10] und Satz ist (K,D) homéomorph zu (S(K),S),
wobei B(K) C [0,1]* und S die in Satz definierte Topologie ist.

Diesen Homéomorphismus von K nach S(K) bezeichnen wir mit ¢. Wihlen
wir ein beliebiges f € C'(X, K), dann gilt fiir alle ¢ € K und die zugehorige
Projektion 7, von [0, 1]% auf ¢, dass

rg=mgo¢pof: X —10,1] (2.10)
eine stetige und beschrankte Funktion ist. Daher existiert eine stetige
Funktion 7, : 8(X) — [0, 1] mit 7, 0 t5x) = 4. Die Funktion

(Tg)gex = B(X) — [0, 1]]C (2.11)

ist stetig und erfillt (7),ex(5(X)) C B(K). Somit ist

fri=0""0(Fy)ger : B(X) = K (2.12)
die gesuchte Funktion, da f € C(8(X), K) und es gilt

Fousx)y=0"" 0 (Fy)gex 0tsx)y = 0 (rg)gex = o (Tg0h0 feex = [-
(2.13)
Il
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2.2 Definition durch Z-Ultrafilter

Eine andere Charakterisierung der Stone—éech—Kompaktiﬁzierung eines voll-
standig regulédren topologischen Raumes erhélt man mittels seiner Nullstel-
lenmengen. Dieser Aufbau basiert auf dem Werk von Boto von Querenburg
[2, Kapitel 15| und wird im néchsten Kapitel benotigt.

Definition 2.2.1 (Nullstellenmenge). Sei (X,7T) ein topologischer Raum
und f € C(X), dann heifit Z(f) .= {x € X : f(x) = 0} die Nullstellen-
mengen von f. Mengen der Gestalt Z(f) werden Z-Mengen genannt, und
die Menge aller Z-Mengen auf X bezeichnen wir mit Z(X).

Proposition 2.2.2. Sei (X,7T) ein Tychonoff-Raum, dann ist die Menge
Z(X) eine abgeschlossene Basis von (X, T).

Beweis. Alle Mengen aus Z(X) sind als Urbilder der abgeschlossenen Menge
{0} einer stetigen Funktion f wieder abgeschlossen. Zudem seien O € T und
x € O beliebig. Da O°¢ abgeschlossen ist, existiert eine Funktion f € C'(X)
mit f(0°) = {0} und f(z) = 1. Daraus folgt, dass ¢ f~'({0}) 2 O°.
Auferdem ergibt der Schnitt tiber alle Mengen aus Z(X) die leere Menge, da
die leere Menge selbst eine Nullstellenmenge einer Funktion ist. Sie ist das
Urbild von {0} jeder konstanten Funktion k& € C'(X) mit k(x) Z£ 0. O

Ahnlich zur Definition eines Filters ist die des Z-Filters.

Definition 2.2.3 (Z-Filter). Sei (X, T) ein topologischer Raum. Z C Z(X),
heifit ein Z-Filter auf X, wenn folgende Figenschaften gelten:

i)0¢Z, XeZ
ii) VAJBE Z=ANBecZ
iii) VAe ZVBe Z(X):ACB=BecZ

Einen maximalen Z-Filter nennen wir einen Z-Ultrafilter, das ist ein Z-Filter,
der keine echte Teilmenge eines Z-Filters ist. Das Lemma von Zorn begriindet,
dass jeder Z-Filter in einem Z-Ultrafilter enthalten ist.

Bemerkung 2.2.4. Fiir jeden Z-Ultrafilter U auf X und fiir jede Z-Menge
M e Z(X) mit M ¢ U existiert eine Menge Z € U die disjunkt von M ist.
Ansonsten wdre

(N € Z(X):32y,Zs, ... Zn €UU{M}, ZyN Zy(\ ... Z, C N} (2.14)

ein von U verschiedener Z-Filter der U umfasst.
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Definition 2.2.5 (Z-Filter Konvergenz). Sei Z ein Z-Filter auf einem topo-
logischen Raum (X, T). Wir sagen Z konvergiert gegen einen Punkt x € X,
wenn der von Z erzeugte Filter feiner als der Umgebungsfilter F(x) von x
ist. Dh.:

Fle) C{AC X :3Z € Zmit Z C A} (2.15)

Lemma 2.2.6. Sei (X,T) ein vollstindig requldrer Raum und v € X. Die
Menge {N € F(x)NZ(X)} bildet eine Basis des Umgebungsfilters F(x) von
x.

Beweis. Sei A € F(x) beliebig, dann existiert eine offene Menge O mit
x € O C A. Die abgeschlossene Menge O¢ Z x und das Element x lassen
sich durch eine Funktion f € C(X,][0,1]) trennen, dh. f(O¢) = {0} und
f(z) = 1. Definieren wir nun die stetige Funktion

o) = 1) — max{ (1) 5. (2.16)
Fiir die Nullstellenmenge von g gilt Z(g) N O = () und somit
re UGS =20)COCA @)

Die Menge f~'((2,1]) ist als Urbild einer offenen Menge selbst offen und
daher eine Umgebung von x. Somit ist Z(g) € F(z). Da A beliebig war,
bilden alle Z-Mengen, die ebenfalls eine Umgebung von x sind, eine Basis des
Umgebungsfilters.

[

Proposition 2.2.7. Sei (X, T) ein Tychonoff-Raum, U ein Z-Ultrafilter und
f € Cy(X). Die Menge f(U) :={Z € Z(Ky) : f~Z) € U} ist ein Z-Filter
auf Ky, wobei Ky mit der Spurtopologie bzgl. der euklidischen Topologie auf
R wversehen ist. Zusdtzlich existiert ein eindeutiges p € Ky gegen das f(U)
konvergiert.

Beweis. Das f(U) ein Z-Filter ist, ist trivial. Da f(U) aus abgeschlossenen
Mengen besteht und die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt, folgt aus
der Kompaktheit von K, dass ein p € R existiert mit p € [, £ 7. Wahlen
wir nun ein beliebiges V' € F(p) N Z(Ky), wobei F(p) der Umgebungsfilter
von p in Ky ist. Es existiert eine offene Menge O mit p € O C V. Da
R, versehen mit der euklidischen Topologie, ein vollstdndig reguldrer Raum
ist, kénnen wir eine stetige Funktion g € C(Ky, [0, 1]) wihlen mit g(O°) =
{0} und g(p) = 1. Fiir das Urbild von {0} gilt daher ¢g7'({0})* C O C V
und somit g~ '({0}) UV = K; € f(U). Dap ¢ Z(g), kann Z(g) nicht in
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f(U) enthalten sein. Nehmen wir an, dass V' auch nicht in f(U) enthalten
ware. Dadurch ldsst sich folgender Widerspruch bilden: Definieren wir A :=
fYV),B = f74(Z(g9)) und C := f~'(Ky), dann erfiillen diese Mengen
A¢U, B¢eU, C €U und AUB = C. Da U ein Z-Ultrafilter ist, sowie
A und B Nullstellenmengen stetiger Funktionen, existieren nach Bemerkung
Za,Zp €U mit ZyNA=0= ZpN B. Daraus folgt der Widerspruch:

0= (ZaNZpNA)U(ZANZNB) = (ZaNZp)N(AUB) = (Z4NZp)NC €U

(2.18)
Folglich ist V' € f(U). Da V beliebig war, ist jede Menge aus F(p), die
auch eine Z-Menge in K ist, in f(U) enthalten. Nach Lemma [2.2.6, da K
ein kompakter Hausdorff-Raum und daher ein vollstiandig reguldarer Raum
ist, konvergiert f(U) gegen p. Die Eindeutigkeit von p ergibt sich aus der
Tatsache, dass durch die Konvergenz f(U) gegen p und ¢ mit p # ¢ ein
Widerspruch zu der Hausdorff-Eigenschaft von K; und einer Filter Eigen-
schaft entsteht, da zwei disjunkte offene Mengen aus F(p) bzw. F(q)
existieren miissen.

]

Lemma 2.2.8. Sei (X, 7)) ein vollstindig requldrer Raum und x € X, dann
ist Z(x) :={Z € Z(X) : x € Z} ein Z-Ultrafilter und hat die Eigenschaft

(\ Z = {x}. Ebenso konvergiert Z(x) eindeutig gegen x.
ZeZ(x)

Beweis. Dass Z(z) die Eigenschaften aus Definition besitzt und
damit ein Z-Filter ist, ist offensichtlich. Sei F ein Z-Filter mit Z(z) C F.
Nehmen wir an, es existiert ein A € F mit x ¢ A. Fiir diese Menge A gibt es
eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(z) = 0, f(A) = {1} und somit
F71{0}) N A = 0. Jedoch ist f~1({0}) € Z(z), dies ist ein Widerspruch zu
Z(x) C F, daher ist Z(z) ein Z-Ultrafilter.

Sei x # y und y € (N ez, £, d.h.

VieC(X):xe Z(f) =y e Z(f), (2.19)

dies widerspricht der Annahme, dass (X, 7) ein vollstdndig reguldrer Raum
ist und daher x und die abgeschlossene Menge {y} durch eine stetige Funktion
f e C(X) mit f(z) = 0 und f({y}) = {1} getrennt werden kénnen. Die
Konvergenz von Z(x) gegen x und dessen Eindeutigkeit folgt nun analog
zum Beweis von Proposition [2.2.7

O
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Satz 2.2.9. Sei (X,T) ein Tychonoff-Raum und B(X) die Menge aller
Z-Ultrafilter auf X. Fiir eine Z-Menge Z sei Z == {Z € B(X) : Z € Z},
also die Menge aller Z-Ultrafilter die Z enthalten. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) B:={Z:Z e Z(X)} ist eine abgeschlossene Basis einer eindeutigen
Topologie S auf B(X),

i) g 0 X — B(X) mit 15(x) == Z(x) ist eine Einbettung von X nach
pX),

iii) 15(X) ist dicht in B(X),
i) (B(X),S) ist ein kompakter Hausdorff-Raum,
v) (B(X),S,s) ist die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X.

Beweis. i): Angenommen es existiert ein Z-Ultrafilter ¢ mit (.5 A > U,
dann wiirde fiir alle Z-Mengen Z aus (X, 7)) gelten, dass Z € U. Dies wider-
spricht der Eigenschaft eines vollstindig reguldren Raumes, da der Schnitt
aus zwei Mengen in U nicht leer sein darf, jedoch zwei Z-Mengen existieren,
die disjunkt sind. Fiir zwei beliebige stetige Funktionen f, g € C'(X) gilt stets

—_——

Z(fg) = Z(f) U Z(g). Daher ist mit N, Z € Bauch NUZ = (NUZ) € B.
Somit ist B eine abgeschlossene Basis einer eindeutigen Topologie auf 5(X).

ii): Die Injektivitdt von t5(X) folgt aus dem Lemma [2.2.8] Um zu zeigen,
dass 13(X) ein Homdomorphismus von X auf sein Bild ist, betrachten wir
was mit der abgeschlossenen Basis Z(X) von (X, 7) unter ¢5 geschieht. Sei
7 € Z(X), dann ist 15(Z) = Z N15(X), also wird die abgeschlossene Basis
Z(X) auf die abgeschlossene Basis {Z Nt3(X) : Z € Z(X)} der Spurtopolo-
gie von 13(X) bzgl. S abgebildet. Daher ist ¢z ein Hom6omorphismus von X

nach 15(X).

iit): Fiir alle Z € Z(X) gilt nach Definition ¢3(Z) C Z und daraus ergibt

sich 15(Z) C Z, da Z, ebenfalls nach Definition, abgeschlossen ist. Fiir eine
beliebige Z-Menge N von X mit N D 15(Z) ist

1s(N)=NnNw(X)D13(Z) = NDZ=NDZ. (2.20)

Daher lésst sich der Abschluss von 15(Z) in $(X) schreiben als der Durch-
schnitt aller N, die 15(Z) enthalten. Daraus ergibt sich:

(1| N=wu@)=>wu2)2Z=1u2) =2 (2.21)

NDuwg(2)
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So ist 15(X) = X = B(X).

iv): Wir wihlen zwei beliebige Z-Ultrafilter & # D aus [(X) und aus
diesen jeweils eine Z-Menge A € U bzw. B € D mit AN B = (). Solche
Mengen existieren nach Bemerkung Zu diesen Mengen sind a,b € C(X)
die jeweiligen Funktionen, die A und B als Nullstellenmenge besitzen, also

Z(a) = Aund Z(b) = B. Die stetige Funktion g € C'(X), definiert durch

()
90 = @ o)) (2.22)

erzeugt die zwei Mengen
1 1
N ={ze X :g(x)> 5} und 7 :={x € X : g(x) < 5} (2.23)

Nach Definition von g, N und Z gilt fiir diese g(A) = {0} und ¢g(B) = {1},
daher ist 3
ANN=0=U¢ N. (2.24)

Die Mengen N und Z sind Z-Mengen auf X, da h(z) := g(z) —max{g(z); 3}
eine stetige Funktion erzeugt, fiir die Z(h) = N gilt, analog fiir Z. Nach
Definition ist N abgeschlossen, somit ergibt 3(X)\N eine offene Umgebung,
die U enthilt, analog ergibt sich das fir #(X)\Z und D. Mit NU Z = X

folgt aus NUZ = (NUZ) = X = B(X) die Disjunktheit dieser offenen
Umgebungen und daher ist (5(X),S) ein T2-Raum.
Sei F C B mit endlicher Durchschnittseigenschaft und Z2 C Z(X) die dazu
gehorige Menge mit

VFeF3ZcZ:F=1. (2.25)

Diese Menge Z besitzt ebenfalls die endliche Durchschnittseigenschaft, da fiir

—_—~— —_~—

F.GeFund f,g e C(X) mit F=Z(f) und G = Z(g) aus Z(f) N Z(g) =
Z(f? + ¢?) € Z(X) folgt

—_~

0#FNG=2(f)NnZ(g) = (Z(f) N Z(g)) (2.26)

und somit Z(f)NZ(g) € Z. Deshalb existiert, analog definiert wie in ([2.14)),
ein Z—Filteli und somit auch ein Z-Ultrafilter &4 mit Z C U. Daher ist
UENyez Z = per F. Folglich ist (3(X),S) kompakt.

v): Es bleibt zu zeigen, dass (8(X),S,ts) die Eigenschaft (2.4) aus
Definition erfiillt. Fiir ein beliebiges f € Cy(X) definieren wir mit Hilfe

von Proposition [2.2.

f:B(X) = Rmit f(U) :=p, (2.27)
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wobei p das eindeutige Element aus Ky ist, gegen das f(U) konvergiert. Diese
Abbildung ist wohldefiniert und erfiillt nach Lemma fo g = f.
Schlussendlich bleibt noch die Stetigkeit von f zu zeigen. Wir wéhlen U €
B(X) mit f(U) =pund L € F(p) N Z(K;) beliebig. Es existiert eine offene
Menge M mit p € M C L. Fiir die abgeschlossene Menge M Z p existiert
eine stetige Funktion g € C(Ky,[0,1]) mit g(M¢) = {0} und g(p) = 1 und
daher ist

L°C M°C Z(g) # p. (2.28)

Die Mengen R := f~'(Z(g)) und E := f~'(L) sind Z-Mengen auf X. Daraus
folgen die Implikationen:

—_—

L°CZ(g)=LUZ(g)=K;=>RUE=(RUE)=X =6(X) (2.29)

Da alle Mengen von f(U) das Element p enthalten, kann Z(g) nicht in f(U)
enthalten sein. Aus der Definition von f(U) folgt daher, dass R nicht in dem
Z-Ultrafilter U enthalten ist. Das bedeutet 2/ ¢ R und daher U € 3(X)\R.
Da B(X)\R, nach Definition der Topologie S eine offene Menge ist, ist sie
auch eine Umgebung von U/ in S. Da E € Z(X), gilt nach

YV e B(X)\R:VeE. (2.30)

Nun ist V € E #quivalent zu E € V und dann weiter zu f(V) C L. Also
erhalten wir

F(B(X)\R) C L. (2.31)

Damit ist 3(X)\R eine offene Umgebung von ¢ in S, deren Bild unter f

ganz in L enthalten ist. Nach Lemma bilden alle Umgebungen von p,

die Z-Mengen sind, eine Umgebungsbasis, daraus folgt die Stetigkeit von f
bei p. Da p beliebig war, ist f stetig.

[
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Kapitel 3

Die
Stone—Cech-Kompaktifizierung
von N

In diesem Kapitel widmen wir uns nun der Stone—Cech-Kompaktifizierung
von (N, P(N)). Die in diesem Abschnitt formulierten Sétze und deren
Beweise basieren groftteils auf dem Werk von Russel C. Walker
[3, Kapitel 3] und dem Skriptum von Karsten Evers [4, Kapitel 4].

Wir verwenden in der weiteren Arbeit die Abkiirzung N fiir den Raum
(N, P(N)). Des Weiteren, werden wir fiir die StoneCech-Kompaktifizierung
von N die Bezeichnung (5(N), P(N)g, t5v)) verwenden und ebenso fiir den
Raum (B(N), P(N)g) die Abkiirzung S(N). Fiir die Menge 5(N)\tsm)(N)
verwenden wir die Bezeichnung N*. Falls wir von dem Raum N* reden,
meinen wir N* versehen mit der Spurtopologie bzgl. 3(N).

3.1 Grundvorstellung

Wie in Beispiel bereits erwéhnt, ist N nicht kompakt. Da in (N, P(N))
jede Teilmenge von N offen ist, ist der Raum trivialerweise ein Hausdorft-
Raum. Ebenso folgt aus der Offenheit jeder Menge, dass jede Funktion von N
in einen beliebigen topologischen Raum (X, T') stetig ist. Daher ist (N, P(N))
auch vollstandig regulér. Die Stonef(v]ech—Kompaktiﬁzierung von N ist somit
wohldefiniert und, bis auf Isomorphie, eindeutig. Da auf N alle Funktionen
stetig sind, entspricht C(N, [0, 1]) allen Funktionen von N nach [0, 1], dh.

C(N,[0,1]) = [0, 1]". (3.1)
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Die Menge 3(N) entspricht daher einer Teilmenge von [0, 1]®". Ebenso sind
alle Teilmengen von N Z-Mengen in (N, P(N)). Daher entspricht die Menge
aller Z-Ultrafilter auf N der Menge aller Ultrafilter auf N. Deshalb kénnen wir
B(N) auch als Teilmenge von F(N) C P(P(N)) auffassen, wobei die Menge
F(N) alle Filter auf N enthalt.

Die von uns im Kapitel 2 gemachten Beobachtungen zeigen uns, dass
jedes Element von S(N) mit einem eindeutigen Ultrafilter auf N identifiziert
werden kann. Dabei entspricht n € N genau dem Ultrafilter, der in N gegen
n konvergiert. Dieser Ultrafilter Z(n) besteht nach Lemma aus allen
Teilmengen von N, die n enthalten.

Bemerkung 3.1.1. Sei (X, T) ein topologischer Raum, x € X und F(x) der
Umgebungsfilter von x. Fir einen Ultrafilter U auf X sind folgende Aussagen
aquivalent:

i)re N Z
ii) U konvergiert gegen x, dh. F(x) CU

Beweis. i) = ii): Sei O € F(x) beliebig. Aus o € Z folgt O N Z # ( fiir alle
7 € U. Nach Bemerkung gilt daher O € U.
ii) = i): Sei Z € U beliebig. Aus F(z) C U folgt ONZ # () fiir alle O € F(z).
Somit gilt z € Z.

O]

Da jedes Element aus tgm)(N) einem konvergenten Ultrafilter auf N
entspricht, folgt nach Bemerkung [3.1.1], dass jedes Element aus der Menge
N* ein freier Ultrafilter im Sinne der folgenden Definition ist.

Definition 3.1.2. Ein Ultrafilter U heifst frei, wenn (| A= 0.
Ael

Satz 3.1.3. Ein Ultrafilter U € B(N) besteht aus genau den Teilmengen von
N, die U im Abschluss in S(N) enthalten, dh.

U= {Z CN: LB(N)(Z) > Z/{} (32)

Beweis. Im Beweis von Satz iii) haben wir in (2.21)) gezeigt, dass fir
jede Z-Menge gilt

o) (2) = Z. (3.3)
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Damit folgt aus der Aquivalenz
ZeUsUEZ=15n)(2) (3.4)
die Behauptung. O

Proposition 3.1.4. Jeder Ultrafilter U auf N ldsst sich in S(N) als Durch-
schnitt der Abschliisse all seiner Elemente darstellen, dh.

() sy (2) = {U} (3.5)

A<

Beweis. U € () tpa)(Z) folgt aus Satz[3.1.3] Nehmen wir an es existiert ein
Zeu

weiterer Ultrafilter Z € () tgm)(Z). Daraus folgt mit Hilfe von Satz[3.1.3
Zeu

UZ{ZQNILﬁ(N)(Z)BU}Q{ZQNZLB(N)(Z)SZ}ZZ (36)

und schlieflich, da U ein Ultrafilter ist, U = Z.
]

Folglich konvergiert der von tgmwy(U) erzeugte Ultrafilter in 3(N) gegen U.
Dies zeigt uns, dass durch die Kompaktifizierung 3(N) jedem Ultrafilter auf
N ein Grenzwert in S(N) zugewiesen wird. Fiir die freien Ultrafilter auf N
sind die Grenzwerte Elemente aus N*.

3.2 Die Kardinalitat von §(N)

Anhand der im Unterkapitel 3.1 gemachten Beobachtungen erkennen wir,
dass B(N) maximal die Kardinalitit von [0,1]04" bzw. P(P(N)) besitzen
kann. Daher, ist

IB(N)] < [[0, 1)) = |P(P(N))| = 2. (3.7)

Satz 3.2.1. Die Kardinalitat der StonefCV’ech—Kompaktiﬁzierung von N st
92"

Beweis. Um eine untere Schranke fiir die Kardinalitédt von §(N) zu finden

betrachten wir die Menge H ([0,1]), versehen mit der Produkttopologie
LCN
bzgl. der euklidischen Topologie auf [0, 1]. Dieser Raum ist nach dem Satz von

Tychonoft kompakt. Zusétzlich besitzt er die dichte Teilmenge H (Qlio,1))z»
LCN
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wobei Q| 0,1 die Menge aller rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 darstellt. Wir
wollen nun zeigen, dass diese dichte Menge eine dichte abzéhlbare Teilmenge
enthélt. Da Q|j1) abzdhlbar ist, existiert fiir alle L C N eine stetige und
surjektive Funktion g, von Nz nach (Q|,1))z. Damit ist die Abbildung

foNPS o 1T @), f((an)ren) = (go(ar))ren (3.8)

LCN

ebenfalls eine stetige und surjektive Funktion, wenn N® mit der Produkt-
topologie bzgl. der diskreten Topologie auf N versehen ist. Fiir J C N mit
|J| < oo sei

F; .= {(aL)LgNENP(N) cay =ag wenn M NJ=SnNJ} (3.9)

Da J endlich ist, unterscheiden sich die Koordinaten eines Elementes von F;
nur an abzahlbar vielen Stellen, daher ist F; abzahlbar. Die Menge

F= |J F (3.10)

JCN,|J|<o0

ist somit eine abzéhlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen und daher selbst
abzihlbar. Sei nun B die Basis des topologischen Raumes NP mit

OeB&O=]]0, mit O, #N fiir endlich viele L CN.  (3.11)

LCN

Waéhlen wir uns ein beliebiges O € B, dann existiert einn € N, 0.B.d.An > 1,
sodass Op, # N fiir i € {1,2,....n} nur fiir die Koordinaten Ly, Lo, ..., L, C N
gilt. Somit ist

ar=1, L&{L...L,}
xr =
ar, GOL“ 1€ {1,2,....7’L}

ein Element von O. Fiir k,r € {1,2,...n}, k # r und L, N L, # () wihlen wir
aus Ly \ L, falls dies nicht moglich ist aus L,\ L, jeweils genau ein Element
2. All diese Elemente bilden eine endliche Menge J. Damit gilt fiir alle
k,re{1,2,...n} mit k # r:

LyNJ#L.nJ (3.12)

Daher konnen die Elemente aus F; an den Koordinaten Lq,Lo,..., L,
unterschiedliche Zahlen aufweisen, folglich ist z € F; C F. Somit haben
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wir gezeigt, dass O N F # (). Da O € B beliebig war, folgt, dass F' dicht in
NPM) jst. Daraus ergibt sich

[T (@Qlpa)e = FIN"®) = £(F) C f(F), (3.13)

LCN

womit f(F') eine abzdhlbare und in H (Qljo,17) dichte Teilmenge ist. Daher
LCN
ist f(F) auch dicht in H([O, 1)r.
LCN
Folglich existiert eine stetige Funktion

h:N— [](0.1]), (3.14)

LCN

mit h(N) = f(F'). Diese Abbildung besitzt nach Bemerkung eine stetige
Fortsetzung h auf S(N), die h(G(N)) D f(F) erfiillt. Da h(B(N)) kompakt

und damit abgeschlossen ist, folgt, dass

h(B(N)) = ] ([0.1]), (3.15)

und schlieRlich

B> [T (0, 1)zl = [[0,1]700] = 22, (3.16)

LCN
O

Um genauere Aussagen iiber die offenen bzw. abgeschlossenen Teilmengen
von S(N) treffen zu konnen, benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.2.2. Sei E C 3(N) eine abzihlbare Menge und f € Cy(E). Dann
existiert eine Fortsetzung f auf S(N), dh.:

3f € Gy(BN)) : foidg = f (3.17)

Beweis. In diesem Beweis verwenden wir den Fortsetzungssatz von Tietze.
Dieser besagt, unter anderem, dass in einem normalen topologischen Raum
(X, T) eine beschrankte und stetige Funktion, definiert auf einem abgeschlos-
senen Unterraum A von X, eine beschriankte und stetige Fortsetzung auf ganz
X Dbesitzt.

Der Raum S(N) ist aufgrund seiner Kompaktheit zwar normal, jedoch muss
E nicht abgeschlossen in 5(N) sein. Wir wollen den Fortsetzungssatz von
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Tietze auf den Unterraum Y := 15y (N) U E, versehen mit der Spurtopolo-
gie, anwenden. Eine Funktion g € Cy(Y) besitzt aufgrund der Eigenschaft
der Stone-Cech-Kompaktifizierung eine Fortsetzung auf /3 (N).

Da ) (N) homéomorph zu N ist, ist jede Teilmenge von tgm)(N) offen in
Y, deshalb ist £ in Y abgeschlossen. Y ist, als Unterraum eines normalen
Raumes, regulédr und, als Vereinigung zweier abzahlbarer Mengen, abzahlbar.
Wir wihlen zwei beliebige abgeschlossene Teilmengen A und B von Y. Zu
jedem Element a, von A wihlen wir eine offene Menge A,,, die a,, enthélt
und deren Abschluss disjunkt von B ist, dh.:

VneN:a, € A, NA,NB =10 (3.18)

Analog wéhlen wir offene Mengen B,, zu jedem Element von B. Somit ist
{4, : n € N} eine offene und abzéhlbare Uberdeckung von A. Die Mengen

n n

O, = (JANB), neN (3.19)

=0 =0

sind offen und, da alle B, disjunkt von A sind, ist die Vereinigung aller O,
eine offene Uberdeckung von A. Analog definieren wir

U, == ((UB)\(J4A), neN. (3.20)
i=0 i=0
Da nach Definition
VYn,meN: O,NU, =10, (3.21)

bilden |J O, bzw. |J U, zwei offene und zueinander disjunkte Umgebungen

von A T{)z(x)zv. B. SOI;LlitO ist Y normal. Nach dem Fortsetzungssatz von Tietze
existiert fiir jede stetige und beschrankte Funktion f € C,(E) eine stetige und
beschriankte Fortsetzung g € Cy(Y), die f auf Y fortsetzt. Diese Funktion g
lasst sich nun stetig auf ganz B(N) fortsetzen.

0

Dass die Menge tgv)(N) in S(N) nicht abgeschlossen ist, erkennen wir anhand
der Kardinalitét von S(N). Des Weiteren lésst sich zeigen, dass (N) keine
unendliche abzahlbare und abgeschlossene Teilmenge besitzt.
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Satz 3.2.3. Sei A C 5(N) eine unendliche und abgeschlossene Menge. Dann
besitzt A die Kardinalitit 2%°.

Beweis. Da A versehen mit der Spurtopologie ein unendlicher Hausdorff-
Raum ist, besitzt er einen abzéhlbaren, unendlichen und diskreten Unter-
raum. Dh. A besitzt eine abzdhlbar unendliche Teilmenge FE, die, versehen
mit der Spurtopologie, die diskrete Topologie auf E bildet. Dieser diskrete
Unterraum F ist offensichtlich homéomorph zu N. Da A abgeschlossen in
B(N) ist, ist der Abschluss von E in B(N) ganz in A enthalten.

Der Unterraum E von B(N) versehen mit der Spurtopologie T ist ein kom-
pakter T2-Raum und daher ist (E, T, idg) eine T2-Kompaktifizierung von E.
Nach Lemma existiert fiir jede Funktion f € Cy(E) eine Fortsetzung f
auf S(N). Die Einschrinkung f|5 erfiillt die Eigenschaft von Definition
fiir den Raum E. Dh.:

Vf e CyE): flgoidg = f (3.22)

Nach Bemerkung [1.2.10]ist £ hom6omorph zu B(E), wobei S(E) die Menge
versehen mit der Topologie der Stone—Cech-Kompaktifizierung von E ist.
Schlieklich erhalten wir aus

ECECA, (3.23)

dass A den zu S(N) homéomorphen Unterraum G(E) enthélt und daher die
Kardinalitit 22 besitzt.
[

Der Beweis von Satz[3.2.3] zeigt uns ebenfalls, dass jede unendliche und abge-
schlossene Teilmenge von (N) eine zu S(N) homéomorphe Teilmenge besitzt.

3.3 Eine abgeschloffene Basis von §(N)

Die Mengen ) und $(N) sind nicht die einzigen offenen und abgeschlossenen
Mengen in S(N). Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass G(N) eine
Basis aus abgeschloffenen Mengen besitzt.

Zuerst beweisen wir, dass der Abschluss jeder Teilmenge von N in 5(N) eine
offene und abgeschlossene Menge ist.
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Proposition 3.3.1. Sei O C N, dann ist tam)(O) offen und abgeschlossen

Beweis. Da O in N offen und abgeschlossen ist, ist die Indikatorfunktion
1o ein Element aus Cy(N, {0,1}), wobei {0, 1} mit der diskreten Topologie
versehen ist. Dieser Raum ist offensichtlich kompakt, daher existiert eine
Funktion 1o € Cy(B(N),{0,1}) mit Lo o tga) = Lo. Fiir den Abschluss von

3y (O) bzw. 15 (0°) folgt aus der Stetigkeit von 1o

To(1309(0)) € Tolea(0)) = {1} = {1} (3.24)
bzw. _ L
Lo(1sm)(0%) € Lo(tsm)(0°)) = {0} = {0}. (3.25)

Da die Einbettung tgy) eine Bijektion von N auf ihr Bild ist, erhalten wir
aus

sy (0) U gy (0°) = 1 (N), (3.26)

dass

L) (O) U tgm) (O°) = 150 (0) U s (0°) = t5an(N) = B(N).  (3.27)

Somit bilden ¢ (0) und 15 (0°) eine disjunkte Uberdeckung von B(N)

und es gilt 15 (0) = ]/1\5_1({1}). Daher ist ¢gm)(O), als Urbild der abge-
schloffenen Menge {1}, selbst eine offene und abgeschlossene Menge in S(N).
[l

Proposition lasst sich noch erweitern, wie wir im folgenden Lemma
zeigen.

Lemma 3.3.2. Sei A C 5(N) eine offene und abgeschlossene Menge, dann
existiert eine Menge O C N mit 153n)(0) = A.

Beweis. Wir unterscheiden zwei mdogliche Félle fiir eine abgeschloffene Menge
A in B(N).

Falls A C 150 (N), muss A wegen Satz endlich sein. Daraus folgt aus
der Hausdorff-Eigenschaft von §(N) und der Menge O := Lg(lN)(A), dass

L) (0) = 1m) (0) = A. (3.28)

Falls A Z 15 (N) muss jedoch trotzdem ANy (N) # 0 gelten, da s (N)
dicht in B(N) ist. Die Menge

B = A\A N Lﬁ(N)(N) (329)

24



ist daher eine offene Menge, die disjunkt von g (N) ist. Da ¢ (N) dicht
in B(N) ist, folgt, dass B nur die leere Menge sein kann, daher muss

ACAN LB(N) (N) (330)

gelten.
Schliefklich folgern wir aus der Abgeschlossenheit von A, dass

AN LB(N) (N) CA (331)

und somit gilt mit der Menge O := L/E(IN)(A N g (N))

) (0) = AN 1 (N) = A, (3.32)

Satz 3.3.3. 5(N) besitzt eine Basis aus abgeschloffenen Mengen.

Beweis. Wir wihlen z,y € S(N) mit = # y beliebig. Die Elemente = bzw. y
identifizieren wir in N mit dem zugehorigen Ultrafilter und schreiben dafiir
Z(x) bzw. Z(y). Aus dem Ultrafilter Z(x) wihlen wir eine Teilmenge O von
N, die nicht in dem Ultrafilter Z(y) enthalten ist. Eine solche Menge existiert
nach Bemerkung . Nach Proposition Iﬂ ist t3av)(O) eine offene und
abgeschlossene Umgebung von x mit y ¢ K(N)@ Sei C, die Menge aller
offenen und abgeschlossenen Mengen in $(N) die z enthalten, dann gilt

() A={z}. (3.33)

AeCy

Sei U eine beliebige offene Umgebung von x, dann ist
{UYU{B(N)\A: AeC,} (3.34)

eine offene Uberdeckung von B(N). Aufgrund der Kompaktheit von B(N)
existieren ein n € N und endlich viele A; € C, mit

Uu U B(N\A; = B(N). (3.35)
Daraus folgt
Uen()A =0, (3.36)

=1

25



und schlieflich .
re()AcCU (3.37)

i=1
Damit erhalten wir die abgeschloffene Umgebung (;_; A; von z, welche selbst
ganz in U enthalten ist. Da U und z beliebig waren, besitzt S(N) eine Basis

aus abgeschloffenen Mengen.
O

3.4 Der Raum N*

Die Menge N* ist als Komplement der abzéhlbaren und offenen Menge ¢4 (N)
abgeschlossen in §(N) und besitzt die Kardinalitét 22" Des Weiteren lsst
sich zeigen, dass alle offenen Mengen in B(N), die nicht ganz in t50v)(N)
enthalten sind, selbst auch die Kardinalitat 22" besitzen.

Proposition 3.4.1. Sei O C B(N) offen mit ONN* £ (). Dann besitzt O die
Kardinalitit 22

Beweis. Da f(N) nach Satz eine abgeschloffene Basis besitzt, lasst
sich jede offene Menge in S(N) als Vereinigung offener und abgeschlossener
Mengen darstellen. Wegen O N N* # () folgt daher, dass O eine offene und
abgeschlossene Teilmenge A besitzt mit A N N* # (. Nach Lemma [3.3.2]
existiert eine Menge B C N mit

L) (B) = A. (3.38)

Nehmen wir an A sei endlich, dann folgt aus tgw)(B) = taa)(B) der
Widerspruch

ANN' = Lﬁ(N)(B> NN* = Lﬁ(N)(B) NN* = @ (339)

Daher muss gelten |A| = co. Da A abgeschlossen ist, folgt aus Satz
dass A die Kardinalitit 22" besitzt. Somit besitzt O, als Obermenge von A
und Teilmenge von B(N), ebenfalls die Kardinalitéit 22,

[

Bemerkung 3.4.2. Im Jahr 1929 stellten die Mathematiker Alezandroff und
Urysohn die Frage: Exzistiert ein kompakter T2-Raum, der keine isolierten
Punkte besitzt und trotzdem kein Punkt dieses Raumes ein Grenzwert einer
Folge aus unterschiedlichen Punkten ist?
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Um diese Frage zu beantworten, zeigen wir zuerst, dass N* keine isolierten
Punkte besitzt.

Lemma 3.4.3. Der Raum N* besitzt keine isolierten Punkte.

Beweis. Nehmen wir an, es existiert ein Punkt p € N*, sodass {p} offen in
N* ist. Das bedeutet, es gibt eine in (N) offene Menge O mit {p} = O NN*.
Diese Menge O besitzt nach Proposition die Kardinalitit 22°° und muss
daher N* in mehr als einem Punkt schneiden. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, {p} ist offen. O

Nun kénnen wir die Frage aus Bemerkung beantworten.
Satz 3.4.4. Der Raum N* erfillt die Eigenschaften aus Bemerkung[53.4.3

Beweis. Die Menge N*, versehen mit der Spurtopologie, ist als abgeschlosse-
ner Unterraum von $(N) ein kompakter T2-Raum. Nach Lemma [3.4.3| besitzt
N* keine isolierten Punkte. Nehmen wir an, es existiert ein Punkt p € N* und
eine Folge (x,)nen in N* mit

Vn#m: x, # Ty A (Tn)nen — P (3.40)

Dann ist
A:={z, :neN}U{p} (3.41)

eine unendliche und abzihlbare Menge. Sei (O;)c; eine beliebige offene Uber-
deckung von A in N*. Wir withlen aus dieser Uberdeckung eine Menge O,
mit p € O;,. Da O;, eine Umgebung von p ist, existiert ein ny € N fiir das
gilt:

Yn >ng:x, € 0 (3.42)

Das bedeutet, dass nur endlich viele Folgenglieder von (x,),en, und damit
nur endlich viele Elemente von A, nicht in O;, liegen. Daher existiert eine
endliche Menge J C [ mit

Aco,ul o (3.43)

jeJ
Die Menge A ist daher kompakt in N*. Daraus folgt, dass A kompakt und
somit abgeschlossen in B(N) ist. Dies fithrt jedoch zu einem Widerspruch zu
Satz [3.2.3] da B(N) keine unendliche, abzahlbare und abgeschlossene Menge

enthalt.
O
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