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Unzadhlige Problemstellungen sowohl physikalischer als auch rein mathematischer Natur fithren auf Ope-
ratorgleichungen. Dabei liegen meist Banachrdume (X, ||-]|), (Y, ||-||) zugrunde, auf denen lineare und
oftmals stetige Operatoren T : X — Y definiert sind. Gesucht sind nun Losungen z € X von Gleichun-
gen des Typs T'(z) = f, T(z) = z, T(x)+ f = x oder Ahnlichem. Funktionalanalytische Methoden liefern
oft Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, konkrete Verfahren zur Berechnung je-
doch nicht. Grundsitzlich gibt es dafiir zwei unterschiedliche Vorgangsweisen: Entweder man sucht nach
approximativen Losungen der exakten Gleichung, oder aber nach exakten Losungen von approximativen
Gleichungen. Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Einblick in beide Varianten zu geben.
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0.0.1 Bemerkung.
Wir werden im Folgenden stets Vektorrdume iiber einem Skalarkorper K betrachten. Sdmtliche
Resultate gelten sowohl fiir K = R, als auch fiir K = C.

1 TIterationsverfahren

1.1 Operatoren mit Spektralradius p(7) < 1

Wir beginnen mit der Definition von Kontraktionen.

1.1.1 Definition.
Sei (X, ]|-]]) ein normierter Raum. Wir nennen 7' : X — X eine Kontraktion, falls gilt:

C€(0,1):Vo,ye X T(z) =Tyl <C- [z -yl

Der nun folgende Fixpunktsatz von Banach gilt allgemeiner sogar in vollstindigen, metrischen Rdumen.
Wir mochten jedoch, ohne Beweis, nur den Spezialfall eines Banachraumes anfiihren.

1.1.2 Satz. (Fixpunktsatz von Banach)
Sei (X, ||||) ein Banachraum und 7" : X — X eine Kontraktion. Dann besitzt die Gleichung
T(z) = x eine eindeutige Losung, d.h.:

WM e X: T(x*)=za".
Sei weiters z¢p € X beliebig und (z,,)nen := (T™(20))nen. Dann gilt:

(xn)nEN m x*.

1.1.3 Definition.
Sei (X, ||]|) ein Banachraum. Wir definieren

B(X):={TeX* | T linear, stetig}
als die Menge aller linearen, stetigen Abbildungen von X nach X und
Inv(X) :={T € B(X)| T bijektiv}
als die Teilmenge der bijektiven Operatoren. Fiir T € B(X) definieren wir weiters
o(T)={ eK| (T—-X-id) ¢ Inv(X)}
als das Spektrum des Operators T und

T) := A
p(T) fenﬁ%' |

als seinen Spektralradius.

Der folgende Satz liefert eine Methode zur Berechnung von approximativen Losungen von Gleichungen
des Typs T'(z) + f = «.



1.1.4 Satz.
Sei (X, [|]]) ein Banachraum, T' € B(X) mit p(T) < 1 und weiters f € X beliebig. Dann besitzt die
Gleichung T'(z) + f = z eine eindeutige Losung, d.h.:

M eX: T+ f=z"
Sei weiters g € X beliebig und z,, 41 := T(x,) + f,Vn € N. Dann gilt:
nH—oo

(xn)nGN — .

Insbesondere ist die Losung «* der Grenzwert einer konvergenten Reihe:

zt =Y TH(f).
k=0

Beweis.
Schritt 1:  Eindeutige Existenz einer Losung
Aus der Voraussetzung p(T") < 1 erhalten wir:

Al =p(T) <1,
amax Al = p(T)
insbesondere also 1 ¢ o(T'). Laut Definition des Spektrums, Definition 1.1.3, ist der Operator (T' — id)
bijektiv:
VieX :JzreX: (T-id)(z")=—f.
Umstellen liefert nun die Behauptung. [l

n—r oo

Schritt 2:  ||T"|| —= 0
Wie aus der Funktionalanalysis bekannt, gilt:

p(T) = lim {/||T7).

n—roo

Wegen p(T') < 1 kénnen wir also ein € > 0 und ein ng € N wiihlen, sodass gilt:

Yn>ng: /T <1-e

Beide Seiten mit n potenzieren liefert nun:

0< lim |77 < lim (1—¢€)" =0.
(i dee]

N oo
O
Schritt 3: Y07 1™ konvergiert absolut bzgl. |||
Mit € > 0 und ng € N aus Schritt 2 folgt:
e} no—1 [e%s)
AT DN+ Y (-t <o
n=0 n=0 n=ngo
O

Schritt 41 (2n)nen IO
Die Linearitit von T liefert eine explizite Darstellung des n-ten Folgenglieds von (2, )nen:

n—1
VneN: a,=T"(x0)+ Y Tf)
k=0




Aus dieser Darstellung lidsst sich die Konvergenz der Folge (z,,)nen in X erkennen: Der Term vor der

Summe konvergiert gegen 0:
il de el

1T (zo)ll < [IT"[] - [lzol| ——0.

Die Konvergenz der Summe sieht man wie folgt ein: In Schritt 3 haben wir die Konvergenz der Folge
(Yo T")nen beziiglich der Operatornorm ||-|| gezeigt:

n

ZT I ZT'

k=0 k=0

Aus dieser gleichméfligen Konvergenz folgt klarerweise die punktweise Konvergenz, insbesondere die an

der Stelle f:
(ZTk> D ( Tk) (=370
k=0 -1 0 k=0

Durch Einsetzen erkennt man, dass das Element Y, T%(f) € X eine Losung der Gleichung T'(z)+f =
ist. Aus der Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichung, vgl. Schritt 1, folgt nun die Behauptung:

oo

k=

nk— oo

lim z, = ZTk(f) ="
k=0

1.2 Nicht-expansive Operatoren

Wir erinnern an den Begriff der Totalbeschranktheit in metrischen Rdumen:

1.2.1 Definition.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir nennen eine Menge M C X totalbeschrinkt, falls gilt:

n
Ve >0:3xy,...,2, € M : MQUUE(J;Z-).
i=1

Dabei sei U, (z9) := {z € X | d(z,z9) < r} die offene Kugel um zy mit Radius r.

1.2.2 Lemma.
Sei (X, d) ein vollstédndiger, metrischer Raum und K C X beliebig. Dann gilt:

K kompakt <« K totalbeschrankt und abgeschlossen.

Beweis.
Wir verwenden die folgende, sogar in allgemeinen metrischen Rdumen giiltige, Charakterisierung von
kompakten Mengen:

K kompakt < K totalbeschrinkt und (K, d| k) ist vollstdndiger, metrischer Raum.
Damit reicht es also, die folgende Aquivalenz fiir beliebige Teilmengen K C X zu zeigen:
K abgeschlossen < (K, d|gxk) ist vollstdndiger, metrischer Raum.

= Sei (2,)nen € KV eine Cauchy-Folge in K. Damit ist sie insbesondere auch eine Cauchy-Folge im
vollstdndigen, metrischen Raum X und somit konvergent gegen ein x € X. Wegen der vorausgesetzten



Abgeschlossenheit von K gilt aber sogar = € K.
«: Sei (Tn)nen € KV eine in X konvergente Folge. Damit ist sie insbesondere eine Cauchy-Folge in K
und wegen der vorausgesetzten Vollstindigkeit von (K, d|k« k) konvergent gegen ein z € K.

]
1.2.3 Lemma. (Lemma von Mazur)
Sei (X, ]|-]]) ein Banachraum und M C X. Dann gilt:
M kompakt = conv(M) kompakt.
Beweis. B
Schritt 1: VA C X : (A totalbeschrénkt) = (A totalbeschréinkt)
Seien € > 0 und z1,...,2, € Amit A C J;_, Us (2;). Dann gilt sicherlich:
AC|JUs(wi) = JUs(w:) € |JUe(mi).
i=1 i=1 i=1
(]

Schritt 2:  Vay,...,z, € X conv({xy,...,z,}) kompakt
Die Menge {« € [0,1]™ | YI, oy = 1} ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Fiir feste x1,...,x, € X ist die folgende Abbildung stetig:

{acfo, ]| > =1} — X
(a1, .., ap) — Y

Somit ist conv({@1,...,zn}) = {> i iz | @ €[0,1]", 3" | a; = 1} als stetiges Bild einer kompakten
Menge wieder kompakt. O
Schritt 3: VA C X : (A totalbeschrénkt) = (conv(A) totalbeschriankt)

Seiene > Ound 21,...,2, € Amit A C JI_, Ug (x;) C U, wobei U := |J { Us () | @ € conv({zy,..., 2, })}.
Die Menge U ist konvex, weil:

Ya,be U : Az,y € conv({z1,...,x}): |la—z|| < %, 1o =yl <%
=vte[0,1]:  f(t-a+Q—=0)-b)—(-a+1—-1t)- gy <t-lla—zf + 1 —1)-[b—yl <%
=Vte[0,1]: (t-a+(1—1t)-b)el.

Aus conv({z1,...,2,}) C U und der Kompaktheit von conv({z1,...,z,}) folgt:

m

A%, ..., Ty € conv({z1,...,2,}) Cconv(A): conv({zy,...,zn}) C U U

[SIEY
—
8

S
N

Gesamt erhalten wir also:
conv(A) C conv(U)=U
= U{x—i—U;(O) | @ € conv({zy1,..., 2, })}
U{Us @) +Us(0) | i€ {1,...,m}}

U Ue(;).

N

N



Schritt 4: (M kompakt) = (conv(M) kompakt)

M kompakt = M totalbeschrinkt = M totalbeschrinkt
= conv(M) totalbeschrinkt = conv(M) totalbeschrinkt = conv(M) kompakt

1.2.4 Satz. (Fixpunktsatz von Schauder)
Sei (X, ||-||) ein Banachraum, M C X eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge und

T : M — M stetig mit kompaktem 7'(M). Dann besitzt die Gleichung T'(x) = x eine Losung, d.h.:

JreX: T(x)=z"

Der Beweis des Fixpunktsatzes von Schauder soll an dieser Stelle entfallen. Wir verweisen auf die Litertur.

1.2.5 Definition.
Sei (X, ]|-|]) ein normierter Raum. Wir nennen X strikt konvez, falls gilt:

1
veyeXs (etulel =l = [5G+ <l )

1.2.6 Definition.
Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Wir nennen T : X — X nicht-expansiv, falls gilt:

Ve,ye X: ||T(x) =Tl < llz -yl -

1.2.7 Satz.
Sei (X, ||||) ein strikt konvexer Banachraum, M C X eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge

und T': M — M nicht-expansiv mit kompaktem 7'(M). Dann besitzt die Gleichung T'(z) = z eine
Losung, d.h.:

et e M: T(x*)=z".

Sei weiters 29 € M beliebig und z,,41 := 3 - (T(x,) + 25), ¥n € N. Dann konvergiert (2,,)nen gegen
eine Losung der obigen Gleichung, d.h.:

T(lim z,)= lim z,.
n—oo n— oo

Beweis.

Schritt 1:  Existenz einer Losung

T ist laut Voraussetzung nicht-expansiv und somit gleichméfig stetig. Der Fixpunktsatz von Schauder,
Satz 1.2.4, liefert somit die Existenz einer Losung z* € M der Gleichung T'(x) = x. O

Schritt 2:  Wohldefiniertheit der Folge (,)nen
Wir definieren, basierend auf 7', einen weiteren Operator:

M — M
U:{ r o b (T() +2)



Aufgrund der Konvexitit von M ist dieser Operator wohldefiniert und es gilt (2, )nen = (U™(20))nen-
Die Wohldefiniertheit von (z,,)nen ist somit klar.
Wir werden spéter im Beweis verwenden, dass U die nicht-Expansivitit von T erbt:

1U() =T <5 - (IT@) =TI +llz—yll) <z -yl

DN | =

O

Schritt 3:  Kompaktheit von My := conv(T' (M) U {xo})

In allgemeinen topologischen Raumen (X, T) gilt: Einpunktige Mengen sind kompakt. Die Vereinigung
endlich vieler, kompakter Mengen ist wieder kompakt. Fiir beliebige Teilmengen A, B C X gilt: AU B =
AU B. In Hausdorff-Rdumen sind einpunktige Mengen auflerdem auch abgeschlossen.

Wegen der angenommenen Kompaktheit von T'(M) ist auch T(M) U{zo} = T(M)U{zo} = T(M)U{xo}
kompakt. Mit dem Lemma von Mazur, Lemma 1.2.3, folgt die Kompaktheit von M. U

Schritt 4:  {x, | n € N} C M,y

Wegen der vorausgesetzten Konvexitidt und Abgeschlossenheit von M gilt: My = conv(T (M) U {zg}) C
conv(M U{xzo}) = M.

Wir zeigen die stérkere Inklusion {z, | n € N} C conv(T'(M) U {zo}) mittels vollstindiger Induktion
nach n:

Die Fille n = 0 und n = 1 sind unmittelbar nachzupriifen.

Gilt x, € conv(T(M) U {xg}), so gilt sicher auch: T(z,) € T(conv(T(M) U {z0})) C T(My) C
T(M) C conv(T(M) U{zo}). Als Konvexkombination zweier Elemente einer konvexen Menge liegt also
auch z,11 = 3 - (T(2,) + ) in conv(T(M) U {zo}). O

Schritt 5:  T'(liMp 00 Th(n)) = liMpsoo Ty fiir eine Teilfolge (2(n))nen

In allgemeinen metrischen Riumen (X, d) gilt fiir jede (im topologischen Sinne) kompakte Menge K C X:
Jede Folge (z,,)nen € K besitzt eine gegen ein 2 € K konvergente Teilfolge.

Wegen Schritt 3 und Schritt 4 besitzt (z,)nen also eine Teilfolge (z4(n))nen, die gegen ein & € My
konvergiert. Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis:

Ann.: 7 ist keine Losung von T'(z) = x.

Sei * € M eine Losung von T(x) = 2 und U der Operator aus Schritt 2. Dann gilt:

o ~ U@ = 5 "~ )+ (T - T@)) < la* - 7.
Die Ungleichung (x) sieht man durch folgende Fallunterscheidung ein:
Fall 1: ||lz* = Z|| = ||T(«*) = T(Z)||: Wegen T(Z) # &, T(z*) = z* und der strikten Konvexitit von
(X, ]|]]) folgt unmittelbar die Behauptung.
Fall 2: ||z* — Z|| # || T(z*) — T(Z)|: Wegen ||T(z*) — T'(Z)|| < ||z* — Z|| gilt sogar die strikte Ungleichung
IT(z*) = T(&)| < ||lz* — Z||. Mit dieser und der Dreiecksungleichung von ||| folgt also auch in diesem
Fall die behauptete Ungleichung.
Wir kénnen also § > 0 und ng € N so wihlen, dass gilt:

0<2-6=a* =& — |z —U@)| und ||Z— 2k <.
Unter Verwendung von U(z*) = 2* und den soeben gezeigten Ungleichungen sehen wir also:

VmeN*: ot = @pgyem| = U@ = U @k )

IN

12" = k(o)1
lz* = U@ + [|U@) = U@reno)) |
(|lz* = || =2-6)+ 0

la* — Z|| — 0.

VANV

Dies stellt nun aber einen Widerspruch zu () )nen ARty dar, weil:

Vm € N* : 0 <6< o =& = [|* = Ti(ng)+m|| < ||& = Th(ne)+m]| -



Wir haben also gezeigt:
T( lim xk(n)) = T(.’i‘) =z = lim -rk(n)

n— oo n—oo

O

Schritt 6:  T(limyy oo Tn) = limyes oo Tp

Aus Schritt 5 erhalten wir:  U(Z) = 1 - (T'(Z) 4+ &) = &. Damit kénnen wir die Konvergenz von (z,,)nen
gegen I zeigen:
Sei € > 0 und ng € N so, dass Hwk(no) — .’7;” < €. Dann gilt:

Vm e N kg pm = | = [0 (@r(n0)) = U @) < [[2ning) = ] < e

Wir haben also gezeigt:

T(nl'l_{glo Tn)=T(Z) =% = 7}»1—{20 T

1.3 Monotone Operatoren

Wir méchten das Konzept von Kegeln in metrischen Rdumen in Erinnerung rufen.

1.3.1 Definition.
Sei (X, ]|-]]) ein normierter Raum. Wir nennen eine Menge K C X einen Kegel, falls gilt:

e K abgeschlossen, konvex
e VA>0: N KCK
e KN—K ={0}

1.3.2 Lemma.
Sei (X, ]|-]]) ein normierter Raum und K C X ein Kegel. Dann definiert

Ve,ye X z<y:=((y—x)€eK
eine Halbordnung auf X. Es gilt aulerdem:
eVroeX: {zeX|z<z}=x0+K
e Vz,ye X :VA>0: (z<y)=N-z<Ay)

eVr,yeX: (z<y)=(—z>—y)

Ve,y,z2€ X (z<y)=(x+z<y+2)

o V(7)) nen, (Yn)nen € XN konvergent:  (Vn € N:z, <y,) = (lim z, < lim y,)

nk— oo nk—oo

Beweis.

Schritt 1: (<) definiert Halbordnung

Reflezivitit: Sei € X. Dann gilt (x —x) =0 € K, also x < x.

Transitivitit: Seien z,y,z € X mit z < y < z, dann liegt (z —2) = 2- (3 ((z —y) + (y — x))) als




nicht-negativ Vielfaches einer Konvexkombination von Vektoren aus K wieder in K.
Antisymmetrie: Seien z,y € X mit z < y,y < 2. Dann gilt (zr —y) € KN —K = {0}, also . = y. O

Schritt 2:  Rechenregeln

Wir zeigen nur die letzte Eigenschaft, der Rest ist elementar nachzurechnen.

Sei also z,, < yp,Vn € N. Damit liegt die Folge (y,, — Zpn)nen in K. Aufgrund der Abgeschlossenheit von
K haben wir also auch (711'1_{20 Yn) — (nlL)rI;o Ty) = nl»i—>Holo(y” —z,) € K. O

1.3.3 Definition.
Sei (X, ]|-]|) ein normierter Raum, K C X ein Kegel und (<) die Halbordnung aus Lemma 1.3.2.

e Fiir beliebige a,b € X definieren wir das konische Segment als (a,b) :={z € X|a <z <b} =
(a+ K)N(b-K).

IN

e Wir nennen eine Folge (2, )nen € XV (bzgl. (<)) monoton steigend, falls gilt: ¥n € N : z,,
ZTnt1 und (bzgl. (<)) monoton fallend, falls gilt: Vn € N : &, > @41

e Wir nennen eine Folge (z,)nen € XV (bzgl. (<)) nach oben beschrinkt, falls gilt: 3s € X :
Vn € N:z, <sund (bzgl. (<)) nach unten beschrinkt, falls gilt: 3s€ X :vneN:z, > s

e Der Kegel K heiflt regulir, falls jede bzgl. (<) monoton steigende und nach oben beschrinkte
Folge konvergiert. (In diesem Fall konvergiert auch jede bzgl. (<) monoton fallende und nach
unten beschrinkte Folge.)

e Ein Operator T : X — X heifit (bzgl. (<)) monoton, falls gilt:
Vr,y € X i (z <y) = (T(x) <T(y)).

1.3.4 Satz.

Sei (X, ]|-]]) ein normierter Raum und K C X ein reguliirer Kegel mit induzierter Ordnungsrelation
(<). Sei weiters T : X — X stetig und bzgl. (<) monoton. Existieren xg,yo € X mit zg < yo, zo <
T(xz0) und T(yo) < yo, dann besitzt die Gleichung T'(z) = = eine Losung, d.h.:

Jx* € (xo,yo) : T(x*) ="

Die Folgen (zn)nen := (T™(20))nen und (Yn)nen := (T™(y0))nen konvergieren jeweils gegen eine
Losung der obigen Gleichung, d.h.:

T(lim z,)= lim z, und 7T(lim y,)= lim y,.
n— oo nk—oo n+— oo n+—r oo

Beweis.

Schritt 1:  T'({xo,%0)) (%o, o)

Sei z € (xg,yo), dann gilt g < z < yo und wegen der vorausgesetzten Monotonie von T auch xg <
T(x0) <T(2) <T(yo) < yo. Das bedeutet T(z) € (o, yo)- O

Schritt 2:  Abgeschlossenheit von (zg, yo)

In topologischen Vektorrdumen, zu denen normierte Rdume gehoren, ist fiir jedes ¢ € X die zugehorige
Translation (X — X : 2 — 2+ ¢) ein Homdomorphismus. Ebenso ist die Spiegelung um den Ursprung
(X — X : 2+ —2x) ein Homomorphismus. Insbesondere sind die Bilder von abgeschlossenen Mengen
unter diesen Abbildung wieder abgeschlossen.

Aus diesem Grund ist (zo,y0) = (zo + K) N (yo — K) als Durchschnitt abgeschlossener Mengen wieder
abgeschlossen. O

Schritt 3:  T(limyy o0 n) = My 0o Zn und T (limpes oo Yn) = liMpy o0 Yn

10



Wir zeigen nur die linke Gleichheit, die rechte folgt analog.

Wegen xg < T'(xp) und der Monotonie von T folgt induktiv z, < z,4+1. Aus Schritt 1 ist ersichtlich,
dass yo eine obere Schranke von (x,)nen ist. Die vorausgesetzte Regularitit von K liefert somit die
Konvergenz dieser Folge. Wegen Schritt 1 gilt {z,, | n € N} C (¢, yo) und wegen der Abgeschlossenheit
dieses konischen Segments liegt der Grenzwert ebenfalls in (zg, yo). SchlieBlich folgt aus der Stetigkeit
von T"

T(lim z,) = lim T(z,) = lim 2,41 = lim x,.
nk—roo N oo nk—roo nk—oo

(]
]

Die Anwendbarkeit von Satz 1.3.4 héngt davon ab, ob man tatséchlich die Existenz der Elemente g, yg €
X nachweisen kann. Wir geben nun Voraussetzungen an, unter denen dies auf jeden Fall moglich ist.

1.3.5 Lemma.

Sei (X, |-]]) ein Banachraum und K C X ein regulirer Kegel mit induzierter Ordnungsrelation (<),
sowie f € K\{0} beliebig. Sei weiters T : X — X stetig, bzgl. (<) monoton und mit 7'(0) € K.
Existiert ein Operator U € B(X) mit U(K) C K und p(U) < 1, der T auf K majorisiert, d.h.:
Ve e K : T(x) < U(z), dann gilt:

Jzo,y0 € X : 20 < yo, 20 < T(x0) und T'(yo) < yo-

Insbesondere konvergiert (2, )nen := (T7(0))nen gegen eine Losung der Gleichung T'(z) = .

Beweis.

Schritt 1:  Definition von zg und yg

Wir setzen xg := 0 und yg auf die, laut Satz 1.1.4 eindeutig existierende, Losung y* € X der Gleichung
Uy +f =y O
Schritt 2:  Ungleichungen

2o < yo: Wieder wegen Satz 1.1.4 gilt yo = y* = Y poq U*(f). Wegen f,U(f) € K folgt induktiv
Vn € N: Y ! ,U¥f) € K. Aus der Abgeschlossenheit von K schlieBen wir daraus auf yo € K.
Aufgrund von xg = 0 bedeutet dies aber genau zy < yg.

zo < T'(xp): Klar, wegen T'(x) € K.

T(yo) < yo: Wegen f € K folgt 0 < f und aufgrund von Lemma 1.3.2 erhalten wir U(yg) = U(yo) +0 <
U(yo) + f. Gesamt folgt:

T(yo) < U(yo) < U(yo) + f = vo-

2 Projektionsverfahren

2.1 Injektive Operatoren

2.1.1 Lemma.
Sei A C RT nichtleer, f: Rt — R™ stetig und streng monoton fallend mit sup(A) < co. Dann gilt
f(sup(A)) = inf(f(A)) und insbesondere inf(f(A)) > 0.

Beweis.
Fall 1: [A] < |N|: f(sup(4)) = f(max(A)) = min(f(A)) = inf(f(A))

11



Fall 2: |A| > |NJ: Sei (a,,) € AY streng monoton steigend mit lim,, oo @, = sup(A). Dann ist (f(a,))nen
streng monoton fallend, nach unten beschrinkt und somit konvergent. Es gilt:

F(sup(A)) = F(lim a,) = lim_ f(a,) = inf(f(4)).
Es verbleibt lim, o f(an) = inf(f(A)) zu zeigen:
»<“ Sel y € f(A). Dann gibt es ein € A mit f(z) = y. Ist = # sup(A), dann gilt fiir ein hinreichend
grofies ng € N sicherlich = < a,, und daher auch lim, o f(an) < f(an,) < f(x). Im Falle z = sup(A)
gilt sogar limy, o0 f(ayn) = f(limpyeo an) = f(sup(A)) = f(z). Auf beiden Seiten Suprema bilden liefert

nun die Behauptung.
»=>% Aus f(a,) > inf(f(A)),Vn € N, folgt mittels beidseitiger Grenzwertbildung sofort die Behauptung.

2.1.2 Definition.
Sei (X, ]]-]|) ein normierter Raum und der Abstand eines Punktes 2z € X zu einem Unterraum U < X

gegeben durch:
Vee X :VU <X : dist(z,U) = in{f”x —ul .
ue

Eine Folge von Unterrdumen (U, ),en heift eigentlich dicht in X, falls gilt:

Vee X : dist(x,U,) == 0.

Wir erinnern an den Begriff der (Orthogonal-)Projektion:

2.1.3 Definition.

Sei X ein Vektorraum und U < X ein Unterraum. FEine lineare Abbildung P : X — X mit
Po P =P und ranP = U heifit Projektion auf U.

Sei H ein Vektorraum mir Skalarprodukt und U < H ein Unterraum. Eine lineare Abbildung P :
H — H mit Po P = P, ranP = U und ranP 1 ker P heift Orthogonalprojektion auf U.

2.1.4 Bemerkung.
Ist (H,(-,-)) ein Hilbertraum und U < H ein abgeschlossener Unterraum, so gibt es genau eine
Orthogonalprojektion auf U.

2.1.5 Satz. (Galerkin-Verfahren)

Seien (X, |-||) und (Y,]|-]|) Banachriume, T ein injektiver, linearer Operator mit Definitionsbereich
dom(T") < X und Wertebereich ran(7") < Y. Seien weiters (X,,)neny und (Y, )nen Folgen von Un-
terrdumen mit X,, < dom(7) < X und Y,, <Y, sodass alle T(X,,) und alle Y,, abgeschlossen sind,
sowie (P,)nen € B(Y)N eine Folge von gleichmiBig beschriinkten Projektionen auf die Unterriume
Y,, d.h. ranP, =Y, und sup,cy || P.|| < co. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

e Die Gleichung P, (T(z) — f) = 0 hat fiir beliebiges f € Y und n € N eine eindeutige Losung
in X,,, d.h.:
VfeY :YneN: 3z, € X, : P,(T(z;)—f)=0

und es gilt:
i [|7(3) ~ £ = 0.
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e Die Folge (T'(X,))nen ist eigentlich dicht in Y, die Einschrinkungen
P, := Pulr(x,) : T(X,) — Y, der Projektionen P, sind bijektiv und es gilt:

inf inf ||P, 0.
éIéNyelTI}X,L)” Wl >

llyll=1

Beweis.
Wir beginnen mit der Richtung “J}“.

Schritt 1:  (T(X,,))nen ist eigentlich dicht in ¥
Sei f € Y beliebig, dann folgt aus der Injektivitdt von 7" und der vorausgesetzten Existenz der z; fiir
alle n € N:

. _ . . _ _ < *\ n— 00 )
dist(£.T(X,)) = ity =l = inf |T@) = I < [T(3) = £ 220

O

Schritt 2:  Bijektivitét aller P, : T(X,,) — Y,
Aus der Injektivitéit von T', der Linearitit der P, und der vorausgesetzten, eindeutigen Losbarkeit der
Gleichung P, (T'(x) — f) =0 in X, folgt:

VfeY :VYneN:dlz; € X, : P, (T(z)—f)=0
= VneN:VfeV,:yeT(X,): P,(y—f)=0
= VneN:VfeV,:MyeT(X,): 5.(y) = Pa(y) = Pu(f) = f.
Das ist aber genau die Definition der Bijektivitit aller P,. O

Schritt 3:  Linearitiit, Stetigkeit und gleichmiiBige Beschriinktheit aller (P,)"'o P, : Y — T(X,,)
Fir alle n € Nist P, linear und wegen || P,| < sup,cy [|[Pn]] < oo stetig. Aufgrund der vorausgesetzten
Abgeschlossenheit sind alle (T(X,,), ||-||) und (Y, ||-||) Banachriume. Alle P, : T(X,,) — Y,, sind linear,
stetig und bijektiv. Laut dem Satz von der offenen Abbildung sind damit auch die Umkehrfunktionen
(I5n)_1 Y, — T(X,) linear und stetig. Als Zusammensetzung linearer, stetiger Abbildungen sind also
alle (P,)~" o P, linear und stetig.

Die gleichméfige Beschrianktheit sieht man wie folgt ein:

Fiir beliebiges f € Y und n € N ist die eindeutige Losung der Gleichung P, (T(x) — f) = 0 gegeben durch

T, = (T71 ° (P~n)71 o P,)(f) € X

n

Laut Voraussetzung konvergiert die Folge dieser T'(z¥) gegen f:

(Po)~" o Pa)(f) = T(ay) == f.

Als punktweise konvergente Folge ist { (]5”)—1 oP,|ne N} insbesondere eine punktweise beschréinkte

Operatorfamilie. Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt nun die behauptete, gleichméfiige Beschrénktheit:

sup H(Pn)_l o P,|| < oc.
neN
(]
Schritt 4:  GleichmiiBige Beschriinktheit aller (P,)~*
sup [[(P) 71| = sup sup [ () @)]| = sup sup [[(P) 7 (Patw))| < sup [[(Pa) o P <
neN neN yeyY, neN yeY, neN
llyll=1 lyll=1
]
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Schritt 5: infneN infyGT(XT,,),HyH:l ||Pn(y)|| >0
Fiir alle y € T'(X,,) mit [|y|| = 1 gilt:

L=yl = ()t o P )| = [P0 e P@)| < [ (B0 - 1P

Insbesondere gilt also || P, (y)|| # 0 und wir erhalten mit Schritt 4:

0<sup sup |[P.(y)]| " <sup sup H(P})AH = sup H(P})AH < 00.
neNyeT(X,) neNyeT(X,,) neN
lyll=1 lyll=1

Wenden wir nun Lemma 2.1.1 zwei mal auf die Funktion (R — R* : 2 +— %) an, so erhalten wir:

-1

inf inf ||P,(y)|| = |sup sup ||P.(y -t > 0.
inf [P (y)l neNyeT(X")H @l
llyll=1 llyll=1
O
Wir kommen nun zur Riickrichtung “{“.
Schritt 6:  GleichmiiBige Beschriinktheit aller (P,)" "o P, : Y — T(X,,)
Wir berechnen:
- N -1
o |2 |2
H(Pn) H = sup ———— 7 = sup _ =
2€Y,\{0} 2]l yeT(X,)\{0} [yl
- -1 - -1
|2 12w .
= sup | = sup | =  sw [P
y€T(X,)\{0} ’ ﬁ ‘ YyET(X,)\{0} [yl YET(Xp)
Y llyll=1 llyll=1

Mittels der vorausgesetzten Positivitét der iterierten Infima und Anwendung von Lemma 2.1.1 sehen wir
die gleichmiiflige Beschrénktheit aller (P,) ™'

-1

5 \—1 -1 . .
sup H P, ‘ =sup sup || P.(y = | inf inf ||P.(y < 0.
sup (Pn) e b A 1Pn(y)l nENyﬁTl(X{l)” €l
llyll=1 yil=

Daraus folgt nun unmittelbar die Behauptung:

< (upforo) - Cupreat) <o

sup H(lﬁn)_1 o P,
neN

O

Schritt 7:  Eindeutige Existenz einer Losung

Seien sowohl f € Y als auch n € N beliebig. Die Abbildung P, o T = B,oT : X, — Y, ist als
Zusammensetzung bijektiver Abbildungen selbst bijektiv. Wegen P, (f) € Y;, haben wir also:

Az € X,,: (P,oT)(z)) = Pu(f)
= ANzr e X,,: Po(T(z))—f)=0.

n

Schritt 8:  limy oo |T(25) — fIl =0
Wir wéhlen fiir jedes n € N ein f, € T(X,,) mit:

1 1
—ful < inf - — =dist(f, T(X —.
1F = Fall < nfIF = full + = dist(£T(X0)) +

14



Dann gilt klarerweise ((Pn) Y o P (fn) = ((P,) Yo Py)(fn) = fn. Aus Schritt 7 haben wir die Gleichheit
T(z:) = ((Py)~' o P,)(f). Setzen wir dies alles zusammen, so erhalten wir fiir ein passendes C' < 0o:

1T = fIl = (P o P = fu) = (F = )

< (B o Py —idy |- 11f = £l

< (sl tor+1) 1=l

< C- (dist(f,T(Xn)) + :L) 2700,
g
|

Méchte man Satz 2.1.5 anwenden, so muss man insbesondere die Bijektivitdt der Einschrankungen der
Projektionen nachpriifen. Da dies unter Umsténden schwierig sein kann, méchten wir im Folgenden eine
Charakterisierung dieser Eigenschaft angeben:

2.1.6 Lemma.
Seien (H, (-,-)) ein Hilbertraum mit induzierter Norm ||-||, Hy, H» < H abgeschlossene Unterridume
und P, : H — H, P, : H — H die Orthogonalprojektionen auf H; bzw. Hs. Dann gilt:

(ﬁg = P2|H1 :Hy — Hs bijektiv) =4 (”Pl — P2|| < 1).

Beweis.
Wir beginnen mit der Richtung “=“.

Schritt 1:  0< inwaHl,HxH:I HPQ(JZ)H < 00

P, ist laut Voraussetzung bijektiv und wegen HEH < ||P2]] €1 < oo auch stetig. Aus dem Satz von der

offenen Abbildung folgt, dass die Inverse (P,)~! ebenfalls stetig ist. Wir haben 0 < H(If’g)’l H < 0o und

- —1
somit H(Pg)_l H € R*. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.1.1 und:

H(E)AH*Z sup M 1: sup M B — inf

yEH>\{0} ||ZUH z€H1\{0} ||1‘H H“f”fill

152(x)H .

O

Schritt 2: Py := Py |y, : Ho — H; bijektiv mit stetiger Inverser (]51)_1

Aus der Abgeschlossenheit von Hy und Hy folgt, dass (Hi, (-, -)) und (Hs, (-, -)) Hilbertrdume sind. Die
laut Schritt 1 stetige Abbildung P : Hy — Hs besitzt also einen eindeutigen, adjungiertern Operator
(P2)* : Hy — H;. Wir zeigen nun (P)* = P;:

Wegen Hﬁ1’

charakteristische Eigenschaft

< ||Al €1 < oo ist P, stetig. AuBerdem erfiillt P; die fiir den adjungierten Operator

Vre Hy :Vy € Hy: <ﬁ2x,y> = <x,p1y> .
Das folgt aus:
Vo e Hy :Vy e Hy: <152x,y> = (Po,y) = <:v,152y> = (z,y)

(2.Py) = (e, Piy) = (Pra,y) = (@,9)
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Die Bijektivitéit von Py sieht man nun wie folgt ein:
kerP, = ker(P; ) = (ranPy)* = (Hp)* = {0}
ranP; = ranP; = ran(P,)* = (ran(Py)*)*+ = (kerPy)* = {0}* = H;.

Dabei haben wir verwendet, dass P; als Einschrankung der Orthogonalprojektion P; selbst eine Ortho-
gonalprojektion ist und dass das Bild ranP jeder Orthogonalprojektion P stets abgeschlossen ist.

Der adjungierte Operator (152)* ist somit ebenfalls bijektiv und weiters auch stetig: H (152)* H = HPQ H < 00.
Wieder mit dem Satz von der offenen Abbiludung folgt die Stetigkeit von ((Py)*)~! = (P;)~'. O

Schritt 3: 0 < inszHz,Hxﬂzl H]Sl(x)H < o0

Wir haben gerade die Voraussetzungen von Schritt 1 fiir den Operator P; gezeigt. Die Behauptung folgt

also vollkommen analog zu Schritt 1. (|
Schritt 4: sup,ep, o) =1 |(id — P2)(2)[] <1
Es gilt:
~ ~ €T . ~
veem\0): [P = | |l = ng 2] ) -t
Il fiz
y =

In Verbindung mit dem Satz von Pythagoras zeigt dies:

~ 2 ~ 2
Vo€ H - H(id—Pg)(x)H :||g;|\2—HP2(x)H <|1-| mf
vl =1

B | |-l

Wurzelziehen und Suprema bilden auf beiden Seiten dieser Ungleichung liefert nun:

2
sup [|(id — Po)(@)|| < |1— [ int Pg(x)H <1.
r€H, € H;
||| =1 [l =1
O
Schritt 5:  sup,ep, |z =1 I(id — Pr)(z)] <1
Analog zu Schritt 4 und unter Verwendung der in Schritt 3 gezeigten Ungleichung. O

Schritt 6: [Py — Po|| < max {sup,epn, a1 [16d = Po)(@)] 50D e 11, oy -1 116 = P1) (@)1 |

Die Abbildungen P; und (id — P») sind Orthogonalprojektionen und als solche selbstadjungiert. Daher
gilt:

[P0 (id = Po)l| = [|(Pyo(id = P2))"[| = [|(id = P2)" o (P1)"[| = [|(id — P2) o P| .
Die Tatsache Vo € H : (id — P2)(z) LP>(x) und der Satz von Pythagoras liefern nun:

VeeH: |(PL—P)@)|* = [|(Pio(id—Py)o(id— Py) — (id — P,) o Py o Py)(z)|?

[Py o (id = P)|* - [|(id = P2)(x)[|* + [|(id = P1) o Po||* - || Pa(a)]|?
max{|| Py o (id — Po)|*, [|(id — P1) o Py|*} - ||||?

max{||(id — P2) o Py[|*,||(id — Py) o Py|*} - [l]*.

[VARVAN

Auflerdem gilt aufgrund der Definition der Operatornorm:

[(id = Py) o Pyf| = sup [[((id = P2) o P1)(z)|| < sup [|(id — P,)(y)|| = sup [|(id — P,)(z)]|
czeH yeH, reH;
llzll <1 llyll <1 llll=1

und analog auch:
[(id = Pr) o Pof| < sup [[(id — Py)(x)]] .

xrEHo
[l =1
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Setzen wir nun alles zusammen, so erhalten wir:

IP — Bl < max{lGd— Py)o Py, [lGid— Py) o By}
< max{ sup [|(id = Py)(z)[|; sup |[(id - P1)(x)]}
r€H, € Ha
[l =1 llzll=1
< max{l,1} =1.

Wir kommen nun zur Riickrichtung “<=*.

Schritt 7: (id+ P, — P)(H)=H
Sei y € H beliebig. Wir definieren einen Operator:

H — H
U:{ ¢ — —(P—P)(x)+y

Wegen der vorausgesetzten Ungleichung |[P; — Pa|| < 1 ist U eine Kontraktion (vgl. Definition 1.1.1):

Ve, t e H: [U(x)-U@)| = [[(-(P1—P)(x)+y)—(=(P1—FP)@)+y)l
= (P — P)(z—2)|
[P — Pl - |z — 2| -

A

Laut dem Fixpunktsatz von Banach, Satz 1.1.2, hat U also einen (sogar eindeutigen) Fixpunkt:
JreH:—(P—P)(x)+y=U(x) ==
Umstellen liefert nun die Behauptung:

Vye H:Jx e H: (id+ P — P)(z)=y.

Schritt 8: ]52 : Hi — H, bijektiv
Anwenden von P, auf die in Schritt 7 gezeigte Gleichheit liefert:

PQ(H) = P2 o (ld —+ P1 — PQ)(H) = (PQ @) Pl)(H)
Daraus folgt nun schon die Surjektivitit von Pj:

PQ(Hl) = (PQ OPl)(H) = PQ(H) = HQ.

Um die Injektivitdt zu zeigen, wird folgende Ungleichung niitzlich sein:

i, = Po|| < llidw, = Pilas || + || Palis, = Pof| <0+ 112 = P < 1.

Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis: 3
Ann.: ker P, # {0}. Dann konnen wir ein z € (ker P»)\{0} C H; wéhlen. Es folgt der Widerspruch:

]l =

(idw, — 152)(@” <

idu, — P -l < ]

2.1.7 Korollar.
Seien (X, |]]) ein Banachraum und (Y, {(-,)) ein Hilbertraum, T ein injektiver, linearer Operator
mit Definitionsbereich dom(7") < X und Wertebereich ran(T) < Y, sowie (z,,)nen € dom(T)N eine
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Folge von linear unabhéingigen Vektoren. Wir setzen X, := span{z1,...,z,},Vn € N.
Ist die Folge der Unterrdume (T(X,,))nen eigentlich dicht in Y, so besitzt die Gleichung T'(z) = f
fiir jedes f € Y eine beliebig gute Losung z;, € X,,, d.h.:

VfeY :Ve>0:3neN:Jz) € X, : IT(x)) — fl] <e.

Die Koeffizienten o, ..., o, € K dieser Losung = = > | «; - z; erhéilt man als eindeutige Losung
eines geeigneten linearen Gleichungssystems.

Beweis.

Schritt 1:  Existenz einer Losung

Wir verwenden Satz 2.1.5:

Sei Y,, := T(X,),Vn € N. Wenden wir das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt auf die
wegen der Injektivitdt von T linear unabhéngigen Vektoren {T'(z1),...,T(x,)} an, so erhalten wir eine
Orthonormalbasis {y1,...,y,} von Y,. Die Unterrdume Y,, sind endlich-dimensional und somit abge-
schlossen. Wir konnen also die zugehorigen Orthogonalprojektionen betrachten: P, : ¥ — Y. Diese
sind klarerweise gleichméfig beschrankt:

sup ||Pn] <1< o0.
neN

Die Einschrinkungen dieser Projektionen P, := Pulrix,y : T(Xn) — Y, erfiillen b, = idy, und sind
somit bijektiv. Fiir die iterierten Infima gilt:
inf inf )||Pn(y)|| =inf inf |y/|=1>0.

neNyeT (X, neNyeT(X,)
llyll=1 llyll=1

Sei nun f € Y beliebig und € > 0 vorgegeben. Wegen Satz 2.1.5 gilt:

dneN:dlz) € X, : P,(T(z;)—f)=0 und ||T(x})—f|| <e

n

O

Schritt 2:  Berechnung der Koeffizienten oy, ..., a,
Setzen wir fiir #, eine Linearkombination x}, = > | a; - ; mit (a;)!-; € K" an, so erhalten wir mit
Hilfe der Fourier-Koeffizienten-Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis {y1, ..., yn}:

n

0="PF,(T(zy,) - f) = Pn(zai T(x)— )= | (Zaz : <T($i),yj>> i | = Do oy

j=1 \i=1 Jj=1
Die Eindeutigkeit der Koeffizienten in einer Linearkombination von Basisvektoren liefert nun ein lineares

Gleichungssystem fiir die Koeffizienten oy, ..., a,:

(T(z1),51) (T(@2),51) .. (T(zn),91) v (fy1)
(T(z1),y2) (T(22),92) ... (T(2n),y2) Qa2 B (fsy2)
<T(‘r1)7yn> <T(‘r2)7yn> s <T(mn)vyn> o2 <f7 yn>
Aufgrund der eindeutigen Existenz von x}, ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar. O

2.2 Operatoren mit invertierbarem (id —7)
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2.2.1 Lemma.
Seien (X, [|-||) ein Banachraum, A, B € B(X) mit A € Inv(X) und ||A~!| - | B|| < 1. Dann ist auch
der Operator (A + B) € B(X) bijektiv.

Beweis.
B(X) ist eine Banachalgebra mit Eins. Wir erinnern an den Begriff der Neumann’schen Reihe aus der
Funktionalanalysis:

VC e B(X)mit |C| <1: (id—C)elnv(X) wd (@(d-C)"'=) C"
n=0

Mit C := A~' o (—B) € B(X) und ||C|| = ||[A" o (=B)|| < ||[A7!|| - Bl < 1 erhalten wir also die
Invertierbarkeit von A + B:

(i{d-C)toA ™t =(Ao(id-C) ' =A+B)"

2.2.2 Satz.

Seien (X, ||-||) ein Banachraum und 7' € B(X) ein linearer, stetiger Operator mit (id —T) € Inv(X).

Fiir alle n € N sei X, < X ein abgeschlossener Unterraum und P, : X — X eine Projektion
n—oo

auf X,,. Gilt nun [|(id — P,) o T|| —— 0, dann besitzt die Gleichung P, (T(z) + f — z) = 0 fiir
hinreichend grofies n > ny und beliebiges f € X eine eindeutige Losung z; € X,,, d.h.:

IngeN:Vn>ng:VfeX: ) €X,,: P,(T(x))+ f—x;)=0.
AuBerdem sind unter diesen Voraussetzungen die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

o [[id = P)(f)| =0

e Die Folge der Losungen (x7),>n, konvergiert gegen die eindeutige Losung z* € X der Glei-
chung
T(z)+ f ==z, dh.:

N € X () nong — 2 und T(z*) + f ="

Beweis.
Schritt 1:  Eindeutige Losbarkeit der Gleichung P,,(T'(z) + f —x) =0
Aus dem Satz von der offenen Abbildung folgt H(id — T)_1H < 00. Wegen der Voraussetzung

n—oo

[[(id = P,) o T|| —— 0 gilt fiir alle hinreichend groien n > ng:
|Gd=T)7H| - |(id = P,) o T < 1.
Wenden wir also Lemma 2.2.1 an, so erhalten wir die Bijektivitdt und Stetigkeit von:
(id—T)+(id—P,)oT)=id—P,0oT: X — X.
Fiir beliebiges f € X gilt daher:
Nar e X (id—P,oT)(x})) = Po(f).

Daraus folgt nun P, (T'(z}) + f) = x, also z}, € ran(P,) und somit P,(z}) = z}. Klarerweise vererbt
sich die Eindeutigkeit von z in ganz X auf jene in X,,. Wir haben also gezeigt:

ANzy € X, 0 P(T(x))+ f—x)=0.
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Schritt 2:  Eindeutige Losbarkeit der Gleichung T'(z) + f =«
Laut Voraussetzung ist (id —T) bijektiv, somit hat die Gleichung (id —T)(z) = f eine eindeutige Losung
r* e X:

I eX: (d-T)(z") = f.

]
Schritt 3:  (id — P, o T)(z* — z) = (id — P,)(a™)
Fiir alle n > ng gilt:
Poo(id—T)(z* —x})=Pyo(id —T)(z*) — Pyo (id — T)(z}) = P,(f) — P.(f) = 0.
Zusammen mit P, (z}) =z liefert das die Behauptung:
(id=P,oT)(z" —x;) = ((id — P,) + P,o(id = T))(z" — z;,) = (id — P,)(z").
O

Schritt 4:

Wie wir in Schritt 1 gesehen haben, ist der Operator (id — P, o T) stetig: ||id — P,, o T'|| < co. Aus dem
Satz von der offenen Abbildung folgt also auch die Stetigkeit der Inversen: H(id —P,oT) ! H < 00.
Wegen x* = T'(x*) + f und der in Schritt 3 gezeigten Gleichheit gilt:

la* =2kl = ||(id=P,oT) ' o(id— P)(T(z*) + )]
< = Pooy |- (6= Py T "l + G - PI(A ) =0,
O
Schritt 5: ¢
Wieder mit Hilfe der in Schritt 3 gezeigten Gleichheit und ||id — P, o T'|| < oo erhalten wir:
lGd= PN = [d— P o(id—T)@")|
< IGd = Po)(@®) || + [1(d = Po) o T - [l
< Jlid =P o T - fla* —al| + | (id = Po) o T - [|l2*]| == 0.
(]
]

Das folgende Lemma wird im Beweis von Lemma 2.2.4 hilfreich sein.

2.2.3 Lemma.
Seien (X, ||-||) ein Banachraum und S,, € B(X),Vn € N, lineare und stetige Operatoren. Dann folgt
aus der starken Operator-Konvergenz schon die kompakte Konvergenz, d.h.:

(Vx €X: |Sn(x)] 2= 0) = <VK C X kompakt :  sup ||, (z)]| === 0) .
zeK

Beweis.
Schritt 1:  Gleichméfige Beschrénktheit aller S,
Aus der Konvergenz einer reell-wertigen Folge, folgt schon ihre Beschranktheit. Wir haben also:

Vre X : supl|Suy(z)| < oo.
neN

Der Satz von Banach-Steinhaus liefert nun die gleichméflige Beschréanktheit aller .S,

sup ||Sn | < oo.
neN

20



O

Schritt 2:  Kompakte Konvergenz von (Sy,)nen gegen 0

Sei also K C X kompakt. X ist ein metrischer Raum, daher ist K insbesondere folgenkompakt. Es hat
also jede Folge aus K eine in K konvergente Teilfolge. Wir fithren nun einen indirekten Beweis.

Ann.: (sup,eg [|Sn(2)]]), oy konvergiert nicht gegen 0

Dann gibt es aber eine Teilfolge und ein € > 0 mit:

Vk e N: (Sup HSn(k)(x)H) > €.
zeK

Die Kompaktheit von K und Stetigkeit aller Abbildungen (K — R : 2 — HSn(k) (x)H)keN impliziert
nun:

Ne)een € KM VR EN: || Sogey(an)]| = (sgg HSn(k)(x)H) .

Aus der Folgenkompaktheit von K, angewandt auf die Folge (xj)ren, folgt die Existenz einer in K

konvergenten Teilfolge, xy ;) L2200, o fiir ein 2% € K , mit der Eigenschaft:
VIEN:  ||Suway (@) = €

Damit erhalten wir aber den folgenden Widerspruch:

0<e < [[Snmu (@)
< (supsul) v~ + BSuan )] 20
neN
O
||
n—oo

Um Satz 2.2.2 anwenden zu koénnen, muss insbesondere ||(id — P,,) o T|| —— 0 erfiillt sein. Wir geben
nun Voraussetzungen, unter denen dies der Fall ist.

2.2.4 Lemma.
Seien (X, ||-||) ein Banachraum und T' € B(X) ein linearer, stetiger Operator. Fiir alle n € N sei
X, < X ein abgeschlossener Unterraum und P, : X — X eine Projektion auf X,,. Dann ist jede

n—oo

der folgenden Bedingungen hinreichend fiir ||(id — P,,) o T'|| —— 0:

(i) Fiir alle hinreichend grofien n > ng gilt || P,|| < oo und:

30, >0:  sup ST Xn)

<C, < .
z€X\{0} ||3?H

n—oo

Die Konstanten (Cy,)n>n, erfillen C,, - || P,|| —— 0

(ii) T ist kompakter Operator, fiir alle hinreichend grofien n > ng gilt || P,|| < oo und:

Vee X: |(id— P,)(z)] === 0.

Beweis.
Schritt 1:  ad (i)
Sei n > ng. Fiir alle X,, # {0} gilt sicherlich:

P,(x T
1Pl = sup 1D T

>
zex\{0} [Eal

zeX,\{0} [lz]] B
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Wir erhalten also fiir beliebige y € X:

60— PG = inl [[6d— Pa)y) — o ]
< i - —
it (o=l 412, -2l )

< (L4 ([Pa]l) - dist(y, Xn)

Daraus folgt nun schon die behauptete Konvergenz:

[(id—Pp)oT| = sup
zeXx\{0} Eal
dist(T'(x), X,,
< 2Py - sup dist(T(@), X»)
zeXx\{0} [Eal

IN

O

Schritt 2:  ad (ii)

Sei n > ng. Dann gilt klarerweise |lid — P,|| < 1+ ||P,]] < oo und daher wegen der Voraussetzung
nk—roo

(Vz e X : ||(id — P,)(x)|| — 0) und Lemma 2.2.3 auch:

VK C X kompakt : sup [|[(id — P,)(z)| === 0.
zeK

Die Kompaktheit von T bedeutet gerade, dass T(K1(0)) in X kompakt ist. Dabei bezeichne K;(0) :=
{z € X | ||z|| <1} die abgeschlossene Einheitskugel um die Null. Wir haben also:

lGd—P)oT| = suwp [((d-P)oT)(@)| < swp id— Py “==0.
z€K1(0) y€T(K1(0))
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