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1 Einleitung

Ein normaler Operator S auf einem Hilbertraum kann bekanntlich durch die Gleichung
S5*S —8§5* = 0 charakterisiert werden. Fiir hyponormale Operatoren wird diese Bedingung
etwas abgeschwécht, S*S — SS* muss nur ein positiver Operator sein. Eine noch etwas
allgemeinere Klasse sind seminormale Operatoren, die dadurch charakterisiert sind, dass
S*S — 55* oder SS* — S*S positiv ist. 1970 stellte C. R. Putnam fest, dass das Spektrum
jedes nichtnormalen seminormalen Operators positives Lebesguemafl besitzt. Das fithrte
dazu, dass im folgenden Jahrzehnt vermehrt an seminormalen Operatoren geforscht wurde
und einige weitere tiefliegende Resultate von verschiedenen Autoren gefunden wurden. Ein
solches Resultat wird in dieser Arbeit speziell aufgearbeitet.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen hyponormalen Operator S auf einem Hilbertraum in
einer bestimmten Weise darzustellen. Dabei wird der urspriingliche Raum H des Ope-
rators in zwei Ridume H; & Hy aufgeteilt und S|y, und S|y, werden jeweils auf einem
sogennanten direkten Integralraum dargestellt. Das ist ein Hilbertraum, dessen Elemente
wiederum Hilbertraum-wertige Funktionen sind. Fiir die Darstellung von S|, wird dabei
die Hiberttransformation zuhilfe genommen.

Die auf diese Art gewonnene Darstellung bietet eine Grundlage fiir weitere Resultate iiber
seminormale Operatoren, etwa den bereits erwdhnten Satz von Putnam.

Die Darstellung eines hyponormalen Operators baut auf der Diagonalisierung von selbstad-
jungierten Operatoren auf, einer Darstellung eines solchen Operators als Multiplikations-
operator auf einem direkten Integralraum. In dieser Arbeit ist ein Satz zu finden, der fiir
selbstadjungierte Operatoren auf einem separablen Hilbertraum die Existenz einer solchen
Darstellung garantiert.

Die Arbeit beginnt mit einigen relevanten Grundresultaten aus Analysis und Funktional-
analysis und einer Einfiihrung der Hilberttransformation. Anschlieend werden direkte Hil-
bertrdume eingefiihrt und der Satz der Diagonalisierung von selbstadjungierten Operatoren,
Satz 3.2.1, bewiesen. Der Beweis richtet sich nach | | und wurde so angepasst, dass
der vorkommende Integralraum ein paar zusédtzliche Eigenschaften erfillt. Anschliefend
werden zerlegbare Operatoren eingefiithrt und ein Satz, der eine Charakterisierung von zer-
legbaren Operatoren beschreibt, wurde an den Kontext dieser Arbeit angepasst. Danach
folgt ein kurzer Abschnitt iiber den Operatorlift. Schliellich werden seminormale Operato-
ren eingefiihrt und all diese Resultate verwendet, um den Satz iiber die Darstellung eines
hyponormalen Operators, Satz 4.2.1, zu beweisen.

Fiir diese Arbeit werden grundsétzliche Kenntnisse der Funktionalanalysis vorausgesetzt,
insbesondere {iber beschrankte Operatoren auf Hilbertrdumen. Es werden ohne Verweis
Notation und Resultate aus | ] verwendet.

In dieser Arbeit bezeichnet H immer einen Hilbertraum iiber dem Skalarkérper C mit dem
Skalarprodukt (.,.), das im linken Argument linear und im rechten semilinear ist.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige fiir diese Arbeit wesentliche Resultate aus der Analysis
und Funktionalanalysis gebracht.

2.1 Reduzierende Operatoren

Seien H, H,, Hy, H', H| und H/ Hilbertraume mit H = Hy ® Hy und H' = H| ® H).
Jeden beschrinkten linearen Operator T': H — H' kann man dann in eindeutiger Weise

in Blockmatrix-Form
T Tho
T —
<T21 by

mit den beschrankten Operatoren Ty, : Hy — Hj, T2 : Hy — Hi, Ty; : Hi — H),
T : Hy — HJ schreiben. Das bedeutet, dass wenn man ein x € H gemifl der Zerlegung
H = H{ ® H> als x = x1 4+ a9 schriebt, dann Tx = T1121 + Ti222 + To121 + Tooxo. Hat der

€H| €H)

B T 0
T_<O ng)’

gilt also T79 = Ty = 0, so schreiben wir T = T11 @ Tho.

Operator T' die Matrixform

2.1.1 Definition. Sei T ein beschrinkter linearer Operator auf H. Einen Unterraum
H, < H bezeichnet man als T-invariant, falls T(H,) C Hj. Ist zusétzlich H; abgeschlossen
und ist auch Hi- T-invariant, so bezeichnet man H; als T-reduzierend.

Das bedeutet, dass T' die Matrixform

T|m, 0
o ( 0 T‘H%)

2.1.2 Lemma. Ein T-invarianter, abgeschlossener Unterraum H; < H ist genau dann
T-reduzierend, wenn er T*-invariant ist. Ist in diesem Fall T zusétzlich bijektiv, so ist H;
auch T~ '-reduzierend. Insbesondere ist fiir ein selbstadjungiertes T' ein T-invarianter und
abgeschlossener Unterraum automatisch T-reduzierend.

hat, also T' = T'| g, ® T‘HIL.

Beweis. Sei Hy T-reduzierend. Fiir x+ € Hy,y € Hi gilt (T*z,y) = (z,Ty) = 0, also
T*z1 Hi- und damit T*z € Hj.
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Ist andererseits H; unter T* invariant, so gilt nach derselben Rechnung, dass Hi T-
invariant, und damit Hy T-reduzierend ist.

Schliellich sei H1 T-reduzierend und T bijektiv. Zu y € H;y gibt es 1 € H; und z9 € H f-
mit 7'(x; +x2) = y. Da Hy den Operator T reduziert, gilt Tx; € Hy und T'zo € Hf, womit
Txo = 0. Insgesamt gilt T~ 'y = 2 € Hy, also ist H; unter 7! invariant. Genauso sieht
man, dass Hi- unter 77! invariant ist.

2.2 Unendliche orthogonale Summen

2.2.1 Definition. Sei (H,)nen eine Folge von Hilbertrdumen. Dann bezeichnet
(o.9)
D .
n=1
die Menge aller Folgen (x,,)nen, die
o x, € H, fur alle n € N und
e Dol Han%{n <0

erfiillen. Zudem setzen wir fir (,)nen, (Yn)nen € Dneq Hn

o0

((CCn)neN, (yn)nEN) = Z(mmyn)Hn

n=1

Aus /S e lam + Bal2 < \/Suentlanl? + \/Soen|Bal? fir Folgen (an)nen, (Bn)nen aus

C schlieBen wir darauf, dass @;,=; Hy ein Vektorraum und ||(zp)nen| = /> nen [|Znl?

eine Norm darauf ist. Man zeigt elementar, dass ||.|| vollstdndig ist. Wegen der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung angewendet auf (., .) g, und (., .)p2(c) ist 2252 (Tn, Yn) i, absolut
konvergent. Man zeigt auch leicht, dass (.,.) ein Skalarprodukt abgibt, das ||.|| als Norm
induziert. Insbesondere ist @;,- | H,, ein Hilbertraum.

Sind H,,n € N, paarweise orthogonale, abgeschlossene Unterrdume eines Hilbertraums H,
so ist durch (x1,z2,...) — o1 + 2 + ... ein isometrischer Isomorphismus von ;2 ; H,, auf
cls{Up~, Hy} definiert. In weiterer Folge werden diese beiden Rdume miteinander identifi-
ziert.

2.3 Differenzieren und Integrieren

In diesem Abschnitt werden ein paar Resultate zum Differenzieren und Integrieren von
vektorraumwertigen Funktionen erlautert. Der Beweis von Lemma 2.3.3 richtet sich nach

[Anoal.

2.3.1 Lemma. Sei G C R offen und A eine Banachalgebra. Sind f,g : G — A differen-
zierbar an einem Punkt ¢t € G, dann ist es auch f - g, wobei

(f9)'(t) = f'(t)g(t) + f(t)g'(t).
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Beweis. Wegen der Differenzierbarkeit ist g am Punkt ¢ stetig und damit gilt
limp_,0 g(t + h) = g(t). Es folgt

ft+h)g(t+h) — F)g(t)

(f9)'(t) = lim

h—0 h
o £+ R) — F@g(t+b) + FDle+ ) — SO0
h—0 h

O

2.3.2 Lemma. Ist f : [a,b] — H (Riemann-) integrierbar und y € H, dann ist es auch
(f(.),y)g und es gilt

([ sy = [0, ar

Ist f differenzierbar an einem Punkt ¢ € [a, b], dann ist es auch (f(.),y)n und es gilt

Beweis.

([ st6) e, = (i Z &) f(ag) v =

n(R)

fim 3~ (& — &)/ a5),0)n = / (@

ReR =

Dabei bezeichnet R die Menge aller Riemann-Zerlegungen von [a, b], &, ..., §n(r) die Stiitz-
stellen und az, ..., () die Zwischenstellen der jeweiligen Riemann-Zerlegung.

Die zweite Aussage gilt wegen
(f(t+h)7y)_(f(t)>y) d

(1)) = Qim LRI ) g = 4 (5(0).)

h—0 h h—0 h

Als letztes mochten wir noch ein Resultat bringen, das eine Art Analogon zum Satz der
monotonen Konvergenz fiir positive Operatoren ist. Dabei bezeichnet man einen Operator
T € Ly(H) als positiv, falls (T'z,z) > 0 fiir alle z € H. Das ist bekanntlich dquivalent zu
der Tatsache, dass T' selbstadjungiert ist und o(7") C [0, +00) gilt.

2.3.3 Lemma. Sei A : R — Ly(H) auf ganz R differenzierbar mit stetiger Ableitung
A" R — Ly(H) und ||A()|| < C,t € R. Ist A'(¢) fur alle ¢ € R ein positiver Operator,
dann existieren die Limiten

lim A(t) und lim A(¢)

t——+o0 t——o0
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in Ly(H) im Sinne der starken Operatortopologie.

Beweis. Fiir s € RT und a € H gilt wegen Lemma 2.3.2
S S d
0< / (A'(t)a, a) dt = / Z(A(t)a,0) dt = (A(s) — A(0)a, @) < 2C - Jal|*
0 0

Wegen (A'(t)a,a) > 0 existiert daher das folgende uneigentliche Riemann-Integral und es
gilt

+oo
/ (A'(t)a,a) dt < 2C - |al|>.
0

Nach der Polarformel, angewandt auf die Sesquilinearform (A’(t).,.), gilt fiir alle z,y € H

S2 1 3
[T @ Oa) dl = |73 [T RO+t ity
51 4k
1 52 S1,8 (o9}
SZZ/ (A' () + i*y, z +i*y) dt N
k=051

womit auch [;"°(A’(t)z,y) dt existiert. Man erkennt auf elementare Weise, dass
o (A'(t).,.) dt eine Sesquilinearform auf H darstellt, die wegen

[ te.0) de] = |(46) - 4Oz 9)| < 2Callull, @y € Hos R

beschrankt ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es ein T € Ly(H) mit |T|| < 2C
derart, dass

+oo
Tay) = [ W@z d,  wye
0

Fiir s > 0 ist auch der Operator
R(s):=T — / A(t) dt = T + A(0) — A(s)
0

wegen (R(s)a,a) = [F®(A'(t)a,a) dt, a € H positiv. In Folge existiert eine eindeutige
positive Quadratwurzel von R(s); siehe | , Beispiel 7.2.7]. Diese bezeichnen wir mit

VR(s). Aus ||R(s)|| < 4C folgt ||\/R(s)|| < v4C und somit fiir x € H

17+ A©) = A(s)al* = [ R@)al> < /BB < 4C (R, 2) <= 0.

A(s) konvergiert also fiir s — +oo gegen A(0)+7" im Sinne der starkten Operatortopologie.
Wendet man diese Uberlegungen auf (¢ — —A(—t)) an, so erhdlt man die Existenz von
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2.4 Die Hilberttransformierte auf L*(R)

Die Definition der Hilberttransformierten richtet sich nach | , Seite 11].

2.4.1 Definition. Fiir eine Funktion f € L?(R, \) ist die Hilberttransformierte Q definiert
durch

Qf(z) = i S () dt := 1 lim/ 1) dt, x € R. (2.1)
([t—=|>¢]

mJrt—x e €0 t—«x

Es ist keinesfalls trivial, dass dieser Limes fast {iberall existiert, und dass die resultierende
Funktion wieder quadratisch integrierbar ist. In der Tat gelten folgende Aussagen. Fiir
einen Beweis wird auf | , Theorem 3.3] verwiesen.

2.4.2 Satz. Die in (2.1) definierten Limiten existieren fiir A-fast alle z und @Qf stimmt
fir alle f € L?(R) mit F *Mggn F'f tiberein, wobei Mg, den Multiplikationsoperator mit
sgn(t) und F die Fouriertransformation auf L?(R) bezeichnet.

Q = F* Mg, F ist als Zusammensetzung von unitdren Operatoren wieder ein solcher. Wir
erhalten

2.4.3 Korollar. Die Hilberttransformation ist ein unitiirer linearer Operator auf L?(R).

2.4.4 Bemerkung. In der Literatur, etwa in [ ], ist die Hilberttransformierte manchmal
mit dem Faktor % statt % definiert.

2.5 Symbole und Friedrichs-Gamma-Operatoren

Dieser Abschnitt richtet sich nach | , Section 2.1].

2.5.1 Definition. Sei A ein fester selbstadjungierter, beschriankter Operator auf H. Dann
sind die Symbole S%(T) des Operators T € Ly(H) bzgl. A definiert durch

SE(T) := lim e ATe™#4 (2.2)

t—+o0

falls diese Grenzwerte in Ly(H) im Sinne der starken Operatortopologie existieren.
Die Friedrichs-I"-Operatoren von T bzgl. A sind definiert durch

oo | . +s .
r4(r) =+ / AT M gt .= lim + [ etATe 4 g, (2.3)
0

s—too 0

falls diese Limiten in Ly(H) im Sinne der starken Operatortopologie existieren. Es sei
angemerkt, dass in (2.2) und (2.3) jeweils zwei Operatoren definiert werden, einer fiir +
und einer fiir -.

2.5.2 Proposition. Seien A,T € L,(H).
(i) Falls SE(T) existiert, dann gilt ASE(T) = S%(T)A.

(i) Existieren S7%(T) und S7(T™), so gilt S5 (T™*) = [S%(T)]*. Insbesondere ist fiir selbst-
adjungiertes T auch S%(T') selbstadjungiert.
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Bewes.
(i) Fir ein A € Rund x € H gilt
ei)\A[eitATe—itA]x _ [ei(t+>\)AT€_i(t+>\)]eMAx.
Nimmt man auf beiden Seiten den Limes gegen +o00, so erhélt man e“‘ASf(T ) =

SE(T)ez. Differenziert man auf beiden Seiten nach ), so folgt iAe* S5 (T)x =
S7(T)iAeMz. Fiir A = 0 erhalten wir schlieflich AST(T) = SE(T)A.

(ii) Fir z,y € H gilt

(SE(T")x,y) = ( lim T g y) = lim ((Te ")z, y)

t—+o0 t—+oo
=l (2.6 Te My) = (2,55 (1)),

womit [ST(T)]* = SE(T*). Fiir selbstadjungiertes T' folgt dann [SE(T)]* = SE(T%)
= SE(T).

O]

Der folgende Satz garantiert unter bestimmten Bedingungen die Existenz der Grenzwerte
aus Definition 2.5.1.

2.5.3 Satz. Seien X, Y und D beschrinkte selbstadjungierte Operatoren auf H, fiir die
(XY —YX)=D?
gilt. Dann existieren S%(Y') und T'% (D?), wobei
Y = SE(Y) F I%(DY).
Beweis. Mithilfte der Produktregel fiir Banachalgebren aus Lemma 2.3.1 erhalten wir

d . . ) , . .
%(etiye—ti) — (eltXiXYe_ZtX) + (etiy(_iX)e—ti)

_ eZtXZ(XY o YX)efitX — eitXDZefitX — (DeitX)*DeitX.
Der Operator auf der rechten Seite ist offensichtlich positiv und die Norm von e?*XYe=#X
ist durch ||Y|| beschrankt. Somit existiert geméfl Satz 2.3.3

tl}ftnoo eithe—itX — S):‘(:'(Y)

Nach dem Hauptsatz fiir Differential- und Integralrechnung gilt fiir s € R

e'LsXyefst —Y = / en‘/)(‘DQef'LtX dt.
0

Bildet man auf beiden Seiten den Limes gegen +00, so erhélt man die Existenz von Fi(D2),
wobei S3(Y) =Y +T5(D?). O



3 Hilbertraum-wertige L*- und direkte
Integralraume

Wir wollen eine gewisse Klasse von Hilbertrdumen kennen lernen, deren Elemente
Hilbertraum-wertige Funktionen sind. Wir werden im spéteren Verlauf sehen, dass diese
Réaume uns dabei helfen, einen auf einem separablen Hilbertraum definierten selbstadjun-
gierten Operator darzustellen.

3.1 Definition

Definitionen 3.1.2 und 3.1.3 orientieren sich an | , Abschnitt 10.1], Definition 3.1.7 an
[ , Definition 7.18]. Der Beweis von Satz 3.1.9 ist angelehnt an [ | und | ,
Satz 13.16].

8.1.1 Bemerkung. FEin Hilbertraum H ist genau dann separabel, wenn er eine hochstens
abzdhlbare Orthonomalbasis besitzt.

3.1.2 Definition. Sei (2,4, 1) ein Mafiraum. Ist fir ein f : @ — H die Abbildung
(f(.),a)m fiir alle a € H messbar bzgl. A und der Borel-Sigmaalgebra auf C, so bezeichnet
man f als schwach messbar.

Ist H separabel, so ist fiir schwach messbare f,g:Q — H auch ¢t — (f(¢), g(t)) g messbar.
Ist ndmlich (¢;);er eine abzdhlbare Orthonormalbasis von H, so sind f;(.) := (f(.), %)

und g;(.) := (g(.), ¥;) messbar fir alle ¢ und damit ist auch (f(.),g(.))g = > icr f(.)ig(.)i
als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen messbar. Wéahlt man f = g, so ist auch

1FOI? = (f(.), f(.)) messbar.

3.1.3 Definition. Sei (2, .4, 1) ein Mafiraum und H ein separabler Hilbertraum. Dann
ist L2(Q, u, H) definiert als die Menge der Funktionen f : Q — H mit

e f ist schwach messbar,

o Jollf@IF du(t) < +oc.

Wir definieren auf diesem Raum
(F.9):= [ (FO).90) duct). (31)

Wir werden sehen, dass (., .) ein Skalarprodukt ist. Wie {iblich identifizieren wir zwei Funk-
tionen aus L2(Q, u, H), wenn sie u-fast iiberall {ibereinstimmen.
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Wie wir oben gesehen haben, ist (f(.), g(.)) g messbar. Da auflerdem

L1 g@ul du®) < [ 150alls@)ln dute

\/ L1513 dute \/ [ gt < +oc,

ist der Ausdruck in (3.1) wohldefiniert.
Durch elementares Nachrechnen erhélt man

IN

3.1.4 Lemma. L?(Q, u, H) ist ein Vektorraum und (3.1) ist ein Skalarprodukt darauf.

8.1.5 Bemerkung. Die vom Skalarprodukt induzierte Norm ist durch

If1l = \//ﬂ £ @I dp®) = 1Ol 2,ur)

gegeben.

3.1.6 Lemma. Fiir einen o-endlichen Mafiraum (€2, A, 1) und einen separablen Hilber-
traum H ist eine Funktion f : Q@ — H genau dann schwach messbar, wenn t — (f(t), g(t))
messbar ist fiir alle g € L2(2, u, H).

Beweis. Dass aus der schwachen Messbarkeit von f die von t — (f(t),g(t)) folgt, haben
wir bereits vor Definition 3.1.3 gesehen. Fiir die Umkehrung sei (C)nen eine aufsteigende
Folge von Mengen in A mit u(Cy) < 400, N € N, und Uy Cny = Q. Fiir z € H liegt
1oy (Dz in L3(Q, u, H) und damit ist (f(.),2) = imy_e(f(.), Loy (.)x) messbar.

3.1.7 Definition. Sei H ein separabler Hilbertraum, (2, .4, 1) ein Mairaum und ((H(t))eq
eine Familie von abgeschlossenen Unterrdumen von H. Dann ist

/Q SH(t) du(t) (3.2)

definiert als die Menge der f € L%(Q, u, H) derart, dass f(t) € H(t) u— fii. Wir bezeichnen
(3.2) als direkten Integralraum.

Klarerweise ist (3.2) ein Unterraum von L?($2, u, H).

3.1.8 Bemerkung. Sei {0} =: Hy < H; < Hy < ... < Hy, := H eine Folge von abgeschlosse-
nen Unterrdumen von H mit dim Hj, = k fiir k € NoU{oo} und U,,eny, Hn = H. Sei weiters
n:Q— NoU {oo} mit {t € Q:n(t) = k} € A. Betrachte nun den direkten Integralraum

/ SH(L) du(t)
Q

mit H(t) := Hy). In der Literatur, etwa in [ ], wird oft gefordert, dass ein Integral-
raum von dieser Bauart ist.

3.1.9 Satz. Der Vektorraum L?(Q, u, H) zusammen mit dem Skalarprodukt (3.1) ist ein
Hilbertraum und ein wie in (3.2) definierter Raum ist ein abgeschlossener Unterraum von
L2, H).
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Beweis. Dass L?(Q, u, H) ein Raum mit innerem Produkt ist, haben wir bereits in Lemma,
3.1.4 gesehen. Es bleibt nur die Vollstidndigkeit von L*(Q, u, H) bzw. [o @H(t) du(t) zu
zeigen. Sei (fy)nen eine Cauchy-Folge in einem dieser Réume. Wihle eine Teilfolge (fp, )ken
derart, dass ||f; — fj|| < 27F fiir i, > ny,. Fiir jedes t € Q ist (Xh_4 [ frpsr () = fr )]])?
monoton wachsend in N und konvergiert daher fiir N — oo gegen F; € [0, +00]. Wegen

2

_f”k”H

/. Z Fowss () = Fan (Ol12)? dia®)

L2(Q,u,R)

N
< O Mfner = Faellzllzz(pum)
k=1

A

N
= (Z ank+1 fnk” 22
k=1

gilt F} < +oo fiir fast alle ¢, da andernfalls nach dem Satz der monotonen Konvergenz

lim Z Fniin ) = i (010)* du(t) = [ Fy da)

N—oo

Folglich konvergiert > 72 (fn,.,(t) — fn,(t)) fiir fast alle ¢ absolut. Also existiert fy, (t) +
Yot (frpr (B) = [y, (t)) = limg 00 fr,, (t) =: f(t) fast iiberall. Da f,, (¢) fir £ € Nin H
bzw. H(t) liegt, gilt das auch fur f(t).

Sei nun N € N so groB, dass || fr, — fn, || < € fiir ng,n > N, wodurch auch liminfy_, || fr —
frill < € fiir n > N. Nach dem Lemma von Fatou (siehe [ , Folgerung 9.32]) folgt

J (e = £ de = [ timing £ (6) = fo (01
Q Q — 00
< timinf [ £, (0= S (Ol dt = lminf | £, = full* < €2

weshalb lim,_,x || fn — f|| = 0. Insgesamt sind sowohl L*(Q, u, H) als auch [, ®H (t) du(t)
Hilbertrdume, womit letzterer ein abgeschlossener Unterraum ist.

3.1.10 Bemerkung. Ist (1, A, u) ein Mafiraum, Q9 € A und {t € Q1 : H(t) # {0}} \ Qo
eine p~-Nullmenge, dann sind

H(t) du(t) und [ H(t) du(t)
Q1 Qo

isometrisch isomorph vermoge der unitdren Abbildung f +— flq,.

3.2 Diagonalisierung von selbstadjungierten Operatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt einen beliebigen selbstadjungierten Operator auf einem se-
parablen Hilbertraum durch einen Multiplikationsoperator auf einem direkten Integralraum

10



3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

darstellen. Der Abschnitt richtet sich nach | , Kapitel 8.2].

3.2.1 Satz. Sei A € Ly(H) ein selbstadjungierter Operator auf einem separablen Hilber-
traum H. Dann existiert ein endliches Borelmaf p auf o(A), ein direkter Integralraum

jz /0 Ly H) du(),

der die zusétzlichen Bedingungen aus Bemerkung 3.1.8 erfiillt und eine unitére Abbildung
U : H — H derart, dass

UAU* = A,
wobei
H — H,
A‘—{ b (Lo thit). (3.3)

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir einige Hilfsresultate.

3.2.2 Bemerkung. Setzen wir fiir ein Spektralmaf8 F auf dem Messraum (€2, A), By ,(A) :=
(E(A)g, h) fiir g,h € H, so ist Eg ), ein komplexes MaB auf A, das fiir g = h sogar nichtne-
gativ ist.

3.2.3 Lemma. Sei A € L,(H) selbstadjungiert und R ein A-reduzierender Unterraum
von H. Seien E4 und EAR die Spektralmafie zu A bzw. A|g. Dann gilt o(A|g) C o(A).
AuBerdem gilt fiir eine beliebige Borelmenge A C o (A|g), dass EAR(A) = PREA(A)|g,
wobei Pr die orthogonale Projektion auf R bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen p(A|r) 2 p(A). Fur A € p(A) ist der lineare Operator (A — AI) bijektiv.
R ist (A — \I)-reduzierend und damit wegen Lemma 2.1.2 auch (A — A\I)~!-reduzierend.
Folglich sind folgende Ausdriicke wohldefiniert und es gilt fiir alle x € R

(A= AXD)|r(A=X)"Ype = (A= M)A =)o =z,
(A=) Hr(A= M) |gr = (A= )" (A— )z = =,

also X € p(A|Rr).
Fiir den zweiten Teil definieren wir das R-wertige Spektralmafl

E(A) := PREA(A)|g.

auf o(A). Die SpektralmaBeigenschaften folgen leicht aus der Tatsache, dass P mit A und
folglich auch mit allen E4(A) kommutiert. Fiir g, h € R gilt E, ,(A) = (PREA(A)g, h) =
(E4(A)Prg,h) = EZ4,(A), und damit

tdBy = [ tdEh = (g ) = (Ang k) = [ cdB)
/U<A> ey Y oAl "

weshalb

/ tdE:A\R:/ t dEAlR.
o(A) o(AlR)

11



3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

Nach | , Bemerkung 7.2.4] gibt es genau ein SpektralmaB auf R mit
Alg = [pt - 1x(t) dE(t) fiir ein kompaktes K C R mit B(R\ K) = 0. Also gilt E = EAlz.

3.2.4 Lemma. Sei H separabel und A € Ly(H) selbstadjungiert. Dann gibt es ein N € NU
{oo} und eine Zerlegung H = @Y | R; derart, dass fiir alle i € N,i < N, der abgeschlossene
Unterraum R; den Operator A reduziert und A|g, einen zyklischen Vektor 1; besitzt, also
cls{;, Ay, AZQM, ..} = R; gilt.

Beweis. Sei {¢; : j € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von H. Wir definieren R;
beginnend mit

Rl = ClS{(bl, A¢1, A2¢1, }

induktiv. Dieser Raum ist offensichtlich A-invariant und wegen A = A* sogar A-reduzierend.
Zudem ist 1)1 := ¢; ein zyklischer Vektor fiir A|g, . '

Fiir i + 1 sei angenommen, dass Hq, ..., H; bereits definiert sind. Im Falle ;-:1 R; = H ist
@}:1 R; bereits die gewiinschte Zerlegung und wir setzen N := i. Ist das nicht der Fall,
so wihle das kleinste k mit ¢y ¢ @j_; R;, das aufgrund der Dichtheit der qb;s existieren
muss. Seien v;41 € EB§:1 Rj und ;41 € (@;Zl Rj)l mit ¢ = v;41 + Yi+1 und setze

Rit1 = cls{it1, Aip1, A2Piga, ..}

Dieser Unterraum ist wieder A-reduzierend und ;1 ist ein zyklischer Vektor von A|g,_,.
Da @2:1 R; den Operator A reduziert, tut dies auch dessen orthogonales Komplement,
also gilt R; 41 C ( 3:1 Rj)l. AuBerdem gilt ¢ = vi11 + i1 € @;211 R;.

Ist @;‘:1 R; = H fiir kein 7 € N erfiillt, so setzen wir N := oo. @;-V:l R; enthélt dann ganz
{¢; : j € N} und ist wegen seiner Abgeschlossenheit gleich H. Nach Konstruktion ist jeder
R; A-reduzierend und A|p, besitzt einen zyklischen Vektor. O]

3.2.5 Lemma. Sei (Q2,.A) ein Messraum mit o-endlichen Maflen v und g, sei v absolut
stetig bzgl. © und p die Dichte von v bzgl. u; vgl. Satz von Radon-Nikodym, | , Satz
11.19]. Mit M := p~1((0, +00)) ist

U= L2(va) — LZ(MaN)7
o f = (Vof)lu,

eine unitdre Abbildung.

Beweis. U ist klarerweise linear. Wegen

1@y = [ 107 dv = [ 112 dis = /A0 ot Eaar

ist U isometrisch. Fiir f,g € L?(Q,v) mit f = g v— fii gilt deshalb auch 0 = ||f—gH%2(Q ) =
IU(f = g)]22 (M,y)> Womit U wohldefiniert ist. Die Abbildung

UA(E) =4 Vel

N L_ . f(t), fallste M,
0, sonst,

12



3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

von L?(M, ) nach L?(Q,v) ist wohldefiniert, da p > 0 auf M und |U(f — g)|* = [u ﬁ :

|(f(t) = g@)I* dv(t) = ||f — gl fix f,g € L*(M, p). Wegen UU = I und (UUf)|m = flu
fir f € L?(Q,v) und da Q\ M eine v-Nullmenge ist, stellt U die Inverse von U dar. U ist
also unitar.

Beweis. (von Satz 3.2.1). Seien (Rj,d}j)év:l wie in Lemma 3.2.4 und A; := A|g,. Fir
J €N,j <N, ist A; ein selbstadjungierter Operator auf R; mit dem zyklischen Vektor ;.
Durch Normieren kénnen wir 1); so wihlen, dass ||¢;|| = 1. Laut | , Kor. 7.2.10] gibt
es daher eine unitédre Abbildung

Uj: Ry — L*(0(4A;), 1y)
mit
(U;A;UR)(t) = th(t),  h e L*(0(A;)), uj)-

Dabei ist E; das Spektralmafl zu A; auf o(A;) und p; := (Ej)y; ;-
Auf 0(A) definieren wir das nichtnegative Borelma$ p durch
(AN o(4))
O D

J

Wegen Lemma 3.2.3 gilt u(o(A)) = >, ”J(U(A D — =3, (%27;’&]) = 1. Wir wollen L?(c(A;), it;)
unitdr auf den Raum LQ(M , 14) mit elnem bestimmten M; abbilden. Fiir alle j ist u;
klarerweise absolut stetig bzgl. ], A;) mit einer Dichte p;. Wir kénnen daher Lemma 3.2.5
auf p1; und ply(4;) anwenden und erhalten ein M; C o(4;) und den unitiren Operator

ro Lo(Ay) ) — LM, p),
! f = (VPif)la;-
Wir definieren U; : R; — L*(M;, 1) als
Uj:=TjoUj.

Diese Abbildung ist als Zusammensetzung unitdrer Abbildungen unitér. Es gilt auch

U AU h(t) = TiU; AU T h(t) = 4/ pj(t) -t

fixr h € L?(Mj,u), t € M;. Identifizieren wir H mit @;-Vzl Rj, so entspricht (fj)j-vzl —
(A )N j=1 dem Operator A auf diesem Raum. Wir definieren

0’. 1R — eajvzlL%(Mjnu‘)’
. (flaf?a"') = (U1f13U2f2,...).

Da alle U j’-s unitér sind, ist es auch U, wobei

(UAU)(f3)i1 = (U 4;05 £i)520 = (¢ = t£(6)5L. (3-4)
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3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

SchlieBlich wollen wir @2 =1 L? (M p) mit einem direkten Integralraum identifizieren. Dazu
sei Hy = (2(N) und H, := = {(aj)j2, € P(N) : 0 = aps1 = apyo = ...} fiir n € N.
Klarerwelse gilt dim H,, = n fir alle n und U,,c5y Hn = Hoo. Flir t € o(A) sei Sy :={j €
N:j < N,t € M;} und n(t) := |S¢|, wobei hier mit |.| die Méchtigkeit der Menge gemeint

ist. Wegen n=1({m}) = Urew,jrj=m(Njer Mj 0 Njere M) fiir m € No und n1({x}) =
Nien UjZ; M; sind diese Mengen Borelmengen und

7 = / SH(#) du(t)
o(A)

mit H(t) := Hy erfiillt die Bedingungen aus Bemerkung 3.1.8.

Fir ¢t € 0(A) und j € N,j < n(t) sei it(j) die j-niedrigste Zahl in S;. i stellt also eine
monotone Bijektion von {1,...,n(t)} auf S; dar.

Betrachte die Abbildung

\I/':{ ;‘V:lLQ(ijM) - ﬁa
‘ (fi far) = (E= (fuiy @),

wobei auf der rechten Seite im Fall von n(t) < co der Raum C™® kanonisch mit dem
Raum H,,; identifiziert wird. Eine Folge von Funktionen wird also auf eine entsprechende
folgenwertige Funktion abgebildet. ¥ bildet auch tatséchlich nach H hinein ab, denn

Lig o= {t 1 j < n(t),i(j) = k}

— U Mpn | (Y M; ] n N M
IC{1,....k—1},I|=j—1 jeI je{l,...k—1\I

ist fur alle j, k € N eine Borelmenge. Folglich ist

(\I/f t*—)Z]l[ )

als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen messbar fiir alle j. Fiir beliebiges a €
2(N) ist damit (Uf)(t),a). = Zzg(\llf)(t)kak als Funktion von ¢ messbar, womit W f
schwach messbar ist.

Wegen des Satzes der monotonen Konvergenz gilt

It Gy @I = [ Z\fw O dut)

= L Zan NAOF dutt Z/ 1O duto),

also ist die Abbildung isometrisch.
Die Inverse von W ist fiir h € H,j € {1,..., N} und t € M; durch

(\i/h)j (t) := h<t)z';1(j)
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3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

gegeben. Wegen h(t), 1(;) = 552 Lo, () - Al = X521 L, () - (h(0), ex)aqey st (),
messbar, wobei e, := (0,0,....,0,1,0,.....) € £>(C) mit dem Einser an Stelle k. Aufgrund
von

~ N
Ionl? = 3 /M_ (t),-1 | dpa(t)

= L an P dn) = [ IR dutt) = hI?

bildet ¥ nach @j:l L*(Mj, p) hinein ab. Aus

(BO1);(0) = (T (Fiy O30 = iy OrD i) = Frimron @ = H®)

und
Whh = W((t > h(t);1 )10 = (= ()i, )hd) = (> (B())7)) = .

erhalten wir U = U1, ) .
Schliefilich setzen wir U und ¥ zusammen und definieren U := Wo U. U ist klarerweisNe
eine unitidre Abbildung von H auf H. Unter Verwendung von (3.4) erhalten wir fiir h € H

* FT AT ATy * T ATT* N
(UAU*h) = WO AT h = WTAD™(t = h(t), 152,

= U((t = th(t),1 )i = (= (th(t)l.;l(l.t(j)))?g) — Ah.

3.3 Zerlegbare Operatoren
Wir wollen uns eine besondere Art von Operatoren auf direkten Integralrdumen ansehen.
Definition 3.3.2 ist geméaf | , Section 2.2] verfasst.

3.3.1 Generalvoraussetzung. In diesem Abschnitt bezeichnet H einen separablen Hil-
bertraum, (€2, .4, 1) einen o-endlichen Maffiraum und

H := /Q@H(t) dp(t)

einen direkten Integralraum mit H(t) < H,t € Q.

Wir betrachten eine Familie (B(t))icq von Operatoren B(t) € Ly(H(t)), wobei (t —
B(t)h(t)) schwach messbar fiir alle h € H ist und C := esssup,cq|B(t)|| < +oo gilt.
Wir definieren auf H die Abbildung Bh(t) := B(t)h(t). Wegen

L IBOROI du(t) < 2 [ @) duft) < +o0 (35)

bildet sie in H hinein ab. Die Abbildung ist klarerweise linear und wegen (3.5) ein be-
schrankter Operator mit || B|| < C. Operatoren dieser Bauart motivieren folgende Definiti-
on.

3.3.2 Definition. Ein beschrinkter Operator B auf H heit zerlegbar (engl. decom-
posable), wenn es eine Familie (B(t))icq mit B(t) € Ly(H(t)), t € €, gibt, die obige
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Bedingungen und Bh(t) = B(t)h(t) u — fii fiir alle h € H erfiillt. Wir schreiben

B:A@mww@

fir diesen Sachverhalt.

3.3.8 Bemerkung. Erfilllt H die zusitzlichen Eigenschaften aus Bemerkung 3.1.8, so gilt
fir g € L?(Q, A, ) und 2 € H die Gleichung

(PH(t)g(t)a .CIZ‘) = (g(t)v PH(t)x) = Z (.g(t)7 ]l[n(t):k:} (t>PHkx)’
keNgU{oo}

wobei Py € Ly(H) die orthogonale Projektion auf H(t) bezeichnet. Wegen {t : n(t) =
k} € A fiir alle k ist damit der Ausdruck Pp;g(t) als Funktion von ¢ schwach messbar.
Geméf dem Absatz vor Definition 3.3.2 ist [, &Py du(t) € Ly(L*(Q, pu, H)) wohldefiniert
und wegen ( [q, ©Pp ) du(t))?h(t) = Pfl(t)h(t) = Prh(t) und

(] @Puco du®)] 9.0 = [ Pungte).ie)) duct
— [ (90, Pah(®) du(®) = (s. | [ Py autv) )
fiir g, h € L?(2, u, H) sogar eine orthogonale Projektion. SchlieBlich gilt fiir h € L?(2, u, H)
heﬁk#MﬂeH@ﬂwjﬂ@Jﬁ@Mﬂ—hwu—fﬁ@hénm[A@Bwﬂm@y

also ist diese Projektion genau die orthogonale Projektion auf H.

3.3.4 Proposition. Erfillle H die zusitzlichen Eigenschaften aus Bemerkung 3.1.8 und
seien

A:/@mnmm mdB:/@Mwm@
Q Q
zerlegbare Operatoren auf H. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Ist (B(t))ieq mit B(t) € Ly(H(t)) eine weitere Familie, die B = [, ®B(t) du(t)

erfiillt, so gilt B(t) = B(t) pu — fii.
(ii) AB = [ @A(t)B(t) du(t).
(ili) B* = [ ®B(t)* du(t).
Beweis. Sei (¢;)ien eine Orthonormalbasis von H derart, dass ¢1, ..., ¢, eine Orthonormal-

basis von H,, ist und Cy € A fiir jedes N € N so, dass u(Cy) < +o00 und Uy Cn = Q. Mit
der Notation aus Bemerkung 3.1.8 sind die Funktionen

hiN(t) = Lji<n@noy () - ¢ (3.6)

fir i, N € N in H, da sie auBerhalb einer Menge mit endlichem Maf verschwinden und da
{t € Q:n(t) =k} € A fir alle k € Ny U {oco}, wobei A die o-Algebra aus Generalvoraus-
setzung 3.3.1 bezeichnet.
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(i)

(iii)

Fiir alle 4, N € N gibt es eine Nullmenge N; y derart, dass
B(t)hin(t) = Bhin(t) = B(t)hin(t),  t€Q\ NN
Fiir ein t € Q\ N mit N := U; y Vi n gilt also
B(t)¢i = B(t)hin(t) = B(t)hin(t) = B(t)si,

fiir alle i € N mit ¢; € H(t), wenn man N entsprechend wihlt. Da alle diese ¢; eine
Orthonormalbasis von H(t) bilden, miissen B(t) und B(t) tibereinstimmen.

Klarerweise gilt A(t)B(t) € Ly(H(t)) und
esssupyeql|A() B(t)|| < esssupyeqllA(t)] - esssupseol B(t)[| < +o0.
Fiir h € H gilt
Bh(t) = B(t)h(t) und ABh(t) = A(t)(Bh)(t)
fir p-fast alle t und damit
ABh(t) = A(t)Bh(t) = A(t)B(t)h(t).
Sei Py € Ly(L*(2, p, H)) die orthogonale Projektion auf H.Firt € Q sei Py €
Ly(H) die orthogonale Projektion auf H(t). Da B nach H hinein abbildet, wegen
Bemerkung 3.3.3 und wegen (ii) ist BPgg(t) = B(t)Pypg(t) fir g € L*(Q, p, H)
als Funktion von t schwach messbar, was die Messbarkeit von (B(t)*h(t),g(t)) =
(B(t)*h(t), Pg(t)) = (h(t), B(t)Pywg(t)) fir alle h € L*(Q, u, H) zur Folge hat.

Mit Lemma 3.1.6 erhalten wir die schwache Messbarkeit von B*(¢)h(t). Damit ist
B := [, @®B(t)* du(t) wohldefiniert und es gilt

(B'h.g) = (h. Bg) = [ (h(t). BOa(t) diut) = [ (B h(t).(0)) d(t) = (Bh.g),

also B* = B.

3.3.5 Lemma. Erfille H die zusétzlichen Bedingungen aus Bemerkung 3.1.8 und sei
P : H — H eine zerlegbare orthogonale Projektion, also

p— /Q &P(t) du(t).

Dann ist P(t) eine orthogonale Projektion fiir y-fast alle ¢ auf einen Raum Z(t). Dabei gilt

ran P = /QEBZ(t) du(t) =: Z.

Ist weiters

B— /Q SB(t) du(t)
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ein zerlegbarer Operator auf H, der gegeniiber Z invariant ist, so ist B(t) Z(t)-invariant
p— fiiund es gilt Blz = [ ®B(t)|z) du(t).

Beweis. Laut Proposition 3.3.4, (ii) und (iii) gilt P = PP = [, ®P(t)P(t) du(t) und P =
P* = [ ®P(t)" du(t). Nach Proposition 3.3.4, (i) folgt P(t) = P*(t) = P(t)P(t) p — fi.
Dabei gilt

heZ < h(t) € Z(t) p— fii< Ph(t) = P(t)h(t) = h(t) p— fii < h € ran P,

also Z =ran P.

Die Z-Invarianz von B ist zur Gleichheit BP = PBP &aquivalent. Nach Proposition 3.3.4,
(i) und (ii) bedeutet diese, dass B(t)P(t) = P(t)B(t)P(t) fir u-fast alle t. Folglich gilt
(B(t))(Z(t)) = (B(t))(ran P(t)) C Z(t) fiur fast alle t. Klarerweise gilt auch
esssuP;eql| B(t)| 2|l < +oo und

Blzh(t) = B)h(t) = B(t)|z)h(t)

flir h € Z und p-fast alle t.

3.8.6 Bemerkung. Fir f € L>°(Q, u) ist
Myh(t) = F(0)h(t)

ein beschriinkter Operator auf H mit || M| < || f| .

Das néchste Resultat zeigt, dass sich zerlegbare Operatoren auf einfache Weise mithilfe
dieser Multiplikationsoperatoren charakterisieren lassen. Fiir einen Beweis wird auf | ,
Theorem 7.10] verwiesen.

3.3.7 Satz. Sei Q@ C RP (p > 1) offen oder abgeschlossen und A die o-Algebra der
Borelmengen auf . Ein beschriankter Operator auf L?(€, u, H) ist genau dann zerlegbar,
wenn er fiir alle f € L®(€2, u) mit dem Multiplikationsoperator My aus Bemerkung 3.3.6
kommutiert.

Das Resultat kann auf einfache Weise auf manche direkte Integralrdume erweitert werden.

3.3.8 Korollar. Sei 2 C RP (p > 1) offen oder abgeschlossen und A die o-Algebra der
Borelmengen auf Q. Ist P = [, &P(t) du(t) € Ly(L*(Q, u, H)) eine zerlegbare orthogonale
Projektion, so ist ein beschrankter Operator auf ran P genau dann zerlegbar, wenn er fiir
alle f € L*(£, 1) mit dem Multiplikationsoperator My € Ly(ran P) kommutiert.

Beweis. Laut Lemma 3.3.5 ist ran P ein direkter Integralraum, womit My € Ly(ran P)
wohldefiniert ist.

Jeder zerlegbare Operator kommutiert klarerweise mit allen Multiplikationsoperatoren. Sei
also B € Ly(ran P) ein Operator, der mit allen My kommutiert. Da P zerlegbar ist, gilt
BPMh = BM;Ph = M;BPh fiir f € L*(Q, 1) und h € L*(Q, 1, H). Nach Satz 3.3.8 ist
BP € Ly(L?(2, u, H)) zerlegbar, also

BP = /Q@B(t) du(t).
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Da BP ran P-invariant ist, ist B(t) laut Lemma 3.3.5 ran P(t)-invariant. Folglich gilt
B(t) = B(t)lvan pio € Ln(H (1) sowie

B = BPlyun p = [ ®B(t) duo)

O
Dieses Resultat kann fiir eine beschriankte Teilmenge der reellen Zahlen noch verbessert
werden.

3.3.9 Korollar. Sei die beschriankte Menge 2 C R offen oder abgeschlossen und A die o-
Algebra der Borelmengen auf . Ist P = [ ®P(t) du(t) € Ly(L*(Q, u, H)) eine zerlegbare
orthogonale Projektion, so ist ein beschrinkter Operator auf ran P genau dann zerlegbar,
wenn er mit dem durch Ah(t) := th(t) definierten Operator kommutiert.

Beweis. Wahle C so grof}, dass 2 C [-C, C]. Wegen

AR = [ 1Ol du(t) < € [ 0% dutt) = 22
und

(Agoh) = [ - (o(0).h(t)) du(t) = (9. D)

ist A beschréankt und selbstadjungiert. Wir definieren die Abbildung E : A — Ly(ran P)
durch

E(A)h(t) = Ta(t)h(1).

Offenbar ist E ein Spektralmafl. Wir zeigen, dass dieses Spektralmafl mit jenem von A
tibereinstimmt. Dazu sei zuerst angemerkt, dass Eg,(A) = [7(g(t), h(t)) du(t) und daher
E, j, beziiglich p die Dichte (g(.), h(.)) hat. Sei f € L*(Q, u). Fur g, h € ran P gilt

| £ By = [ 1000, h0) dult) = (Myg.1) (37)

und damit

/Qdesz.

Da Q beschrinkt ist, gilt (¢ + t) € L>(Q, ) und daher [o(t > t) dE = Mgy = A,
womit £ das Spektralmafl zu A ist.
Sei schliefllich B ein beschrankter Operator auf ran P. Ist B zerlegbar, so kommutiert

er klarerweise mit A. Kommutiert B andererseits mit A, so kommutiert er auch mit allen
Jo f dE = My, f e L*(Q, n). Nach Korollar 3.3.8 ist der Operator daher zerlegbar.
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3.4 Operatorlift

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu einem beliebigen, auf einem C-wertigen L?-Raum
definierten beschrinkten Operator ein Analogon auf einem hilbertraumwertigen L?-Raum
zu definieren. Die Definition dieses sogenannten Operatorlifts richtet sich nach | , Seite
49].

3.4.1 Definition. Sei ¢ : G — C mit einer beliebigen Menge G, H ein Hilbertraum und
1 € H. Dann setzen wir

G — H,

Dieser Ausdruck ist klarerweise linear in ¢ und in . Ist (€2, A, 1) ein Mafiraum und ¢ €
L2(2, u), dann ist p®1) wegen (R, 2)y = ¢(.)- (¥, z) schwach messbar. Wegen ||¢p @] =
e Yllall L2 = @l - [1¢] ist diese Funktion aufierdem in L2(, p, H) und (¢, 1) —
Y ® 1) ist als Abbildung von L?(Q, u) x H nach L?(, u, H) stetig. Fiir ¢1, g2 € L?(, i)

und ¥, Y2 € H gilt (1 ® 1, g2 @ P2) = (b1, P2) - (¥1,2).

3.4.2 Lemma. Sei H ein separabler Hilbertraum mit abzédhlbarer Orthonormalbasis
(¥j)jes, (2,A,p) ein MaBraum und (¢;);e; eine Orthonormalbasis von L?((2, ). Dann
ist (¢; @ v))ier jes eine ONB von L*(Q, i, H).

Beweis. Dass (¢; ®¢j)icr jes €in Orthonormalsystem ist, kann auf elementare Weise nach-
gewiesen werden. Um die Vollstéindigkeit zu zeigen, sei f € {¢; ®1; : i € I,j € J}+ C
L*(R, H). Fiir festes j gilt

0:/9<f(>¢z(w] ) dt = /qﬁz B0y du(t), i€l

¢®1/1::{

Wegen
/ (), 9 dut) / 1215017 dult) < +oo

liegt (t — (f(t),%;)) in L2(Q, u). Also steht diese Funktion orthogonal auf alle Vektoren
einer ONB von L%(2, u), wodurch (f(t),4;) = 0 fiir alle t € Q\ N; mit N; € A, u(N;) = 0.
Fir N :=U;es IV; erhalten wir

= (f(t), ), teQ\N, jeJ
Da die 1;’s eine ONB in H bilden, gilt f(t) =0, t € 2\ N, also f =0 X\ — fii. O

3.4.3 Definition. Sei (2, A, i) ein Mafiraum derart, dass L?(Q, ) separabel ist und H
ein separabler Hilbertraum. Sei (¢;)ics ein Orthonormalbasis von L*(Q, ) und (¥;)jes
eine von H. Dann ist der Operatorlift T eines Operators T € Ly(L%(Q, p)) fiir ein h =
2060 @5 € L2(Q, p, H) mit (& j)ier,jes € £2(I x J) definiert als

T &0i @) = & (Th:) @ ;. (3.8)

7] 7]

3.4.4 Proposition. Mit der Notation aus Definition 3.4.3 gelten die folgenden Aussagen.
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3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

(i) Der Operatorlift ist wohldefiniert, die Doppelsumme in (3.8) ist also unbedingt kon-
vergent und der Ausdruck in (3.8) ist unabhingig von den gewéhlten Orthonormal-
basen. 7' ist ein beschriinkter Operator auf L?(Q, u, H) mit |7 < ||T.

(i) Fiir A, B € Ly(L*(Q, p)) gilt

AB = AB. (3.9)

—

(iii) Ist T bijektiv, so ist es auch 7' und es gilt (7)1 = T—1.
(iv) Ist T isometrisch, so auch 7.

(v) Ist T = My € Ly(L*(Q,p)) der Multiplikationsoperator mit einer Funktion f €
L>°(Q, ), soist T der Multiplikationsoperator mit ebendieser Funktion auf L2 (Q,u, H).

(vi) Sei 2 := R, p := X und Ts der Translationsoperator um s € R, Tsh(t) := h(t — s).
Dann ist T der entsprechende Translationsoperator auf L?(R, \, H).
Beweis.

(i) Sei £(I x J) die Menge der endlichen Teilmengen von I x J gerichtet durch A < B &
AC B.Fir M € E(I x J) und (& )ierjes € £2(I x J) gilt wegen des Satzes von
Pythagoras

H Z &i i T (4:) ®¢y /H E fw (i) (t %H dp(t)
(i,j)eM
/sz ’ Z & T(0:)(1)) '%’HZ du(t)

i:(i,5)eEM

i IPS si,jT<¢i><t>]2-||¢j||%{ au(1)

i:(4,7)EM
2
- J2lr s @,j@)(t)\ dut)
Q= i(i,5)eM
= T 1,7 Pi
ZH (%Mg’](b L2(Q,u)
< |7 ZH R o
i:(i,5)EM
=|ITI*- > (&> =TIl Z &% © Vj1*.
(4,5)eM (i,5)eM

(3.10)

Da }>; ; & ;|? unbedingt konvergiert, gibt es fiir € > 0 ein My € E(I x J) derart, dass
> (ij)eM & j* < e fiir alle M € & mit M N My = 0. Fiir My, My D M gilt also mit

&y, falls (4,7) € My \ Mo,
nij =1 —&ij, falls (4,7) € Ma\ My,
0, sonst,
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3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

H Yo GiT(¢)@v;— Y. &T (i) ® ¢jH2 = H > miT(¢s) ® ¢jH2

< ||| - ( > €4) < ITI2e2,

(3,5) € (M1 \M2)U(M2\ M)

womit (3-(; jyenm i T (#i) @ ¥j)amee(rx ) ein Cauchy-Netz und infolge konvergent ist.

Die Linearitit von 7' ist offensichtlich. Nimmt man in (3.10) auf beiden Seiten
limpseg(rx.g), s0 sieht man, dass 7" beschrinkt ist mit ||7']] < ||7].

Fir die Eindeutigkeit sei (gbl)zg eine weitere ONB von L2(2, p) und (1;)jes eine
von H, und seien a;j := (i, dx) und bjx = (w],wk) womit ¢; = ) a;pdr und
Vi = >k bj k. Gilt weiters fur ¢ € 1,7 € J, ¥; @ ¢y = 351 Ekithr @ ¢, so folgt

Gi @y = (O aipdr) ® (O bjebe) =D airbjede ® g,
k ¢

k.t
also &y = a; xbj e,k € 1,0 € J, und
(Tdi) @b =T amdr) ® (D bjethe)
k ¢
= (aiT(dr)) ® (bjetbe)

k.t

= &T(or) ® Uy

k0

Man sieht also, dass T(gf)z ® 1;]) unabhéngig davon ist, mit welcher Orthonormalbasis
man 7' definiert. Aufgrund von Linearitdt und Stetigkeit tibertrdgt sich diese Tatsache
auf ganz L2(Q, p, H).

(ii) Fir i € 1,5 € J, gilt mit ay := (B(i), ¢x), k € 1
AB(¢; ® ¥y) = AB(¢3) ® by, = A Zak¢k Rvp =Y ap(Alr) ® Vi)
k
=AY ardr @ v = A(B(¢i) @ ¢r) = AB(¢ @ ¢y.).
k

Somit stimmen AB und AB auf einer ONB iiberein, womit sie aufgrund von Linearitét
und Stetigkeit iiberall {ibereinstimmen; siehe (i).
(111) AUS (11) fOlgt TIT_\I = T‘/T,?l = IL/Q(-Q\,/J,) = ILQ(Q,/J,,H) und ﬁT = ﬁ = ILQ(Q,;L,H)‘
(iv) Fir (i1,51), (@2, 52) € I x J, (i1, j1) # (i2, j2) gilt

(T(¢i1) ® ijT(d)iZ) @ w]'z) = (T(¢i1)vT(¢i2>) : (ijw]é) = (¢i1’¢i2) : (wjl’w]é) =0,
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3 Hilbertraum-wertige L?- und direkte Integralrdume

womit diese Ausdriicke orthogonal zueinander sind. Daher folgt fiir (‘fz’,j)(i,j)e IxJ €

(I x J)
1T &0 @U)|P = 1Y &iT(d:) @vi|1* = > 16 PIIT(65) @ 51|
i i i
= D &P =1 &g @ vyl
i i

(v) Fari e I,j € J, gilt
My (¢ @ 05) = (t > F(8)i()vr) = (t— F(£)(ds @ 1))(L)).

Analog zum Beweis von (ii) stimmen ]Tf} und der Multiplikationsoperator mit f auf
L?(Q, p, H) iiberein.

(vi) Firie I,j € J, gilt

To(di @ 7)) = (t = @it — s)by) = (t = (¢ @ ¥;)(t — 3)).

Analog zum Beweis von (ii) und (v) stimmen T, und der Translationsoperator um s
auf L2(R, \, H) iiberein.

O
Wir wollen diesen Operatorlift auf die Fourier- und die Hilberttransformation anwenden.
Aufgrund von Proposition 3.4.4 stellt sich heraus, dass fiir diese dhnliche Eigenschaften wie
im skalaren Fall gelten.

3.4.5 Korollar. Fiir die Fouriertransformation F und die Hilberttransformation () auf
L*(R) gilt

T,F = F M, (3.11)
F*MyynF = Q. (3.12)

mit Mh(t) := e*h(t), Msgnh(t) := sgn(t)h(t), Tsh(t) :== h(t — s), h € L*(R, H).

Beweis. Die Gleichungen folgen unmittelbar aus Proposition 3.4.4, (ii), (v) und (vi) und
Satz 2.4.2.
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4 Seminormale Operatoren

Alle Resultate dieses Kapitels richten sich nach | ]

4.1 Hyponormale und Cohyponormale Operatoren

4.1.1 Definition. Fiir X,Y € Ly(H) ist der Kommutator von X und Y definiert als
[X,Y]:= XY — YX.

[X*, X] nennt man den Selbstkommutator von X.

4.1.2 Definition. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator S auf einem Hilbertraum heifit hy-

ponormal, falls der Selbstkommutator [S*, S| ein positiver Operator ist. Ist —[S*, S] positiv,
so bezeichnet man S als cohyponormal. Ist ein Operator hyponormal oder cohyponormal,
so bezeichnet man ihn als seminormal.

4.1.83 Bemerkung. Wegen [S, S*] = —[S*, S] ist die Menge der Adjungierten der hyponor-
malen Operatoren genau die Menge der cohyponormalen Operatoren.

Insbesondere im Zusammenhang mit seminormalen Operatoren erweist es sich als niitzlich,
einen Operator S € Ly(H) in Real- und Imaginérteil aufzuteilen. Diese sind durch R(S) :=
(S + S8*) bzw. I(S) := £(S — S*) definiert. Dabei sind R(S) und I(S) selbstadjungiert
und es gilt S = R(S) +i3(9).

4.1.4 Proposition. Sei A ein beschrankter Operator auf H und x,y € R. Setzen wir
z:=x+ iy, X :=R(A),Y := 3(A), dann gelten folgende Gleichungen.
(A—2D)*(A—2I) = (X —xD)* + (Y —yI)* +i[X,Y],
(A—2D)(A—20)* = (X —2)? + (Y —yl)* —i[X,Y],
[(A—zD)",(A—=2I)] =2i[X,Y].

Beweis. Die erste Gleichung gilt wegen

(A* = ZI)(A — 2I) = (X — 2l —iY +iyl)(X — I +i(Y — yI))

(X —xI)? —iY(X — o) + iy(X — z1)

+ (X —zD)iY — (X — zl)iy + (Y — yI)?

(X —aD)* + (Y —yD)* +i(X —2)Y —iY (X —2I)
(X —2D)? + (Y —yl)? +i[X,Y].

Die anderen Aussagen verifiziert man auf dhnliche Weise. O
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4 Seminormale Operatoren

Zusammen mit Satz 2.5.3 erhélt man daraus das folgende Korollar.

4.1.5 Korollar. Sei S ein hyponormaler Operator auf H und D := \/%[S*,S]. Ist S =

X +iY die Zerlegung von S in Real- und Imaginirteil, so existieren S%(Y') und I'k (D?)
im Sinne von Definition 2.5.1 und es gilt

§ = X +ilSE(Y) FTE(DY)],
Beweis. Nach (4.3) gilt 2D? = 2i[X,Y]. Die Operatoren X,Y, D erfiillen also die Voraus-
setzungen aus Satz 2.5.3, weshalb Y = SE(Y) F 5 (D?). O

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir sehen, dass man von einem seminormalen
Operator immer einen "maximalen” normalen Teil abspalten kann.

4.1.6 Definition. Ein seminormaler Operator S auf H heifit rein, falls der einzige Unter-
raum R von H, der S reduziert und auf dem S normal ist, der Nullraum ist.

4.1.7 Satz. Sei S ein seminormaler Operator auf H. Mit
M :={R < H : R abgeschlossen, R reduziert S, ran [S*,S] C R}
ist
Hy = ﬂ R
ReM

der kleinste Unterraum, der S reduziert und ran [S*, S| enthilt. Mit Hy := Hi ist dabei
S|m, ein reiner seminormaler Operator auf H; und S|y, ein normaler Operator auf Hs.

Beweis. Zunichst sei bemerkt, dass M # (), da H € M. H; ist als Durchschnitt abge-
schlossener Unterrdume abgeschlossen. Fir x € Hy und R € M gilt Sz, 5z € R, da R
S-reduzierend ist, also Sx,S*x € Hj. Folglich ist H; S-reduzierend; siche Lemma 2.1.2.
Klarerweise gilt auch H; 2 ran [S*,S], womit H; der kleinste Unterraum mit diesen Ei-
genschaften ist.

Sei zunédchst S hyponormal, also [S*, S| positiv. Fiir ein f € Hy gilt wegen [S*, S]f € Hy

(I8, S1£,4/[5%, S1F) = (5*S = §S* [, ) = (18", SIf, ) = 0,

woraus [S*, S]|m, = \/[,S"",S]2|H2 = 0 und damit (S*S)|g, = (SS*)|m, folgt. Insbesondere
ist S|p, normal. Hier bezeichnet /[S*, S| wieder die eindeutige positive Quadratwurzel des
positiven Operators [S*, S].

Fir die Reinheit von S|, sei L C Hj ein beliebiger S-reduzierender Unterraum von Hi,
auf dem S normal ist. Fir f € L gilt

0= (1,811, ) = (/5" S1£,/[5%. S1),

womit [S*, S]f = v/[S*, S]Qf = 0. Fiir ein beliebiges g € H gilt ([S*, S]g, f) = (g, [5*, S|f) =
0, weshalb LLran [S*,S]. Weil auch Holran [S*,S], bildet L' := (L @ Hy)* einen S-
reduzierenden Unterraum, der ran [S*,S] enthélt. Es folgt L' € M und damit H; C L/,
womit nur L = {0} gelten kann. Also ist S|p, ein reiner hyponormaler Operator.

Fiir cohyponormales S ist S* hyponormal und man kann nach dem ersten Teil des Beweises
H in Hy und Hj zerlegen. Nachdem ein Operator T' genau dann normal ist, wenn 7™ normal
ist, gelten auch die geforderten Bedingungen an S|g, und S|g,. O
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4 Seminormale Operatoren

4.2 Darstellung eines hyponormalen Operators

Sei S = X +iY ein hyponormaler Operator auf dem separablen Hilbertraum H mit £S5 = X
und ¥S = Y. Gemi Korollar 4.1.5 existieren Si(Y) und ' (D?) und es gilt

S =X +i[S5(Y) FTE(D?)],

wobei D :=,/3[S*, 5] = /i[X,Y].
Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine konkretere Darstellung fiir diese Operatoren zu be-
kommen. Wir werden das in drei Schritten bewerkstelligen und setzen zunéchst

R :=ran D.

Abhéngig von diesem Unterraum wollen wir H in
o0
Hy = ds{| X*R}
k=0

und Hy := Hi* aufteilen. Offenbar ist H; abgeschlossen, X-invariant und wegen X = X*
sogar X-reduzierend. Dementsprechend setzen wir X; := X |y, und Xy := X|g,.

Schritt 1: Die Darstellung von X;. Wir wollen diesen Operator auf einem direkten
Integralraum Z; < L?(Q, A\, R) mit einem kompakten Intervall 2 C R darstellen.
Dazu definieren wir den Operator J : H — L?(R, R) durch

(Jf)(t) :=De X f  teR.

Wir zeigen, dass dieser Operator beschrankt ist, wobei ker J = Hy. Nach Korollar 4.1.5
existiert

I‘X(DQ) = P}(D2) 4 F)_((DQ) — / etX D2o—itX gy

—0o0

als beschriankter Operator, wobei dieses uneigentliche Integral im Sinne der starken Ope-
ratortopologie zu verstehen ist. Fiir ein f in H gilt wegen (e~#X)* = ¢#X und D* = D

112y = [ (D™ f. D )

— 00

= [ @D, f) g dt = (Cx(D), P < [T (D)1

J ist also ein beschréankter Operator.
Ein Vektor f € H liegt genau dann in ker J, wenn

De X f=0 - fi.
Da (t — De "X f) stetig ist, ist f € ker J dquivalent zu
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4 Seminormale Operatoren

Da H; auch eX-invariant ist, gilt X Dg € Hj. Also folgt aus f € Hy = Hi, dass
(f,e®™ Dg) =0, g € H. Gilt andererseits diese Gleichung fiir ein f € H und alle g € H, so
folgt durch n-maliges Ableiten 0 = 42 (f, "X Dg) = (f, (iX)"e"X Dg). Fiir t = 0 erhalten
wir 0 = —i"(f, (iX)"Dg) = (f,X"Dyg) fur alle n € N. Also gilt fLX"R, n € N, und
folglich f Lcls{U2, X'R} = H;. Insgesamt haben wir ker J = Hy gezeigt.

Fiir den Translationsoperator Ts € Ly(L?(R, R)) mit s € R,

(Tsh)(t) == h(t —s), teR,

gilt
(Je"Xf)(t) = De XX f = De X f = (Jf)(t - 5) = (T.Jf)(), tER,

also

Je X =T,J. (4.4)

Wir sehen, dass Ts(ran J) C ran J, und folglich Ts(ran J) C Ts(ran J) C ran J.

Sei J = WK die polare Faktorisierung von J gemafl [[Kal, Satz 1.5.15], mit positivem
Operator K = v/ J*J € Ly(H) und der partiellen Isometrie W : H — L?(R, R), wobei
ker W = (ran K)* und ran K = ran J. Wegen (ran K)* = ker K = ker J = H, folgt
ran K = (ker K)* = Hjy, also ist W|y, ein isometrischer Operator mit ran W|g, = ran J
und W|g, = 0. Aus (4.4) erhalten wir

J*JeBX = T =TT J = (T_,J)*J = (Je ") J = eBX g, (4.5)

e'sX kommutiert also mit J*J und folglich auch mit K; siehe | , Satz 7.2.1.]. Daher
gilt

WesX f =WeXKg=WKe*"Xg=T,WKqg=T,WF, f=KgeranK,s€R.
Da ran K dicht in H; liegt, erhalten wir
(Wes ) g, = (TsW)|u,, s eR.

Sei F' der Operatorlift der Fouriertransformation auf L2(R,R) und V := F*W : H —
L2(R, R). Da I wegen Proposition 3.4.4, (iii) und (iv) unitér ist, bildet V den Raum H;
isometrisch auf einen bestimmten Unterraum Z; von L%(R, R) ab, womit V; := V|g, 2z,
unitar ist.

In Korollar 3.4.5 haben wir gesehen, dass T, = E'M,, wobei M, € Ly(L2(R, R)) definiert
ist als M h(t) := e*th(t). Es gilt also

(Veisx)‘Hl = (F*WeiSX”Hl = (F*TSW)‘Hl = (MSF*W)‘Hl = (MSV)‘HI' (46)

Wegen dieser Gleichung ist Z; fiir jedes s Ms-invariant und damit auch M} = M_;-
invariant.
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4 Seminormale Operatoren

Fiir f € H; hat die Funktion (s — Ve™X f = M,V f) die Ableitung iV X f an der Stelle
5 = 0. Unter Verwendung von Lemma 2.3.2 gilt fiir g € L?(R, R)
d

d 1st _ d 15t
(GMVL9) = [ eV I, 90 dN®) = [ e (V1) glt)u dN(®) -

= [ VA0, 9D ANE) = [ GEMLV (), g0 dAD).
R R

Mit F(t) := %eme(t) — it M,V f(t) und

IF@®I
0, sonst,

F@t) -2
) :_{ et falls F(t) #0,

gilt G € L*(R, R) und wir erhalten
0= [(F@.GE) axe) = [ IF@I-" dr).
R [F£0]

Infolge gilt ' = 0 und daher (t — M,V f(t)) = Le'*V f(t). Insbesondere stimmt die
Ableitung an der Stelle s = 0 mit (¢ — itV f) € Z; iiberein. Definiert man fiir ein h €
L?(R, R) mit (t — th(t)) € L*(R, R) wie iiblich A durch

AR(t) :=th(t), teR,

so existiert AV f und es gilt VX, f = AV f. Daraus folgt V1 X7V} = A|z, =: A1 und damit
insbesondere, dass Z; ein A-reduzierender Unterraum ist, auf dem A einen beschriankten,
iiberall definierten Operator darstellt.

Schliellich zeigen wir noch, dass alle h € Z; auflerhalb einer beschrankten Menge ver-
schwinden. Wir setzen dazu Q := [~2|[A1]|1,(z,), 2| A1l 1, (z,)] und zeigen

[h - Ir\ll =0 (4.8)

fiir alle h € Z;. Dazu sei angenommen, dass ||k - Ig\ql| > 0. Fiir n € N ist ATh € Z; und
AT > / (" IR 11)* dA(2)
R\Q

> 2al [

2
| )
R\Q

®)F dA@) = (2" 1 A1]" - Tmll)
Mit hinreichend grofiem n gilt 2" ||h-Tg\ | > ||2| und folglich [[ATA]| = 27[|A1|"||h-Tp\ql| >
|A1]|™]|R|l, was zu ||ATR| < ||A1]|™]|k|| im Widerspruch steht.

Wegen (4.8) gilt also h = 0 XA — fi auf R\ Q. Z; kann somit auf kanonische Art als
Unterraum von L2(§, A, R) betrachtet werden. Bezeichnet Py, die orthogonale Projektion

auf Z; in L?(Q, A\, R), so kommutiert in weiterer Folge A|72(q \ gy mit Pz,. Nach Korollar
3.3.9 gilt

Py, = /Q © P, () dA(t) (4.9)
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4 Seminormale Operatoren

und geméf Lemma 3.3.5 ist Py, (¢) fir A-fast alle ¢ die orthogonale Projektion auf einen
Raum Z;(t), wobei

71 = /Q SZ1(t) dA(?). (4.10)

Zusammenfassend ist also X7 unitér dquivalent zu A; auf dem Raum 77, der eine Darstel-
lung wie in (4.10) besitzt.

Schritt 2: Die Darstellung von 't (D?) auf Z;. Aufgrund von

+oo | X too | .
C5(D)f ) = (& [ XD pan )=+ [ (XD ) dt 2 0
0 0

fir alle f € H ist T §(D2) positiv und infolge selbstadjungiert. Wegen X D2e~#Xg ¢
e®Xran D C e*X H; C Hy reduziert H; den Operator Ff( (DQ); siche Lemma 2.1.2. Aufler-

dem verschwindet er auf Hs, da fiir ein g € Ho

too )
(VT (D?)g,\/T5(D2)g) = (T (D)g.9) = i/ (XD Xg g)dt =0, (4.11)
0
2
weshalb I'E(D?)g = /TE(D2) g = 0.
Fiir ein h € L?(R, R) gilt
Jh = / "X Dh(t) dt, (4.12)

falls dieses uneigentliche Riemann-Integral existiert, denn fiir ein g € H gilt dann

(| D) dt.gin = [ (€ Dh(e).g)u

—00

= [ 0. (9O dt = (1 Tg)page) = (T g
Fir h € ran J existiert das Integral in (4.12), da fir f € H mit Jf = h
oo oo .
/ "X Dh(t) dt = / e XDDe X f dt = Tx(D?)f. (4.13)

Kombinieren wir (4.12) und (4.13), so erhalten wir J*.J = 'y (D?). Bezeichnen wir mit M
bzw. M_ den Multiplikationsoperator mit der charakteristischen Funktion zu Ry bzw. R_,
so gilt auch

oo . . . .
J*MyJ = / Tg, (t)e™* DDe~ X dt = /R X D2e X qt = TS (D?).
—0oQ

+

Es sei bemerkt, dass diese Gleichung von rechts nach links gelesen werden sollte, da die
Existenz des Integrals im zweiten Term die Darstellung von J* wie in (4.12) garantiert.
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4 Seminormale Operatoren

Wegen ran V = Z; gilt Pz, V = V. Wir erinnern uns, dass J = WK = FF*WK = FVK
und folgern daraus

VA[TE (D)), Vi = VA(J*Med) |, Vi

* A ol (4.14)
= ViK|g, V" (P2, F* My F)| 2, V1K |y, Vi* = B(Pz, P+)| 7, B

wobei B := V1K |p, Vi* € Ly(Z1) und Py := (E*MyF).
Wegen Gleichung (4.6) und weil ?*X gemif (4.5) mit K kommutiert, gilt

BM;|z, = ViK|m, (M-)|2,V1)* = ViK|g, (Vi(e %) |m,)*
= ViK|m, ¥ |, Vi' = Vie"¥ |, K| g, Vi = M| 7, ViK | g, V" = M|z, B

Man beachte dabei, dass - wie bereits bemerkt - €% den Raum H; und M, Z; reduziert.
Ahnlich wie in (4.7) sieht man, dass fiir f € Z; die Ableitung von (t — M;f) an der Stelle
t = 0 gleich Af ist, womit B auch mit A; kommutiert. Nach Korollar 3.3.9 ist B infolge
zerlegbar in

B— / ©B(t) dA(t). (4.15)
Q

Ist Mg der Multiplikationsoperator mit sgn(t) auf LQ(R R), so folgt P, —P_ = F* (M, —
M_ )F F*M, SgnF Laut Korollar 3.4.5 gilt F™*M, SgnF Q, wobei Q den Operatorlift der
Hilberttransformation bezeichnet.

Also erhalten wir Py — P_ = Q und wegen P, + P_ = Ir2r gy auch Py = (I £ Q).
Zusammen mit (4.9), (4.14) und (4.15) folgt fiir den Operator

= VTS (D)l Vi* = BP2, (I + Q)B = J[B* + BP,,QB)
die Formel
M 1) = 3B ) () P2 [ B0 g - pez 1)

wobei hier das Integral rein formal zu verstehen ist, also 7= [ h(t) dt == (Qh)(x).

Schritt 3: Darstellung von Si(Y) und X». Sei der Operator Xy = X|pg, gemif Satz
3.2.1 diagonalisiert auf dem Raum

Zy = /a 1, Bal0) At (4.17)

Weiters bezeichne Ay den Operator A aus Satz 3.2.1 auf dem Raum in (4.17) und V3 :
Hy — Z5 den zugehorigen unitdren Operator, also

VaXo = AoVa.
Wir bilden den Produktraum von Z; und Zj,

Zo = 21D Zs. (418)
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4 Seminormale Operatoren

Der durch
Vo=Viae W (4.19)

definierte Operator von H = Hy @& Hy nach Z; ist dann unitér.
Der Operator Ay := VXV hat damit die Matrixform

(A0
Ao = < . A2> (4.20)
und die Operatoren T'Z := VoI's (D?)Vy auf Zy haben nach (4.11) die Form
'Y 0
+_ (11
T+ = ( . 0). (4.21)

Als letztes betrachten wir noch den Operator S%(Y) und definieren AT := Vo SE(Y)Vy,
wobei

die Matrixdarstellung von Ag bzgl. (4.18) ist. Aus Korollar 4.1.5 und (4.21) schlieflen wir
auf

AT AT 't 0 . .
<A§q A+> —<6 0> = Vo(SE(Y) - TX(DH))V = VoY V5

_ _ AT AL ry o

— 2\ 1/* — [ “h1 12 1
=W(Sx(Y) +Tx(D)Vy = <A21 Az) + < 0 O)

und damit auf Ap := Ajy = A}, A9 = Af; = Ay, sowie Ay := A = A5 . Aufgrund

von Proposition 2.5.2, (ii) ist A(jf selbstadjungiert, weshalb Ag; = A}, gelten muss. Also
erhalten wir

AT A
+ 1 12
Ay = ( : 2) . (4.22)

AuBerdem kommutieren laut Proposition 2.5.2, (i) die Operatoren S3(Y) und X, womit
ANy = VST (V)X Vg = Vo XSE(Y)Vy = AgAZ gilt. Daraus folgt

MAE A A A AT A\ [(AF Ap Ao — ATA Aph
MoA%, AgAy ) — TONAn, Ay )]~ \An, Ay | 70T \ALAL Aghs )
Die Operatoren Af, Ao kommutieren also mit A; bzw. As und sind daher wegen Korollar

3.3.8 und Bemerkung 3.3.3 zerlegbar. Zudem gilt A1oAs = A1 A1s.
Insgesamt erhalten wir

VoSVE = Vo(X +i[Sx(Y) F T (D)) Vy = Ao +i[AF FT5].

31



4 Seminormale Operatoren

Die Resultate aus diesem Abschnitt werden in dem folgenden Satz zusammengefasst.

4.2.1 Satz. Sei S = X +14Y ein hyponormaler Operator auf einem separablen Hilbertraum
H. Wir setzen D := \/i[X,Y], R :=ran D, Hy := cls{U>, X*R}, Hy := Hi", X1 := Xpg,,
X2 := Xp,. Dann gibt es eine beschrénkte Borelmenge 2 C R und direkte Integralrdume

7 = /Q ©Z, () dA(t) und Z = / ) P50 dn(t) (4.23)

mit Z1(t), Z2(t) < R und einem Borelmaf p. AuBerdem existieren unitére Abbildungen
Vi:Hy — Z1, Vo : Hy — Z5 derart, dass mit der Definition Vj := V7 @ V5

VoSV = Ao +i[AE F 7], (4.24)

wobei A die Form (4.20), I's die Form (4.21) und AZ die Form (4.22) hat. In diesen
Darstellungen sind A; und Ay die Multiplikation mit (¢ — t¢) auf den jeweiligen Réumen
und I'T hat eine Darstellung wie in (4.16).
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