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1 Einfihrung

1.1 Die Notwendigkeit einer Hilbertraum Erweiterung

Ein ”rigged Hilbert space” oder in dieser Arbeit auch nukleares Tripel genannt, ist
eine Erweiterung eines Hilbertraumes H zu einem Tripel (X, H, X’). Dabei ist X ein
topologischer Vektorraum , sodass eine stetige Einbettung von X in H existiert. Des
Weiteren soll das Bild dieser Einbettung dicht in H liegen, damit man mit Hilfe der
Identifizierung von H mit H' auch H in X’ einbetten kann. Anschaulich haben wir drei
ineinander geschachtelte Raume.

Allgemein werden wir Hilbertraume immer iiber dem Skalarkorper C betrachten. Des
Weiteren benutzen wir die Konvention, dass Skalarprodukte (.|.) konjugiert-linear im
ersten und linear im zweiten Argument sind.

Die hier vorgestellte Arbeit benutzt grofitenteils die in [6] vorgestellten Definitionen und
Konventionen. Weitere Literatur zu dem Thema findet man zum Beispiel unter [1] oder
[7]. Zum Studium dieser Arbeit wird ein gewisses Grundwissen iiber Analysis und Funk-
tionalanalysis vorausgesetzt-insbesondere im Zusammenhang mit Hilbertraumen.

In der Quantenphysik identifiziert man physikalische Gréflen mit selbstadjungierten Op-
eratoren. Der Erwartungswert einer solchen Messgrofie A von einem physikalischen Zu-
stand v ist gegeben durch die quadratische Form

Ea(y) == (¢|Ay), wobei (.|.) das Skalarprodukt auf H bezeichnet. Ein Axiom der
Quantenmechanik (siehe [3] s. 65-66) postuliert, dass ein Zustand nach einer Messung
der Grole A in einen Eigenzustand von A iibergeht, wobei der dazugehorige Eigenwert
mit dem gemessenem FKrgebnis iibereinstimmt.

Ausgehend von diesen Uberlegungen ergeben sich zwei Probleme. Erstens muss A nicht
auf ganz H definiert sein, weshalb man die physikalisch sinnvollen Zusténde aus einer
geeigneten Unterstruktur X wéahlen muss. Zweitens kann es sein, dass A liberhaupt
keine Eigenvektoren hat. Im Laufe dieser Arbeit werden wir erkennen, dass sich durch
die Erweiterung von H zu einem nuklearen Tripel auch das Problem mit den Eigen-
vektoren in den Griff kriegen lasst. Die grundlegende Idee hierbei ist, dass wir unsere
Untersuchungen auf verallgemeinerte Eigenvektoren ausweiten.

Definition 1.1. Es sei A : X — X eine lineare Abbildung. Wir nennen £ € X' einen
verallgemeinerten Figenvektor zum Eigenwert w, falls

§(Ar) = w &(x)

fir alle x aus X gilt.

2 Stetige lineare Abbildungen zwischen Hilbertraumen

2.1 Kompakte Operatoren

Wir werden uns des Ofteren auf die aus der Funktionalanalysis bekannte Polarzerlegung
berufen.



Lemma 2.1 (Polarzerlegung). Sind Hi, Hy Hilbertraume, und ist T € Ly(Hy, H2), so
ist A := /T*T ein positiver Operator und es existiert ein isometrischer Operator
U :range(A) — Ho, sodass T = U o A.

Definition 2.2. Wir nennen einen OperatorT € Ly(Hy, Ho) kompakt, falls jede beschrankte
Menge auf eine prakompakte Menge abgebildet wird, oder dquivalent, falls die Menge

T(B1(0)) kompakt ist. B1(0) bezeichnet dabei die Einheitskugel. Die Menge aller kom-
pakten Operatoren nennen wir K(Hi, Ha).

Korollar 2.3. Ist T : Hy — Hs ein kompakter Operator, so existieren
Orthonormalsysteme {vy : k € I} C Hy, {by : k € [} C Hy und N\, € R, k € I mit
I ={1,..,n} oder I =N, sodass

T(xz) = Z A (vg|z) by, fir alle x € Hy.
kel

Des Weiteren gilt A\p > 0, Ay > Ay fiir k,n,m € N, n > m und limg_,oo A\ = 0, falls T
nicht endlich ist.

Beweis. Betrachten wir einen beliebigen kompakten Operator T, so kéonnen wir ihn
geméfl 2.3 polar zerlegen. Mit T' = U o A ist auch B := T*T kompakt. Da B selb-
stadjungiert ist, folgt aus dem Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren
die Existenz eines Orthonormalsystemes {vy : k € I} und von reellen ux # 0, k € I,
mit einer Indexmenge I = {1,..,n} oder I = N, sodass B(x) = Y ;. pr (vi|r) vp. Weil
B positiv ist, gilt pur > 0. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir die p,
so wahlen, dass p;, > u, fir n > m ist. Wenn I nicht endlich ist, gilt aulerdem

limg oo pig = 0. Fiir Ay := /g folgt
A(z) = VB(z) = > M (vg]a) v
kel
Der Operator T lasst sich dann schreiben als
T(x) =U>_ M (vlzhor) =Y A (velz) Ulvr) = > Mg (gl by,
kel kel kel

wobei b, := U(vg) auf Grund der Isometrie von U wieder ein Orthonormalsystem ist.
Falls I nicht endlich ist, gilt auch limg o A = 0.
O

2.2 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Definition 2.4. Wir nennen einen kompakten Operator T' € Ly(Hy, Hy) Hilbert-Schmidt-
Operator, falls fir die Ay, aus der Darstellung in Korollar 2.3 gilt >, )\z < 4-o00.



Im Folgenden wird eine andere Herangehensweise zu Hilbert-Schmidt-Operatoren vorgestellt.

Lemma 2.5. Seien T € Ly(Hy, H2) und {fx : k € I} {gr : k € I} Orthonormalbasen
von Hy. Dann gilt

DT> = Y IT (Sl € [0, +0c].
k k

Insbesondere ist Y, || T(gx)||* endlich, genau dann wenn es > . | T(fx)||? ist

Beweis. Ist {hj : j € J} eine beliebige Orthonormalbasis von Ha, so gilt

ZHTfk )|? = ZD (P | T(F)) g, 17 = ZZ!T*h i), P = ZHT*h I
—ZD (T*hjlgr) g, I° = ZZ\ (M| T(90)) g, 17 = ZHTgk I

Da alle Summanden positiv sind, diirfen wir die Summationsreihenfolge vertauschen. [

Wegen Lemma 2.5 macht folgende Definition Sinn.

Definition 2.6. Es seien Hy, Hy Hilbertrdume und {fy : k € I} eine Orthonormalbasis
von Hi. Dann definieren wir

Sy(Hy, Hy) o= {T € Ly(Hy, Hy) + Y _ |IT(fi)[|* < +o0}.
k
Fir alle T € So(Hy, Ha) sei || T2 := /Y 1T (fr)I?-
Bemerkung 2.7. Wie man aus dem Beweis von Lemma 2.5 erkennt, ist 3, [|T'(f;) I? =
> | T*(h4)||?, wobei {fx : k € I'} eine Orthonormalbasis von Hy und {h; : j € J} eine
von Hy ist. Damit gilt T € Sa(H1, Ha) genau dann, wenn T € So(Ha, Hy).

Wir zeigen in Folge eine verallgemeinerte Version des Majorantenkriteriums.

Lemma 2.8. FEs sei J eine Menge, A ein Banachraum, B ein normierter Raum und
(aj)jes; (bj)jes Familien mit aj € A beziehungsweise b; € B. Existiert } ;. ;bj und gilt
fiir jede endliche Teilmenge M C J

1> ailla <Y bsls
jEM jEM
so existiert auch ;¢ ya; und es gilt || 32 ;c;ajlla <[ 325, bill5-

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass ) | jeM bj gegen ein b € B iiber der gerichteten
Menge der endlichen Teilmengen von J konvergiert. Fiir alle € > 0 existiert in Folge ein
endliches M C J, sodass fiir alle endliche N mit M C N

S bille=1> 06— billz<e

JEN\M JEN JEM



gilt. Fiir endliche X,Y D M erhalten wir

1D a;=> ailla<ll Y aillatl Y ajlla

JEX JEY jEX\M JEY\M
> bills+l D] billp<2-e
jeEX\M JEY\M

Damit ist Zje u @ ein Cauchy-Netz und wegen der Vollstandigkeit von A existiert
Z jeJ aj. O

Satz 2.9. Fur Hilbertraume Hy,Hsy sei {fy : k € I} eine Orthonormalbasis von Hy,
{gr : k € J} eine solche von Hy und bezeichne & das Zihlmaf auf I x J. Dann ist

o {52<H1,H2> = LAI x J,€)
. T (<gj|T(fZ)>) (i,5)€EIxJ

ein isometrischer Isomorphismus, wenn man Sa(Hi, Ha) mit der ||.||2-Norm versieht.
Des Weiteren gilt ||T|| ., (i, m2) < Tl s, (8, m5) fiir ein T € Sa(Hy, Ha).

Beweis. Fir ein T € So(Hy, Hy) gilt
18(T)||72 = ZZl (g;IT(f:)) ZHT FolI? = T5. (1)

Die Abbildung & ist also eine isometrische und damit auch injektive Abbildung nach
L3(I x J,€). Beziiglich der Surjektivitiit sei zuniichst bemerkt, dass wegen der Chauchy-
Schwarz Ungleichung fiir ¢ € L?(1 x J,&) und einem endlichen M C I x .J

Z o(i, j) (filz) 9]”2 ZH Z o(i, §) (filz) 9]”2

(i,j)eM jeJ (i, g)eEM

=X Ietia i)

jeJ (i ,J)GM

<D0 o@D Yo il [P

jeJ i:(i,j)eM ix(i,5)EM
<zl D 1 4)1 < o0
(i.j)eM

gilt. Damit ist die Reihe D ; e/ s |z]|?|¢(i, )| im Sinne des Lemmas 2.8 eine konver-
gente Majorante von Z(i,j)elx] o(i,7) (filx) g;. Es folgt, dass

> 8l ) (filx) g

(i,5)eIxJ



wohldefiniert ist. Dabei gilt |||z, (m, m,) < |¢llr2 < +oo, also T' € Ly(Hy, Hz). Gemif
unserer Konstruktion gilt (g;|7'(f;)) = ¢(i,j) und damit

ST = 30166, = 9] < +oc.

i

Es folgt T' € Sz(H1, Ha) und ®(T) = ¢. Wieder wegen (1) gilt |T'(| 1z, m10) < [|9(T) |22 =

1T || s, (Ey  F) -
O

Korollar 2.10. Sy(H;, Hs) ist ein Banachraum.

Lemma 2.11. Die Elemente aus So(H1, Ha) sind kompakte Operatoren. Auflerdem gilt

Sy(Hy, Hy) = {T € Ly(Hy, Hy) : dim(T(Hy)) < oo} 2.

Beweis. Fiir ein f € L2(I x J,£ ® ¢) kénnen nur abzihlbar viele Eintriige ungleich Null
sein. Die Menge M := {(i,j) € I x J : f; ) # 0} ist also abzéihlbar. Wir wihlen eine
aufsteigende Mengenfolge My C I x J, N € N, bestehend aus endlichen Mengen mit
M = Uyeny Mn. Bezeichnen wir mit 1 die Indikator-Funktion einer Menge B, so folgt

=1 = lim 1
f Mf Ngnoo MNf7

wobei die Konvergenz in L?(I x J,&) beziiglich ||.||2 gilt. Ist ® wie in Satz 2.9 und
f=®(T) fiir ein T € Sa(Hy, Hy), und setzen wir Ty := &1 (17, ®(T)), so erhalten wir
T =limy_ 00 Ty. Aus Satz 2.9 folgt, dass T auch beziiglich der Operator-Norm gegen
T konvergiert. Wir kénnen Ty folgendermaflen darstellen

Tyv= Y. OTn)G5) (file)gi= Y, @T)G)) (filr)g;.
(i,9)EIxJ (1,5)EMN

Da My endlich ist, hat T endlichdimensionales Bild. Damit ist 1" als Grenzwert von
Operatoren mit endlichdimensionalem Bild kompakt.
Wegen limyen |7 — T l|l2 = 0 gilt

So(Hi, Hy) C {T € Ly(Hy, Ha) : dim(T(Hy)) < oo} 2.
Wir betrachten einen Operator T° € Ly(Hp, H2) mit endlichdimensionalem Bild und
wéhlen eine orthonormale Basis {g1, .., gn} C Ha2 von T'(H;). Es folgt

n n

T(z) =) (glT(x)) gx = Y (T"(g1)|) g

k=1 k=1



Im néchsten Schritt wihlen wir eine Orthonormalbasis { f1, .., fm} von
span{T*(gx) : k = 1..n} und erweitern diese zu einer Orthonormalbasis F' von H;. Wir
erhalten

ITI3 = Y_ITHI* = ZHT fi)l? < +oo.
fer

Damit sind Operatoren mit endlichdimensionalem Bild auch in Sy(Hi, Hz). Da der
Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren vollstandig ist, gilt sogar

{T S Lb(H17H2> : dzm(T(Hl)) < OO}“H2 C SQ(Hl,HQ).
O

Satz 2.12. Seien Hy,Hs Hilbertrdume. Die Elemente aus S2(Hy, Hs2) sind genau die
Hilbert-Schmidt-Operatoren zwischen Hy und Ho.

Beweis. Ist T ein Hilbert-Schmidt-Operator, so lasst er sich geméafl Korollar 2.3 schreiben
als

= > Ak (vgl) by,

kel

wobei {vy : k € I},{by : k € I} Orthonormalsysteme der jeweiligen Rédume sind. Des
Weiteren gilt >°, A2 < 400 mit Ay > 0. Wir konnen {vj, : k € I} zu einer Orthonormal-
basis E erweitern. Damit gilt

DT =Y I () = ZZIM (wrlvg) [P =D A7 < +oo;
j

veE J€el

also T' € Sy(Hi, Hy). Gehen wir umgekehrt davon aus, dass T € So(Hy, Ha) ist, so
muss 7' nach Lemma 2.11 bereits kompakt sein. Wir kénnen es also geméafl Korollar
2.3 schreiben als T'(z) = > Ak (vg|z) by. Wegen } )\? =2 |7 (vj)]|? < +o0 ist T ein
Hilbert-Schmidt-Operator.

O

Satz 2.13. Es seien Hy, Ho, H3 Hilbertrdume. Fir Operatoren By € Ly(Ha, H3), Ba €
Lb(Hl,Hg), S, € SQ(Hl,HQ) und So € SQ(HQ,Hg) gilt

BioS; € SQ(Hl,Hg) und So 0 By € SQ(Hl,Hg).

Beweis. Aus

D IBUSISIP < 1Bl Y N1S1(fi) I < oo
k k



folgt Bjo Sl S 32(H17H3).

Fir By € B(Hi,H2) und Sy € Sa(Ha, H3) gilt geméf Bemerkung 2.7 auch Bj €
B(Hy, Hy) und S5 € Sa(Hs, Hz). Aus dem bereits bewiesenen folgt

(S2 0 By)* = B3 0S5 € Sa(Hs, Hi). Wieder wegen Bemerkung 2.7 ist damit auch

Sy 0 By = ((SQ o BQ)*)* € SQ(Hl,Hg).

2.3 Nukleare Operatoren

Definition 2.14. Es scien Hi, Hy Hilbertraume und T : Hy — Hs ein kompakter Oper-
ator. Wir schreiben T' wie in Korollar 2.3, und nennen T' nuklear, falls >, A\, < +o0.

Lemma 2.15. Nukleare Operatoren sind Hilbert-Schmidt-Operatoren.

Beweis. Da aus Y, A, < 400 sofort >, A2 < +oo folgt, ist jeder nukleare Operator
auch ein Hilbert-Schmidt-Operator.
O

Lemma 2.16. Ein beschrankter Operator ist genau dann nuklear, wenn er die Hintere-
inanderausfihrung von zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren ist.

Beweis. Ist T nuklear und sei T'= U o A die Polarzerlegung geméfl Lemma 2.1, so gilt
fir die Eigenwerte \; von A

Z)\k < +00.
k

Damit erhalten wir fiir die Eigenwerte py, von VA, dass Sl =3 A < +oo. Also
ist v/A und wegen Satz 2.13 auch U o v/A ein Hilbert-Schmidt-Operatoren. Schlieflich
gilt T = (U o v/A) o VA.

Gilt umgekehrt T = Ao B mit A € Sy(H2,H3) und B € Sy(Hy, Hz), wobei A =
Yok bk (wg|.) di und T =>4 Ag (vg|.) by die jeweiligen Darstellungen geméfl Korollar 2.3
sind, so erhalten wir

Z Ap = Z (bn| AB(vy,)) = Z E,Uk (wg|Bun) (bn|dy)
n n k

n

=D > {wi|Buy) (ba| Awy) < %ZZ2 | (wi|Bun) | | (bn| Awp) |
n k n k

1 1
< 537 (1 el Bua) P+ | bal 4w} [2) = S (I All2 + [ Bll2) < +oo.
k.n
Man beachte, dass man beim Summieren von positiven Summanden nicht auf die Rei-
henfolge achten muss. T ist also nuklear.

O]



Definition 2.17. Wir bezeichnen die Menge aller Orthonormalsysteme auf einem Hilber-
traum H mit O(H). Fir Hilbertraume Hy, Hy und Operatoren A € Ly(H1, Ho) definieren
wir

IAlly == sup{> _ | (gr|Afi) | : (gr)k € O(Ha) und (fi)r € O(Hi)}

kel

und Sl(Hl,HQ) = {A S Lb(Hl,Hg) : HA||1 < +OO}.

Lemma 2.18. ||.||; ist eine Norm auf S1(Hi, H2).

Beweis. Offensichtlich gilt 0 < ||.|[1 < 400 und ||AA|}1 = [A|||A]1.
Wir betrachten einen Operator, fir den ||Al|; = 0 gilt. Fiir alle f € H; \ {0} und
g € Hy \ {0} sind {ﬁ} und {”;%”} orthonormal Systeme. Es gilt also

9oL _
a4 = 14l =0

woraus (g|Af) =0 fiir alle f € H; und g € Ha, und somit A = 0 folgt.
Die Dreiecksungleichung gilt wegen

1A+ Blly = sup Y _ [ (gx| Afe) + (gx| Bf) |
k

<sup > [{grlAfi) | +sup Y [{gulBfi) | < | Alr + 1Bl
k k

O]

Lemma 2.19. Fir einen kompakten Operator T = ", i (vgl|.) by gilt >~ A = ||T]|1-
Insbesondere ist jeder nuklearer Operator auch ein Element von Si(Hy, Hy).

Beweis. Man sieht sofort, dass Y, Ay = > 1 | (bg|Tvx) | < ||T][1. Fiir die umgekehrte
Ungleichung betrachte man fir (f,), € O(Hy) und (gn)n € O(Hs)

S gl Tha) 1 < 3057 Al (0l o) gl |
n n k
<3 Ny SO0kl P+ gl 1) < 3
k n k

Damit folgt |T']]1 < > j Ak

Lemma 2.20. Die Operatoren T € S1(Hy, Ha) sind kompakt.



Beweis. Es sei T € S1(Hy, He). Wir zeigen zunéchst, dass A aus der Polarzerlegung
T = U o A ein diskretes Spektrum hat. Dies gilt sicher, wenn wir nachweisen kénnen,
dass fiir alle @ > 0 die Menge o(A) N [a, +00) endlich ist.

Gibt es in der Menge o(A) N (e, +00) zumindest k verschiedene Punkte Aq, .., A , so sind
die Mengen A, := (\; — d, \; + 0) paarweise disjunkt, wenn nur § klein genug ist. Wir
wiahlen es auch derart, dass A; —§ > «. Nehmen wir nun an, dass E(\; — 0, \; +J) =0,
so folgt

t— N\
\(hi—8 A +8) b= Ad

1 1
=(A- )\iI)/ dE(t) = / (t) (A= NI).
R\(Ai—8i+68) T — Ad R\(\—6. 0 +0) = Ai

Damit ist A — A\;I invertierbar, was im Widerspruch zu \; € o(A4) N [a, +00) steht.
Wir finden also fir ¢ = 1, .., k ein normiertes f; im Bild von E(\; — J, A\; + d). Wegen

=E((\i — 6, \ 4+ 0)°) = /R (t)

A( / L ABW ) = BOv =6, X + 0)fi = .
(A

.

liegen alle f; im Bild von A. Wir definieren g; := U(f;). Da auf Grund der Disjunktheit
der Intervalle (A\; — J, \; + d) die f; und infolge g; ein Orthonormalsystem bilden, gilt

k k
1Tl =Y gl T () = D (il A(f) = ka.
i=1 i=1

Es folgt k < @ Damit kann o(A) N (a, +00) hochstens endlich sein. Insbesondere gilt
0(A) = { A : k € J} mit einem hochstens abzéhlbaren J. Wir erhalten

A= /{Ak:kej} tdE =Y ME({M}).

keJ

Kénnen wir noch nachweisen, dass das Bild von E({\;}) endliche Dimension hat, so
ist A und damit auch T" kompakt. Wir wihlen ein orthonormal System (f)x=1,.n von
ran(E({\n})). Auch hier gilt wieder fi € ran(A). Definieren wir g := U(f%), so folgt

n

Z AU =Y g T () < 1T,

7=1

73]

alson < X

. Die Menge ran(E({\y})) ist somit von endlicher Dimension.

m

O]

Korollar 2.21. Die Menge S1(H1, Hy) besteht genau aus den nuklearen Operatoren, die
von Hi nach Hy abbilden. Dabei gilt | T'|[1 = > ") Ak-

10



Beweis. Wie in Lemma 2.19 gezeigt wurde, stimmen fiir kompakte Operatoren T die
Begriffe nuklearer Operator und Si(Hi, Hz) iiberein, und es gilt ||T||1 = >, A\x. Da
ein nuklearer Operator T' per Definition kompakt ist, folgt 7' € S;(H1, H2). Umgekehrt
haben wir in Lemma 2.20 gesehen, dass ein Operator S € S;(Hy, Hy) kompakt ist.

O

Bemerkung 2.22. Fiir Hilbertraume Hy, Hy gilt
Sl(Hl,HQ) C SQ(Hl,Hg) C K(Hl,Hg).

Lemma 2.23. Es seien Hy, Hy Hilbertrdume, (T})je; ein Netz in Si(Hi, He) und T €
Si1(Hy, Hy) mit T = lim; Tj beziglich |.||1. Unter diesen Voraussetzungen folgt T =
lim; Tj beziiglich ||.|2.

Beweis. Sei also T,T; € S mit lim; |7 — Tj|[1 = 0. Dann gibt es einen Index jg € J,
sodass ||T — Tj|1 < 1 fiir alle j > jo. Schreiben wir T'— T = >, Ag (vg].) by, geméaB
Korollar 2.3, so folgt A, <>, A, < 1. Damit erhalten wir >, A2 < >, Ap = ||T —Tj])1,
beziechungsweise | T — Tj||3 < ||T — Tj||1. Also konvergiert das Netz T; auch beziiglich
der Hilbert-Schmidt-Norm gegen 7.

O

Satz 2.24. S;(Hy, H2) ist vollstandig, und es gilt

Si(Hi, Hy) = {T € Ly(H, Hy) : dim(T) < oo} .

Beweis. Ist Tj eine Cauchy-Folge in (S1(Hi, Hz), ||.||1), dann gilt lim; jyene |75 — Till1 =
0. Nach Lemma 2.23 gilt dann auch lim; jyene [|Tj —Ti|l2 = 0. Soweit ist T} eine Cauchy-
Folge in (Sa, ||.||2). In Satz 2.9 wurde gezeigt, dass ||.|| < ||.||2. Folglich konvergiert T
beziiglich der Operatornorm gegen ein 7. Damit gilt | (x| fx) | = lim; | (gx|T;(fx)) |-
Betrachten wir nun zwei Orthonormalsysteme (fx)res € O(Hy) und (gx)kes € O(Ho),
so folgt

S Hgel(T =T fi) | = 3 liminf | (g4/(7; = T0) i) |

keJ keJ

< T s '
_hjnig}f%HgM(Ty Tz)fk>|z,__>>ooo

Fiir alle € > 0 existiert also ein Index n((fx)kes, (9r)res), sodass fiir alle

7> n((fk)kej, (gk-)k-ej) gilt > pes | (ge|(T = T3) fr) | < 5. Des Weiteren existiert ein
no € N, sodass fiir alle 4, j > ng gilt ||T; — T}||1 < 5. Definieren wir

m = max{ng, n((fx)rxes, (gr)kes)}, so folgt fiir alle n > ng

S KT =T fi) | <D gl (T = Ton) fi) |+ D 1 gkl (Ton — Tu) fi) |

keJ keJ keJ

€
< 5 + HTn _TmHl <€

11



Da ng nicht von (fx)kes, (9x)kes abhingt, folgt ||T'—T,||1 < €, womit die Vollstandigkeit
bewiesen ist. Wegen T = limy Zszl Ak (vgl.) b gilt | T =Twn[[1 = Do n Ak- Wir konnen
also jeden nuklearen Operator durch eine Folge von Abbildungen mit endlichdimension-
alem Bild approximieren.
Betrachten wir nun eine stetige Abbildung 7' : H; — V C Hs, wobei V endlichdimen-
sional ist. Weil sowohl die Identitat Iy, : V — V wie auch T endlichdimensionales Bild
haben, sind sie beide Hilbert-Schmidt-Operatoren. Damit ist T = Iy o T als Zusam-
mensetzung von Hilbert-Schmidt-Operatoren gemafl Lemma 2.16 nuklear.

O

Satz 2.25. Es seien Hy, Ho, H3 Hilbertrdume. Fiir Operatoren By € Ly(Ho, H3), Bo €
Lb<H1,H2), Sl € Sl(Hl,HQ) und SQ € Sl(HQ,Hg) gilt:

BioS5; € Sl(Hl,Hg) und So 0 By € 81<H1,H3).

Beweis. Wenn S; ein nuklearer Operator ist, kénnen wir ihn gemafi Lemma 2.16 in
zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren S; = T; o R; zerlegen. Da das Produkt von einem
Hilbert-Schmidt-Operator und einem beschrinkten Operator geméfl Satz 2.13 wieder
Hilbert-Schmidt ist, sind fiir einen beschrankten Operator B; die Ausdriicke By o .S; =
(ByoTi)o Ry und Sp 0 By = Ty o (Ry o By) wieder Produkte von Hilbert-Schmidt-
Operatoren, und damit gemafl Lemma 2.16 nuklear.

O

3 Direktes Integral von Hilbertraumen

Wir werden eine Methode kennenlernen, mit der man aus einer Familie von Hilbertraumen
einen neuen konstruieren kann. Wir bezeichnen hier mit H immer einen separablen
Hilbertraum.

Bemerkung 3.1. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass ein separabler Hilber-
traum eine abzahlbare Orthonormalbasis hat.

Mit dem direkten Integral wollen wir eine Verallgemeinerung der orthogonalen Summe
vorstellen, dhnlich wie das Integral beziiglich eines Mafles eine Verallgemeinerung einer
Summe ist.

Definition 3.2. Es sei (Q,2(, u) ein Mafiraum, M(C) die Menge aller Borel-messbaren
Funktionen g : Q — C. Wir nennen eine Funktion f : Q) — H messbar, falls

(w = (h[f(w))) € M(C)

fir alle h € H gilt. Wir bezeichnen mit M(H) die Menge aller messbaren Funktionen
f:Q — H. Des Weiteren ist L1(n) die Menge der messbaren Funktionen f € M(C)
mat [ |f] dp < +o0.

12



Lemma 3.3. Fir messbare Funktionen f,g:Q — H gilt

(w = {f(w)lg(w))) € M(C) und (w + || f(w)|*) € M(C).

Beweis. Gemiafl Bemerkung 3.1 existiert eine abzéhlbare Orthonormalbasis {e; : j € I}
mit I C N. Die Funktion

(FOlg()) =D {FOles) (esla())

Jel

ist als abzéhlbare und punktweise konvergente Summe der messbaren Funktionen
(f()]e;) {ejlg(.)) selbst messbar. Wegen ||f(w)||*> = (f()|f(.)), ist damit auch w
l|.f(w)]|? messbar. O

Wegen Lemma 3.3 ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 3.4. Fir einen Hilbertraum H und einen Mafraum (2,2, p) definieren wir

b= (£ € M(H) s [ 17 @I dn < o). )
Lemma 3.5. Fir f,g € b und o, 5 € C gilt

(f()lg()) € L' (1) und af + Bg € b.

Beweis. Es gilt | (f(w)|g(w)) ]| < [|f(@)]l|lg(w)|l. Zusammen mit der Cauchy-Schwarz
Ungleichung und Lemma 3.3 erhalten wir

Jrs@isenians [ir@ils@an < (1@ e [ lge)? an) " < o

Damit ist
laf () + BgW)II* = [BPIF @) + [l [lg@)I* + @B (f(w)lg(w)) + aB (g(w)|f(w))
als Summe von Termen aus L'(p) ebenfalls ein Element aus L' (). O

Definition 3.6. Fir f,g € b definieren wir
N:—{hefJ:/HhHZdu—O}, fr~gef—geN, [fl=={g9€b:f~g}

wnd [ @H dui={{f: 1 €} =,

Lemma 3.7. Die Menge by bildet einen Vektorraum und N einen Unterraum davon.

13



Beweis. Aus Lemma 3.5 folgt fiir f,g € b, dass af + Sg € h. Damit ist h ein Untervek-
torraum von dem Raum aller Funktionen von €2 nach H.
Aus f,g € N folgt

[llas@)+ Bg@)IP dn = [ (@f@)+ Bowlas(e) + Byt du

< [1aPIS@)I? + 18219 + a8 {f(w)lgw) + B (9(w)| f @) d
< 2laljs] [ |(F@lg@)] du

< 2lallsl ([ 1@ i [ Ng)IP an) = o

Zusammen mit 0 € N und N C h erhalten wir, dass N ein Unterraum von § ist.
Also ist [ @ H dp ein Vektorraum. O

Lemma 3.8. Die Definition

ist unabhdangig vom gewdhlten Reprasentanten.

Beweis. Es sei f ~ f und g ~ §. Wir kénnen f,§ auch schreiben als f = f + ny und
g =g+ng mit ny,ng € N. Zunichst bemerken wir, dass fiir beliebige h € h und n € N

[ 1wl = ([0 e [l a2 <o
gilt. Damit folgt
[l dn= [ ((r@la) + Fing) + (i) ) dn = [ (o) dp
O

Satz 3.9. Der Skalarproduktraum [ @ H du ist isomorph zu @ _, L*(Q, ) mit einem
n € NU {oo} ist. Genauer gesagt ist

- {f@H du = ey LA, 1),
f = <6m‘f()>21:1 5

ein isometrischer Isomorphismus, wobei (ey,)r,_, eine Orthnormalbasis von H ist.

Beweis. Fur f € M(H) gilt
£ = [ If@)I* du = y | {emlf(w)) [* du = y [ {emlf(w)) 2 d
Jrseoran= 32 =2 ”

= > I emlFOY P
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Wir folgern daraus, dass ® nach @) _; L*(Q, ) abbildet und isometrisch ist. Offen-
sichtlich ist die Abbildung linear und injektiv.

Um die Surjektivitit nachzuweisen, sei (f,)%_; € @ _; L?(2, u). Wir definieren die
Abbildung

{ O—H
w0 fn@)em.

Wegen
IF1% =D Ieml FOY I = D I fmll® < 400
m=1 m=1
ist f € [@H dp und es gilt (f)7_q = P(f). O

Korollar 3.10. [ @ H du ist ein Hilbertraum.

Bemerkung 3.11. Um eine kompakte Notation beizubehalten, werden wir statt [f]
nur f schreiben. Ob die Aquivalenzklasse oder ein Repriasentant gemeint ist erschliefit
sich aus dem Kontext.

Definition 3.12. Ist C € 2, so kénnen wir durch (C,24 N C,planc) einen neuen
Mafraum konstruieren. Das direkte Integral beziiglich diesem Mafraum bezeichnen wir
mit

/C@H dp.

Wir wollen nun den Begriff des direkten Integrales auf hilbertraumwertige Funktionen
verallgemeinern.

Bemerkung 3.13. Wir bezeichnen mit Ny, die Menge N U {oo}.

Definition 3.14. Gegeben ist ein Mafiraum (2,2, u) und eine Menge von separablen
Hilbertraumen $) := {Hy, Ho, .., Hx} mit dim(H,) = n € Ny. Sei H : Q — $ eine
Funktion mit X, := {w : H(w) = H,} € A fir alle n € N. Die Menge g sei definiert als

die Menge aller Funktionen f:Q — UneNoo H,, fir die gilt

flx. € / P H, dpund S [[flx, 12 < +oo.
Xn

nENs

Definition 3.15. Fir f,g € g definieren wir
f~g:eflx.] =lglx,] fir allen € Neo, [f]:={g€g:f~g}
wnd [ @ H) dui=(1): f € g} = g

15



Lemma 3.16. Fiir f ~ f, g~ g und o, 8 € C gilt

[af +Bg] = [af + 83, > [{fIx)llglx,)) | < oo

J€Noo

und Y ([fIx]llglx)) = D ([Flxllalx,]) -

j€Ns J€EN

Insbesondere wird [ @ H(w) dp zu einem Skalarproduktraum mit
(Mg} = > ens (UfIx;Nllglx,]) und der dblichen Addition und Multiplikation auf den

Nebenklassen.

Beweis. Es gilt zunédchst auf Grund der Cauchy-Schwartz Ungleichung

AN 1< D HFxlllgla) T< D 1l Hglx ]l

n€N n€Ng
< 20 M2 Y2 MalxaJI? < +oo.
nENs nENg
Per Definition gilt [f|x,] = [flx,] und [g]x,] = [§lx,]. Auf den einzelnen Riumen

| x, @ H(w)dp haben wir die Wohldefiniertheit dieser Operationen in Definition 3.8
bereits nachgewiesen. Es folgt

[(ef + Bg)lx,] = [(ef + B7)|x.],
([flx.llglx.]) = (f1x.ld1x.]) -

Da die Gleichungen fiir alle n € N, gelten erhalten wir [af + Sg] = [« f+ £g] und

(Al = D Wlxallalx)) = D (Flxallx]) = (@) -

n€ENso nENs

O]

Satz 3.17. Der Skalarproduktraum [ € H(w)dp ist Isomorph z2u @,,cn_ ([x, @ H(w)dp).
Genauer gesagt, ist die Abbildung

. {f @Hw)dn = Bpen. (fx, ® H(w)dp),
[ (flx.)neNo

eine Bijektion, die mit der Addition, skalaren Multiplikation und (.|.) vertrdglich ist.

Beweis. Man lese direkt aus der Definition der Aquivalenzrelation auf g ab, dass die
Abbildung ¥ nach @,y ([, @ H(w)dp abbildet.

Geméf der Definition des Skalarproduktes auf einer direkten Summe gilt (U(f)|¥(g)) =

> nenw (flxalglx,) = (flg). Die Vertréglichkeit mit der Addition und skalaren Multip-
likation, folgt aus
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U(af + Bg) = (af + Bylx, )nene = a(f|x,)ner + B(glx, )neNe. = @¥(f) + B¥(g).

Aus U([f]) = 0 folgt fiir alle n € Ny, dass [f|x,] = [0]. Wir erhalten f ~ 0 und
damit [f] = [0]. Zusammen mit der Linearitét folgt daraus die Injektivitat von W.

Wir miissen noch die Surjektivitdt nachweisen.

Es sei (fn)neNo € @nen., (Jx, D H(w) du). Wir definieren f(w) := fu(w) fiir w € X,
Damit gilt f|x, = fn. Zusammen mit

fo€ [x, @HW) dpund 32, [ fall® < 400 folgt f € [@ H(w) du und
\Il(f) = (fn)neNoo'

Korollar 3.18. ([ @ H(w) du, (.|.)) ist ein Hilbertraum.

4 Darstellung von selbstadjungierten Operatoren
Im Weiteren Verlauf dieser Arbeit sei A immer eine selbstadjungierte Abbildungen
A:Dom(A) — H.

Das Ziel dieses Kapitel ist es, einen isometrischen Isomorphismus in ein direktes Integral
U:H — [ H(w) du zu finden, sodass

U(A(f)) = [w = wU(f)(w)];

und f € Dom(A) genau dann wenn [ ||wU(f)(w)||* du < co. Unser Ziel ist es also, A
als Multiplikationsoperator darzustellen.

4.1 Zyklische Hilbertraume

Definition 4.1. Es sei E(.) ein Spektralmafl auf (0,2, H). Fir g,h € H definieren wir
das komplexe Maf

Eyn(A) = (E(A)g[h) .

Definition 4.2. Fir eine sigma-Algebra 2 definieren wir T als die Menge aller Funk-
tionen t : Q) — C der Bauart

n
t= ZO‘J']IAJ"
=1

wobei gilt o € C und A € 2.
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Definition 4.3. Es sei E(.) ein Spektralmafl auf (0, A, H). Wir nennen ein f € H
zyklisch in Bezug auf E, falls

H=cls{E(A)f:AecA}.

Lemma 4.4. Es sei E ein Spektralmaf auf (R, B(R), H) und f € H zyklisch in Bezug
auf E. Unter diesen Voraussetzungen existiert ein Mafl p, sodass es einen Isomorphis-
mus

U:H— LR, p)
mit U(E(A)f) = 1a gibt.
Beweis. Es sei f € H wie in Definition 4.7 und p := Ey ;. Zunachst gilt

HZ% W H = <ZajE(Aj)f,ZajE(A])f)

= Z ogjak f’E Ak Z Oé]ak A mAk)f|f>

jk 1 Jk=1
= Z ajoy (A N AE) Za]ak/]lAijde
7,k=1
n
j.k=1 Jj=1

n
= 1) ajla,lze.
j=1

Fiir zwei Darstellungen > %, oy E(A;) f = 3701, @; E(A;) f erhalten wir mit

R ; yfir 1 <i<n,
;=
’ —@jp, firn+1<i<n+4+m

A A, ,fir 1 <i<n,
e A, firn+1<i<n+m

folgende Gleichheit

n+m n+m

n
1> esta, - Zaj alle =1 Za] alle =1 Za] D ln
Jj=1 B
— 1) oA f= 2 @EA) =0
j=1 j=1
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Damit ist die Abbildung
i {span{E(A)f A eA} — L3R, p)
i o E(A)f = 30 agla,

wohldefiniert. Wegen [|U(X27_; ag E(A) NIl = I X7y agla, | = [ 35—y i B(A;) ] ist
U isometrisch. Fiir 77 a; E(Aj)f, Y312 & E(A;) f und A, p € C definieren wir

R Ao ,fur 1 <i <n,
Q=
‘ LG, firn+1<i<2-n

i

A A, Sfirl<i<n,
A, firn+1<i<2- n.
Es folgt

n+m n+m

U\ z;aiE(Ai)f + - Z;diE(Ai)f) = ﬁ(; &E(A)f) = Z; Gilx,

n m
=X ailda fApe Y dls f
i1 i=1
n

=AU awB(A) ) +p- U @EA)]).

i=1 i=1

Mit dieser Definition ist U also eine isometrische lineare Abbildung mit Definitionsbere-
ich span{E(A)f : A € A} und Bildbereich T'. Diese kénnen wir zu einer isometrischen
Abbildung U auf ganz H fortsetzen. Da span{E(A)f : A € A} dicht in H und T
dicht in L?(R, x) liegt, erhalten wir einen isometrischen Isomorphismus zwischen H und
L*(R, i). Dabei gilt U(E(A)f) = U(E(A)f) = 1. O

Lemma 4.5. Es sei U wie in Lemma 4.4. Fir g € L*(R, u) gilt
U~ (1ag) = E(A)UY(g),
oder dquivalent U(E(A)h) = 1AU(h) fir alle h € H.

Beweis. Dasowohl g — U~!(1ag) als auch E(A)oU ! stetige ist, reicht es die Gleichung

auf der dichten Teilmenge T nachzuweisen. Fiir ein ¢t = ) j=1.n 1A, gilt

UM 1at) =U (D ajlana) =D o B(A)EA;)f
j=1

Jj=1

= B(A)(3_ s B(A))f) = BAUT(?).
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Nicht fiir jedes Spektralmafl E auf einem Hilbertraum H lasst sich ein zyklischer Vek-
tor f finden. Allerdings konnen wir H immer als orthogonale Summe von zyklischen
Unterrdumen schreiben.

Definition 4.6. Fir f € H \ {0} definieren wir
Hy:=cls{E(A)f: A e U}

FEine Teilmenge M C H\ {0} heifit zyklisch unabhdingig, falls Hy 1 Hg fiir alle Elemente
LgeM, f+#g gl

Lemma 4.7. FEs gibt eine zyklisch unabhangige Menge M, sodass H = @feM Hy.

Beweis. Das System aller zyklisch unabhéngigen Teilmengen ist per Inklusion halbge-
ordnet. Betrachten wir eine Kette T in diesem System, so gilt fiir alle M € T, dass
M C Uyer N =: S. Um das Lemma von Zorn anwenden zu konnen miissen wir noch
nachweisen, dass S zyklisch unabhéangig ist.

Wiéhlen wir f, g verschieden aus S, so gibt es Ny, N, € T'mit f € Ny und g € Ny. Da
eine Kette eine lineare Ordnung ist, gilt 0.B.d.A. Ny C N,. Beide Elemente stammen
also aus einer zyklisch unabhéngigen Menge. Weil sie verschieden gewahlt sind, gilt
H; 1 H,, womit S zyklisch unabhangig ist.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es also ein maximales Element M. Da die Hy orthog-
onal auf einander stehen, kénnen wir die direkte innere Summe H := @ femHy CH
bilden. Da die direkte Summe von Hilbertraumen wieder ein Hilbertraum ist, ist H
abgeschlossen. Damit gilt H = H @ H+. Ist das orthogonale Komplement nicht der
Nullraum, so gibt es ein v € H \ {0} welches orthogonal auf alle H; mit f € M steht.
Da die Rdume Hy invariant unter E(A) bleiben, gilt fiir alle x aus einem H

(E(A)v,z) = (v, E(A)z) = 0.

Da die abgeschlossene lineare Hiille von Elemente dieser Bauart H, ergeben, steht H,
orthogonal auf alle Hy mit f € M. Damit ist aber M := M U {v} ein echt groBeres
zyklisch unabhéngiges System, was ein Widerspruch zur Maximalitét von M ist. Es gilt
also H+ = () und damit H = H. O

Lemma 4.8. Es sei M eine mazimale zyklisch unabhdingige Menge und f € M.
Bezeichnen wir mit Py : H — Hy die orthogonale Projektion auf Hy, so gilt

PyE(A) = E(A)Py.

Beweis. Aus Definition 4.6 erhalten wir, dass F(A) den Raum Hj invariant ldsst. Es
sei M eine maximale Menge von zyklisch unabhangigen Vektoren. Zunachst bemerken
wir, dass F(A)Pyx € Hy und damit PrE(A)Pyz = 0 fiir f # g gilt. Es folgt

PyE(A)z = PyE(A) Y Pjr =Y PyE(A)Pyx = PrE(A)Pra = E(A)Pra,
geEM geM
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Bemerkung 4.9. Die adjungierte Abbildung von Py ist

Hf-)H,
Lf @
J = x.

Aus Lemma 4.8 erhalten wir unmittelbar

Korollar 4.10. Durch Ey(A) := E(A)|g, fir A € B(R) wird ein SpektralmafS auf Hy
definiert.

Definition 4.11. Den zu Ey gehorenden Isomorphismus aus Lemma 4.4 bezeichnen wir
im Weiteren mit Uy und das entsprechende Mafl mit .

4.2 Selbstadjungierte Operatoren auf separablen Hilbertraumen

Es wurde bereits gezeigt, dass jeder der Raume H; Isomorph zu einem Lz ; ist. Man
beachte allerdings, dass die jeweiligen Mafle 1 in der Regel unterschiedlich sind. Es ist
unser Ziel, eine Isometrie von H in ein direktes Integral zu finden, sodass der Operator
A zum Multiplikationsoperator wird. Im Weiteren werden wir wieder annehmen, dass
H separabel ist.

Lemma 4.12. FEine maximale zyklisch unabhdngige Menge M von H beziiglich einem
Spektralmafl E ist abzdhlbar.

Beweis. Wir wissen, dass M eine zyklisch unabhéngige Menge ist, insbesondere bildet
sie ein Orthonormalsystem. Es folgt, dass M hochstens abzahlbar unendlich ist. O

Es sei im Weiteren immer E ein Spektralmafl auf (R, B(R), H), und M eine dazugehérige
maximale zyklisch unabhéngige Menge.

Lemma 4.13. Es existiert eine Menge I :=={n € N:n < C} mit C € NU {oco}, Mafle
i und ein isometrischer Isomorphismus ¥ : H — €@, .; L?(R, p1,), sodass fiir allen € T
und A € B(R)

Y(E(A)z)n(w) = 1a(w) - ¥(@)n(w)
gilt.
Beweis. Wir definieren

W - {H = @ rerr LR, )
T — (Uf(Pf(x)))fEM’

Aus Lemma 4.8 folgt

V(E(A)z)f = Up(PrE(A)z) = Us(E(A) Py ()
= (W 1a(w)  Up(Pr(2))(w)) = (W La(w) - ¥(z)p(w)) -
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Die Linearitat ist offensichtlich. Die Isometrie folgt aus

2l =D 1P (@)I* = Y U (Pr(a)]® = ¥ ()]

feM feMm

Damit ist gleichzeitig die Injektivitit gezeigt. Fiir alle (¢) renr € L*(R, pug) gilt

+00 > [[(¢5) femll® = ZHUf (00)].

Es gilt demnach z 1=}, Uf_l(qbf) € H und (¢f)rem = ¥(x).
Da M hochstens abzahlbar ist, erhalten wir das gewlinschte Resultat, indem wir M nach
I umindizieren.

O

Bemerkung 4.14. Wir konnen immer annehmen, dass die Elemente von M normiert
sind, indem wir zu der ebenfalls maximalen zyklisch unabhéangigen Menge {ﬁ cfeM}
iibergehen.

Lemma 4.15. Es seien die Mafe p, und die Menge I wie in 4.13. Dann existiert

ein MafS pu mit p(R) < 1 und nicht negative messbare Funktionen g, sodass fir alle
A€ B(R)

o (A) = /A on(w) du(w).

Beweis. Wir definieren p durch

(A
A=Y “2(71) fiir alle A € B(R).
nel

Wegen pu(R) = >, ; "BSR) =Y erz < Snenss = 1ist pendlich. Offenbar folgt
aus pu(A) = 0, dass p,(A) = 0 fir alle n € I. All unsere Mafie p, sind somit absolut
stetig beziiglich p, womit es nach dem Satz von Radon—Nikodym (siehe [5], Satz 11.19)
nichtnegative messbare Funktionen g, gibt mit f,(A) = [, gn(w) dp(w).

O]

Lemma 4.16. Es seien die Mafle pu, und die Menge I wie in Lemma 4.13. Das Maf8
und die Funktionen g, seien wie in Lemma 4.15. Wir definieren
Ay = H{w: gn(w) # 0} € B(R). Dann erhalten wir durch

F - L2(R7,U'n) — L2(An7/’l/’%(An))
¢ =/ gn¢|An7
einen isometrischen Isomorphismus. In Folge ist auch die Abbildung
F- @ne[ L2(Rvun) — @nel L2(An7 M|‘B(An))7
(@n)ner = (Fn(n))per

ein isometrischer Isomorphismus.
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Beweis. Die Linearitat ist offensichtlich. Die Isometrieeigenschaft folgt aus

J P du= [ ato? au= ool dn= [0 an.

Damit ist auch die Injektivitat sichergestellt. Es bleibt noch die Surjektivitdt nachzuweisen.
Dafiir sei ¢ € L? (Ay, M’%(An))- Wir definieren

¢(w) , W c An7
w(w) = gn(w)
0, weR\A,.

Wegen [ 1 dpn = fAn > dpn = fAn ‘\/§¢’2 dp = fAn [6]* dp < +oo0, ist
¥ € L?(R, uy,) und es gilt F(¢) = ¢. O

Definition 4.17. Es sei die Menge I wie in Lemma 4.13 und die Funktionen g, seien
wie in Lemma 4.15 und die Mengen A, wie in Lemma 4.16. Mit I(w) == {n € I :
gn(w) # 0} bezeichnen wir die Menge der relevanten Indizes an der Stelle w und mit
k(w) := |I(w)| die Mdchtigkeit dieser Menge. Des Weiteren sei Xj = {w : k(w) =k} =
{w:>erla,(w) =k} € BR).

Fiir alle w € Q definieren wir n,, : dom(ny) — I(w) mit dom(ny,) ={n e N:n < k(w)}
rekursiv durch

Die Abbildung n,, ist also eine Durchnummerierung von I (w).

Lemma 4.18. FEs seien die Mengen A; wie in Lemma 4.16. Die Inverse von n,, ist
dann gegeben durch

o {dom(mw) =I(w) > {neN:n<kw)}
“ n— Z?:l 14, (w)’

zudem gilt {w : n € dom(my,), my(n) = m} = {w:m € dom(ny), n,(m) = n} € B(R)
fir allemeN;n e I.

Beweis. Weil n,, offensichtlich injektiv ist, reicht es nachzuweisen, dass m,, eine rechtsin-
verse Funktion ist. Wir weisen mit vollstandiger Induktion nach n € N nach, dass fiir
n € I(w) gilt ny(my(n)) = n. Firn =1 und n € I(w) gilt n,(my(n)) = n,(1) =
min(I(w)) = 1. Fir den Induktionsschritt n — 1 +— n mit n € I(w) gibt es zwei Falle.
Im ersten Fall mit n = min(I(w)) gilt fir [ < n immer A;(w) = 0 und in Folge my,(n) =1
und ny,(my(n)) = min(I(w)) = n.

Im zweiten Fall definieren wir n' := maz({n < n :n € I(w)}). Nach Konstruktion gilt
Ty, (w)=0"firn +1 <n <nund 14,(w) = 1. Es folgt my,(n) = my(n') + 1 und
zusammen mit der Induktionsvoraussetzung n,(mg(n’)) = n’ folgt

nw(my(n)) = ny(me(n') +1) = min({n >n': 71 € I(w)}) = n.

23



Wir erhalten

{w:m € dom(ny), n,(m) =n} ={w:n € dom(my), my,(n) =m}

={winel(w), Y 1a(w)=m}
=1

={w:weA,, Z]lAl(w) =m}.
=1

Weil die Mengen A; messbar sind, sind es auch {w : n € dom(m,,), m,(n) = m} und
{w:m € dom(ny), n,(m) =n}.
O

Lemma 4.19. Es sei [ @ H(w) du das direkte Integral von
() c* , firk(w)=neN,
w) =
I2(N), fiir k(w) = oco.
beziiglich dem Mafsraum (R, B(R), u). Die Abbildung

0 {®nel LQ(AmM%(An)) = [P H(w) du,
| (uner = [ (B omy (@))% ]

ist dann ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass fir m € N und m < k(w) gilt m € dom(n,,), und
damit ist h,,_ () in der Definition von @ sinnvoll. Es seien h, : A, — C messbare
Funktionen beziiglich B(A,) und die Mengen X}, wie in Definition 4.17. Wir wollen
nachweisen, dass fiir m € N, k € Ny, mit m < k die Funktionen

w — hnw(m) (w)

messbar sind. Wir benutzen im Weiteren die Schreibweise [F' € Y] :={w : F(w) € Y}.
Es sei B eine Borel-Menge auf C. Dann gilt

[fm € B] = U[hn € Bl Nn{w: m € dom(ny), nu,(m) =n} N X, € B(R).
nel
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Mit h,, bezeichnen wir die jeweilige mit Null auf ganz R fortgesetzte Funktion. Es folgt

Z/ (fm (w m1!2dﬂ—2/ (Z!hnwﬂ) du

k€N k€N

k
— T 2 =~ w 2
—%@/Xk (thm) DR >) dy

m=1 nel\I(w)

£ () w5

nel

Wir sehen, dass fir (hn)ner € @pep L*(An, tlw(a,)) gilt

Z/ (fon (@), 12 dpt < +o0.

k€N

Somit bildet die Funktion @ in das direkte Integral ab. Auflerdem ist diese Abbildung
linear und isometrisch. Um die Surjektivitit nachzuweisen sei f € [ @ H(w) du. Wir
definieren fiir w € A,, oder dquivalent fiir n € I(w) = dom(my,)

hn(w) = <emw(n)|f(w)> )
wobei m,, die Inverse von n,, ist und (em)%i)l die kanonische Basis von H(w). Fiir eine
Borel-Menge B gilt

[hn € Bl = | [{em|f(w)) € BlN{w : n € dom(ms,), mu(n) = m} € B(Ay).
meN

So wie am Anfang des Beweises bilden wir aus den messbaren h,, die Funktionen
Jm(@) = P (m) (W) = (€my, (ne,(m)) 1] (@) = {emf (w))
Wie bereits bewiesen wurde gilt

Z/X (Fon @),y I dpe = Z/ nf? dp

k€N nel

und in Folge

D) AETED Ol N (DS ETED Dy M LR

nel k€N k€N
= 171} @ ey ape <+

Es folgt (hn)ner € @per L*(An, 11l (a,)) und

QUnner) = [w = (Fm(@)i] = 1.
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Korollar 4.20. Es existiert ein isometrischer Isomorphismus ® zwischen H und [ @ H(w) dpu,
sodass fir A € B(R) gilt

O(E(A)x)(w) =1a(w)P(x)(w) p-fast uberall.

Beweis. Es sei ¥ aus Lemma 4.13, Q aus Lemma 4.19 und F' aus Lemma 4.16. Wir
definieren dann

P:=QoFoV.

Als Zusammensetzung von Isomorphismen @, F und ¥ ist auch & einer. Schlussendlich
gilt

(E(A)z) = QF(¥(E(A)z))) = Q ((w = 1a(w) gn(wﬂ’(”f)"(”))ne]) -

m=1

- [w = 1a(w) gnw(m)(w)xy(x)m(m)(w))k(w) } = |w = 1a()®(@)(w)).

O]

Definition 4.21. Es sei E ein Spektralmafl auf (Q, A, H), wobei H ein Hilbertraum ist
und A eine o-Algebra auf Q). Des Weiteren sei @ : 2 — C eine messbare Funktion und
® = &y + Py eine Aufteilung, sodass 1 und <I>% beschrankt und messbar sind. Wir
definieren dann das Integral von ® beziglich E als

/<1> dE::/<I>1 dE+(/£2 dE)~ 1.

Lemma 4.22. Die Definition in 4.21 ist unabhdngig von der Aufteilung ® = &1 + Po.

Die Beweise von Satz 4.23, Lemma 4.22 und Lemma 4.24 kénnen umfangreich nachge-
lesen werden in [4] Satz 4.6.1 und Lemma 4.5.4.

Satz 4.23. Sei A : dom(A) — H mit Dom(A) C H eine selbstadjungierte Abbildung.
Dann gibt es genau ein Spektralmaf E auf (R, B(R), H), sodass E(R\ o(A)) = 0 gilt
und

A:/(tr—>t) dE::/tdE(t).

Des Weiteren gilt g € Dom(A), genau dann wenn [t* dE,, < +00.
Lemma 4.24. Fir ein h € Dom(A) und ein g € H gilt

(g AR) = /w dE, .
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Satz 4.25. Es sei A: Dom(A) — H selbstadjungiert und E das dazugehérige Spektral-
maf aus Satz 4.23. Fir den Isomorphismus ® : H — [ @ H(w) dp aus Korollar 4.20
gilt x € Dom(A), genau dann wenn

[ 1w me)I? dutw) < +o.
Des Weiteren gilt fiir ein h € Dom(A)
O (Ah)(w) = wP(h)(w) p-fast dberall.

Beweis. Es gilt nach Korollar 4.20

Eyn(A) = (E(A)g|h) =/<<I>(E(A)g)(W)|¢>(h)(w)> dp(w)

- /A (®(9)(@)|®(h) () dpu(w).
Damit folgt
/ wf? dBpp(w) = / B () (@) dpu(w).

Die rechte Seite ist genau dann endlich, wenn es die linke Seite ist, was dquivalent zu
h € Dom(A) ist. Es gilt fiir h € Dom(A)

(@(9)|@(Ah)) = {(g|lAh) = /w dEgp = /w@(g)(W)l@(h)(w» dp
= / (@(9)(W)|w - ®(h)(w)) du = (P(g)lw = w - D(h)(w)) -
Weil die Abbildungen (®(g)|.) punktetrennend sind, folgt ®(Ah) = (w — w - (h)(w))
als Elemente von [ @ H(w) dp. O
5 Vollstandigkeit in einem nuklearen Tripel

5.1 Abzahlbare Skalarproduktraume

Definition 5.1. Ein Vektorraum X mit einer Folge von Skalarprodukten ({.|.), )nen auf
X heifit abzahlbarer Skalarproduktraum, falls fiur alle n,m € N mit n > m gilt, dass

(x|x),, > (z|x),, fir alez e X.
Mit T bezeichnen wir die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen

- {X — (X, T(n))
T— T,

wobei T'(n) die von dem Skalarprodukt (.|.), induzierte Topologie auf X ist.

27



Bemerkung 5.2. Die hier vorgestellte Definitionen orientieren sich an [6], wobei wir
bei unserer Definition eines abzahlbaren Skalarproduktraumes sowohl die Vollstandigkeit
wie auch die paarweise Koordiniertheit der Normen weglassen.

Definition 5.3. Es sei (Y,d) ein metrischer Raum. Das Tripel (Z,d, 1) mit einer Ab-
bildung v : Y — Z heif§t Vervollstandigung von (Y,d), falls

e (Z,d) vollstindig ist,
e . eine isometrische Einbettung ist
e und der Raum «(Y') dicht in Z liegt.

Bemerkung 5.4. Wie in [2] Proposition 3.1.8 beschrieben wird, kann jeder Skalarpro-
duktraum zu einem Hilbertraum vervollstandigt werden.

Es sei X,, eine Vervollstindigung von X beziiglich dem Skalarprodukt (.|.),. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir die Vervollsténdigung so wahlen,

dass X C X, und

{X '
Lp -

T +— .

gilt

Lemma 5.5. In einem abzdihlbaren Skalarproduktraum X existiert fiir alle n > m eine
eindeutige stetige Fortsetzung T : X, — X,,, der Abbildung

- {(X, 1) = (Ko [ )

T =T

wobei |||, = (z|x), die entsprechenden Normen sind.

Beweis. Aus Definition 5.1 folgt fiir alle z € X
1T ()7 = |zl = (z]2),, < (2lz), = ||z

T ist also eine beschrénkte lineare Abbildung von einer dichten Teilmenge von X, in
einen vollstandigen metrischen Raum. Nach [2] Satz 1.1.1 ldsst sich diese in eindeutiger
Weise stetig zu einer Abbildung 77 fortsetzen. O

Bemerkung 5.6. Fiir n,p,m € Nmit n > p > mist die Abbildung T)}o Ty, : X, — X,
stetig und fir alle z € X gilt T} o TE(z) = x. Weil die stetige Fortsetzung in Lemma
5.5 eindeutig ist, folgt

T =T o TP,

m
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5.2 Nukleare Raume

Definition 5.7. Es sei (X, ((.|.),)nen) ein abzdihlbarer Skalarproduktraum. Gemdfs
Lemma 5.5, existiert zu jedem m,m € N mit n > m eine stetige Fortsetzung T, :
X, — X,,, der Identitdat

Ix (X [ ln) = (X []-lm)-

Wir sagen, dass (X, ({.|.),,)nen) nuklear ist, falls es zu jedem m € N ein n € N mit
n >m gibt, sodass T} : X, — X, ein nuklearer Operator ist, vergleiche Kapitel 2.3.

Lemma 5.8. Fin abzihlbarer Skalarproduktraum (X, ((.|.),,)nen) ist bereits nuklear, falls
es fir jedes m € N ein n € N mit n > m gibt, sodass T} ein Hilbert-Schmidt-Operator
15t.

Beweis. Esseim € Nund p > m, sodass T}, ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Nun gibt
es auch ein n > p, sodass T} ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Damit ist T);, = T} o Th

als Zusammensetzung von zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren geméafl Lemma 2.16 nuklear.
O

Lemma 5.9. EFin Unterraum Y eines nuklearen Raumes X ist wieder ein nuklearer
Raum.

Beweis. Weil die Riéume Y, := Y'I" vollsténdig sind und ¥ dicht enthlt, sind sie eine
Vervollstandigung von Y. Bezeichnen wir mit ¢ : Y,, — X,, die Einbettung von Y, in
X, soist T'|y, = T o ¢ als Zusammensetzung von einer nuklearen und einer stetigen
Abbildung geméfl Lemma 2.25 selbst nuklear. O

Definition 5.10. Wir nennen (X, H, X') ein nukleares Tripel, falls gilt
o X ist ein nuklearer Raum beziglich der Skalarprodukte ({.|.), )nen-
o X' ist der Dualraum beziiglich der Topologie T, aus Definition 5.1.

o Es existiert ein weiteres Skalarprodukt (.|.), sodass (H,.) eine Vervollstindigung
von (X, (.|.)) ist mit o«(x) = x. Des Weiteren existiere ein M € R und einn € N
mit [ (zy) | < M||zl[nllylln fir alle z,y € X.

Bemerkung 5.11. Ahnlich wie in Bemerkung 5.2 orientieren wir uns hier an den in 6]
vorgestellten Begriffen.

Im Weiteren sei (X, H, X’) immer ein nukleares Tripel, mit der entsprechenden Topolo-

gie Tro, dem Skalarprodukt (.|.) auf H und den Normen ||.||,, aus Definition 5.10.

Lemma 5.12. X ist separabel beziiglich T .
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass (X,|.||,) fir alle n € N separabel ist, also eine
abzahlbare dichte Teilmenge enthélt.

Aus den Voraussetzungen fiir einen nuklearen Raum folgt, dass es ein m > n gibt, so-
dass die Abbildung 77" : X,,, — X,, aus Lemma 5.5 nuklear, und insbesondere kompakt
ist. Damit ist fiir jedes N € N die Menge Yx := X N T*(Bn(0)) als Teilmenge einer
prakompakten Menge wieder prakompakt. Wir finden also fiir € > 0 eine endliche Menge

N N .
an Punkten z{", .., xle(’gN) mit

I(e,N)
Yy C Be(a§™),
j=1
wobei B(z) die offene Kugel mit Radius € um z beziiglich der ||.||,-Norm ist. Fiir die
1 R
abzéhlbare Menge M, n = {xJ’“N :keN,j=1, ..,l(%,N)} gilt Y C M, n. Es folgt

X=TX)=|Jwc | Munc | Man.
NeN NeN NeN

Die Menge M, := |Jyecy Mn,v ist daher dicht in X beziiglich der Norm |||, und
abzahlbar.
Wir kénnen nun zeigen, dass X auch beziiglich der initialen Topologie separabel ist.
Fiir alle z € X und j € N gibt es ein x; € M := {J,,cy My mit ||z —z;]); < % FirneN
und € > 0 folgt, dass fiir alle j > jo := maz(n, 1] + 1) gilt
1
[ = zjlln < llz —2;l; < - <e

Damit konvergiert x; gegen = beziiglich jeder Norm |.||,, und in Folge auch beziiglich
der Topologie T,,. Die Menge M ist also abzahlbar und dicht in X beziiglich T.. O

5.3 Punktauswerten in einem nuklearen Tripel
Unmittelbar aus der Definition 5.10 folgt

Lemma 5.13. Es existiert ein m € N, sodass fiir alle n € N mit n > m die Abbildung
Ix : (X,(.].),) = (X,(.].) linear und stetig ist. In Folge lisst sie sich zu einer linearen
und stetigen Abbildung T" : X,, — H fortsetzen.

Lemma 5.14. Es existiert ein ng € N, sodass T™ : X,, — H nuklear ist fir alle n € N

mit n > ng.

Beweis. Nach Lemma 5.13 gibt es ein m € N, sodass T™ : X,, — H stetig ist. Da
wir in einem nuklearen Raum sind, gibt es gemé&f Definition 5.14 ein ng > m, sodass
v X, — X, nuklear ist. Insbesondere gilt fiir alle n € N mit n > ng, dass
17« X, — X, nuklear ist. Damit ist gemé&fl Satz 2.16 auch die Abbildung S :=T" o1}
nuklear. Fir z € X gilt

S(z) =T"(x) = .
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Damit ist S die stetige Fortsetzung der Identitét Iy : (X, (.|.),,) = (X, (.].)). Es folgt
S =T™. Die Abbildung T™ ist also nuklear.
O

Wir betrachten nun eine selbstadjunigerte Abbildung A : Dom(A) — H, sodass
X C Dom(A) und Alx : (X,Tx) = (X,Tx) eine lineare und stetige Selbstabbildung
ist. Des Weiteren bezeichnen wir mit ® : H — [ @ H(w) dp den zu A dazugehérigen
isometrischen Isomorphismus aus Satz 4.25 mit ®(Az)(w) = w - ¢(z)(w) und
Dom(A)={z € H: [|w-®(z)(w)|? du(w) < co}. AuBerdem sei T" : X,, — H wie in
Lemma 5.14.
Lemma 5.15. Die Abbildung T := ® o T™ : X,, — [ @ H(w) du ist nuklear, fir alle
n € N mit n > ng, wobei ng wie in Lemma 5.14 gewdhlt wird.

Beweis. Die Zusammensetzung von einem stetigen und einem nuklearen Operator ist
wieder nuklear.

O]

Im Weiteren sei n € N fest, sodass die Abbildung 7" := ® o T™ nuklear ist. Wir stellen
T(x) = Y ) Ak (vi|z) by gemaB Korollar 2.3 dar, wobei {v, : k € I} ein Orthonormal-
system von X, und {b; : k € I} eines von [ H(w) dpu(w) ist. Da T nuklear ist, gilt
Zk Ak < 4o00.

Definition 5.16. Fir jede Aquivalenzklasse b, € [ H(w) du(w) wdihlen wir einen
Reprdsentanten hy. Fiir alle w mit ) 2 Mg||hi (W) gy < +00 sei die Abbildung
T, : X, — H(w) definiert durch

To(x) = Ae (vplz) b ().
k

Fir alle anderen w € Q setzen wir T, := 0.

Lemma 5.17. Die Abbildung T,, ist wohldefiniert, linear und beschrinkt.

Beweis. Fiir ein w mit ), Ag[|hg(w) | gy = +ocist T, = 0 und damit sowohl wohldefiniert
wie auch beschrinkt. Tm Fall 3, Ag|hg(w) | () < +o0 gilt

D1 (orle) bre(@)lrwy < Y Aelllallogllnlln @) i)
k k
= llzlla Y Mellbr(@) ) < +o0.
k

T, ist also wohldefiniert. Offensichtlich ist T}, auch linear. Wegen

1T (@) 1wy < Y 1A% (Wrl2) Br() gy < Nl Y el (@)l i)
K k

ist die Abbildung beschrankt.
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Lemma 5.18. Es gilt Y 3, M\|lhe(w) || g(w) < +oc fiir fast alle w € Q. Damit gilt
T =D 1 Ak (Vk].) hi(w) fast diberall.

Beweis. Aus
D Aullha@) ) = 2 VM (VA ) < ﬁ: Ak\/Z Ml () o)
k A k k

folgt

/ (S el ) < ZAj / S Al dnte)
_ZA Zxk/nhk )2y dalw zAk < +o0.

WEeil der zu integrierende Ausdruck positiv ist, konnten wir hier die Reihenfolge von
Summation und Integration vertauschen. Daraus folgt >, Akllhe(w)|| () < +oo fast
iiberall. Gemé8 Definition 5.16 gilt daher T, = >, Ag (vg|.) hi(w) fast iiberall.

0

Lemma 5.19. Fir z € X,, gilt T(z)(w) = T,,(z) fast tuberall.

Beweis. Es gilt

Jim / IT( A (opl) b (@) dalw) =0,

woraus folgt, dass

N—oo

N
p— lim (| T(2) =3 A (vrl) el ) = 0,
k=1

wobei p — lim Konvergenz im Mafl bedeutet. Gemaf} [5] Satz 7.88 folgt aus der Konver-
genz im Maf, dass es natiirliche Zahlen N (1), N(2),.. gibt mit

N()
lim || T(x) = > A (vkl2) bl ) = 0 pi-fi.

j‘)OO

k=1
Es folgt also
N(j) N(7)
T(2)w) = lim Zl A (orle) be(w) = lim, Zl Xj (vg|a) by (w) pefil,
Wegen Lemma 5.18 gilt
N ()
lim Z Aj (vglx) hi(w) = Ty (x) p-fi.

j—)OO
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Es folgt T'(z)(w) = T,,(x) fast iiberall.

5.4 Verallgemeinerte Eigenvektoren

Wir haben vorausgesetzt, dass die Abbildung A|x : (X, Tx) — (X, Tx) stetig ist. Somit
existiert die konjugierte Abbildung (A|x)' : X’ — X’. Unser Ziel ist es Eigenvektoren
der Abbildung (A|x)" zu finden.

Definition 5.20. Fir alle £ € H(w) definieren wir

Tt {X — C,
C e €T (W)

Lemma 5.21. Es gilt T € X'.

Beweis. Die Abbildung T, ist stetig beziiglich (Xp, (.|.),,). Damit ist auch

e {Xn — C
“ e (€T ()

stetig. Es gilt also FS € X!. Weil sowohl die Identitit Ix : (X, To) — (X, (-].),,) wie
auch die Einbettung ¢ : (X, (.|.),,) = X, stetig ist, gilt
TS =FSo10lx € X'

O

Korollar 5.22. Fuir alle h € X gibt es eine p-Nullmenge Ny, sodass fir alle w auflerhalb
von Np, gilt

T5(Alx(h)) = wI(h).

Beweis. Fur alle x € X erhalten wir
®(z) = 2(T"(2)) = T(2) = [w > Ty(2)],

wobei die letzte Gleichheit wegen Lemma 5.19 gilt. Zusammen mit ®(A(z)) = [w —
w®(z)(w)] folgt

T.(Alx(2)) = ®(Alx(2))(w) = wP(z)(w) = W, (z) fast tiberall.
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Korollar 5.23. Es gibt eine Nullmenge N, sodass fir alle w auflerhalb von N und
e Hw)

TS o Alx = wT§

gilt. Bei den Abbildungen TS handelt es sich somit um verallgemeinerte Eigenvektoren,
vergleiche Definition 1.1.

Beweis. Wir definieren die Nullmenge N := J,c,; Vi, wobei M eine abzdhlbare dichte
Teilmenge von X ist, und N, wie in Korollar 5.22 gewahlt wird. Fiir w € N°und h € M
gilt

TS(AR) = WTS(h).

Fiir alle z € X existiert eine Folge (z,,)neny € MY, sodass 2 = lim,, o0 20,

Weil sowohl Tf o A als auch wa, stetig ist und die beiden Abbildungen auf einer dichten
Teilmenge von X iibereinstimmen, gilt Tf o A = wT§. Wir haben damit fiir alle w € N¢
einen verallgemeinerten Eigenvektor gefunden.

O
Korollar 5.24. Es gilt
(Alx)(TS) = wTS fast diberall.

Tf ist also fast uberall ein echter Eigenvektor des konjugierten Operators.

Beweis. Wir haben in Korollar 5.23 gesehen, dass auflerhalb einer Nullmenge N gilt
TS(AR) = wTS(h). Es folgt

(Alx) (TS (h) = TS(A|x (h)) = wTS(h) fiir alle h € X.

Gilt fiir alle w € Q und ¢ € H(w) die Gleichung T5(z) = 0, so folgt aus
n(w)
T(z)(w) =T,(x) = Z T.7 (x) e; fast iiberall,
j=1

dass T(z) = 0, und damit z = 0 ist. In diesem Sinne bilden die TS einen vollsténdigen
Satz an verallgemeinerten Eigenvektoren.

34



References

[1] R.dela Madrid. The role of the rigged hilbert space in quantum mechanics. Furopean
journal of physics, 2005.

[2] M. Kaltenbéck und M. Bliimlinger H. Woracek. Funktionalanalysis. Skriptum.
[3] K. Held. Quantentheorie, 2016. Skriptum zur Vorlesung.

[4] M. Kaltenbéck. Funktionalanylsis 2, 2012. Skriptum.

[5] N. Kusolitsch. Maf-und Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer, 2011.

[6] I. M. Gelfand und N.J. Wilenkin. Verallgemeinerte Funktionen (Distributionen)IV.
Einige Anwendungen der harmonischen Analyse Gelfandsche Raumtripel. VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1964.

[7] C. Winklmayr. Gelfand-tripel und der verallgemeinerte spektralsatz, 2015. Bachelo-
rarbeit.

35



