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Vorwort

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Normalform normaler Operatoren auf separablen Hilber-
traumen zu entwickeln. Mit dieser erhilt man eine Aussage dariiber, wann zwei normale
Operatoren unitir dquivalent sind. Das wesentliche Resultat ist der Satz der unitdren
Aquivalenz 4.2.2.

Voraussetzungen zum Verstindnis dieser Arbeit, welche ohne weitere Kommentare ver-
wendet werden, ist der Stoff der Vorlesung Funktionalanalysis 1, [2]. Wir verwenden auch
einige Resultate aus der Vorlesung Funktionalanalysis 2 [5], die in Kapitel 1.1.3 und 1.1.4
grofteils ohne Beweis zusammengefasst werden.

Kapitel 2 bis 4 behandeln den Stoff aus [4]| Kapitel 9.6, 9.7, 9.8 und 9.10. Auch wenn der
Titel dieser Arbeit spektrale Vielfachheit lautet, werde wir uns erst in Kapitel 4 damit
beschéftigen. Die Kapitel 2 und 3 bauen die Vorkenntnisse auf, die wir fiir Kapitel 4
brauchen, sind aber nicht darauf beschrankt. Sie beinhalten einige sehr schéne Resultate,
von denen manche mit dem finalen Satz gar nicht in Verbindung stehen. So zum Beispiel
der Satz des Doppelzentralisators (Double Commutant Theorem), die Charakterisierung
von von-Neumann Algebren, oder den Funktionalkalkiil, den wir in Kapitel 3 studieren

werden.
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Kapitel 1

Vorbereitende Resultate

1.1 Reduzierende Unterraume

Definition 1.1.1 Sei H ein Hilbertraum und A € B(H). Ein abgeschlossener Unterraum
U C H heift reduzierender Unterraum des Operators A, wenn Operatoren A; auf U und
Ay auf Ut existieren, fiir die gilt: A = A; @ As.

Bemerkung 1.1.2 Fiir einen beschriankten Operatoren A sind das all jene invarianten
abgeschlossenen Unterriume M, deren orthogonales Komplement M+ auch invariant ist.
In diesem Fall ldsst sich der Operator A einfach als Summe seiner Einschrédnkungen
schreiben A = A|y & Alpre.

Proposition 1.1.3 Sei H ein Hilbertraum und A € B(H). Ist U C H ein invarianter
Unterraum der Operatoren A und A*, so ist U auch ein reduzierender Unterraum dieser

Operatoren.

Beweis. Sei v € U+, Dann gilt 0 = (x,y) = (x,A*y) = (Ax,y) fiir alle y € U. Folglich
ist U+ auch invariant unter A und somit ist U ein reduzierender Unterraum. Vertauscht
man die Rollen von A und A*, erhiilt man, dass U1 auch invariant unter A* ist, also ist

U fiir beide Operatoren ein reduzierender Unterraum. O

Proposition 1.1.4 Sei U ein abgeschlossener Unterraum von H und P die orthogonale

Projektion auf U, dann ist U ein reduzierender Unterraum fiir A, genau dann wenn

PA=AP.



Beweis. Angenommen PA = AP, dann ist AU = APU = PAU C U und da P ortho-
gonal ist auch AU+ = A(I — P)U+ = (I — P)AU+ C U+. Somit ist U nach Bemerkung
1.1.2 reduzierend fiir A. Sei nun U reduzierend. Da U also auch invariant unter A ist, gilt
PAx = Az = APz fiir alle v € U. Ebenso gilt fiir alle z € U+ 0 = APz = PAz, da auch

U+ invariant unter A ist. m

1.2 Topologien auf B(H)

Definition 1.2.1 Sei X ein Vektorraum und Y ein punktetrennender Unterraum des
algebraischen Dualraumes X*. Als schwache Topologie o(X,Y) auf X beziiglich Y be-
zeichnen wir die initiale Topologie, die von Y auf X erzeugt wird. Wenn wir einfach nur
von der schwachen Topologie auf X reden, so ist damit stets die schwache Topologie

beziiglich des topologischen Dualraumes X’ gemeint, i.Z. o(X, X').

Definition 1.2.2 Seien X; und X5 normierte Vektorrdume. Auf dem Raum B(X;, X5)
bezeichnen wir mit Starke Operatortopologie die Initiale Topologie beziiglich der Familie
von Abbildungen ¢, o || - ||x,. Hierbei ist ¢, : f — f(z) die Punktauswertung. Fiir die
starke Operatortopologie schreiben wir 7.

Mit schwacher Operatortopologie i.Z. T, bezeichnen wir die initiale Topologie beziiglich
der Familie von Abbildungen der Form A — (Af,g), f € X; und g € Xo.

Definition 1.2.3 Sei X ein Vektorraum, X’ sein topologischer Dualraum und ¢+ : X —
X", x — 1. Mit der Schwachsterntopologie bezeichnen wir die schwache Topologie auf
X' beziiglich +(X) 1.Z. w* = o(X', 1(X)).

Lemma 1.2.4 Sei X ein lokalkonvexer Vektorraum und A eine konvexe Teilmenge von
X, dann ist der topologische Abschluss A gleich dem schwachen Abschluss A" .

Beweis. Sei T die Topologie auf X und w die schwache Topologie auf X. Aus w C T folgt
A C A", Sei nun z € X\ A. Nach dem Satz von Hahn-Banach [2] existiert ein Funktional

f im Dualraum X', sodass
Ref(a) < v <72 <Ref(z) Vae A,

wobei 7, und 7, reelle Zahlen sind. Daraus ergibt sich A C B := {y € X : f(z) < 11}. Da
B das Urbild der stetigen Funktion f ist, ist B schwach abgeschlossen. Es folgt A” C B
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und deshalb z ¢ A”. Damit ist die Gleichheit der Mengen gezeigt. [

Proposition 1.2.5 Die abgeschlossene Einheitskugel K7 (B(H)) von B(H) ist kompakt

in der schwachen Operatortopologie 7.

Beweis. Fiir jedes h aus der Einheitskugel K;(H), sei X}, eine Kopie von H, die mit der
schwachen Topologie w ausgestattet ist. Wir definieren den Raum X = II{X}, : ||h|| < 1}
und versehen ihn mit der Produkttopologie. Unser Ziel ist jetzt, einen Homdéomorphismus
zwischen einer kompakten Teilmenge von X und U;(B(#H)) zu konstruieren.

Dazu sei die Funktion 7 : U;(B(H)) — X definiert durch 7(A), = Ah fiir alle A €
Uy (B(#H)). Wir miissen nun zeigen dass 7 ein Homéomorphismus auf sein Bild ist und
T(U1(B(H))) kompakt ist.

Dass 7 injektiv ist, ist offensichtlich. Es bleibt also noch zu zeigen, dass 7 stetig und offen
ist. Eine Folge von Operatoren A, € B(H) T,-konvergiert gegen A € B(H), genau dann,
wenn gilt (Anh, g) — (Ah,g) fiir alle h, g € ‘H. Das ist aber gleichbedeutend dazu, dass
fiir alle Projektionen py, von X — X, das Bild pp,(A,,) schwach gegen pj,(A) konvergiert.
Die Bilder von 7 konvergieren also genau dann, wenn die Argumente konvergieren. Somit
ist 7 in beide Richtungen stetig, also ein Homéomorphismus.

Nun kommen wir zur Kompaktheit des Bildes. Nach dem Satz von Tychonoff [2] ist eine
Teilmenge von X genau dann kompakt, wenn sie komponentenweise kompakt ist. Wir
betrachten also die Menge {Ah : A € U;(®B(H))}. Nach dem Satz von Hahn-Banach
[2], existiert fiir jedes f € H mit ||f]] < 1ein A € U;(B(H)) mit Af = h. Folglich
gilt {Ah: A€ Uy(B(H))} = Ui(H). Nach dem Satz von Banach-Alaoglu [2] ist K7 (H')
w*-kompakt. Da H ein Hilbertraum ist, existiert eine bijektive Isometrie zwischen H und
H'. Folglich ist auch U;(H) T,-kompakt, da wir H mit H' und o(H,H') mit o(H', H")

identifizieren konnen. O

Definition 1.2.6 Sei o/ C B(H), dann sei ||.7|| definiert als sup{||A||: A € &}.

Proposition 1.2.7 Sei ‘H ein separabler Hilbertraum, dann sind die schwache und die

starke Operatortopologie auf beschrinkten Teilmengen <7 von 9B(#H) metrisierbar.



Beweis. Sei {h,} eine Orthonormalbasis. Wir definieren auf B(#) die Metriken

dy(A,B) =Y 27"([(A = B)h|

dw(A, B) = i 27 ((A = B)hy, ha) |

n,m

Zuerst, tiberlegen wir, dass d, und ds; Metriken sind. Offensichtlich gilt d,.(A, A) = 0
und d,(A, B) > 0 fiir z € {s,w}. Die Dreiecksungleichung iibertrégt sich direkt von der
Dreiecksungleichung der Norm || - || bezichungsweise des Betrags | - |. Es bleibt nur die
Frage, ob aus d,(A,B) = 0 schon A = B folgt fiir € {s,w}. Sei dazu f € H und
d.(A,B) = 0. Zu jedem € > 0 existiert ein Element f= 27]:7:1 cnhy, mit ¢, € C und
If = fIl < e Folglich ist [[(A = B)f|| < [I(A— B)f|l + [I(A = B)(f = f)]l. Der zweite
Term lésst sich mit der Operatornorm abschitzen ||(A — B)(f — f)|| < ||[A — Blle. Der
erste Term ist sicher 0, wenn d4(A, B) = 0 ist. Fiir den Fall, dass d,(A, B) = 0 gilt,
konstruieren wir zu gegebenem € > 0 ein g := 2521 Cphy mit |[(A— B)f —g|| < € und

¢, € C. Damit kénnen wir |[(A — B) f||*> abschéitzen durch

(A=B)f,(A=B)f) = ((A=B)[,(A=B)f —g) + (A= B)f,9) <él(A-B)f|.
T

Da sowohl € als auch € beliebig waren, muss bereits (A — B)f = 0 gelten. Das gilt fiir alle
f € H und somit ist A = B.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Metriken auch tatsichlich die starke beziehungs-
weise die schwache Operatortopologie induzieren.

Als erstes zeigen wir, dass aus der Konvergenz in der starken Operatortopologie 7, in
Zeichen Ay, T3 A die Konvergenz in der Metrik d, in Zeichen Ay, 95 A folgt. Angenommen
es gilt A, 13 A, dann gilt insbesondere |(Ax, — A)f|| — 0 fiir alle f € H. Da die Summe
¥ (A — A)hy,|| durch 2||.<7|| beschrankt ist und jeder einzelne Summand gegen Null
konvergiert, konvergiert die ganze Summe gegen Null und damit auch ds(Ag, A). Damit
ist gezeigt, dass T feiner ist, als die von der Metrik d, induzierte Topologie 7;,. Fiir die
andere Inklusion sei O ein Element aus der Nullumgebungsbasis der starken Operator-
topologie , also O = {A € B(H) : ||Afill < e k=1,...,n} mit f1,...,f, € H und
€1,...,6, € RT. Zu gegebenem A € O wihle e, = min{e, — ||[Afx]| £ = 1,...,n}.
Fiir jedes f, existiert ein fi = SN e, mit |[fe — fell < emm/(4]]<7]]). Wir setzen
Cmax = max{|c. 2|, ki =1,...,Ny;k =1,...,n}. Fiir jeden Operator B mit dy(A, B) <



€min/ (2Cmax) gilt
IBfell < NAfell + (B = A fill < 1B = Al fi — full + (B = A) fill + |AS -

Der Term ||(B — A)|||| fr — fx|| lisst sich mit ey, /2 abschitzen. Das Gleiche gilt fiir den
Term ||(B — A) f]|, da

Nj Ny,
1B = A)fiull = 1(B = A)> hick | <D N(B = A)hicumax2™||

i=1 i=1
Ng
< Cmax 3 (B = AD)hi27"|| = unaxds (A, B) < €min /2.
=1

Insgesamt erhalten wir || Bfi|| < €min + || Afx|| < € fiir alle & € {1,...,n}. Folglich ist die
sin-_Kugel um A ganz in O enthalten, weswegen sich O als Verelnlgung von Elementen

aus 7, darstellen lisst. Es gilt also auch 7, C 7.

Fiir die schwache Operatortopologie 7, gehen wir analog vor. Konvergiert die Folge
A in der schwachen Operatortopologie gegen A in Zeichen Ay Ty A, so gilt ((A —
Ap)ha, b ) — 0. Da sich die Reihe 27 (ntm)| (A — Ag)hn, )| majorisieren lisst
it 3,0 27 (A = A, b )| < 3,0 2704|267 || = 21|27 und eder
Summand gegen Null konvergiert, konvergiert die ganze Reihe gegen Null. Folglich ist 7,
feiner, als die von der Metrik d,, induzierte Topologie 7Ty, .

Sei O ein Element aus der Nullumgebungsbasis der schwachen Operatortopologie, al-
so O ={A € BH) : [(Afign)| < & k=1,...,K n =1,...,N} mit fy, g, €
H und €, € RT. Zu gegebenem A € O wihle e, = min{eg, — ](Afk,gn)], k =
1,...,Kn=1,...,N}. Sei gfmax = max({||fx], 6 =1,..., K} U{|lgnll,n =1,...,N}).
Zu jedem f; und g, wihlen wir fk = vaz’“lhicki und g, = va;”lhidni mit || fr — fk||, llgn —
Gnll < min(emin/ (8] |9 fnax), 1) Wir setzen cpax = max{|cy,2'dy,, 27| k; = 1,..., Nisk =
,....Kj=1,... N, n= 1,..., N}. Fiir jeden Operator B mit d,,(A, B) < €min/(2Cmax)
gilt

|(Bfir gn)| < [((B = A) fr gn) | + [ (Afrs gn)| <
(B = A)(fi = fi)s gn = Ga) |+ 1((B = A) far g = Gu) | + 1 (B = A) fi = frr Gu) |+
+|((B - A)fkajn>| + |(Afkagn)|

Der Term \((B—A)(fk—fk), gn—gn)| lasst sich abschétzen mit || A—B]| ||fk—fk|| lgn—Gnll <
€min/4. Das Gleiche gilt fiir die Terme |((B — A) fr, gn — G)| und [((B — A)fi, — fk,jn)|



aufgrund der Wahl von f; und g,. Fiir den Term |((B — A f, gfn)| verwenden wir

Nk Nn Nk Nn _ _
’((B A>fk79n | < Z [k, n]H((B A) |< Z Cmax2 ™" j|((B A)hhhj)’ =
1,J 2

= Cmaxdw(Aa B) < Emin/2'

Insgesamt erhalten wir analog zur Metrik d, dass |(Bfk, gn)| < €min + (Afk, gn)| < €n
fiir alle k € {1,..., K} und n € {1,..., N}. Folglich ist die £-Kugel um A ganz in O
enthalten und es folgt analog zur starken Operatortopologie 7, C Ty, .

O

Bemerkung 1.2.8 Man konnte auch den Fall betrachten, dass X ein separabler Vek-
torraum ist und fiir eine Orthonormalbasis {x,}, sowie f,g € X’ die Metrik ds(f,g) =
Yore 1 27|(f — g)xy]|| definieren. Mit einem analogen Beweis ergibt sich dann das folgende

Resultat.

Korollar 1.2.9 Sei X ein separabler Vektorraum, dann ist die w*-Topologie auf be-

schrankten Teilmengen des Dualraumes X’ metrisierbar.

Lemma 1.2.10 Zu jeder komplexwertigen beschrinkten messbaren Funktion ¢ auf einer
kompakten Menge €2, gibt es eine Folge von Polynomen p,(z,%), sodass [, podv — [, ¥dv

fiir alle reguldren Borelmale v.

Beweis. Der Satz von Stone-Weierstraf liefert uns, dass die Polynome || - ||-dicht in den
stetigen Funktionen aus €2 sind. Es reicht also zu zeigen, dass wir fiir jede beschrankte
Funktion eine Folge stetiger Funktionen finden, die die gewiinschte Konvergenzeigenschaft
erfiillt.
Die stetigen Funktionen liegen dicht in L'(Q, \), wobei \ das LebesguemaRl ist. Zuerst
iberlegen wir uns, dass jedes regulidre Borelmak absolut stetig beziiglich des Lebesguemaf
ist. Das gilt, weil fiir jedes regulére Borelmaf pu(A) = sup(u(O) : O C A A O offen) und
A(O) > 0, wenn O offen ist. Wenn also A(A) = 0, dann enthélt A keine offenen Mengen,
weswegen ((A) das Supremum der leeren Menge wird, also der kleinste Wert, den pu(-)
annehmen kann. Folglich existiert fiir jedes p die L'(\) Funktion fil—/\ nach dem Satz von
Radon-Nikodym A.1.
Konvergiert also die Folge f, L f, dann [|f, — fld\ — 0 und folglich auch [ |f,, —
fld) = [|f, — fldu — 0. O



Proposition 1.2.11 Sei L ein lineares Funktional auf %B(#) — C. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.

a) L ist stetig in der starken Operatortopologie.

b) L ist stetig in der schwachen Operatortopologie.

c¢) Es gibt Vektoren g1,...,gn,h1...,h, € H, so dass L(A) = X}_; (Agk,hk) fiir alle
AeB(H).

Beweis. Aus ¢) folgt offensichtlich b), da sich L als Linearkombination aus den Funktio-
nen schreiben lisst, die die schwache Operatortopologie initial erzeugen. Da die starke
Operatortopologie feiner als die schwache Operatortopologie ist, folgt aus b) schon a). Es
bleibt also nur zu zeigen, dass aus a) auch ¢) folgt.

Sei nun L stetig in der starken Operatortopologie. Dann existiert eine Umgebung O =
L‘l(Ul(O)), deren Bild beschriankt ist. Die Umgebung O enthilt eine Menge der Form
{A e BH) : ||Af]| < ex,k =1,....n} mit f1,...,f, € Hund €,...,¢6, € RT. Sei
n A € B(H), dann ist A - —incncn) 7 in der Umgebung O. Folglich ist |LA| <

max([Af1, Afnl]
b max(JAfL . AL
Definiert man nun die Seminorm p auf B(H) mit p(B) = /S;_,[[Bg[[?, wobei g =
ﬁfk, so gilt |LA| < p(A) fiir alle A in B(H). Sei weiters der Unterraum K :=
{Agi @ ---® Ag,,: A€ B(H)}. Daaus Agi®---DAg, =0—p(A) =0— L(A) =0ist
mit F'(Ag & --- @ Ag,) := L(A) ein Funktional auf einer dichten Teilmenge von & wohl-
definiert. Nach dem Satz von Hahn-Banach [2] kann man F zu F auf H( so fortsetzen,

dass F(A) < p(A). Da H™ aber ein Hilbertraum ist, existieren hy, ..., h, € H, sodass

Flfio@f)=(fi® @ fahi® - ®hy) =7 (frr i)

Damit gilt aber auch L(A) = X7_ (Agy, hy;), womit aus Punkt a) Punkt c) gefolgert

wurde. =

Korollar 1.2.12 Sei . eine konvexe Teilmenge von B(H), dann gilt EZ—

Beweis. Da die starke Operatortopologie feiner als die schwache Operatortopologie ist,
gilt Sz - 57 Angenommen es existiert ein A € 5z \7%. Nach dem Satz von Hahn-
Banach existiert ein lineares Funktional F, das stetig in der starken Operatortopologie
ist, ?Tg auf 0 abbildet und A auf 1. Da nach Proposition 1.2.11 F' aber auch stetig
beziiglich der schwachen Operatortopologie ist, muss auch F (7%) = 0 gelten. Das ist

aber ein Widerspruch zu F(A) = 1, folglich ist S O
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1.3 Gelfandtheorie

Mit Hilfe der Gelfandtheorie ldsst sich ein C*~-Homomorphismus von den stetigen Funk-
tionen auf dem Spektrum des Operators T € B(H) nach B(H) konstruieren. Hier werden
einige Resultate aufgelistet, die wir im Spéateren brauchen werden. Dieses ganze Kapitel

basiert auf der Funktionalanalysis 2 Vorlesung von Professor Harald Woracek.
Definition 1.3.1 Eine Algebra o7 ist ein C-Vektorraum, der eine Multiplikation tragt,
die assoziativ und bilinear ist.

e Ist die Multiplikation kommutativ, so nennt man .o/ eine kommutative Algebra.

e Ist &/ mit einer Norm versehen, die ||[AB|| < ||Al|||B|| erfiillt, so heift o eine

normierte Algebra.

e Ist .o/ vollstindig beziiglich der Norm, so spricht man von einer Banachalgebra.

Definition 1.3.2 Sei o7 eine Algebra, dann heifst die Abbildung * : .o/ — o Involution,

wenn sie konjugiert linear ist und
(ab)* =b"a* (a*)" =a

erfiillt.

Definition 1.3.3 Eine Banachalgebra mit einer Involution, die ||aa*|| = ||a||? erfiillt,
heifit C*-Algebra.

Definition 1.3.4 Sei o7 eine Algebra und A € o7. Wir definieren

o G():={B € & : B ist invertierbar in </}

e die Resolventenmenge p(A) :={A € C:(A—- ) € G(«)}
e das Spektrum o, (A) := C\py(A)

e den Spektralradius r(A) := sup{|\| : A € 0 (A)}.

Der Index bei Resolventenmenge, Spektrum und Spektralradius wird weggelassen, wenn

klar ist, um welche Algebra es sich handelt.
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Definition 1.3.5 Sei & eine Algebra. Ein lineares Funktional ¢ auf o7 heiftt multiplika-
tiv, wenn es ¢(ab) = ¢(a)p(b) Va,b € of erfiillt. Die Menge aller multiplikativen, linearen
Funktionale ungleich dem Nullfunktional auf 7 bezeichnet man als den Gelfandraum
von <7, in Kurzschreibweise A(<7).

Der Gelfandraum wird stets mit der w*-Topologie versehen, also der Topologie, die von

den Seminormen f +— || f(a)||, a € o erzeugt wird.
Lemma 1.3.6 Der Gelfandraum ist kompakt.

Beweis. Da ¢(xy) = ¢(x)¢(y) eine punktweise Eigenschaft ist und sich infolgedessen bei
w*-Konvergenz tibertrégt, ist A(«7) abgeschlossen. Die Kompaktheit folgt direkt aus dem
Satz von Banach-Alaoglu B.1. m

Lemma 1.3.7 Sei o/ eine Algebra mit Einselement e und ¢ ein lineares Funktional auf
o/, dann gilt

° P AF) > o) =1 A ¢(a®) = ¢(a)’
e VeEA(A) = ple)=1 A ¢(a) #0flira#0 = ¢(a) €Eoy(a),a € .

Korollar 1.3.8 Sei . eine Banachalgebra mit 1 und ¢ € A(</), dann gilt |p(a)| <
re(a) < [lal] und [|¢[| = 1.

Satz 1.3.9 Sei o/ eine Banachalgebra mit 1 und ¢ ein lineares Funktional aus 7. Ist
o(a) € o(a) fir alle a € o7, so folgt ¢ € A(A).

Definition 1.3.10 Sei &/ eine Banachalgebra mit 1 und bezeichne ¢ die kanonische
Einbettung von der Algebra &7 in ihren Bidualraum, also «(a)f = f(a). Dann heift die
Abbildung

- '{427 — C(A(Z))
v a (L@)’A(ﬂ)

Gelfandtransformation von <.

Satz 1.3.11 Die Gelfandtransformation hat folgende Eigenschaften

12



a) ',/ ist ein kontraktiver Algebren-Homomorphismus.

=3

) T
) T ( ) ist nirgends verschwindend und punktetrennend.
¢) Esgilt (I'ya)(A(e)) C 04(a), insbesondere ist ||I'yalle < 7o(a)
d) Ist I',, isometrisch, so folgt ||a?|| = ||a||?, a € «.

)

e) Ist Iy, injektiv, so ist &/ kommutativ.

Im Falle einer kommutativen Banachalgebra lasst sich dir vorige Aussage noch ergénzen.
Es gilt der folgende Satz.

Satz 1.3.12 Sei &/ eine kommutative Banachalgebra mit 1, dann gilt fiir die Gel-

fandtransformation I':

a) (I'ya)(A()) = 04(a), insbesondere ist || yallo = 7o (a)
b) Aus ||2?]] = ||=||?,z € & folgt, dass ', isometrisch ist.
¢) Ty, ist genau dann injektiv, wenn .o/ halbeinfach ist, also wenn der Schnitt tiber alle

maximalen Ideale von &7 der Nullraum ist.

Satz 1.3.13 Sei 7 eine Banachalgebra mit 1, dann ist I, genau dann ein isometrischer
Algebren-Isomorphismus, wenn es eine Involution * gibt, die &/ zu einer C*-Algebra

macht.

Lemma 1.3.14 Ist &7 eine C*-Algebra, so ist die Gelfandtransformation von ./ mit der

Involution vertréglich.

1.4 Spektraltheorie

In diesem Kapitel sind die wesentlichen Resultate zur Spektraltheorie aus der Vorlesung

Funktionalanalysis 1 zusammengetragen. Die Beweise hierzu finden sich alle in [2].

Satz 1.4.1 (Spektralabbildungssatz) Sei o/ eine Algebra mit Einselement und p €
C[z]. Dann gilt fiir A € o

13



Satz 1.4.2 Sei o/ eine Banachalgebra mit 1 und A € o7, dann gilt

r(A) = infl|A"[|» = lim [JA">.

Definition 1.4.3 Sei H ein Hilbertraum, 2 eine Menge und A eine 3-Algebra auf dieser.
So heifst die Funktion £ von A nach B(H) Spektralmaf von (€2, A, H), genau dann wenn

a
b
c
d

E(A) eine orthogonale Projektion fiir jedes A € A ist,
E@)=0und E(Q) =1,

E(A1NAy) = E(A)E(Ay) fiir Ay, As aus A,

und fiir paarweise disjunkte A, € A mit n € N gilt

B(Ja) =S B,

neN neN

)
)
)
)

im Sinne der starken Operatortopologie.

Lemma 1.4.4 Ist E ein Spektralmak von (€2, A, H), so ist fiir alle g, h € H die Funktion

E. . A — C
Ol A o (E(A)g,h)

ein komplexes Maf. Fiir die Variation dieses Mafkes gilt |E, ,|(A) < [|[E(A)g|| - [|E(A)g]l-

Lemma 1.4.5 Sei E ein Spektralmal und ¢ € B(Q,.A), dann existiert ein eindeutiger
Operator A € B(H), sodass

(Ag.1) = [ 6dE,.
Diesen Operator bezeichnen wir als das integral von ¢ beziiglich £ also A =: fQ odE.

Satz 1.4.6 Sei E ein Spektralmaf fiir (2, A, ), dann ist die Abbildung

{B(Q,A) — B(H)
CI)EI
¢ = [¢dE

ein *-Homomorphismus mit folgenden Eigenschaften:
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o

Pp(xa) = E(A)
[Ppll =1

Jeder Operator im Bild von ® ist normal.

o T

(=)
~— N N N

Kommutiert ein Operator B mit allen Operatoren E(A), A € A, so kommutiert er
mit allen Operatoren aus dem Bild von ®g.
e) o(Pr(p)) C ¢(Q), wobei fiir A € C\p(Q2) gilt

1
O—A
f) Fir f e H gilt |Pp(o)f||* = [, |¢]*dEy fiir alle ¢ € B(Q, A).

g) Konvergiert die Folge beschriankter Funktionen ¢, € B(f,.A) punktweise gegen eine

Funktion ¢ € B(Q2,.A), so konvergiert die Folge der Operatoren ®g(¢,) in der starken
Operatortopologie gegen ® (o).

(Pp(g) — M) = @p(

)

h) Konvergiert eine Funktionenfolge ¢,, in B(€2, A) sogar gleichméRig gegen eine Funktion
¢, so ist ¢ € B(Q,A) und die zugehorige Operatorfolge ®g(¢,) konvergiert gegen
®(¢) in der Operatornorm.

Zu diesem Satz gilt auch die Umkehrung.

Satz 1.4.7 Sei Q) ein kompakter Hausdorfraum, # ein Hilbertraum, A die Sigmaalgebra
aller Borelmengen und & : C(Q) — B(H) ein beschrankter C*-Homomorphismus. Dann
existiert genau ein Spektralmaf E fiir (Q, A, H), sodass

B(9) = / odE, ¢ e C(Q)

und fiir alle g, h € H das komplexe Mal E, j, regulér ist. Zusétzlich hat dieses Spektralmaf
die Eigenschaft, dass ein Operator B genau dann mit dem Bild von ® kommutiert, wenn
er mit allen £(A), A € A kommutiert.

Lemma 1.4.8 Sei A ein normaler Operator auf dem Hilbertraum . Wir bezeichnen mit
C*(A), die von A erzeugte abgeschlossene C*-Algebra, sprich C*(A) = span{A?(A*)7 : i,j € N}.
Die Abbildung

. { AC'(4) = o(A)c-w
¢ = 9(4)
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ist ein Hom6omorphismus und die Abbildung

i { Clo(A)c-) — C(AC*(4)))
o= feu

ein isometrischer *-Algebren-Isomorphismus.

Proposition 1.4.9 Sei & eine C*-Algebra mit 1 und Z C & eine C*-Unteralgebra von
o/ mit 1, so gilt G(B) = G(F) NP und pz(r) = ps(A) sowie 0,(A) = o4(A) fiir alle
Ae R

Kombiniert man den *-Algebren-Isomorphismus 1) aus Lemma 1.4.8 mit der Gelfandtrans-
formation I'c+(4) aus Definition 1.3.10 und Proposition 1.4.9 so erhdlt man das folgende

Korollar.
Korollar 1.4.10 Die Abbildung FE,{ ( A)oz/; ist ein isometrischer *-Algebren Isomorphismus
von C(o(A)) nach C*(A).

Dieses Korollar kombiniert mit Satz 1.4.7 fiihrt zum folgenden Satz.

Satz 1.4.11 (Spektralsatz) Sei # ein Hilbertraum. Fiir jeden normalen Operator A €
B(H) existiert ein eindeutiges Spektralmaf £ auf o(A) mit

A= / zdE.
o(A)

Fiir jeden weiteren Operator B € B(H) gilt (BA = ABABA* = A*B) genau dann wenn
BE(A) = E(A)B fiir jede Borelmenge A C o(A).

Eine wichtige Konsequenz, die sich mit der Spektraltheorie beweisen lasst und die wir
an mehreren Stellen verwenden, ist der Satz von Fuglede-Putnam. Bewiesen wurde der
Satz in [5].

Satz 1.4.12 (Satz von Fuglede-Putnam) Seien 4 und K Hilbertrdume und N €
B(H), sowie M € B(K) normale Operatoren. Gilt fiir den Operator B € B(K,H)
NB = BM, so gilt auch N*B = BM*.

Korollar 1.4.13 Sei N € B(H) ein normaler Operator mit N = [ z2dFE(z). Gilt fiir

den Operator B € B(H) BN = NB, so gilt auch schon BE(A) = E(A)B fiir alle
A C HA(c(N)). Das bedeutet insbesondere Bop(N) = ¢(N)B fiir alle ¢ € Bm(a(N)).
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Beweis. Nach dem Satz von Fuglede-Putnam gilt auch BN* = N*B und somit folgt der
Rest der Aussage aus dem Spektralsatz 1.4.11. O]

Die folgenden zwei Resultate behandeln einen Spezialfall, in dem man das Spektralmafs
eines Operators genau angeben kann. Diese Resultate zu verallgemeinern wird das Ziel

von Kapitel 3.2 und 4 sein.

Proposition 1.4.14 Sei x ein endliches, regulires Borelmaf auf C, H = L?(u) und N,
der Multiplikationsoperator definiert durch N, f(z) = zf(2) fiir alle f € L*(1)x*. Dann
gelten folgende Aussagen:

a) A € R ist genau dann ein Eigenwert von A;, wenn p({A}) # 0.

b) Jeder Eigenwert hat Vielfachheit 1.

c) Fiir das Spektralmaf E von N, gilt E(A) = M,,. (Hierbei bezeichnet M,, den
Multiplikationsoperator mit der Indikatorfunktion xa.)

d) Der Operator A; hat ein einen *-zyklischen Vektor.

Beweis. Klarerweise ist der einzige Kandidat fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert A die
Indikatorfunktion xy,;. Diese ist aber genau dann ungleich der Nullfunktion, wenn {\}
keine Nullmenge ist. Daraus ergeben sich a) und b).

Nun zu Punkt c¢): Offensichtlich ist M, , eine orthogonale Projektion fiir jedes A € C.
Damit ist £ : A — M,, ein Spektralma und E,,(A) := (x(A)g,h) = [ ghdu ein
komplexes Maft auf C. Dieses ist absolut stetig beziiglich ;1 mit Radon-Nikodym-Dicht
gh. Folglich gilt A.1 [ 2dE, ), = (Ng,h) = [ zghdp = [ zdE,, fiir alle g,h € L*(11), also
E=FE.

Um Punkt d) zu sehen, bemerken wir, dass 1 € L?*(u), da p endlich ist. AuRerdem gilt
p(N,N*)1 = p(z,z) fiir alle p € C[z,z]. Da die Polynomalgebra C|z] dicht in L?(y) ist,
nach dem Satz von Stone-Weierstrafs B.2, ist also auch {p(NV, N*)1 : p € Clz|} dicht in
L?(), womit 1 *-zyklisch ist. ]

Proposition 1.4.15 Sei H ein Hilbertraum und z € H ein zyklischer Vektor fiir den
Operator A. Weiters sei u(-) := (Ea(-)x,z). Dann ist die Abbildung U von H nach
L*(R, ) definiert durch U(f(A)z) = f(t) ein unitérer Operator mit A = U~'A,U und
U(z) = 1. Wobei hier A; der Multiplikationsoperator aus Proposition 1.4.14 ist.
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Beweis. Da der Vektor x zyklisch ist, gibt es zu jedem y € H eine Folge von Vektoren
der Form vy, = >0 cxEa(My)z mit ¢, € C und M, € B(R), die gegen y konvergiert.

Das ist aber gleichbedeutend dazu, dass es eine Funktion f gibt mit

y= / F(OAEA(t)r = f(A)x (L1)
ol = / FORA(EA(t)z, ) = / F@O)Pdp < oo (1.2)

Aus (1.1) erhdlt man, dass U auf ganz H definiert ist und aus (1.2) erhélt man, dass U
nach L*(R, u) abbildet und isometrisch ist. Setzt man f(\) = 1 so ergibt sich Uz(t) = 1.
Seinun g € L?(R, 11). Mit der Spektraldarstellung des Operators A ergibt sich UAg(A)z =
U [tg(t)dEA(t) = tg(t) = A(Ug(A)x) also UA = A,U. Da U bijektiv ist, folgt A =
UtAU. O
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Kapitel 2

Operatoralgebren

2.1 Satz des Doppelzentralisators

Definition 2.1.1 Sei A ein Hilbertraum und . C B(#H). Dann heifst
S ={AeB(H): AS=SA VSe.V}
der Zentralisator und ." = (.¢’)" der Doppelzentralisator von .7

Bemerkung 2.1.2 Natiirlich konnte man auch .”, ... definieren, aber es gilt bereits %' =
<" Da jedes Element aus .’ mit jedem Element aus .” kommutiert, gilt %" C ..
Da auch . C ¢’ kommutiert jedes Element aus " mit jedem Element aus . und
ist deshalb schon in .’ enthalten.

Bemerkung 2.1.3 Man sieht leicht, dass .’ eine Algebra ist. Offensichtlich ist das neutrale
Element [ immer im Zentralisator enthalten. Seien A, B € .’ dann folgt ABS = ASB =
SAB also ist auch AB € ..

Lemma 2.1.4 Sei .¥ C B(#H), dann ist der Zentralisator . abgeschlossen in der starken
Operatortopologie.

Beweis. Sei B € . und sei A, eine Folge in ., die stark gegen A konvergiert. Fiir jedes
x € H gilt ||ABx — BAz|| < ||ABz — A, Bz|| + |BA,x — BAz|| < € + || Bl|e2, wobei ¢;
und €y beliebig klein sind. Daraus folgt AB = BA fiir alle B € .¥ und damit A € .¢".
Also ist .’ stark abgeschlossen. m
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Korollar 2.1.5 Der Doppelzentralisator .#” ist abgeschlossen in der starken Operator-

topologie.

Bemerkung 2.1.6 Im nachsten Lemma wird der Abschluss in der starken Operatortopolo-
gie einer Algebra iiber ihre invarianten Unterrdume charakterisiert. Dazu sei H ein Hilber-
traum und A € B(H). Mit Lat A wird die Menge aller invarianten abgeschlossenen Un-
terraume des Operators A bezeichnet. Im Folgenden schreiben wir ™ und A®™ als Ab-
kiirzungen fiir @), H und @), A. Sei .7 C H dann bezeichnet /™ = {AW : A € 7}

und Lat .7 = [ Lat A.
Aes

Lemma 2.1.7 Sei .% eine Subalgebra von B(#), die die Identitét I enthidlt. Dann ist
der Abschluss in der starken Operatortopologie 77 gleich der Menge

{B € ®B(H): Lat #™ C Lat B™ Vn € N}. (2.1)

Beweis. Sei 9 die Menge in 2.1. Sei B € 9, wir zeigen zuerst 9 C ?7}7 indem wir zei-
gen, dass jede Umgebung von B nichtleeren Schnitt mit . hat. Dazu seien zq,...,z, € H
beliebig aber fest. Wir definieren den Unterraum M := span{(Az,...,Az,) : A € S}
Da .7 eine Algebra ist, ist M € Lat .. Damit ist auch M €Lat B™, woraus
(Bxy,...,Bx,) € M folgt. Da aber {(Azy,...,Azx,) : A € %} dicht in M ist, exis-
tiert ein A € ., sodass X7_,||Az, — Brg||* < €. Da die starke Operatortopologie von

den Seminormen || - || o ¢, erzeugt wird, folgt B € 77,

Fiir die andere Inklusion sei B € ?7} und M €Lat ™. Sei (x1,...,7,) € M und
e>0.Da B¢ 77}, existiert ein A € ., sodass ||(Bxy,...,Bz,) — (Axy,..., Ax,)|| <e.
Folglich ist dist((Bxl, ..., Bxy,), M) = 0. Damit wissen wir, dass M dicht in B"(M) ist
und da beide Rdume abgeschlossen sind, muss Gleichheit gelten. Daraus folgt M €Lat
B™ und deswegen B € 9. O]

In der néchsten Proposition behandeln wir den Zentralisator auf dem Summenraum.

Proposition 2.1.8 Sei H = @, H, und A =P~ | A, mit A, € B(H). (Wir betrach-
ten beschriankte Operatoren und fordern daher supS®, ||A,|| < oo0.) Jeder beschrénkte
Operator B auf ‘H hat eine Matrixdarstellung [B;;] mit B;; € B(H;, H;).

Es gilt AB = BA genau dann, wenn B;;A; = A;B;;.
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Beweis. Angenommen es gilt B;;A; = A;B;;. Sei x = @, x, aus H, dann gilt BAz =
B(@Zoﬁ Apy) = @21 Yol BinAnx, = @21 Yoiq AiBinT, = A(@?L Yol Bintn) =
ABz. Die andere Richtung folgt sofort, wenn man z = (d;,),, wahlt. O

Proposition 2.1.9 Sei A € B(H) und 1 < n < oo dann gilt {A™}" = {{A}"}.

Beweis. Als erstes zeigen wir {{A}"}™ C {AM}". Dazu sei B € {A}" also B™ ¢
{{A}"}Y™. Sei nun S = [S;;] € {AM™}'] dann gilt nach Proposition 2.1.8 S;;A = AS;;
und somit S;; € {A}. Fiir jedes S;; € {A} gilt aber nach Definition des Zentralisators
BS;; = S;; B. Wendet man nun wieder Proposition 2.1.8 an, so erhilt man B™ S = SB™
und somit B™ € {AM}”,

Um {A™}" C {{A}"}™ zu zeigen sei B € {A™}" und [;,;,] sei die Matrix, die an
der Stelle (ig, jo) die Identitét ist und sonst der Nulloperator. Nach Proposition 2.1.8 ist
[6i0jo] € {A™Y weswegen B|d;y;,] = [0i0;o] B gelten muss. Fiihrt man die Matrixmultipli-

kation aus, so erhilt man

0 0 0 Jo-te Spalte
‘ 0 0 Bui, 0
0 0 .. 0
' . 0 0 Bai, 0
io-te Zeile | Bj;1 Bj2 ... Bjm | = :
0 0 ... 0 '
0 0 0

Also muss B;; = 0 und B; = Bj; fiir alle i # j gelten. Die Matrix [B;;] hat also
Diagonalgestalt und damit ist B € {{A}"}(). Somit ist die Gleichheit der beiden Mengen
gezeigt. O

Satz 2.1.10 (Satz des Doppelzentralisators) Sei .7 eine C*-Subalgebra von B(H),
die I enthélt. Dann gilt 777 = 77 — & Hierbei bezeichnet 7 ° den Abschluss in der

starken Operatortopologie und .~ den Abschluss in der schwachen Operatortopologie.

Beweis. Nach Korollar 1.2.12 gilt 777 = 7™ Aukerdem gilt nach Lemma 2.1.4, dass
der Doppelzentralisator stark abgeschlossen ist. Mit . C . folgt bereits e -
" Es bleibt also nur .#” C 77 zeigen.
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Sei dazu B € ", n > 1 und M € Lat .. Wir wollen zeigen, dass B™ M C M und
Lemma 2.1.7 verwenden. Da .# eine C*-Algebra ist, ist auch . eine C*-Algebra. Der
Unterraum M ist also invariant unter A™ und (A*)™ fiir jedes A € .. Somit ist M
sogar ein reduzierender Unterraum nach Proposition 1.1.3 fiir jedes A™ € .. Nach
Proposition 1.1.4 kommutieren alle A™ € .#™ mit der orthogonalen Projektion P auf
M. Das ergibt P € {#™}'. Da nach Proposition 2.1.9 B®™ ¢ {7} liegt, muss gelten
PB™ = BM P Damit ist M ein invarianter Unterraum von B und mit Lemma 2.1.7
folgt B € ?Ta. O]

Satz 2.1.11 Sei (X, 2, 1) ein o-endlicher Mafkraum. Fiir jede Funktion ¢ € L* bezeichne
My den Multiplikationsoperator mit der Funktion ¢ auf L*(p). Fiir die Menge 7, = {My :
¢ € L=(n)} gilt o, = o, = .

Beweis. Wenn o = &/’ gilt klarer Weise auch &/ = &”. Da alle Elemente von o
miteinander kommutieren gilt schon &/ C &', Es bleibt also nur &/’ C &/ zu zeigen.

Sei dazu A € &’. Wir miissen zeigen, dass ein ¢ € L*>°(u) existiert mit A = M,. Hierfiir
machen wir eine Fallunterscheidung, je nachdem ob p(X) < oo, oder p(X) = oo.

Im Fall, dass pu(X) < oo gilt 1 € L?(u). Damit ist auch ¢ = A(1) in L?(u). Sei nun
Y € L*°(p), dann ist ¢ auch in L?(x) und wir kénnen A auf ¢ anwenden. Es folgt

A(W) = AMy1 = MyAL = Myé = g

Also ist A der Multiplikationsoperator mit der Funktion ¢. Es bleibt noch zu zeigen, dass
¢ € L>®(u) ist. Angenommen ||¢||.c = oo, dann existiert fiir jedes n € N eine Menge
A, ={zr € X :|¢(x)] > n}in Q mit 0 < p(A,) < oco. Fiir die Indikatorfunktion
Xa, € L*(n) gilt [[Axa,ll2 = [|#x|l2 > nl|x| fiir alle n € N. Das ist aber ein Widerspruch
zur Beschrianktheit von ||A]|, also gilt ||¢]| < occ.

Nun betrachten wir den Fall, dass p(X) = oco. Wir wihlen eine Familie disjunkter Mengen
Ay € Q mit p(Ay) < co und X = ;- Ay. Diese Wahl ist zuléssig, da (X, Q, u) ein o-
endlicher Mafraum ist. Zu jedem A betrachten wir den Raum L2<“‘Ak) C L?(u). Fiir
die Einschriankung des Operators A auf LQ(,u|Ak) gilt bereits, dass ein ¢, € LOO(/L|Ak)
existiert mit Aoxa, = My, . Jedes ¢y, lisst sich kanonisch in L?(u) einbetten. Wihlt man
nun ¢ = > . ¢, so erhélt man A = M,. Dass die Funktion ¢ aus L>(yu) ist, folgt aus

der gleichen Uberlegung, wie im ersten Beweisschritt. O]

Korollar 2.1.12 Sei ;v ein Maf mit kompaktem Triger in C und bezeichne N, den
Multiplikationsoperator f(z) — f(2)z auf L?(u) und My den Multiplikationsoperator
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mit der L*°(u)-Funktion ¢, so gilt

(N = o, = {My: € L)}

Beweis. Offensichtlich gilt <7, C {N}'. Fiir jedes A € {N}’ gilt nach Satz 1.4.12 auch
AN} = N;A. Daraus folgt AM, = M,A fiir jedes Polynom in 2 und z. Da diese Eigen-
schaft punktweise ist und bei w-Konvergenz erhalten bleibt, gilt A € 7. Aus Satz 2.1.11

wissen wir, dass @7, = o/;, womit die Aussage folgt. O

2.2 Von-Neumann Algebren

Definition 2.2.1 Eine von-Neumann Algebra ist eine C*-Subalgebra o7 von B(H) fiir
die o7 = /" gilt.

Beispiel 2.2.2 B(H) und C sind von-Neumann Algebren. Nach Satz 2.1.11 ist <7, auch

eine von-Neumann Algebra.

Proposition 2.2.3 Seien &7, .9%,... von-Neumann Algebren, dann ist auch & :=

D.-, . eine von Neumann Algebra.

Beweis. Zuerst iiberlegen wir uns, wie der Zentralisator .7’ ausschaut. Sei B € ./’, analog

zu Proposition 2.1.8 hat B eine Matrixdarstellung [B;;] und es muss

gelten. Da o7 eine von Neumann Algebra ist, gilt insbesondere I € ;. Wahlt man nun
A; =T und A; =01in (2.2) so erhélt man B;; = 0 fiir alle ¢ # j.

Da offensichtlich 0 0@ ... 1 & 0... auch in &/’ enthalten ist, mit / an jeder beliebigen
Stelle, hat auch jedes B € «/” Diagonalgestalt. Folglich ist &” = @, , & = D, F, =

</, da genau die Elemente in «/” sind, die komponentenweise in .7’ liegen. O

Proposition 2.2.4 Sei <7, eine von-Neumann Algebra auf H;, j = 1,2. Ist U : H; — Hs
ein Isomorphismus, so dass U«,U ! = o, dann gilt auch U{/U ™! = &.
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Beweis. Sei B € o/ und A € . Da U AU in & liegt, gilt BUT'AU = U 'AUB.
Multipliziert man diese Gleichung von rechts mit U1 und von links mit U, so erhilt man
UBU'A = AUBU™'. Folglich gilt U«//U C 7.

Vertauscht man die Rollen und wihlt A € & und B € &7, so erhélt man BUAU ! =
UAU~!'B. Multiplizieren mit U ! von links und U von rechts liefert U"'BUA = AU BU.
Folglich gilt U'e7)U C &//. Insgesamt ergibt sich daraus Ue/U ! = .

]

Definition 2.2.5 Sei &/ C B(H) und x € H. Der Vektor = heift separierend fiir o7,
wenn aus Az =0 und A € & schon A = 0 folgt.

Definition 2.2.6 Sei &/ C B(H), ein Vektor h aus dem Hilbertraum H heifst zyklischer
Vektor der Menge 7, wenn span{Ah : A € o/} dicht in H liegt.

Definition 2.2.7 Sei .o/ C B(H), ein Vektor h aus dem Hilbertraum # heift *-zyklischer
Vektor der Menge <7, wenn span{Ah, A*h : A € o/} dicht in H liegt.

Lemma 2.2.8 Sei N ein normaler Operator aus 8(H) und E sein Spektralmafs. Die Men-
ge {p(N, N*)h : p € Clz,Z|} liegt genau dann dicht in H, wenn die Menge span{E(A)h :
A € B(o(C))} dicht in H liegt.

Beweis. Da o(N) eine beschrinkte Teilmenge von C ist, ldsst sich jedes Polynom p(z, Z)
in der Z?-Norm durch eine Folge von Treppenfunktionen f,, := S~ ¢;xa, approximieren
und umgekehrt. Mit Hilfe des Spektralsatz kénnen wir diese Dichtheitseigenschaften von

o(N) auf ‘H iibertragen. Sei dazu fo = Zi]i”l c¢;E(A,). Wir erhalten

Hp(N> N*)h - fnhHQ = ((p(N, N*> - fn>h7 (p(N, N*) - f~n>h) =

- / p(2,2) — fuPdEpn — 0.
o(N)

Analog konnen wir in die andere Richtung fiir eine feste Treppenfunktion f das Element
fh mit einer Folge von Polynomen p,h approximieren. Folglich liegen die Mengen dicht

ineinander. O

Beispiel 2.2.9 Sei (X, Q, ) ein o-endlicher Mafraum und (Ak)k eine abzahlbare Zerle-
gung von  mit pu(Ag) < oo fiir alle £ € N. Wahlt man die Funktion f = E%’:lXAk%,

so gilt f € L?(u) und p(ker(f)) = 0. Daraus folgt, dass f ein separierender Vektor fiir
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die Menge 47, aus Satz 2.1.11 ist.

AuRerdem ist fiir jede Funktion g mit endlichem Triiger die Funktion f~1g aus L?(u). Folg-
lich existiert zu jedem g mit endlichem Tréger, ein Multiplikationsoperator M;-1,f € 7,
fiir den gilt g = My-1,f. Da die Menge aller Funktionen mit endlichem Triger dicht in
L*(p) ist, ist f auch ein zyklischer Vektor.

Proposition 2.2.10 Sei &/ C B(H) und zy ein zyklischer Vektor der Menge <7, dann

ist xg ein separierender Vektor von .o7’.

Beweis. Angenommen es gilt Txg = 0 fiir alle T € &/’. Da T mit allen A € & kommutiert
gilt TAxg = ATxqg = A0 = 0. Da xg ein zyklischer Vektor ist, ist T auf einer dichten
Teilmenge von H gleich 0. Da T stetig ist, gilt 7' = 0. O

Korollar 2.2.11 Sei &7 eine abelsche Subalgebra von 9B(#), dann ist jeder zyklische

Vektor von &7 auch ein separierender Vektor von o7

Beweis. Da o7 abelsch ist, gilt &/ C &/’. Damit ist jeder separierende Vektor von &7’

auch ein separierender Vektor von 7. O

Satz 2.2.12 Sei H ein separabler Hilbertraum und o7 eine abelsche C*-Subalgebra von
B(H), dann sind die folgende Aussagen dquivalent.

a) f ist eine maximal abelsche von Neumann Algebra.

b) o ="

¢) < hat einen zyklischen Vektor, enthélt die Identitdt I und ist in der starken Opera-
tortopologie abgeschlossen.

d) Es gibt einen kompakten metrischen Raum X, ein positives Borelmaf p mit Trager
in X und einen Isomorphismus U : L?(u) — H, so dass Ue,U ™! = .

Beweis. a)<b): Angenommen &/ = &/’ dann ist jeder Operator B € B(H), der mit
alle Operatoren A € o/ kommutiert bereits in .o/ enthalten, also ist &/ maximal abelsch.
Insbesondere gilt o = &7/ = &/”. Also ist &/ auch eine von Neumann Algebra.

Sei umgekehrt 7 eine maximal abelsche von Neumann Algebra. Da o7 abelsch ist, gilt
o/ C /', Sei nun B € &', dann ist &/ := span{.</ U B} immer noch abelsch und eine
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Oberalgebra von 7. Bilden wir den Abschluss dieser Menge in der starken Operatortopo-
logie Eﬁ, so haben wir nach Satz 2.1.10 eine abelsche von Neumann Algebra konstruiert,
die o7 enthilt. Aus der Maximalitiit von &7 folgt nun & = <7 und damit B €  fiir alle
Be o, also of = o',

b)=-c): Da die Identitéit I mit jedem Operator kommutiert, gilt / € &’ = &/. Da aus
o = of" auch o = /" folgt, ist &7 nach Lemma 2.1.4 in der starken Operatortopologie
abgeschlossen.
Nun zeigen wir, dass es einen zyklischen Vektor gibt. Da H separabel ist, kénnen wir
nach dem Lemma von Zorn B.3 eine Folge von Einheitsvektoren {e,} wéhlen, so dass
{e,y L {dey} fir n #mund H = @2, {Fe,}. Aus diesen konstruieren wir den
zyklischen Vektor e := 372, 72=. Da e, L ey, gilt lleo) = 22,27 = 1.
Sei nun P, die orthogonale Projektion von H auf H, := {,}. Offensichtlich ist H,
invariant unter ./ und damit auch unter @/*, da ja & eine C*-Algebra ist. Nach Propo-

sition 1.1.3 ist H,, ein reduzierender Unterraum fiir .2 und mit Proposition 1.1.4 folgt
P € o/’ = o/. Damit erhalten wir H,, = &e,, = {7 Pey} C {a/ep}. Daraus ergibt sich,
dass 7 eq dicht in H ist und somit ist eq ein zyklischer Vektor von 7.

¢)=-d): Fiir diesen Beweis verwenden wir die Resultate aus Kapitel 1.3 und 1.4. Der
Gelfandraum wird zum kompakten Raum X und aus der Gelfandtransformation konstru-
ieren wir den Isomorphismus.
Zuerst iiberlegen wir uns, dass die abgeschlossene Einheitskugel K(28(H)) metrisierbar
und kompakt ist nach 1.2.7 und 1.2.5, da H ein separabler Hilbertraum ist. Es existiert
also eine abzdhlbare w—dichte Teilmenge S C 7. Sei . die von S generierte C*-Algebra,
dann ist .% eine separable C*-Algebra, deren o-Abschluss o7 ist. Betrachten wir nun den
Gelfandraum A(.¥). Da . separabel ist, konnen wir nach Korollar 1.2.9 A(.¥) metri-
sieren. Wir setzen also X = A(.¥). Nach Satz 1.3.13 ist die Inverse der Gelfandtrans-
formation I'» ein Isomorphismus von C'(X) nach .. Folglich gibt es nach Satz 1.4.7 ein
Spektralmaf E mit I')'(u) = [udE.
Sei nun ¢ € Bm(X), dann existiert eine Folge {u;} in C(X), sodass [ w;dv — [ ¢dv fiir
alle reguléren Borelmafe v auf X nach Lemma 1.2.10. Damit konvergiert auch [ w;,dE
gegen [ ¢dE in der schwachen Operatortopologie. Da o7 T,-abgeschlossen und mit Satz
2.1.10 auch 7,-abgeschlossen ist, gilt { [ ¢dE : ¢ € B(X)} C .
Im néchsten Schritt konstruieren wir das Maf p. Dazu sei ey ein zyklischer Vektor von
. Wir setzen u(A) := ||E(A)e||* = (E(A)eg, ep). Damit gilt fiir jedes ¢ € B(X)
[ ¢dp = ([ ¢dE)eg, €9). Wir konnen nun B(X) als Teilraum von L?(u) auffassen, indem

wir Funktionen miteinander identifizieren, die p-fast iiberall {ibereinstimmen. Fiir jedes
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¢ € B(X) gilt

I dE)eal? = (( [ 6abyea. ([ odB)en) = ([ d) ([ odBrencad = (23
—{([ BodE)en,co) = [ loPd. (2.4)

Wir kénnen also eine Abbildung U : L?(;1) D B(X) — H definieren mit U¢p = ([ ¢pdE)e,.
Aufgrund von (2.3) ist diese Abbildung wohl definiert. Gleichzeitig liefert (2.3), dass U
eine Tsometrie ist. Da X kompakt ist, ist B(X) eine dichte Teilmenge von L?(11). Ebenso
ist U(B(X)) D «/ey dicht in H, da ja eq ein zyklischer Vektor ist. Deswegen lisst sich U7
zu einem Isomorphismus U von L*(p) nach H fortsetzen.

Sei nun ¢ € B(X), ¢ € L*>°(u) und bezeichne M, den Multiplikationsoperator, dann gilt

UMy = U00) = ([ woaBeo = ([ wdE)( [ 6dE)en = ([ wap)Uo,

Daraus folgt UM,U ™! = [dE, also muss auch U/, U~ C o7 gelten. Aus Satz 2.1.11
kombiniert mit Satz 2.1.10 erhalten wir, dass .7, eine o-abgeschlossen C*-Algebra ist und
somit auch Ue,U~". Da U/, U~" die Algebra UC(X)U ™! = . enthilt, welche o-dicht
in o ist, folgt Uet, U = .

d)—b): Aus Proposition 2.1.11 wissen wir, dass @, = «7,. Sei B € &', dann gilt
BUMsU ' =UM,U B, VM, € o,.
Das liisst sich umformen zu U~ 'BUM, = M,U'BU, VM, € 4, was gleichbedeutend
zu UT'BU € szu’ = «7,. Riicktransformieren liefert B € &/ und somit &/’ C &/. Da &/
abelsch ist, gilt auch & C .&7’. ]

Korollar 2.2.13 Sei H ein separabler Hilbertraum, dann hat jede abelsche C*-Subalgebra
o/ von B(H) einen separierenden Vektor.

Beweis. Als erstes {iberlegen wir uns mit Hilfe des Lemmas von Zorn B.3, dass &/ in einer
maximalen abelschen von Neumann Algebra o7, enthalten ist. Dazu sei .7 eine beziiglich
der Mengeninklusion totalgeordnete Kette abelscher Algebren, die o enthalten. Sei . :=
U . Fir A, B € . existieren j,k € I, sodass A € o, Vi > jund B € o Vi > k.
ﬁémit existiert aber auch eine abelsche Algebra @,ax(jx), die A und B enthilt, weswegen
AB = BA gelten muss. Die C*-Algebra Eigenschaften von . erhalten wir mit dem

gleichen Prinzip, folglich ist .# eine abelsche C*-Algebra und jede totalgeordnete Kette
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somit beschrinkt.

Damit ist das Lemma von Zorn anwendbar und wir erhalten, dass . in einer maximalen
abelschen C*-Algebra enthalten ist. Zwei Operatoren A, B kommutieren genau dann,
wenn ABx = BAx fir alle x € H. Es handelt sich also um eine punktweise Eigenschaft,
die beim abschlieften in der starken Operatortopologie erhalten bleibt. Somit muss .&
schon stark abgeschlossen sein, da ja sonst .7 eine echt grofsere abelsche C*-Algebra
wire. Mit Satz 2.1.10 erhalten wir, dass .% eine von Neumann Algebra ist.

Jetzt konnen wir Satz 2.2.12 verwenden und erhalten, dass . einen zyklischen Vektor ¢
hat. Nach Korollar 2.2.11 ist ey auch ein separierender Vektor von .. Damit ist eq aber

auch ein separierender Vektor jeder Teilmenge von .#, insbesondere von <. O
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Kapitel 3

Erzeugte von-Neumann Algebren

3.1 Skalarwertige Spektralmalfie

Von nun an werden wir immer voraussetzen, dass H ein separabler Hilbertraum ist.

Definition 3.1.1 Sei N ein normaler Operator auf H, dann bezeichnen wir mit W*(N)
die von N erzeugte von-Neumann Algebra, also den Schnitt aller von-Neumann Algebren,
die N enthalten.

Lemma 3.1.2 Fiir N € B(H) und N normal gilt

To

W*(N) = (N, N°) - p(z,2) € Clz, 7)) * = (p(V, N") : p(z2) € C[z, 2]} -

Beweis. Offensichtlich ist 1 in der Menge M := {p(N, N*) : p(z,%) € C[z,Z]} enthalten.
Da W*(N) unter den Algebra-Operationen abgeschlossen ist und N enthélt, gilt M C
W*(N). Nach Satz 2.1.10 ist M{T,} = M{Tw} schon eine von-Neumann Algebra und

somit die kleinste von-Neumann Algebra, die N enthélt. O]

Proposition 3.1.3 Ist N ein normaler Operator aus B(H), so gilt W*(N) = {N}" D
{¢(N) : ¢ € B(o(N))}.

Beweis. Offensichtlich ist {N}” eine von Neumann Algebra, die N enthilt. Es bleibt die
Frage, ob es auch eine C*-Algebra ist. Sei dazu B € {N}”, das heifst, aus AN = N A folgt
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AB = BA fiir alle A € B(H). Satz 1.4.12 liefert, dass aus AN = NA auch A*N = NA*
folgt. Damit gilt aber auch A*B = BA*, was durch anwenden der Involution auf beiden
Seiten der Gleichung zu B*A = AB* wird. Damit ist B* € {N}” und somit {N}” eine
C*-Algebra. Da W*(N) die kleinste C*-von Neumann Algebra ist, die N enthélt, gilt
W*(N) C {N}".

Fiir zwei Algebren 7, . gilt stets & C ¥ — &' O .Y — /" C .. Da offensichtlich
{N} CW*(N), gilt auch {N}" C W*(N)" = W*(N), womit die erste Gleichheit gezeigt
ist.

Die Teilmengeninklusion folgt aus dem Spektralsatz 1.4.11. Dieser liefert ja, dass jeder
Operator B € {N,N*} SatzlA12 {N} auch mit allen Projektionen E(A) kommutiert,
wobei A C o(N) eine Borelmenge ist. Gehen wir vom Spektralmaf zum zugehorigen
komplexen Mak Ej, mit g,h € H iiber, so erhalten wir Ey g (A) = (E(A)g, B*h) =
(BE(A)g, h) = (E(A)Bg, h) = Epyn(A). Ins Integral einsetzen liefert

(Bo(N)g, h) = (B / ¢dEg, h) = ( / ¢dEg, B*h) = / GdE, g, =
= / ¢dEpgn = ( / ¢dEBg, h) = (¢(N)Bg, h).

Das gilt fiir alle g, h € H, woraus Bop(N) = ¢(N)B folgt. Damit ist {N}" D {4(N): ¢ €
B(o(N))} gezeigt. O

Proposition 3.1.3 lasst sich noch ausbauen. Statt der Teilmengeninklusion gilt sogar die

Gleichheit. Um das zu zeigen bedarf es allerdings noch einiger Lemmata.

Definition 3.1.4 Sei N € B(#) ein normaler Operator mit Spektralmaf £. Nach Ko-
rollar 2.2.13 hat W*(V) einen separierenden Vektor e;. Wir definieren das Maf pp .,
auf B(c(N)) mit ppe, = (E(Aeg, e)). Wenn es zu keiner Verwechslung kommen kann,

schreiben wie auch einfach fi, statt pg,.

Lemma 3.1.5 Mit der Notation aus Definition 3.1.4 gilt p.,(A) = 0 genau dann, wenn
E(A) = 0.

Beweis. Da E(A) eine orthogonale Projektion ist, gilt (E(A)eg, e9) = (E(A)E(A)eg, e9) =
(E(A)eo, E(A)eg). Also st i(A) = 0, wenn E(A)eg = 0. Aus dem Spektralsatz wissen
wir, dass E(A) € {N}". Folglich muss E(A) = 0 sein, da ja ey separierend fiir {N}”
ist. [
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Definition 3.1.6 Sei N ein normaler Operator auf H und E das zugehorige Spektralmak.
Wir nennen v ein skalarwertiges Spektralmafs fiir NV, wenn v ein positives Borelmal auf
o(N) ist mit v(A) =0« E(A) =0.

Das Maf aus Lemma 3.1.5 ist ein skalarwertiges Spektralmafs, womit die Existenz sol-
cher Mafe sicher gestellt ist. Im Weiteren werden wir zeigen, dass sogar jedes skalarwertige

Spektralmafs eine Darstellungsform wie in Lemma 3.1.5 hat.

Definition 3.1.7 Sei h € H und N ein normaler Operator. Wir definieren Hj, :=cl[W*(N)h]

und schreiben N, fiir die Einschrankung N}Hh.
Lemma 3.1.8 H,, ist der kleinste reduzierende Unterraum fiir N, der h enthilt.

Beweis. Es ist klar, dass {p(N, N*)h : p € C[z,Z]} in jedem reduzierenden Unterraum
von N enthalten ist, der h enthélt. Da nach Definition jeder reduzierende Unterraum

abgeschlossen ist, folgt die Aussage. O]

Lemma 3.1.9 Sei h € H und pp, : W*(N) — W*(N,) definiert durch p,(A) = A‘Hh,
dann gilt:

e py, ist ein T -stetiger *-Epimorhismus (also ein surjektiver *-Homomorphismus).

o pn((N)) = $(Ny) fiir jedes ¥ € B(o(N)).

e Fiir jedes A € W*(N) existiert ein ¢ € B(a(Ny,)), sodass pp(A) = ¢(Ny).

Beweis. Zuerst iiberlegen wir uns, dass pj, tatsichlich die Menge W*(N) in die Menge
W*(N,) abbildet. Da H; unter N und N* invariant ist, ist die Einschrinkung eines
Polynoms, das Polynom der Einschrinkungen: pn(p(N,N*)) = p(Np, N;). Sei nun p,
eine Folge von Polynomen, sodass p, (N, N*) Ty A, also (pn(N, N*f, g) — (Af, g) fir
alle f, g € H. Damit konvergiert auch (p,(Ny, Ni)f,g) — (pn(A)f,g) fiir alle f,g € H,,
und folglich gilt p,(A) € W*(Ny), da ja W*(N,,) schwach abgeschlossen ist.

Fiir jede 7,-konvergente Folge A, gilt (Anf, g) — (Anf, g) fiir alle f,g € H und somit
insbesondere auch fiir alle f,g € Hj,. Damit ist auch die Einschrinkung konvergent,
woraus die Stetigkeit von pj, folgt.

Offensichtlich ist py ein Homomorphismus. Dass p, mit * vertréglich ist, erhdlt man durch
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simples umformen: (ph(A*)f, g) = (A*f, g) = (f, Ag) = (f, phAg) = (p(A)*f, g) fiir alle
f,9 € Hn.

Sei nun ¢ € B(o(N)), dann existiert nach Lemma 1.2.10 eine Folge von Polynomen
Pa(2,%), fiir die gilt [ v\ padv — [ ¥dv fiir alle v € M(co(N)). Da jeder Operator,
der auf H invertierbar ist, erst recht auf #j, invertierbar ist, gilt o(N,) C o(N). Somit
erhalten wir, dass auch fU(Nh)pndu — fo(Nh) Ydy fiir alle v € M(o(Ny)). Insbesondere
gelten diese Aussagen fiir alle Mafe der Form Ey, mit f,g aus H beziehungsweise H,,.
Das ist gleichbedeutend zu p, (N, N*) Ty Y(N) und pn(Npy, Ni) = (Ny). Mit der T,,-
Stetigkeit von p ergibt sich pp((N)) = (Ny).

Wir betrachten nun den unitiren Isomorphismus U, : Hj; — L*(u;) aus Proposition
1.4.15. Fiir diesen gilt U,N,U, ' = N,,. Sei nun A € W*(N) dann gilt AN = NA und
somit auch A, N, = N,A, fir A, = p(A). Durch Anwenden von U, und Uh’l, sowie
Einschieben von I = U, ! o U, erhalten wir U, A, U, ‘U, N,U, ' = U, N, U, U, AU, und
somit U, A,U, ' € {N,,}. Aus Korollar 2.1.12 folgt, dass es ein ¢ € B(o(Ny,)) gibt, mit
UhAhUh’1 = My. Dieses ¢ kann wieder mit einer Polynomfolge p, nach Lemma 1.2.10 so
approximiert werden, dass [,y padv — [, | ¢dv fiir alle v € M(o(Ny)). Da Uy, unitér
ist, gilt

N2 = U NJUT UGN = UWNZUTS N7 = UGN U

Durch Induktion folgt damit U, ' M, Uy, = p, (N, N}) fiir die Polynomfolge p,,. Nun miis-
sen wir noch zeigen, dass M, gegen M, in der schwachen Operatortopologie konvergiert.
Fiir alle f,g € H), gilt

(U, ' M, Unf,g9) = (M, Upf, Upg) :/

a(Np)

Pn Un fUngdp = / pndv — / ¢pdy =
" Jo(Nn) o(Ny)

i=dv

_ / SUnfUngdp = (U7 MyUnf, g)
o(Ny)

Damit konvergiert p,(N, N*) gegen ¢(N) und wir erhalten A, = U, 'MyU,, = ¢(N).

Um die Surjektivitat von p zu zeigen, konstruieren wir einfach zu jedem B € W*(N,,) ein
(

(Np,) el
Urbild. Wahle dazu ¢ € B(o(Ny,)) mit ¢ (V) = B. Dieses v ldsst sich auf o(N)\o(Ny,)
mit 0 fortsetzen. Nach Proposition 3.1.3 gilt (V) € W*(N) und p(¢(N)) = ¢(N,) = B
[

gilt nach Konstruktion.
Lemma 3.1.10 Sei N ein normaler Operator, h ein separierender Vektor fiir W*(V) und

up das zu N gehorige skalarwertige Spektralmaft aus Lemma 3.1.5. Fiir jedes positive

Malfs v, das absolut stetig beziiglich puy, ist, existiert ein e € H, sodass v = p..

32



Beweis. Da v absolut stetig beziiglich p, ist, existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym
A.1 eine Funktion g € L?(uy,) auf o(N) mit g = Z—Z. Da v ein positives Mafs ist, ist g
nicht-negativ und wir kénnen eine Funktion f € L?(uy) definieren mit f := ,/g. Auf
diese Funktion wenden wir den unitiren Isomorphismus U, aus Proposition 1.4.15 an

und setzten e := U, ' f. Damit ergibt sich fiir jede Borelmenge A € A

o) = [ o= [ affn = (0 )y, = (U D). U ) =

= (U X aUnUT £, U ) = (B(A)e, €) = pe(A).

3.2 Funktionalkalkiil

Wir wollen noch einmal die Resultate aus Kapitel 1.4 revue passieren lassen. Zu ei-
nem normalen Operator N erhalten wir nach Korollar 1.4.10 einen Isomorphismus von
C(o(N)) = B(H). Zu diesem gibt es ein Spektralmaf nach Satz 1.4.7. Nach Satz 1.4.6
lisst sich damit der Homomorphismus auf Bm(c(N)) erweitern. Insgesamt erhalten wir

also einen Funktionalkalkiil

. { Bu(o(N) — B(H)
6 o [dE

mit
loll =1l [ 6dEl. 6 € Clo())
Hier stellen sich nun zwei Fragen, denen wir in diesem Kapitel nachgehen werden.

e Wie schaut eigentlich das Bild unter ¢ aus?

e Lisst sich die Normeigenschaft auf alle Funktionen aus Bm(o(N)) erweitern?

Die erste Frage beantwortet Lemma 3.2.2. Die zweite Frage werden wir in Satz 3.2.6 fiir
einen leicht adaptierten Funktionalkalkiil beantworten.
Lemma 3.2.1 Sein N ein normaler Operator auf dem Hilbertraum , dann ist die Menge

{¢(N): ¢ € B(o(N))} eine *-Algebra.
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Beweis. Da die Abbildung ®g aus Satz 1.4.6 ein *-Homomorphismus ist, tibertragen sich
die *-Algebraeigenschaften der Menge {¢ : ¢ € B(c(N))} einfach auf {¢(N) : ¢ €
B(o(N))}. O

Lemma 3.2.2 Fiir jeden normalen Operator N € H gilt W*(N) = {¢(N) : ¢ €
B(o(N))}

Beweis. Wir bezeichnen mit .% die Menge {¢(N) : ¢ € B(c(N))}. Aus Lemma 3.2.1 und
3.1.3 wissen wir, dass .# eine *-Subalgebra von W*(N) ist. Aus Satz 2.1.10 wissen wir,
dass W*(N) die kleinste 7T,-abgeschlossene *-Algebra ist, die N enthélt. Offensichtlich ist
N € .7, weswegen es geniigt zu zeigen, dass . T,-abgeschlossen ist.

Sei ¢, eine Folge in B(o(N)), fiir die ¢,(N) Ts 4 gilt. Da W*(N) 7T,-abgeschlossen ist,
muss A € W*(N). Aus Lemma 3.1.9 wissen wir, dass ¢, (N,) — A|Hh fiir jedes h € H
und dass es fiir jedes A’Hh ein ¢, € B(C) gibt mit ¢p(Np) = A’Hh.

Zuerst zeigen wir, dass ¢,, gegen ¢y, in L*(u,) konvergiert. Wir wissen, dass (¢, (Ny) f, ) —
(gbn(Nh)f, g) fiir alle f, g € Hp,. Nach Lemma 2.2.8 kénnen wir f = g = E(A)h wéhlen,
wobei E das Spektralmaf zu N ist und A € B(¢(N)). Mit Proposition 1.4.15 erhalten

WIr

/A% — ¢ndpn = (6n(Np) — ¢n(Ni)h, E(A)R) = 0 VA € B(a(N)).

Somit ist ¢, Llﬂih) on gezeigt. Was uns jetzt noch fehlt, ist die Erweiterung auf den ganzen
Raum.

Aus Korollar 2.2.13 wissen wir, dass W*(IV) einen separierenden Vektor e hat. Nach Lem-
ma 3.1.5 ist p. ein skalarwertiges Spektralmafs fiir N. Mit der gleichen Argumentation, wie
fiir pup,, konnen wir ein ¢, € B(C) wihlen mit ¢.(N,) = A‘He und erhalten ¢, L1(—>M5) ¢e. Da
e ein skalarwertiges Spektralmaf fiir N ist, gilt u.(A) =0 = E(A) =0 = us(A) = 0.
Also ist pup, < pe.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym A.1 existiert also die Radon-Nikodym-Dichte ii% €
L' (p.). Fiir jede Borelmenge A gilt:

d d
/ budljin — / o 1, / o g1, — / ddiin
A A due A dﬂe A

/Agbnd,uh_)/Aﬁbhdﬂh
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Also stimmen ¢, und ¢, up-fast tiberall iiberein. Sei nun g € H; beliebig. Da h fiir
Hy, zyklisch ist, gilt p, < pp. Folglich stimmen ¢, und ¢, auch auf dem Trager von g,

iiberein. Damit und mit Lemma 3.1.9 erhalten wir

(6n(Ni)g.9) = (6n(N)g.9) = / dndlpty = / bedity = (6.(Ni)g 9).

Damit folgt ¢n(Np)g = ¢e(Ny)g fiir alle g € H,,. Das liefert schlieklich Ah = ¢y, (Ny)h =
¢e(Np)h = ¢e(N)h. Da h beliebig war haben wir schon A = ¢.(NV) gezeigt und damit das

Lemma bewiesen. OJ

Korollar 3.2.3 Sei p;, der *-Epimorphismus aus Lemma 3.1.9, dann gilt ker(pp,) = {¢(N) :
¢ = 0 py,-fast iberall}.

Beweis. Die Inklusion O gilt, da h ein separabler Vektor ist und aus 0 = fU(N) odpuy, =
Joiny $dERH = (¢(N)h, h) schon ¢(N)h = 0 folgt.

Sei nun pp(A) = 0. Wir wissen aus Lemma 3.1.9, dass es ein ¢ € Bm(o(N)) gibt mit
p(A) = ¢(N). Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass es ein A €
B(o(N)) gibt mit us(A) > 0 und ¢(z) # 0 fiir alle z € A. Da ¢ messbar ist, konnen wir A
mit der Borelmenge ¢~ !'(R™) schneiden und so 0.B.d.A. annehmen, dass sogar ¢(z) > 0
gilt fiir alle x € A.

Wenden wir jetzt den Operator p(A) auf E(A)h an, so erhalten wir

(p(A)E(A)h, E(A)h) = (¢(N)E(A)h, E(A)h) = / odpy, > 0.
A
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass p(A) der Nulloperator ist. ]

Satz 3.2.4 Sei N ein normaler Operator und e € H, dann sind die folgenden Aussagen

aquivalent.

a)
b) p. ist ein skalarwertiges Spektralmak fiir V.

¢) Die Abbildung p, : W*(N) — W*(N,) aus Lemma 3.1.9 ist ein *-Isomorphismus.
d) {¢p € Bm(c(N)): ¢(N) =0} = {¢p € Bm(c(N)) : ¢ =0 pc-fast iiberall}.

e ist ein separierender Vektor.

Beweis. Fiir den Beweis miissen wir im Wesentlichen nur die schon vorhandenen Resultate

zusammen sammeln. Dass b) aus a)folgt, wissen wir aus Lemma 3.1.5.
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Um zu zeigen, dass c) aus b) folgt, miissen wir nach Lemma 3.1.9 nur noch zeigen, dass
pe injektiv ist, wenn . ein skalarwertiges Spektralmaf ist. Aus Korollar 3.2.3 wissen wir,
dass kerp. = {¢(N) : ¢ = Ou,-fast iiberall}. Aus der Spektraldarstellung erhalten wir
ker p. = {0}, denn zu jedem A € ker p, konnen wir A = fU(N) PdE = fAA ¢dE setzen,
wobei A 4 eine p.-Nullmenge und wegen b) auch eine E-Nullmenge ist. Damit gilt A = 0.
Dass d) aus c¢) folgt, sieht man sofort aus Korollar 3.2.3.

Nehmen wir nun an, dass d) gilt und A € W*(N) mit Ae = 0. Aus Lemma 3.2.2 wissen
wir, dass es ein ¢ € Bm(o(N)) gibt mit ¢(N) = A. Wir erhalten 0 = (Ae, Ae) =
(AAe,e) = Joiw 1817 dpc. Alsoist ¢ = 0 pi-fast iiberall und nach d) gilt damit ¢(V) = 0,
also A = 0. Damit ist e separierend und aus d) folgt a). O

Lemma 3.2.5 Seien o/ und £ C*-Algebren mit 1 und p ein C*-Homomorphismus von
o/ nach #, dann gilt ||p(A)|| < ||A|| VA € .

Beweis. Zuerst iiberlegen wir uns, dass fiir jedes A € & gilt o(p(A)) C o(A). Sei A ¢
o(A), dann existiert ein B € &, sodass (A — M,)~! = B. Damit ist aber auch p(B) =
p((A=AILy)™"). Da p(A—=Xly) = p(A) =M, gilt auch A ¢ o(p(A)). Aus o(p(A)) C o(A)
folgt insbesondere r(p(A)) < r(A). Nun kénnen wir Satz 1.4.2 verwenden und erhalten

lp(A)1* = 1lp(A)p(A)]| = llp(A" A)|| = r(p(A"A)) < r(A"A) = | A*A|l = || A||*.

Im ersten Gleichheitszeichen flieft die C*-Algebraeigenschaft von o7 ein. Bei der drit-

ten Gleichheit haben wir verwendet, dass A*A ein selbstadjungierter Operator ist und
n = ||A* Al gilt. O

deswegen lim |[(A*A)"
n—oo

Satz 3.2.6 (Funktionalkalkiil) Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hil-
bertraum H und g ein skalarwertiges Spektralmak fiir N, dann ist die Abbildung p :
L>®(u) = W*(N), ¢ — ¢(N) wohldefiniert und es gilt

a) p: (L), || lzee) — (W*(N),]| - ||) ist ein isometrischer *-Isomorphismus.
b) p: (L>(n),w*) = (W*(N),Ts) ist ein Homdomorphismus.

Beweis. Wir wissen aus Lemma 2.2.13, dass W*(N) einen separierenden Vektor e hat.
Da p ein skalarwertiges Spektralmaf ist, ist es absolut stetig beziiglich des ebenfalls ska-
larwertigen Spektralmafes p.. Folglich gibt es nach Lemma 3.1.10 einen Vektor h € H,

sodass p1 = up. Aus Satz 3.2.4 wissen wir, dass h ebenfalls ein separierender Vektor ist,
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da ja p ein skalarwertiges Spektralmaf ist. Nach Satz 3.2.4 Punkt d) ist somit ¢(N) =0
genau dann wenn ¢ = 0 p-fast iiberall fiir alle ¢ € Bm(o(N)). Daraus erhalten wir sowohl
die Wohldefiniertheit, als auch ker(p) = {0}.

Dass p ein *-Homomorphismus ist, wissen wir aus Satz 1.4.6. Lemma 3.2.2 liefert uns,
dass p surjektiv ist. Da ker(p) = {0}, ist p sogar ein *-Isomorphismus. Mit Lemma 3.2.5
erhalten wir, dass sowohl ||p(¢)|| < ||¢] als auch ||p~*(A)|| < ||A| gelten muss. Folglich
ist p eine [sometrie.

um b) zu zeigen sei zunéchst daran erinnert, dass w* Konvergenz einer Folge ¢; in L>°(u)
nichts anderes bedeutet als [ ¢;fdp — [ ¢fdu, Vf € L' (), da ja der L*=(u) der Dual-
raum des L'(p) ist. Sei also ¢; eine Folge in L> (1), von der wir annehmen, dass ¢(N) s 0.
Zu jeder Funktion f € L'(u) existieren Funktion fi, fo € L'(u) mit f = f; — fo und
f1, fo > 0. Wir kénnen also fiir den Beweis 0.B.d.A. schon f > 0 annehmen, da das Inte-
gral ja linear ist. Mit f > 0 ldsst sich ein Mak (fu)(A) := [, fdu definieren, das absolut
stetig beziiglich p ist. Nach Lemma 3.1.10 existiert ein Vektor h, sodass (fu) = pp. Damit
erhalten wir [ ¢;fdu = [ idpn = (¢(N)h, k) — 0, also ¢ <> 0 in L (). Damit ist p~*
stetig von (W*(N),w) nach (L>(u),w*).

Um zu zeigen, dass auch p stetig ist, verwenden wir die gleiche Idee. Sei ¢; eine Folge
in L>(u), die gegen 0 w*-konvergiert. Sei h € H, dann ist u, absolut stetig beziiglich
1, da ja p ein skalarwertiges Spektralmaf ist. Somit gibt es nach dem Satz von Radon-
Nikodym A.1 eine Funktion f € L'(u) mit f = ddLHh. Damit gilt (¢;(N)h, h) = [ ¢dp, =
[ ¢ifdu — 0. Also gilt auch ¢;(N) %4 0 und p ist somit ein Hom6éomorphismus. O

Satz 3.2.7 Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum H und g
ein skalarwertiges Maf p fiir N. Fiir jedes ¢ € L>®(u) ist o(p(N)) = ({o(A) : A €
B(C) A u(C\A) = 0} =: p-essentieller Range von ¢. Wir schreiben auch p-ess-ran(¢)

fiir den p-essentiellen Range von ¢.

Beweis. Aus Satz 3.2.6 wissen wir, dass o(¢(N)) = o(¢), da ja (¢(N) — AI) genau dann
invertierbar ist, wenn (¢—\) eine multiplikative Inverse besitzt. Wir zeigen also o(¢) = u-
essentieller Range von ¢.

Sei \ ¢ ji-ess-ran(¢), dann existiert eine Borelmenge A mit u(C\A) = 0 und \ ¢ ¢(A).
Also gibt es ein 6 > 0 mit |¢(z) —A| > 4 fiir alle z € A. Folglich existiert die multiplikative
ﬁ von (¢ — A) und somit ist A ¢ o(¢).

Sei nun A € p-ess-ran(¢). Fiir jedes n € N existiert eine Borelmenge A, mit 0 < u(4,) <

[nverse ¢ =

oo und |¢(z) — A| < & fiir alle z € A,. Damit erhalten wir ||¢_i>\||Loo(u) >n, Vn € N,
weswegen (¢ — \) keine multiplikative Inverse in L°°(x) haben kann. Somit gilt A € o(¢).
Insgesamt erhalten wir also o(¢(N)) = o(¢) = p-ess-ran(g). O
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Proposition 3.2.8 Seien N, und ¢ so wie in Satz 3.2.7. Wenn N = [ zdE, dann ist
po ¢! ein skalarwertiges Spektralmal fiir ¢(N) und F o ¢~! das Spektralmaf fiir ¢(N).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass E o ¢~ das Spektralma® fiir ¢(N) ist. Seien g, h € H,
wir betrachten das Integral fU(N) ¢dE, ), im Lebesgue-Sinn als Limes der Integrale iiber
die Treppenfunktionen ¢, := Y | @i Xa,, die punktweise und monoton wachsend gegen ¢
konvergieren. (Wir nehmen 0.B.d.A an ¢ > 0 an. Da die Integrale iiber positiv und negativ
Teil {iber die kompakte Menge o(N) sicher endlich sind, kénnen wir diese Annahme

gefahrlos machen.) Damit ergibt sich

n a; — ()
(¢(N)g,h) = ¢dB = lim Y aiB(A) =] zen |=
7 i=1 A; C o(N)

— liw Y aiEyu00 0N = [ adEyues -
n%o; ! sov)

= / ZdEgJL o ¢—1.
p-ess-ran(¢)

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da Lebesgue-Nullmengen beim Integral weggelassen
werden konnen und jede p-Nullmenge auch eine Ej ,-Nullmenge ist.

Nun zeigen wir, dass p o ¢! ein skalarwertiges Spektralmaf fiir ¢(N) ist. Wie im Be-
weis von Satz 3.2.6 konnen wir p = pj, mit einem separablen Vektor h schreiben. Da
W (o(N)) = {¢(¢(N)) : ¢ € Bm(a(¢(N)))} € {¢(N) : ¢ € Bm(o(N))} = Wr(N) ist
h auch ein separabler Vektor fiir ¢(N). Durch po¢™'(A) = ppo¢™'(A) = (Eogp(A)h, h)
konnen wir po ¢! wie in Lemma 3.1.5 anschreiben, weswegen es ein skalarwertiges Spek-

tralmafl sein muss. O]
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Kapitel 4

Vielfachheit normaler Operatoren

4.1 Einleitung

Zu Beginn dieses Kapitels sei noch einmal auf Satz 1.4.15 verwiesen. Dieser besagt, dass
jeder normale Operator A € B(H), zu dem es einen zyklischen Vektor e gibt, unitir dqui-
valent zum Multiplikationsoperator N, auf L?(y) ist. Hierbei ist u(A) = (E(A)e, e). Die
Frage, die sich hier aufdriangt, ist, welche Aussage noch moglich ist, wenn die Forderung
nach einem zyklischen Vektor wegféllt. Wir werden nun zwei intuitive Ansétze ausfiihren,

dieses Problem anzugehen, unter der Annahme, dass ‘H separabel ist.

Beispiel 4.1.1  Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum H und
E sein Spektralmak. Zu e € H bezeichne H, := {W*(N)e} und N, := N‘He, wie in
Definition 3.1.7. Nun betrachten wir die, mit der Teilmengeninklusion C halbgeordnete
Menge M := {{e;:i €1} :H,, L He,, Vj#kNj kecl}. Jede Kette in M ist durch die
Vereinigung all ihrer Elemente beschriankt, also ist das Lemma von Zorn B.3 anwendbar
und wir erhalten die Existenz einer maximalen Menge N = {e; : i € I'}. Da H separabel
ist, muss N abzihlbar sein und aus der Maximalitit von N folgt H = €@~ | H.,. Nach

Konstruktion ist e, ein *-zyklischer Vektor fiir V., . Sei E,, das Spektralmals zu N,_, und

tn(s) = (En(-)en,en). Nach Satz 1.4.15 ist N, unitdr dquivalent zu N, . Insgesamt er-
halten wir also N = @ 7| N, .

Allerdings hat diese Darstellung das grofse Manko, dass wir keine Aussage iiber den Zu-

sammenhang der einzelnen fi,, haben. Fiir zwei verschiedene Darstellungen N = @ | N,

D,-, N,, konnen wir also nicht N, = N, folgern.

Wir machen einen zweiten Ansatz.

39

12



Beispiel 4.1.2 Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum 4 und
E sein Spektralmaf. Wir suchen eine Darstellung N = @°7 | N, mit p, < fi,, <
n < m. Da alle Mafse absolut stetig beziiglich u; sein miissen, ist es naheliegend p; als
skalarwertiges Spektralmaf fiir N zu wéhlen.

Wir wissen aus Korollar 2.2.13, dass W*(N) einen separablen Vektor e; hat, folglich
kénnen wir py(-) = (E(A)el,el) setzen. Mit N; := N, erhalten wir Ny = N, . Sei
Ny := N e und FE, das zugehorige Spektralmaf. Wie wir in Lemma 4.2.8 sehen wer-
den gilt EQ(IA) = E(A)}H%. Damit erhalten wir aus Lemma 3.2.2 W*(N,) = {T{Hll :
T € W*(N)} = W*(N)|H1¢~ Sei weiters ey ein separabler Vektor fiir W*(N,), dann gilt
pa(A) = (EQ(A)eQ,eQ).

Jetzt konnen wir Hy := {W*(N)ea} = {W*(Ny)es} C Hi definieren und den Prozess

induktiv fortsetzen. Damit erhalten wir eine Folge (e,)nen mit zugehorigen Mafen g,

die 41 < py, erfiillt, und Hilbertraumen #H,, = {W*(N)e, }, die aufeinander orthogonal
stehen. Allerdings fehlt uns H = @ - | H,, um auf N = @~ | N, schlieken zu kénnen.

Es bedarf also noch einiger vorbereitender Lemmata, um eine sinnvolle Erweiterung

von Satz 1.4.15 zu erhalten. Diese werden wir im folgenden Kapitel abarbeiten.

4.2 Satz der unitiren Aquivalenz

Definition 4.2.1 Wir sagen, dass zwei Malte p und v wechselseitig absolut stetig sind
(i.Z. [u] = [v]), wenn u < v und v < p.
Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen.
Satz 4.2.2 (Satz der unitiren Aquivalenz)
a) Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum #, dann gibt es eine

Folge, die auch endlich sein kann, von Mafen {p,} auf C, sodass p,11 < p, fiir alle
n € N und

1

N é N,,. (4.1)
n=1

b) Seien N und {u,}, wie in Punkt a) und M = @ | N,
n € N, dann gilt N = M, genau dann wenn [u,] = [v,] fiir alle n € N.

wobei v, 11 < v, fiir alle

n?

40



Definition 4.2.3 Eine partielle Isometrie ist ein Operator W zwischen zwei Banachriu-
men, der fiir jedes h € ker(W)t die Gleichheit ||[W(h)|| = ||h| erfiillt. Wir nennen

ker(W)* den Initialraum und ran(W) den Finalraum von W.

Proposition 4.2.4 Sei A ein beschriankter Operator aus B(H1, Hz), dann existiert eine
eindeutige Zerlegung A = WP, wobei P positiv ist und W eine partielle Isometrie mit

ker(A)* als Initialraum, ran(A) als Finalraum.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Existenz. Wir definieren P = v/A*A. Die Wurzel ist ein-
deutig und wohl definiert, da A*A positiv ist. P ist selbstadjungiert, da ja o(P) C R*.
Damit erhalten wir ||Ph|> = (Ph, Ph) = (P?h,h) = (A*Ah,h) = (Ah, Ah) = ||Ah|*.
Folglich ist der Operator

) ran(P) — ran(A)
' P(h) — A(h)

wohldefiniert und eine Isometrie. Die Linearitdt von V erhalten wir aus der Linearitét
von P und A mit V(P(hy) + P(chy)) = V(P(hy +chy)) = A(hy + chy) = A(hy) + cA(h2),
hi,hs € H,c € C. Da V stetig ist, lisst sich der Operator zu V auf ran(P) fortsetzen.

Jetzt konnen wir die partielle Isometrie W definieren durch:

W(h) = V(h) h € ran(P)
' 0 h € ran(P)*

Die Operatoren haben nach Konstruktion die gewiinschten Eigenschaften. Nun zur Ein-
deutigkeit. Angenommen A = WP, wobei W und P die gewiinschten Eigenschaften
haben. Dann gilt A*A = P*W*W P. Da W eingeschrinkt auf ran(P) eine Isometrie ist,

ist der Operator dort insbesondere unitir, weswegen W*W = = I{TP)' Wir erhal-
ran(P ran
ten somit A*A = P*I mﬁ — P*P. Also ist P = y/A*A = P. Nun gilt fiir jedes

f = Pheran(P) Wf = WPh = Ah = WPh = WPh = W f. Offensichtlich gilt auch
fiir jedes h € ran(P)- Wh = 0 = Wh. Somit stimmen W und W auf einem dichten
Teilraum iiberein und da die Operatoren stetig sind, folgt daraus schon W = W. O]

Proposition 4.2.5 Seien N;, N, normale Operatoren auf H; bzw. H,. Sei X : Hi — Ho
ein Operator mit X N; = X Ny, so gilt:

a) ran(X) reduziert Ny;
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b) ker X reduziert Ny;

C) M1 = Nl‘ = NQ’* =: MQ.

(ker X)L (ranX)

Beweis. a) Fiir jedes f; € Hy gilt No X fi = XN, f; € ran(X) und da N stetig ist, folgt
somit ran(X) ist invariant unter Ny. Aus dem Satz von Fuglede-Putnam 1.4.12 erhalten
wir, dass auch X N; = N;X gilt und durch die gleiche Uberlegung folgt, dass m
auch fiir N} invariant ist. Das bedeutet nichts anderes, als dass ran(X) N, reduziert.

b) Sei f € ker X, dann 0 = No X f = XN, f, also N1 f € ker X. Also ist ker X invariant
unter N; und mit dem Satz von Fuglede-Putnam 1.4.12 folgt wieder die Invarianz unter
Ny. Das beweist b).

c¢) Wir betrachten den Operator X : ker(X)+ — ran(X), f — X, fiir den gilt XM, =
M,X. Sei X = WP die Polarzerlegung aus Proposition 4.2.4. Durch adjungieren erhalten
wir X*M; = M;X* und mit dem Satz von Fuglede-Putnam 1.4.12 X*M, = M;X*.
Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit X und verwenden dann My X = X M,
so erhalten wir M, X*X = X*M,X = X*X M, also P? = X*X € {M,}. Mit Korollar
1.4.13 erhalten wir P € {M;}. Das fithrt zu MyW P = MyX = XM, = WPM, = WM, P
also MyW = WM auf ran(P). Da aber 0 = ker(X) = ker(P) und P selbstadjungiert ist,
ist ran(P) dicht in m und somit gilt MoW = W My also M; = M. O

Satz 4.2.6 Seien v und p zwei Make, dann gilt N, = N, genau dann, wenn [v] = [u].

Beweis. Angenommen [p] = [v], dann existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym A.1
ein ¢ = % > 0. Fiir jedes g € L'(u) ist ¢g € L'(v) und [ g¢dv = [ gdp. Damit gilt

aber auch fiir jedes f € L), /&S € L*(v) und |8/l 12() = |/l 2(.)- Folglich st der
Operator U : L*(u) — L*(v), definiert durch Uf = /¢ f eine Tsometrie.
Da p und v wechselseitig absolut stetig sind, ist ¢ # 0 v-fast {iberall und \/ia ist wohlde-

finiert. Zu g € L*(v) betrachten wir also = € L*(u) und erhalten UL = g. Somit ist

Vo
U auch surjektiv und U~! ist nicht anderes als die Multiplikation mit \/i% Wir erhalten

also fiir alle g € L*(v)

_ g g
UN,U'¢g=UN,~= =Uz—= = zyg.
' oo TVe
Somit ist UN, U~ = N, gezeigt.
Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass V' : L?(u) — L?(v) ein Isomorphismus ist,
sodass VN,V~! = N,. Offensichtlich gilt auch VNV~ = N} und V(N)*V ! = (N;)*
fiir alle k£ € N. Die Gleichheit {ibertrigt sich in natiirlicher Weise auf alle Polynome inN,
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und N, also Vp(N,, N;)V~' = p(N,, N}). Da aus N, = N, auch o(N,) = o(N,) = K
folgt, ldsst sich mit Hilfe des Spektralsatz 1.4.11 die Gleichheit auf alle stetigen Funktionen
von u(N,), u € C(K) fortsetzten. Da N, und N, beschrénkte Operatoren sind, ist K
kompakt und somit 1 € L?*(p). Wir setzen ¢ = V(1) € L?*(v). Insgesamt erhalten wir
V(u) = Vu(N,)1 = u(N,)V1 = up. Da V eine Isometrie ist, gilt [ |ul>du = [ |ul?|¢|?dv
fiir jedes u € C(K) und damit [vdp = [ v[¢|*dv fiir jedes v € C(K) mit v > 0. Da es zu
jedem linearen Funktional nach dem Rieszschen Darstellungssatz A.2 aber genau einen
Riesz-Reprisentanten gibt, muss y = |¢|*v und somit y < v. Fiihrt man den Beweis mit

V=1 an Stelle von V, so erhiilt man v < pu, also insgesamt [u] = [v/]. O

Proposition 4.2.7 Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum A und
e € H, dann existiert ein fiir W* (V) separierender Vektor ey mit e € {IW*(N)eo}.

Beweis. Sei fy ein separierender Vektor fiir W*(NV) und E das Spektralmafs fir N. Wir
setzen p(A) == (E(A)fo, fo) und G = W*(N) fo. Der Vektor e lisst sich aufteilen in
e = g1 +hy mit g; € G und h; € G*. Es ist also hy ,, der Teil, der noch fehlt“. Unser Ziel
ist es, zu zeigen, dass ey = fy & h; gesetzt werden kann.

Dafiir definieren wir ein zweites Mak n(A) := (E(A)hy, hy), das beziiglich p absolut stetig
ist, da ja fy separierend ist. Weiters definieren wir den Raum £ := W*(N)h; C G*.
Sowohl L, als auch G reduzieren den Operator N, weswegen wir die Einschrinkungen
von N auf £ und G betrachten koénnen. Es gilt N‘g = N, und N‘c = N, nach Satz
1.4.15, da ja fo und hy *-zyklische Vektoren fiir die jeweiligen Mengen sind. Setzen wir
A= jZ (R+), so gilt [n] = [u’A}. Sei nun v = “‘A? dann gilt nach Satz 4.2.6 N‘a =N,.
Sei U : G® L — L*(u) ® L*(v) ein Isomorphismus mit U((0) & £) C (0) & L*(v) und
U(N’Q@E)U_l = N, ® N,. Mit Hilfe von U kénnen wir jetzt auf den Funktionenrdumen
weiter arbeiten. Sei Ue = U(gy + h1) = g @ h. Wir definieren

) g9zx) z€eA
f(Z)-—{ SO

und M := {UW*(N)U-'(f & h)}. Mit Lemma 3.2.2 und unter Beriicksichtigung, dass u
ein skalarwertiges Spektralmafs ist, konnen wir M auch schreiben, als

= {¢pf D oh: ¢ € Bm(c(N))} = {¢f ®oph: ¢ € L>(u)}. Hier ist ebenfalls einge-
gangen, dass o(UNU™') = o(N) = p-ess-rang(id) = supp(u), nach Satz 3.2.7. Nun
zeigen wir, dass g @& h € M. Bezeichne dafiir A das Komplement von A. Wir erhal-
ten oxac B0 = dxac(f B h) € M fir alle ¢ € L*®(u). Das impliziert insbesondere
L*(p],.) @0 € M, womit wir (g — 1)xac ® 0 € M erhalten. Insgesamt ergibt sich
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gOh=fdh+(g—1)xac®0e M, daja f @ h offensichtlich in M liegt.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass f @ h separierend fiir UNU ! ist. Sei dazu ¢ € L>(u)
und ¢ f @ ¢h = 0. Da hy ein zyklischer Vektor war, ist h(z) # 0 v-fast iiberall, womit aus
of = ¢h = 0 p-fast iiberall, schon ¢ = 0 p-fast iiberall folgt.

Wir haben also gezeigt, dass f @ h separierend fiir UW*(N)U ™! ist und dass Ue €
{UW*(N)U=Y(f @ h)}. Da U ein Isomorphismus ist, bedeutet das nichts anderes, als
e € {Wx (N)UY(f@®h)} und U7'(f & h) ist separierend fiir W*(NV), womit die Propo-

sition bewiesen ist. O

Lemma 4.2.8 Sei N ein normaler Operator auf den Hilbertraum H und M C H ein
reduzierender Unterraum fiir V. Bezeichnen wir mit Ny := N | v die Einschrankung von
N auf M und mit E, das Spektralmaf von Na, so gilt Ey(A) = E(A)’M.

Beuweis. Offensichtlich ist E ein SpektralmaB. Fiir g, h € M gilt (E(A)g, h) = (E2(A)g, h)
und somit (Nag, h) = (Ng, h) = fU(N) 2dE, ), = fU(N) 2dEsy j,. Jetzt bleibt noch zu zeigen,
dass Ey(0(Ny)) = M. Dazu beweisen wir, dass A C 0(Ny) <= ranE(A) C M.

ranE(A)NM =)
<= A ist eine Ey,;,-Nullmenge Vg, h € M
= |[(z = N) MLz, <00 VAE A Vg, heM

+— 7 / (z — A)_ldEggJL VA e AVg, he M
o(N2)

<~ ANo(Ny) =0

Also haben wir E(o(N3)) = M woraus offensichtlich Ey(0(Ny)) = M folgt. Da a(Ny) C
o(N), gilt somit (Nog, h) = fU(NQ) 2dEsn Vg, h € M. Also ist Ey das zu N, gehorige
Spektralmafs. O

Damit kénnen wir jetzt den ersten Teil von Satz 4.2.2 recht leicht beweisen.

Beweis von Satz 4.2.2 a): Sei ey ein separierender Vektor fiir W*(N) und sei {f,} eine
orthogonal Basis fiir ‘H, sodass f; = e; und E das Spektralmaf fiir N ist. Wir setzen
Hy = {W*(N)er}, (D) == (E(A)er, er) und Ny := N‘Hf mit dem nach Lemma 4.2.8
zugehorigen Spektralmafs Fs. Sei f) das Bild von f unter der orthogonale Projektion
auf Hi. Nach Proposition 4.2.7 existiert ein Vektor ey, der separierend fiir W*(Ns) ist,
mit f5 € {W*(Na)ea} =t Ho. Nun kénnen wir pz(A) = (E(A)es,e0) = (Ex(A)es, )
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definieren und den Prozess induktiv weiterfithren. Damit erhalten wir eine Folge orthogo-
naler Vektoren {e,} und eine Folge orthogonaler Unterriume #, := {W*(N,)e,}, wobei
N, = N|H,,,_1‘ Da f, € H, und {f,} eine Basis ist, gilt H = @@ -, H,. Nun iiberlegen
wir uns noch, wieso die Ordnung der Mafe gilt. Da e, separierend fiir W*(N,,) ist und
E, € W*(N,), erhalten wir p,(A) =0 — E,(A) =0 — En(A)‘H# = FE,+1(A) = 0 und
somit gilt fip 11 < fly. m

Die folgende Proposition wird uns ermoglichen den Beweis von Satz 4.2.2 b) iiber eine
Induktion zu fiihren.

Proposition 4.2.9 Seien N € B(H), A € B(H4) und B € B(Hp) normale Operatoren,
wobei N einen *-zyklischen Vektor besitzt. Aus N & A= N & B folgt schon A = B.

Beweis. Wir bezeichnen mit U den unitiaren Isomorphismus von H®H 4 — H D Hp, der
U(N @ A)U™! = N @ B erfiillt. Diesen konnen wir als 2 x 2-Matrix anschreiben.

Ull U12
U21 U22

U:

Hierbei gllt U11 < %(H), U12 & ‘B(HA,H), U21 < %(H,HB> und U22 € %(HA,HB). Die
Operatoren N & A und N & B konnen wir ebenfalls als 2 x 2-Matrizen auffassen mit

N 0
B

N@ A=

N 0
und N @ B =
-

Damit kénnen wir die Gleichungen UN® A) = (N@& B)U und U(N® A)* = (N & B)*U

neu anschreiben als

UnN UnA | _ | NUn NUn (42)
UnN UpA BUy,  BUy, '
und
Uvﬂ]\[>|< UlgA* _ N*Ull N*U12 (43)
Uy N* Uy A* B*Uy, B*Usy |’ '

genauso wie die Gleichungen U*(N @ B) = (N @ A)U* und U*(N & B)* = (N & A)*U*

ULN USLB
UyN Us,B

NUJ, NUJ,
AUy AU,

(4.4)
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und

ULNN* Ui,B*
Uiy N* U3, B*

N*U}, N*U;y,
AU;, AU,

. (4.5)

Aus der Tatsache, dass U unitér ist, folgt U*U = lyaey, und UU* = lygy,. Fir die

Matrizenelemente bedeutet das

UsiUi + Uy Usr UsiUig + UgyUas

= [ w0 ] (4.6)

0 1y,
und

UnUs, + UpUs, UnUsy + UpnUs,
UnUs, + UnpUsy UniUsy + UsyUs,

17.[ 0
AER

~

Aus Gleichung (4.2) entnehmen wir Usy A = BUsy, was mit Proposition 4.2.5 A}ker(Ugg)J-

B‘k UL dass der Raum ker(Usp )t A reduziert und, dass der Raum ran(Usy) = ker(Us, )+
er 22

B reduziert liefert.

Im néichsten Schritt wollen wir zeigen, dass auch A‘ker( gilt. Aus h €

ker(Ugg) s fOlgt
O p—
b =

Da U eine Isometrie ist, bildet Uy den Raum ker(Uss) in einen abgeschlossenen Unterraum
von H ab. Wir definieren M := Ujs(ker(Usy)). Mit ker(Us, )t ist natiirlich auch ker(Us,)
reduzierend fiir A. Verwenden wir nun U;9A = NU; und U A* = N*Up, aus Gleichung
(4.2) so erhalten wir NM; = NUjs(ker(Usg)) = UrpA(ker(Usz)) C Uja(ker(Usg)) = My,
beziehungsweise N*M; = N*Ujs(ker(Usy)) = Up A*(ker(Usz)) C Uss(ker(Usg)) = M;.

Folglich reduziert M; auch den Operator N und wir kénnen dessen Einschrédnkung auf

Us2) = B‘ker(UQ*Q)

Ull U12
U21 U22

Uiah
0

M als eigenen Operator betrachten. Da Uiy aber eine Isometrie von ker(Usy) nach M,
ist, folgt A‘ker(Um) Uns)"

Jetzt machen wir das gleiche Spielchen fiir B und U*. In diesem Fall ist U7, die Isometrie
von ker(Us3,) nach My := Uj; (ker U3,). Aus den Gleichungen (4.4) und (4.5) erhalten wir

a2

in analoger Weise, dass M5 ebenfalls den Operator N reduziert und somit B}ker(U* =
22

)
N|/\/t U3y)
Wenn wir nun noch zeigen konnen, dass M; = M, ist wir fertig. Um das zu erreichen

= N‘Ml. Der zugehorige Isomorphismus ist hier Ulg‘ker(

,- Hier ist der zugehorige Isomorphismus Ul*Q‘ker(

zeigen wir zunéchst My = ker(Uy)*.
Sei dazu h € ker(Uy;). Mit U Uss + U;yUse = 0 aus Gleichung (4.6) folgt Uy,Uixh = 0,
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also My C ker U{,. Sei nun umgekehrt f € ker U,. Mit U},U114+Uj5U2; = 1 aus Gleichung
(4.6) folgt U1oUs, f = f. Weiters erhalten wir mit Us, Uf; + U Uy, = 0 aus Gleichung (4.7)
UpUs f = 0, also ist U, f € ker(Usz). Damit ist auch f = UpUs, f € Ua(ker(Uy)) =
M. Insgesamt erhalten wir My = ker(Uj;).

Mit dem gleichen Vorgehen zeigen wir My = ker Uy;. Mit Uy Uy, + UioUs, = 0 aus
Gleichung (4.7) erhalten wir 0 = (Uy1U5,) (ker(Us,)) = U1 (My), also My C ker Upy. Sei
nun f € ker(Uyy). Mit Uy, U1 +U;,Us = 14 aus Gleichung (4.6) erhalten wir U, Usy f = f.
Mit U3,Uyy + UsyUsy = 0 aus Gleichung (4.6) erhalten wir 0 = (U3,Ury + UsUa1) f =
UsoUar f also Uy f € ker(Us,). Insgesamt folgt ker(Uyy) C Usy(ker(Us,)) = Mo.

Als letzten Schritt miissen wir jetzt nur noch zeigen, dass ker(Uf;) = ker(U;;). Dazu
verwenden wir, dass N einen *-zyklischen Vektor besitzt. Daraus lésst sich mit Satz
1.4.15 schliefen N = N,,. Weiters wissen wir aus Korollar 2.1.12, dass {N,} = {M, :
¢ € L*(pn)}. Aus Gleichung (4.2) entnehmen wir U3 N = NUyy, also Up; € {N}. Da
nun Uy; & M, fiir ein ¢ € L™®(p), ist Uy insbesondere normal. Damit gilt ||Uy; f]|? =
(UnfUNS) = (UnUL f, f) = (U Ui f, f) = 0 fiir jedes f € ker(Uy;). Diese Uberlegung
lasst sich natiirlich auch mit vertauschten Rollen von U;; und Uj; durchfiihren. Folglich
ist ker(Uy1) = ker(Uj;) und somit M; = Ms. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass
also A = B. O

~Y

ker(Ua2) B‘ker(UQ*Q)’

Ker(Usa): — B|ker(U;2)L und A
Beweis von Satz 4.2.2 b). Nun kénnen wir uns dem Beweis von Satz 4.2.2 b) widmen.
Die eine Richtung ist einfach. Angenommen [u,] = [v,] fiir alle n € N, so folgt mit Satz
4.2.6 N,, = N,,. Sei U, ein unitdre Isomorphismus, der U,N,, = N,, U, erfiillt fiir alle
n € N, dann erfiillt der Diagonaloperator U := €, , U, die Gleichung UN = MU.
Folglich ist N = M.

Fiir die Riickrichtung zeigen wir zuerst, dass pu; und vy skalarwertige Spektralmafse fiir
N = @22, N,, bezichungsweise M := @, N, sind. Die Einschriinkung N

~ L2(pn)
entspricht dem Multiplikationsoperator aus Proposition 1.4.15 und hat daher E,(A) =

M,, € L*(p1,) als Spektralma®. Da nach Lemma 4.2.8 das Spektralmak der Einschrin-
kung die Einschrinkung des Spektralmaf ist, ergibt sich fiir das Spektralmak E von N
die Gleichung E(A) = @°°, M, . Sei nun j;(A) = 0. Da jedes Mak 1, absolut stetig
beziiglich y; ist, entspricht jedes xa der Nullfunktion auf dem jeweiligen L?(j,) und
somit folgt E(A) = 0. Wir haben also gezeigt, dass u; ein skalarwertiges Spektralmaf
fiir N ist. Nun iiberlegen wir, dass p; damit auch fiir N ein skalarwertiges Spektralmaf
ist. Sei dazu E das zu N gehorige Spektralmaf und V' der unitire Isomorphismus mit
V-INV = N. Aus

/ 2dF;y = (Nf,g)= (V!NVf,g)= (NVf,Vg) = / 2dEv v,
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erhalten wir (F(A)f,g) = (E(A)V f,Vg). Also gilt

F(A)=0
=(F(A)f,9) =0Vf,g€ L*(n)
=(E(A)Vf,Vg)=0VV[,Vge L*(n)

und weil V' surjektiv ist

=(E(A)f,9)=0Vf,geH
=FE(A) =0.

Somit folgt aus p1(A) = 0 schon F(A) = 0. An dieser Stelle sei angemerkt, dass natiir-
lich auch i ein skalarwertiges Spektralmaf fir @7, N, ist, nach genau der gleichen
Argumentation.

Da py und v fiir den gleichen Operator skalarwertige Spektralmafe sind, gilt [u1] = [14]
und mit Satz 4.2.6 auch N,, = N,,. Nun kénnen wir Proposition 4.2.9 verwenden und
erhalten damit €, , N,, = .-, N,,. Damit lisst sich der Beweis induktiv weiter fiih-

ren. O

4.3 Korollare

Definition 4.3.1 Sei p ein Maf auf X. Als Trager von pu bezeichnen wir die Menge
inf({X\A : u(A) =0A A offen} in Zeichen supp(p). Das Infimum ist hierbei tiber die

Ordnung nach der Mengeninklusion zu verstehen.

Satz 4.3.2 Seien p und v reguldre Borelmafke auf dem Raum X und K der Trager von

. Dann ist V‘K < .

Beweis. Sei pu(A) = 0. Da v regulér ist gilt V’K<A> = sup{y|K(O) :0 CA A O offen}.
Da u(M) = 0, ist jede offene Teilmenge O von M nicht im Tréger von p enthalten und
somit 1/|K(O) = 0. Folglich gilt auch 1/|K(M) = 0. O

Korollar 4.3.3 Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum H mit
dem zugehorigen skalarwertigen Spektralmafs p, dann gibt es eine absteigende Folge von
Borelmengen {A,} aus B(c(NV)), sodass Ay = o(N) und N =" | N, .

Ist M ein weiterer normaler Operator auf einem separablen Hilbertraum mit skalarwer-

tigem Spektralmaf v, {A,} eine absteigende Folge von Borelmengen aus B(o(M)) mit
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Ay =o(M)und M =@, N,|; - Dann gilt N = M genau dann wenn sowohl [u] = [v]
als auch p(A\A,)) = u(A\A) = 0 fiir alle n € N.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Satz 4.2.2 kombiniert mit Satz 4.3.2, indem man pu,

durch u|supp (1n) ersetzt. O]

Beispiel 4.3.4 (Endlich dimensionale Operatoren) Sei N ein normaler Operator auf
einem endlich dimensionalen Hilbertraum H. Satz 4.2.2 sagt uns, dass N = @) | N,,.
Jedes N,, ist wiederum unitdr dquivalent zu einem normalen Operator V; auf einem
Teilraum H; von H. Da es zu jedem normalen Operator eine Normalbasis gibt, kénnen
wir 0.B.d.A. N; als Diagonaloperator auffassen. Zu Ni‘?—ti gibt es einen zyklischen Vektor,
weswegen jeder Eigenwert on N; einfach sein muss, weil ja {W*(N;)e} N {h : Nh = Ah}
fiir jedes festes A maximal eindimensional ist.

Sei e; der zyklische Vektor zu Ni‘%ﬁ dann ist e; = Z?Zl
allen Eigenvektoren b; von N;, wobei ¢; € C\{0}. Das Spektrum o(N;) ist die Menge

c;b; eine Linearkombination aus

aller Eigenwerte von N;. Schreiben wir by fiir den zu \ gehorigen Figenvektor, so lassen
sich die Make fi; schreiben als 11;(A) = 37\ cano(vi)) |(e3,b2)|*. Die Ordnung der Mafke
i << pi4q gibt uns also Aufschluss iiber das genaue Aussehen der N;. Jeder Operator N;
hat Diagonalgestalt. In seiner Diagonale stehen alle Eigenwerte, deren Vielfachheit grofier
gleich ¢ ist. Insbesondere ist die Dimension von H gleich der Anzahl an Eigenwerten mit

Vielfachheit grofer gleich i.

Definition 4.3.5 Zwei Mafe p und v auf dem Raum X heiflen singuldr zueinander,

wenn eine messbare Menge A existiert, sodass u(X\A) = 0 und v(A) = 0.

Satz 4.3.6 Sei N ein normaler Operator auf dem separablen Hilbertraum H, dann exis-

tieren zueinander singulire Mafe fioo, fi1, 1o, . . ., sodass
VN e @
n=1

Ist M ein weiterer normaler Operator mit zugehorigen Maken v, 11,14, ..., si gilt N =

M genau dann, wenn [u,] = [v,,] fiir alle n € NU {oo}.

Beweis. Sei p ein skalarwertiges Spektralmafk fiir N und sein {A,,} eine Folge von Borel-
mengen wie in Korollar 4.3.3. Wir definieren ¥, := A \A, 11, oo := [ A, und die
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zugehorigen Mafke p, := “‘2 . Damit gilt A, = X U (AN\A1) U (A \ Qo) U= =
Yoo UUne, B und folglich j1| . = fios + fin + fin+1 + - ... Analog erhalten wir fiir den
Operator N, = N, ® N,, ® Ny, ®.... Das fiihrt zu

N = @Nu\An = @(Nuoo SNy @B Ny,) = N;SZ:) &2 @N(:)'
n=1 n=1 n=1
Nun zur Eindeutigkeit. Aus [p,,] = [v,] fiir alle n € NU{oo} folgt mit Satz 4.2.6 N,, = N,
und somit N = M.
Sei nun N = M. Wir gehen jetzt den selben Weg, wie beim ersten Beweisschritt aber
in die andere Richtung. Zuerst konstruieren wir Mafse v, := v + Ziin vi. Diese Malse
erfiillen offensichtlich 7,11 < 7, und M = @7, N;,. Mit Korollar 4.3.3 folgt [,u’ An] =

und
A7L+1

[7). Wir kdénnen g, und v, rekonstruieren durch p, = p| Vo /L|A —

Vp = Up — Upaq. Da u‘A und u|A auf A, iibereinstimmen und 7, und 7, ., auf dem
n n+1
Tréger von 1, iibereinstimmen, sind die Differenzen immer noch Mafse und auferdem

iibertrigt sich die Aquivalenz der Mafe auf ihre Differenz. Um das zu sehen bedenke man,
dass ja Uy, — Uy = fAn\AnH di%d“‘a und umgekehrt.

]
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Anhang A

Malstheorie

Die néchsten zwei Resultate findet man in [3].

Satz A.1 (Satz von Radon-Nikodym) Sei p ein o-endliches Maf auf dem Messraum
(2, A) und v ein beziiglich p absolut stetiges komplexes Mafs, dann existiert eine messbare
Funktion f: — C, so dass

v(A) = /Afdu VA € A.

Die Funktion f heift Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich y und wird auch als Maf-
Ableitung Z—Z angeschrieben. Ist v ein signiertes Mafs, so bildet f nach R ab und ist v ein
Mak, so bildet f in die nicht negativen reellen Zahlen ab. Ist v ein endliches Maf, so ist

f beziiglich p integrierbar. Insbesondere ist f u-fast iiberall eindeutig.

Satz A.2 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei H ein Hilbertraum und L : H — C ein
lineares beschrinktes Funktional, dann gibt es einen eindeutigen Vektor hy € H, sodass
L(h) = (h, ho) fiir alle h € H. Zusitzlich gilt ||ho|| = || L.
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Anhang B

Analysis

Der néchste Satz ist aus [2].

Satz B.1 (Banach-Alaoglu) Fiir einen normierten Raum (X, || -||) ist die beziiglich der
Abbildungsnorm abgeschlossene Einheitskugel um die Null in X’

K ={feX :|fll<1}
kompakt beziiglich der w*-Topologie o(X’, X).

Die folgenden zwei Resultate sind aus [1] entnommen.

Satz B.2 (von Stone-Weierstrafl) Eine Unteralgebra von C'(X;C) mit X kompakt,
die punktetrennend ist, die konstante Funktion 1 enthilt und mit jeder Funktion f auch
ihre komplex konjungierte f enthilt, liegt dicht in C(X;C).

Satz B.3 (Lemma von Zorn) Hat eine teilgeordnete Menge A die Eigenschaft, dass

jede Kette beschriankt ist, so hat sie ein maximales Element.
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Zeichenverzeichnis

C|[z] steht fiir die Menge aller Polynome iiber C in z und Z.

‘H steht fiir einen Hilbertraum.

B(H) steht fiir die Menge aller beschrankten Operatoren auf dem Hilbertraum .
B(£2) steht fiir die Menge der Borelmengen auf §2.

PBm(X) steht fiir die Menge aller beschrénkten und messbaren Funktionen auf dem Raum

s

(1] = [v] bedeutet, dass die Mafe dquivalent sind.

N7 = Ny: Die Operatoren N7 und N, sind unitir dquivalent.

o(X, X'): Steht fiir die schwache Topologie. Siehe Definition 1.2.1.
T,: Starke Operatortopologie. Siehe Definition 1.2.2.

T.: Schwache Operatortopologie. Siehe Definition 1.2.2.

w*: Schwachsterntopologie, siehe Definition 1.2.3.

U1(X): Die offene Einheitskugel auf dem Raum X.

K;(X): Die abgeschlossene Einheitskugel auf dem Raum X.

Lat A: Die Menge aller abgeschlossenen Unterrdume, die invariant unter dem Operator
A sind, siehe Bemerkung 2.1.6.

H™ = @n_,H, sieche Bemerkung 2.1.6.

AW = @7 A € Hn), siche Bemerkung 2.1.6.

o, = {My: ¢ € L®(n)}, siehe Satz 2.1.11.

My: Multiplikationsoperator mit der Funktion ¢, siehe Satz 2.1.11.
N, bezeichnet den Multiplikationsoperator mit der unabhingigen Variablen auf L?(u),
siche Proposition 1.4.14.

Hp, :=cl[W*(N)h], siche Definition 3.1.7.

N :=N)| 21, siehe Definition 3.1.7.

I: Tdentitat

I/: Identitdt auf o/

r(A): Spektralradius des Operators A, siehe Definition 1.3.4.
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