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Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie der Vektorverbdnde wurde um 1935 unabhéngig von F. Riesz, H. Freudenthal und
L. V. Kantorovitch entwickelt.

Diese Theorie erfreut sich einer weiten Anwendbarkeit auf Mafitheorie und Funktionalanalysis,
weil viele wichtige Funktionenriume oder Rdume von Maflen Vektorverbénde bilden. So kénnen
Sétze dieser Sparten als Spezialfille von Ergebnissen iiber Vektorverbédnde gesehen werden. Zum
Beipiel folgt der Satz von Radon-Nikodym aus dem Spektralsatz von Freudenthal.

In meiner Bachelorarbeit werden einige algebraischen Aspekte von Vektorverbanden an Hand
von [1],[5] und [6] aufgearbeitet.



Kapitel 2

Grundlegendes

Wir wollen einige Begriffe wiederholen.

Definition 2.1.1 Sei L eine Menge, dann bezeichnet man eine Teilmenge < von L x L als
Halbordnung, wenn sie folgende drei Bedingungen erfiillt:

(HO1) Reflexivitét: © < z,Vx € L

(HO2) Antisymmetrie: z <yundy <z =z =y, Va,y € L

(HO3) Transitivitit: z <yundy <z=x <z

Eine obere Schranke einer Teilmenge A C L ist ein Element s € L, das ganz A majorisiert, also
a < s fiir alle a aus A falls diese existiert. Analog definiert man untere Schranken.

Unter dem Supremum sup(A) einer Menge A in einer Halbordnung (L, <) versteht man die
kleinste Untere Schranke von A. Dual dazu ist das Infimum inf(A) einer Menge als die grofite
untere Schranke definiert.

Definition 2.1.2 Eine Algebra (L, V, A) heifit ein Verband, wenn fiir alle z,y, z € L gilt:

rVr==x

(L1) A — 1 } Idempotenz

(L2) TVy=yvae } Kommutativitit
TANT=yANx

zVy)Vz=zV(yVz)
cAYANz=xA(yAz)

(L3) E

} Assoziativitat

(L4) :i } Verschmelzungsgesetze

Verbénde stehen in einem bijektiven Zusammenhang zu Halbordnungen, wo es zu je zwei Ele-
menten Supremum und Infimum gibt. Sei (L, V, A) ein Verband. Die Relation < auf L mit z < y,
wenn x Ay = x, bildet eine Halbordnung, wobei = A y = inf(z,y),x V y = sup(z, y).

Sei umgekehrt (L, <) eine Halbordnung, sodass fiir alle 2,y € L Supremum und Infimum exis-
tieren. Definiert man auf L zweistellige Operationen = A y = inf(x,y),z V y = sup(z,y), dann
ist (L,V,A) ein Verband.



Definition 2.1.3 Esseien (L, +) eine abelsche Gruppe, (K, +, -) ein Kérper und eine Abbildung
K xL — L: (a,z) — azr gegeben, so heifit L ein Vektorraum, wenn fiir alle o, 5 € K und
z,y € L folgende Axiome erfiillt sind:

(V1) a(z+y) = (az) + (ay),
(V2) (a+ Bz = (ax) + (Bx),
(V3) (af)z = a(fu),

(V4) 1z ==.

Definition 2.1.4 FEin Vektorraum L {iber R versehen mit einer Ordnung < heifft geordneter
Vektorraum, wenn die Ordnung mit den Vektorraumoperationen vertréglich ist:

(OV1) z<y=ax+z<y+zfirallexyz€lL,

(OV2) z <y= Az < )\yfirallez,y € Lund X € R;.

Ist (L, <) zusétzlich ein Verband, so nennt man L einen Vektorverband oder auch Riesz-Raum.

Beispiel 2.1.5
(i) Die reellen Zahlen bilden einen Vektorverband, wie in Beispiel 3.1.3(i) gezeigt wird.

(ii) Betrachte das Produkt R". Wir schreiben = <y, wenn xj, < yj fiir k =1,...,n in R.

Seien z,y,z € R® mit ¢ < y, also zp < y; fiir k = 1,...,n. Es folgt xp + 2 < yr + 21 flr
k=1,...,n,alsozx+ 2 <y+ z.

Seien z,y € R™ mit x < y und o > 0. Mit (OV2) folgt aus xp < yg, dass axp < ayg.
Daraus folgt axz < ay.

Damit ist R™ ein geordneter Vektorraum.

Seien x,y aus R™. Wir definieren z := x V y fiir K = 1,...,n und werden zeigen, dass
xVy =z € R" Da R wegen Beispiel 3.1.3(i) ein Vektorverband ist, ist z wohldefiniert
und liegt in R™. Da zp,yr < xp V yp = 2 fir £k = 1,...,n gilt, ist z eine obere Schranke
von {z,y}.

Sei s eine obere Schranke von {z,y}, also zx,yr < s fiir k = 1,...,n. Daraus folgt z; =
xp Vy < s fiir k=1,..,n, also z < s. Damit ist z die kleinste obere Schranke von {z,y}
und R" ein Vektorverband.

(iii) Der Vektorraum R™ kann auch mit der lexikographischen Ordnung versehen werden. Hier
gilt * < y genau dann, wenn es ein k € {1,2,...,n} gibt, sodass xy < y; und z; = y; fiir
i=1,.k—1.

Seien z,y, z € R™ mit z < y. Dann gibt es ein k € {1,2,...,n} sodass z; < yx und x; = y;
firi=1,..,k—1. Esfolgt zp + 2 <yr+zrund z; + 2; = y; + z; firi =1,.... k — 1, also
rT+z<y+z



Seien z,y € R™ mit < y und a > 0. Dann gibt es ein k € {1,2,...,n} sodass =} < y; und
x; =y firi=1,....,k — 1. Mit (OV2) gilt axp < ay, und ax; = ay; firi =1,....k — 1,
also ax < ay.

Damit ist R™ ein geordneter Vektorraum.

Seien z,y € R™. Wenn x # y gibt es einen kleinsten Index k& mit xj # yi. Da R total-
geordnet ist, gilt xp < yr oder xx > yi, also < y oder x > y. Damit folgt tVy =y
oder z Vy = z. Auf Grund von Lemma 2.1.6(ii) ist R” dann auch unter A abgeschlossen.
Damit ist R™ ein Vektorverband.

Sei (©2,2() ein Messraum, also eine nichtleere Grundmenge 2 versehen mit einer o-Algebra
A. Eine Funktion f :  — R heifit messbar, wenn f~1(8) C 2l ist, wobei B die Borel-
Mengen auf R sind. Der Raum der messbaren Funktionen wird mit M bezeichnet. Fiir
f,g € M schreiben wir f < g, wenn f(z) < g(z) fiir alle z € Q.

Wie in Teil (ii) sieht man hier dass die gewiinschten Gesetze (OV1), (OV2) in M gelten,
da dies in R der Fall ist, und M ist ein geordneter Vektorraum.

Die Abbildung R? — R : (a, ) — max{a, 8} ist stetig in (a1,81)7 € R? mit 0.B.d.A.
a1 < Bi. Denn wihlt man auf R? die 1-Norm ||(z,y)7||1 := |z| + |y, so ergibt sich fiir
(a, /)T € R? mit a < B,

|sup{ai, f1} —sup{a, B} = [a1 — af < |ag —af + |1 — f]
= ||(ea, B1)" = (. B)" 1.

Im Fall @ > B gilt a1 — f < a3 — a sowie f — a1 < f — f1 und deshalb ist |a; — 3] <
(a1, B1)" = (e, B)" |1

Nach [2] III Korollar 1.4 sind stetige Abbildungen auch messbar und zusammen mit [2]
III Satz 1.5 folgt = — max{f(x),g(z)} € M.

Fir f,g € M definieren wir A : Q@ — R mit h(z) := max{f(x),g(z)} fir z € Q, und
wollen zeigen, dass fV g = h € M erfiillt ist. Wegen f(z), g(x) < max{f(x),g(x)} fir alle
x €, ist h eine obere Schranke von {f, g}.

Sei s eine obere Schranke von { f, g}. Dann gilt mit f(x), g(z) < s(x) auch max{f(z), g(x)} <
s(x) fiir alle z € Q, also h < s. Damit ist A die kleinste obere Schranke von f und g und
M ist ein Vektorverband.

Sei X ein kompakter Raum und C(X) der Raum der stetigen Funktionenf : X — R.

Da stetige Funktionen messbar sind, gilt C'(X) C M. Er ist sogar ein Teilraum und
es geniigt zu zeigen, dass fV g € C(X) fir f,g € C.(X). Da die Verkniipfung stetiger
Funktionen stetig ist und wir bereits in (iv) gezeigt haben, dass («, 5) — max{«, 8} stetig
ist, ist f V g stetig, fir f,g € C(X).

Damit gilt fV g € C(X) und C(X) ist ein Vektorverband.

Sei (2,2, u) ein Mafiraum, also €2 eine nichtleere Grundmenge, 2 eine o-Algebra und p
ein Maf§ darauf. Fiir p € (1,00) bezeichnet £, := {f € M : [ |f|[Pdu < oo} den Raum
der p-integrierbaren Funktionen. Fiir f, g € £, schreiben wir f < g, wenn f(z) < g(z) fiir
alle z € § erfiillt ist.



Da L, ein Teilvektorraum von M ist, geniigt es zu zeigen, dass £, unter den Verbands-
operationen von M abgeschlossen ist, um L als Vektorverband zu identifizieren.

Seien f,g € £ und (f V g)(x) = max{f(z),g(z)} fir z € Q. Da R totalgeordnet ist
und (OV1) in R erfiillt ist, gilt fiir z € Q entweder |max{f(z),g(z)}P = |f(z)]P <
[f(@)[” + [g(2)[P oder [max{f(z),g(x)}[" = |g(x)" < [f(x)[" + [g(x)[", also allenfalls
| max{f(x), g(x)}P < [f(x)P + [g()[".

Wegen der Linearitdt und Monotonie der Integrals gilt

/vaws/UWwas/uwm+/Mww«w
[9] Q Q Q

Damit liegt f Vv g in £, und £, ist ein Vektorverband.

Bemerkung Wir werden zVy+z fiir (zVy)+z schreiben. Also binden die Verbandsoperationen
starker als +, —.

Lemma 2.1.6 Sei L ein geordneter Vektorraum, dann gilt fiir z € L, A C L und « > 0,
() VA+z=V(A+2),

(i) AA=-V(=4),

(iii) aV A=\ (aA).

Dabei existieren die linken Seiten genau dann, wenn es die rechten tun.

Beweis ad(i): Wenn \/ A existiert, so folgt aus \/ A > z fiir alle z € A, wegen (OV1), dass
VA+2z>x+ zfir alle z € A. Es ist also \/ A + z eine obere Schranke von A + z.

Sollte nun s auch eine obere Schranke von A + z sein, also s > x + z fiir alle € A, so folgt
durch Subtraktion von z, dass s — z > = und weiters s — z > z fiir alle z € A und damit
s—z >\ A. Addieren von z liefert s > \/ A+ z. Damit ist \/ A+ z die kleinste obere Schranke
vonx +z,y + z.

Wenn \/(A+2) existiert, so folgt aus dem Gezeigten insbesondere die Existenz von \/(A+z—2z) =

\V A

ad(ii): Zum Beweis des zweiten Punktes sei bemerkt, dass x > y genau dann gilt, wenn —z < —y.
Dies sieht man, indem man nach (OV1) entweder —z oder y zur Ungleichung x —y > 0 addiert.
Wenn \/(—A) existiert, ist deshalb —z < \/(—A) dquivalent zu = > —\/(—A) fiir alle x € A,
also —\/(—A) eine untere Schranke von A.

Fiir eine untere Schranke s von A ist —s > —uz fiir alle z € A und weiter —s > \/(—A). Die letzte
Ungleichung ist wieder dquivalent zu s < —\/(—A), was —\/(—A) als gréfite untere Schranke
identifiziert.

Existiert umgekehrt A A, dann folgt aus z > A A, dass —x < — A A fiir alle z € A. Das heifit
— /\ A ist eine obere Schranke von —A.

Fiir eine obere Schranke s von —A folgt aus —s < z fiir alle z € A, dass —s < A\ A, was
dquivalent ist zu s > — /\ A. Damit ist — /\ A die kleinste obere Schranke von —A. Multiplikation
mit —1 liefert die Behauptung.

ad(iii): Wegen (OV2) ist a\/ A eine obere Schranke von aA.



Sei s eine obere Schranke von a4, also s > aux fiir alle z € A. Mit « > 0 ist auch é > 0, und
aus (OV2) folgt z = 2oz < Ls fiir alle 2 € A und weiters 1s > \/ A. Multiplikation mit o
liefert s > o/ A. Damit ist o/ A die kleinste obere Schranke von aA.

Existiert umgekehrt \/(a4), so folgt aus dem Gezeigten die Existenz von 2 \/(2aA) = 2 \/ A. W

Ein Vektorverband ist auch distributiv, wie wir im Folgenden sehen werden.
Lemma 2.1.7 Sei L ein Vektorverband und z,y € L, dann gilt z Ay = (x +y) — (z Vy).

Beweis Seien z,y € L. Addiert man z — y zur Gleichung aus 2.1.6(ii), so ergibt sich z —y —
(xAy) = (2 V —y) + 2z —y. Mit (OV2) folgt

r—y—(rAy)=(—zV-y)t+tz—y=((—r+2)V(-y+z) -y
=((y—y)V(e—y)-—y=(WVz) -2y,

woraus man z Ay = x +y — (z V y) erhilt. |

Satz 2.1.8 Sei A Teilmenge eines Vektorverbandes L, deren Supremum in L existiert. Dann
gilt fiir alle y € L, folgende Distributivitat:

\/A/\y: \/(J:Ay), /\A\/y: /\(x\/y)

€A €A

Beweis Fiir beliebiges = aus A gilt y > y Axz. Wegen \/ A >z > y Az ist \/ A Ay eine obere
Schranke von z A y fiir alle z € A.

Sei s eine obere Schranke von {z Ay : © € A}. Wegen der Darstellung in Lemma 2.1.7 folgt
s>z ANy =x+y— (zVy) und nach Addition der Ungleichung mit zVy gilt s+ (zVy) > z+y.
Wegen z < \/ Aist zVy < \/ AVy und mit (OV2) erhélt man s+ (\/ AVy) > s+(xVy) > x+y
fiir alle z € A. Da die letzte Ungleichung fiir alle x € A gilt, wird auch das Supremum der rechten
Seite majorisiert, also s + (\/ AV y) > \,ca(z +y) = V A+ y. Die letzte Identitét folgt aus
Lemma 2.1.6(i). Schliefllich erkennt man mit Lemma 2.1.7, dass s > \/ A+y—\/ AVy =\ AAy.
Damit ist \/ A A y die kleinste obere Schranke. |



Kapitel 3

Kegel

3.1 Kegel der positiven Elemente
FEine dquivalente Betrachtungsweise auf die Struktur geordneter Vektorrdume bieten Kegel.

Definition 3.1.1 Eine nichtleere Teilmenge C eines Vektorraumes heifit Kegel (engl.: cone),
wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(K1) c+CcCC,
(K2) aC C C fiir alle aa >0
(K3) Cn(=C)={0}

Die Menge der positive Elemente eines geordneten Vektorraumes wird mit Ly := {z € L]z > 0}
bezeichnet.

Satz 3.1.2 Sei L ein Vektorraum, dann gelten folgende Aussagen.

(i) Ist C C L ein Kegel auf einem Vektorraum L, und definiert man eine Relation <" auf L
durch z <"y & y —x € C, so bildet (L, <’) einen geordneten Vektorraum.

(ii) Ist < eine Halbordnung auf L, die (L, <) zu einem geordneten Vektorraum macht, dann
ist Ly ein Kegel.

(iii) Ist (L, <) ein geordneter Vektorraum, so ist die vom Kegel L erzeugte Ordnung <’ gleich
der urspriinglichen <.

(iv) Umgekehrt sind die positiven Elemente des geordneten Vektorraumes (L, <'), mit der von
einem Kegel C bestimmten Halbordnung <’ gleich C selbst.

Beweis ad(i): Die Relation <’ ist reflexiv, denn x —x =0 € C.

Fiir die Antisymmetrie seien x <’ y und y <’ z, also definitionsgemifl x — y,y — z € C. Damit
ist t —y € CN—C = {0} nach (K3), also x = y.

Sind x <" y <’ z, so liegen wegen (K1) mit y —x,z —y auch 2 — 2 =z —y+y — 2z in C. Das
zeigt, dass <’ eine Halbordnung ist.

Die Vertriglichkeitsbedingung (OV1) ist wegen y+ 2z — (z+z) = y —x € C erfiillt. Fiir (OV2)
sei y —x € C und a > 0. Wegen (K2) liegt auch ay — ax in C. Wir haben bewiesen, dass
(L,<') ein geordneter Vektorraum ist.



ad(ii): Seinen x,y € L4, also 0 < x,y. Wegen der Vertréglichkeitsbedingung (OV1) gilt dann
0<y<zxz+y,alsox+ye L.

Die Bedingung (OV2) sorgt dafiir, dass fiir x € Ly und o > 0 wegen 0 = 0 - o < ax auch ax
ein positiver Vektor ist.

Wenn z, —x € L, das heifit 0 < z und 0 < —z, dann folgt durch Addition von x zur letzteren
Ungleichung, dass x < 0 und weiter aus der Antisymmetrie der Halbordnung (HO2), dass
z = 0.

ad(iii): Sei (L, <) ein geordneter Vektorraum und <’ die von L erzeugte Ordnung, also x <’ y
genau dann, wenn y —x € L. Das heifit aber y —z > 0, was wegen (OV1) dquivalent zu y > x
ist.

ad(iv): Sei C ein Kegel im Vektorraum L, dann ist <’ eine Ordnung, die L zu einem geordneten
Vektorraum macht. Fiir diesen gilt dann Ly = {z € L:2 >0} ={x€L:2—-0€C}=C. R

Deshalb wird L, auch als positiver Kegel bezeichnet.

Beispiel 3.1.3

(i) In [4] Kapitel 2 wird gezeigt, dass die reellen Zahlen einen angeordneten Koérper bilden.
Die Eigenschaften (P1),(P2) und (P3) aus Definition 2.2.1 bedeuten, dass Ry = PU{0}
ein Kegel ist. Also ist R wegen Satz 3.1.2 ein geordneter Vektorraum.

Wegen (P3) ist R total geordnet, das heifit, dass je zwei Elemente miteinander vergleichbar
sind. Seien z,y € R und ohne Beschrankung der Allgemeinheit z < y, dann gilt xVy =y
und z A y = x. Damit ist R ein Vektorverband.

(ii) Sei R? versehen mit der koordinatenweisen Ordnung. Dann ist R? gleich dem ersten
Quadranten.

(iii) Sei R? versehen mit der lexikographischen Ordnung. Dann bilden der erste und vierte
Quadrant ohne der negativen y—Achse den Kegel der positiven Elemente.

(iv) In M und damit auch in C(X) und £, sind die positiven Elemente die Funktionen mit
positivem Wertebereich.

3.2 Generierende Kegel

Definition 3.2.1 Wir sagen ein Kegel C eines Vektorraumes L ist generierend, wenn L = C—C
gilt.

Beispiel 3.2.2 Sei L = R? und C = {(z1,0) : 71 > 0}.

Aus z1,y1 > 0 folgt mit (OV2) z; + y; > 0 und somit C' + C C C. Mit (OV1) folgt aus
r1,a > 0, dass axq > 0, also A\C C C. Sei 1 € C N —C, dann gilt 1 > 0 und z; < 0 und mit
(HO2) z; = 0. Damit ist C' ein Kegel.

Im Vektorraum L ist C' nicht generierend, denn C' — C' = R x {0} # R2. Zudem wird Satz 3.2.8
zeigen, dass L keinen Vektorverband bildet.



Lemma 3.2.3 Ein Kegel C eines Vektorraumes L ist genau dann generierend, wenn fiir jedes
x € L ein y € C existiert, sodass x < y, wobei < die von C' geméfl Satz 3.1.2 induzierte
Halbordnung ist.

Beweis Falls C generierend ist, so kann man ein beliebiges x € L schreiben als x = ¢; — ¢o fiir
Elemente c1,co € C. Wahlt man y := ¢q, dann gilt y —x = ¢ € C, also x < y.

Umgekehrt folgt aus z < y mit y € C, dass x = y — (y — x) die Differenz zweier Vektoren aus
C ist. n

Definition 3.2.4 Sei (L, <) ein geordneter Vektorraum. Wir nennen ein Element e aus L4
eine Ordnungseinheit, wenn es fiir jedes x € L eine reelle Zahl A > 0 gibt mit « < Xe.

Bemerkung Aus Lemma 3.2.3 folgt, dass bei Existenz einer Ordnungseinheit der positive
Kegel stets generierend ist.

Definition 3.2.5 Wenn L ein Vektorverband und z € L ist, dann definieren wir 2t :=
OVz,z” :=0V —z und |z| =2V —z.
Zwei Elemente z,y eines Vektorverbandes heifilen disjunkt zueinander, wenn |z| A |y| = 0.

Beispiel 3.2.6

(i) In den lexikographisch geordneten R"™ sind zwei Elemente immer vergleichbar. Sind =,y €
R™ disjunkt, so gilt entweder z = 0 oder y = 0, vergleiche Beispiel 2.1.5(iii).

(ii) Sei M der Vektorverband aus Beispiel 2.1.5(iv) und f aus M. Dann gilt |f|(z) = (f V
—)(@) = max{f(x), —f(z)} = [f(2)]

Zwei Funktionen f, g € M sind genau dann disjunkt, wenn f~*(R\ {0}) und g~'(R\ {0})
disjunkt sind. Denn gilt |f| A |g| = 0, also min{|f(z)|, |g(z)|} = 0 fiir alle z € Q, so folgt
|f(z)] = 0 oder |g(x)| = 0, beziechungsweise f(x) = 0 oder g(z) = 0 fiir alle x € Q. Daraus

folgt f7H(R\ {0}) Ng~H(R\ {0}) = 0.
Ist umgekehrt f~1(R\ {0}) Ng~1(R\ {0}) =0, also f~1({0}) Ug~1({0}) = Q, so gilt fiir
x € Q, dass f(z) =0 oder g(x) =0 und damit |f| A |g| = 0.

Lemma 3.2.7 In einem Vektorverband L gilt fiir z,y,z € L,
() zny=y—(—-2)"=z—(z-y",
(i) z2vy=(y—2)" +z=(z—y)" +y,

(iii) c+y=zVy+axAy.

Beweis ad(i): Wegen Lemma 2.1.6(i) gilt,

zAy=zA(@xz—z+y)=z+(0A(y—2x)).
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Auf Grund von Lemma 2.1.6(ii) erhélt man,
s+ 0A(y—2)=2-(O0V-(y—2)=c-(0V(@-y)=2—(z-y)"
Die zweite Gleichheit und der Punkt (ii) folgen analog.
ad(iii): Aus den Punkten (i),(ii) dieses Lemmas folgt
sVyt+zAy=y—a)t+z+y—(y—2)" =z +y.

Satz 3.2.8 Der positive Kegel eines Vektorverbandes ist immer generierend. Genauer kann
man jedes z € L als x = 27 — 2~ schreiben. Zudem ist diese Darstellung als Differenz zweier
disjunkter, positiver Elemente eindeutig.

Beweis Mit Hilfe von 2.1.6(i) sieht man 2t —x = (0Vz)—2 = —2zV0=z",alsox =z —x".
Beide Komponenten ™ und 2~ sind offensichtlich aus L, wodurch sich jeder Vektor aus L als
Differenz zweier positiver Elemente schreiben lésst, also gilt L = Ly — L.

Wegen Lemma 2.1.6(ii) und (OV1) gilt
0=-2"+2" =—(—2V0)+2 =(@A0)+2 =(z" -2 )A0)+a~ =a" Az".
Das heifit, ™ ist disjunkt zu 2.

Fiir die Eindeutigkeit sei x = y — z fiir disjunkte y, z € L. Wegen Lemma 3.2.7(i) gilt,

O:yAz:y—(y—z)+:y—x+.

Analog erhilt man z = 2. |

Lemma 3.2.9 In einem Vektorverband L gilt fiir x,y € L:
() |z|=2" + 2,
(ii

|$’ = ’ —CC|,

|[Az| = |\||x| fiir A € R,

(iii

(v
(vi) Aus |z| =0 folgt = 0.

)
)
)

(iv) |z +yl < ||+ Jyl,
) lz—yl=zVy—zAry,
)

Beweis ad(i): Aus Lemma 2.1.6(i) folgt |z| = 2z V —x = 22V 0 — 2. Wegen Lemma 2.1.6(iii)
und Satz 3.2.8 ist dies weiter gleich 2(z V 0) —xz =221 — (T — 27 ) =T + 2.

ad ii): Wegen (L2) gilt || =2V -2 =—aVzr=|—2z|

ad(iii): Aus Lemma 2.1.6 iii) folgt |[Az| = Az V —Az = |A|(sgn(N)x V —sgn(N\)x) = |A||z].
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ad(iv): Wegen £y < |y| und £z < |z| gilt £(x + y) < |z| + |y| und damit die Behauptung.
ad(v): Auf Grund von Lemma 3.2.7 i) und ii) gilt,

sVy—zAy=@y-a) +rz-(r-(z-y)=@-2)"+@-y
Wegen dem ersten Punkt dieses Lemmas folgt,

y—a) +@-—yr=@y-—2) " +@y—2) =ly—zl

ad(vi): Wegen Punkt i) gilt 2t + 2~ = |z| = 0, also 7 = —2~. Mit 27, z" > 0 gilt auch
—27,—2~ < 0 und deshalb 0 < 27 = —2~ <0, also 27 = 2~ = 0. Aus Satz 3.2.8 folgt dann
z=at -2~ =0. [ ]

Definition 3.2.10 Seien x,y € L Elemente eines geordneter Vektorraumes mit z < y, dann
versteht man unter einem Ordnungsintervall die Menge [z,y] :={z € L: 2z < z < y}.

Satz 3.2.11 (Decomposition Theorem) Seien z,y Elemente aus dem positiven Kegel eines
Vektorverbandes L. Dann gilt [0,z + y] = [0, 2] + [0, y].

Beweis Aus (OV1) folgt [0, 2] +[0,y] C [0,z +y]. Denn wegen (OV1) gilt fiir 0 < 2’/ < 2,0 <
Y <y,dass 0 <2’ +y <z+y <x+uy,alsox' +y €0,z + yl.
Fiir die andere Inklusion setze bei gegebenem 0 < z < x + v,
0<a2' =axAz<2, 9 =2z-1
Mit Lemma 2.1.6(i) folgt
y—y =y—z+ad=(@y-2)+EA2)=@y—z+) Ay —z+z)=yA(z+y—2) =0,

also ¢y <y. Wegen z > z Az = 2’ liefert (OV1) ¢/ =z —2' > 0.
Insgesamt liegt z = 2’ 4+ ¢ in [0, 2] + [0, y]. [ ]

3.3 Disjunkte Elemente

An dieser Stelle sei an Definition 3.2.5 erinnert, wo zwei Elemente x,y eines Vektorverbandes
als disjunkt definiert wurden, wenn |z| A |y| = 0.

Lemma 3.3.1 In einem Vektorverband L gilt fiir paarweise disjunkte Elemente x1,...,x, €
L,n € N, dass

Zl‘k: \/J}k (3.1)
k=1 k=1

Beweis Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist die Aussage trivial. An-

genommen (3.1) gilt fiir n, dann folgt Z’,}i} Tk = Y pq Tk + Tpy1 = Vioi Tk + Tng1. Wegen
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Lemma 3.2.7(iii) und, weil wegen Satz 2.1.8 \/j_; 2k A Znt1 = Viey(@k A zpg1) = 0, folgt

Vie @k + T = Vi @k V Tng1 + Vie T A Zpg1 = Ve Tk V Tpg1 = \/Zill T [ |

Lemma 3.3.2 (Birkhoff) Sei L ein Vektorverband, dann gilt fiir alle z,y,z € L,
ltVz—yVz|+lzAz—yAzl =]z —yl,

und somit gelten auch die Ungleichungen

wVz—yva <le—yllzAz—yAzl <z -y

Beweis Wegen Lemma 3.2.9(v) gilt
lt—yl=zVy—zAy=(xVy+z)—(xAy+=2),
und aus Lemma 3.2.7(iii) folgt weiter
(xVy+z)—(xAy+z)=(@VyVz+(@xVy Az)—(xAy)Vz+zAyAz).
Das ist aber wegen Lemma 3.2.9(v) zusammen mit Satz 2.1.8 schlielich gleich |[xV z —y V z| +
[t Az—yAz|
|

Lemma 3.3.3 In einem Vektorverband L gilt fiir z,y,2z € Ly,

(x+y)Nz<(xAz)+ (yA=z).

Beweis Aus der Birkhoff’schen Ungleichung in Lemma 3.3.2 folgt,
0<(z+yrhz—(@Az)=|z+y)hz—(zr2)[ <[z +y)—z[=[yl=y.
Es gilt natiirlich auch
0<(z+yAhz—(zAhz)<(z+y) Nz<z

Zusammen ergibt sich 0 < (z +y) Az — (x A z) <y A z. Mit (OV1) folgt die Behauptung. B

Lemma 3.3.4 Sei L ein Vektorverband. Dann gilt fiir disjunkte z,y € L, dass |z+y| = |z|+|y|.

Beweis Seien z,y € L, dann gilt wegen Lemma 3.3.3 und Satz 3.2.8
0< (T +yNA(@ +y )<zt A"+ Ay  +yT A +yT Ay <2(|z|Aly]) = 0.

Auf Grund von Satz 3.2.8 gilt (z +y)" =2t +y" und (z +y)” =2~ +y~, denn (z +y)" —
(x+y)” =x+y = (7 +y")— (z7 +y ). Aus Lemma 3.2.9(i) folgt schlieBlich |z + y| =
(@+y)"+@+y)” =2t +a” +y"+y =zl +]yl. u

Lemma 3.3.5 In einem Vektorverband L gelten fiir z,y, z € L folgende Aussagen.
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(i) Wenn z disjunkt zu y ist und |z| < |z|, dann ist z disjunkt zu y.
(ii) Wenn z disjunkt zu y ist und A € R, dann ist Az disjunkt zu y.

(ili) Wenn z; disjunkt zu y und zo disjunkt zu y ist, dann ist x1 + x9 disjunkt zu y.

Beweis ad(i): Wegen 0 < |z| A |y| < |z| A |ly| = 0 sind = und y disjunkt.

ad(ii): Wenn z disjunkt zu y ist, dann ist (|[A| + 1)z disjunkt zu (|A| + 1)y, denn wegen Lemma
2.1.6(iii) und Lemma 3.2.9(iii) gilt fir a := || + 1,

x| Aayl = (Jedlz]) A (eflyl) = [l (2] Alyl) = 0.

Wegen |Az| = |A||z| < (]A| +1)|z| und dem ersten Punkt ist Az disjunkt zu (JA| +1)y. Mit dem
selben Argument folgt aus |y| < (|A| + 1)]y|, dass Az disjunkt zu y ist.

ad(iii): Wenn x; disjunkt zu y und z2 disjunkt zu y ist, dann gilt wegen Lemma 3.2.9(iv) und
Lemma 3.3.3,

21+ xo| Ayl < (Jea] + [22]) Ayl < fza| Ayl + [x2| Ayl = 0.

Definition 3.3.6 Fiir eine Teilmenge A eines Vektorverbandes L ist das disjunkte Komplement
definiert duch A% := {z € L : Va € A gilt a disjunkt zu x}.

Lemma 3.3.7 Fiir eine Teilmenge A eines Vektorverbandes L gelten folgende Aussagen.
(i) A4 ist ein linearer Teilraum.
(i) A? enthilt mit eineml Element auch alle betragsméfBig kleineren.

(iii) Fiir jede Teilmenge B C A%, deren Supremum in L existiert, enthilt A¢ dieses Supremum.

Beweis ad(i): Seien A\ € R und z,y € A%, das heifit 2,y sind disjunkt zu allen z aus A. Dann
liegt auf Grund von Lemma 3.3.5(ii),(iii) auch = + Ay in A%. Da |0| A |z| = 0 fiir alle z € A, gilt
0 € A% Damit ist A? ein linearer Teilraum.

ad(ii): Seien z € A%,y € L mit |y| < |z|. Da z € A? gilt |z| A |2| = 0 fiir alle 2 € A. Wegen
ly| A |z| < |z| A|z| = 0 liegt y in A%

ad(iii): Sei B C A? mit \/ B € L. Aus Lemma 2.1.6(ii) folgt mit (L3) (—\ B)A|z| = A(—=B) A
Iz = A((=B) A |z]) < A(IB] A |z]) = 0 fiir alle z € A. Wegen Lemma 2.1.8 gilt \/ B A |z| =
V(B A |z]) = V(IB] A |z|]) = 0 fiir alle z € A. Zusammen ergibt sich |\/ B| A |z| = (V BV
(=VB))Alzl = (VBAIzl) V(= V B) Alz]) <O fiir alle z € A. Damit liegt \/ B in A% ®

Lemma 3.3.8 Jede Menge E paarweise disjunkter Elemente ungleich 0 eines Vektorverbandes
L ist linear unabhéngig.
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Beweis Wire dem nicht so, dann kénnte man ein x € E, aus den anderen linear kombinieren,
also

=M1+ ... + Ay,

fir 21, ...,zp, € F und A1, ..., Ay, € R.
Da z zu allen z; disjunkt ist, ist es das wegen Lemma 3.3.5 auch zu Linearkombinationen von
diesen, inklusive sich selbst. Das heifit x = x A x = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. H
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Kapitel 4

Ansteigende Mengen

Definition 4.1.1

(i) Eine Folge (xn)nen in einem Vektorverband heifit ansteigend, wenn z; < x9 < ... und
analog absteigend, wenn x1 > xo > ... erfiillt ist.

(ii) Eine Teilmenge X eines Vektorverbandes wird als ansteigend bezeichnet, wenn es fiir alle
x,y € X ein z € X gibt, sodass z,y < z.

Bemerkung Die Bildmengen ansteigender Folgen sind spezielle ansteigende Mengen.

Lemma 4.1.2 Sei L ein Vektorverband. Dann gilt fiir A, B C L, in dem Sinne, dass die rechte
Seite existiert, wenn es die linke tut,

VA+\/B=\/(4+B).

Beweis Es gilt \/ A > « fiir alle z € A und \/ B > y fiir alle y € B. Aus (OV1) folgt
VA+\VB>VA+y>az+yfirallex € Ay € B. Somit ist \/ A+ \/ B eine obere Schranke
fir A+ B.

Sei s eine obere Schranke von A 4+ B, das heifit s > = + y fiir alle x € A,y € B. Mit (OV1)
erhélt man s —x > y fiir alle y € B, also auch s — z > \/ B. Durch Addition der Ungleichung
mit z — \/ B erhélt man s —\/ B > z fiir alle # € A und somit auch s —\/ B > \/ A. Dies ist
wieder wegen (OV1) dquivalent zu s > \/ A+ \/ B. Das heifit \/ A+ \/ B ist die kleinste obere
Schranke von A + B. [ |

Lemma 4.1.3 Sei L ein Vektorverband und X, Y ansteigende Mengen in L mit \/ X = x und
VY =y fir xz,y € L.

(i) Far A > 0 gilt \/ AX = Az, wobei AX ebenfalls ansteigend ist.

(ii) Es gilt \/(X +Y) =z + y, wobei X +Y ebenfalls ansteigend ist.
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Beweis ad(i): Seien Az, Ay € AX. Da X eine ansteigende Menge ist, gibt es ein z € X
mit 2,y < z. Wegen (OV2) werden dann auch Az, \y von Az majorisiert. Damit ist AX eine
ansteigende Menge. Auf Grund von Lemma 2.1.6(iii) gilt \/(AX) = AV X = A\z.

ad(ii): Seien 1 + y1,22 + y2 € X + Y. Da XY ansteigende Mengen sind, gibt es 3 € X mit
1,22 < z3 und y3 € Y mit y1,y2 < y3. Aus (OV1) folgt x5+ y3 > =1 +y3 > 21 + y1 und
T3 + Y3 > To + y3 > x2 + y2. Damit ist X + Y wieder eine ansteigende Menge. Nach Lemma
412gilt V(X +Y)=VX+VY=z+y. [ ]

Die Vektorverband-Axiome sichern nur die Existenz von Suprema beziehungsweise Infima endli-
cher Mengen. Um die Suprema von ansteigenden Mengen, sogenannten Ordnungs-Grenzwerten
zu untersuchen, werden zusétzliche Axiome eingefiihrt.

Definition 4.1.4 Ein Vektorverband L heifit archimedisch, wenn aus y € L,z € L, und
ny < x fiir alle n = 1,2, ... folgt, dass y < 0.

Lemma 4.1.5 Sei L ein Vektorverband, der das archimedische Axiom erfiillt. Dann hat fiir
jedes positive = die Menge {n~'z : n € N} Infimum 0.

Beweis Seix € Ly. Aus 0 < z folgt mit (OV2) dass 0 < n~!z. Also ist 0 eine untere Schranke.

Sei s eine untere Schranke von {n~'x : n € N}, also s < n~ 'z fiir alle n € N. Mit (OV2) schliefit

man sn < 2z und aus dem archimedischen Axiom folgt s < 0. Damit gilt 0 = A oy %x ]

Beispiel 4.1.6 Betrachte den R™ versehen mit der lexikographischen Ordnung. Wenn wir fiir
x=(1,0,...),y = (0,1,...) withlen, so gilt ky < x,k € N, aber y > 0. Somit ist R", versehen mit
der lexikographischen Ordnung, nicht archimedisch.

Definition 4.1.7 Ein Vektorverband L wird Dedekind-vollstdndig genannt, wenn jede von
oben beschriankte Teilmenge ein Supremum respektive jede von unten beschrinkte Teilmenge
ein Infimum besitzt.

Lemma 4.1.8 In einem Vektorverband L sind &dquivalent:
(i) L ist Dedekind-vollstéandig.
(ii) Fiir jede ansteigende Menge X C L, die nach oben beschriankt ist, existiert ein = € L,

sodass z = \/ X.

Beweis Es ist nur zu beweisen, dass die zweite Aussage die Dedekind-Vollstéandigkeit impliziert.
Dazu wird gezeigt, dass es zu jeder Teilmenge A von L eine ansteigende Menge X gibt, die A
enthélt und die selben oberen Schranken besitzt.

Fiir eine beliebige Teilmenge A C L definieren wir
X = {\/ A : A ist endliche Teilmenge von A}.

Diese Menge enthélt A und hat offenbar die selben oberen Schranken. o
X ist dabei ansteigend, da fiir endliche A, B C A sicherlich \/ A,\/ B < \/(AUB) € X. [ ]
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Kapitel 5

Spezielle Teilraume

5.1 Ideale

Definition 5.1.1 Ein linearer Teilraum [ eines geordneten Vektorraumes heifit Ideal, wenn er
mit einem Element auch alle betragsmifig kleineren enthélt, genauer wenn aus x € I, |y| < |z|
folgt, dass y € I.

Beispiel 5.1.2 Sei £, der Vektorverband aus Beispiel 2.1.5(v). Wir definieren eine Aquivalenz-
relation f = g u-fii, wenn es eine Nullmenge N gibt, sodass flo\n = glo\n-

Die Aquivalenzklasse N(u) := {f € £, : f = 0 p fii} ist bekanntermafBien ein linearer Teilraum
von L,,.

Seien f € N(u),g € £, mit |g| <[f]. Das heifit es gibt eine Nullmenge N mit f|o\y = 0 und
lg(x)| < |f(z)] fiir alle z € Q. Dann gilt fir x € Q\ N, dass |g(z)| < |f(x)] = 0 und weiters
glonw =0, also g € N(p). Damit ist N(u) ein Ideal.

Lemma 5.1.3 Sei L ein Vektorverband und I ein Ideal darin. Dann ist I ein Untervektorver-
band von L.

Beweis Seien x,y € I. Da I ein linearer Teilraum ist, geniigt es wegen Lemma 2.1.6(ii) zu
zeigen, dass x Vy € I. Dazu addiert man die Formeln aus Lemma 3.2.9(v) und Lemma 3.2.7(iii)
und erhalt

rt+ytlr—yl=xzVyt+tzxAy+azVy—xzAy=2xVy).
Da mit z auch |z| in I liegt und I einen linearer Teilraum bildet, ist auch = V y ein Element von

I. Damit ist I ein Untervektorverband. |

Definition 5.1.4 Da sowohl {0} als auch L Ideale sind und der Schnitt von Idealen wieder
ein Ideal bildet, kann man das von einer Teilmenge A erzeugte Ideal I(A), als den Durchschnitt
iiber alle Ideale, die A enthalten, definieren. Das von einem e € L erzeugte Ideal wird mit I(e)
bezeichet.

Lemma 5.1.5 Fiir das von einer Teilmenge A eines Vektorverbandes L erzeugte Ideal gilt,
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(i) I(A) =U{n[-y,y] :ne Ny =|a1| V... V]a,|,a1,...,a, € A},
(ii) I(e) =UJ{n|—e,e] : n € N} fiir e > 0.
Beweis Wir wollen zuerst zeigen, dass I := | J{n[-y,y] : n € N,y = |a1|V...V|a,|, a1, ...,a, € A}

ein Ideal ist. Dazu seien z,y € I, also existieren n,m € N und ay, ..., ar,a}, ...,a, € A, sodass
|z] < n(lar| V... V]ar]) und |y| < m(|a}]V ...V ]a}]). Wegen Lemma 3.2.9(iv) gilt,

2 +yl < ||+ [yl < n(lar| V...V |ar|) + m(lay] V... v [af])
<n(lar| V... Vlar| V]ai| V... V]dl|) + m(|lai| V ... V |a.| V |a}]| V ... V]d}])
= +m)(la1| V... Va,| V |d}| V...V |d}]).

Damit liegt « + y wieder in I.

Ist A eine reelle Zahl, so folgt wegen Lemma 3.2.9(iii) aus
T T
M| = [Ala] < [An \/ Jai| < N \/ Jai,
i=1 i=1

mit einer natiirlichen Zahl N > |A|n, dass Az € I. Also ist I ein linearer Teilraum.
Als Vereinigung symmetrischer Intervalle ist I dann auch ein Ideal.

Sei J ein weiteres Ideal das A enthélt. Dann enthélt J auch alle |a| fir a € A. Fiir z € I gilt
mit Lemma 3.2.7(iii), dass |z| < n(|a1| V... V]ar|) < (n]ai] + ... + nla,y|). Damit ist = aber auch
ein Element von J, weil J ein Ideal ist, also I C J. Das heifit, I ist das kleinste Ideal, das A
enthdlt. |

Bemerkung Mit dem letzten Lemma wird klar, dass e € L genau dann eine Ordnungseinheit
ist, wenn I(e) = L, vergleiche Definition 3.2.4.

5.2 Bander

Definition 5.2.1 Sei L ein Vektorverband. Ein Ideal B heifit Band, wenn es fiir jede Teilmenge
A C B, deren Supremum in L existiert, dieses Supremum enthélt.

Die Menge aller Binder enthilt sowohl {0} als auch L, und ist unter Durchschnittbildung
abgeschlossen. Somit existiert immer ein kleinstes Band, das eine vorgegebene Teilmenge A C L
enthélt, welches mit B(A) bezeichnet wird. Wir schreiben fiir B({e}) auch B(e).

Lemma 5.2.2 Sei L ein Vektorverband und I ein Ideal darin.

(i) Dann ist der positive Kegel des von I erzeugten Bandes B(I) gleich der Menge von Su-
prema gewisser ansteigender Mengen in I, genauer

B(I)y ={zeLy:xz=\/In[0,z]}. (5.1)
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(i)

Wird [ von einem e € L, erzeugt, das heifit I = I(e), so gilt

B(I)y ={z€Ly:z= \/ x A ne}.
neN

Beweis ad(i): Wir definieren

B:={zxel; :z= \/X, X ansteigende Teilmenge von I, }

und damit [ := B — B.

(1)

(4)

B besteht aus allen z € Ly mit x =\/IN|[0,x].

Da I unter V abgeschlossen ist, ist I N [0, z] eine ansteigende Menge in I . Somit liegt
jedes x € Ly mit x =\/ I N[0,z] in B. Fiir die andere Inklusion sei x € B, also z = \/ X
fiir eine ansteigende Menge X C Iy. Wegen X C I'N |0, z] sind alle oberen Schranken von
IN[0, ] auch obere Schranken von X. Die kleinste obere Schranke = von X ist auch obere
Schranke von I N[0, z] und damit die kleinste obere Schranke, also z =\/ X =\/ INJ0, z].

Aus Lemma 4.1.3 folgt B+ B C B und A\B C B fiir A > 0.

Mit 0 < x € B sind auch alle kleineren 0 < y < z in B enthalten. Dazu sei X C I eine
ansteigende Menge mit Supremum z. Aus Lemma 2.1.8 folgt, dass \/(X Ay) =V X Ay =
x Ay =y. Also ist X Ay eine ansteigende Menge in I, mit Supremum y und daher y € B.

Damit folgt auch f+ =B,dafirz—y € I = B— B mit z — y > 0 wegen dem eben
gezeigten angewandt auf 0 < x —y < z immer z — y € B folgt.
Wegen I C I=B-B C B(I) bleibt nur zu zeigen, dass I ein Band ist.

e Linearer Teilraum:
Wegen (2) ist I unter + abgeschlossen. Sei z € I, also £ = 2+ — 2~ mit 2+, 2~ €
I, = B. Ist A > 0, so gilt wegen (2), dass Az € [. Fiir A <0 gilt mit 8 = —\ und
(2),dass \e = Ary — Az~ =fz2~ —fat € B—B=1.

e Ideal:

Seiy € I, also y = b—a fiir a,b € B und € L mit |z| < |y|. Wegen Lemma 3.2.9(v)
und Lemma 3.2.7(iii) gilt

lyf=1b—al=bVa—bAa<bVa+bAa=0b+a.

Wegen (2) ist b+ a € B und wegen (3) gilt |y| € B.
Aus Lemma 3.2.9(i) folgt ™ + 2~ = |z| < |y|, und damit gilt 2+, 2~ < |y|. Wegen
(3) folgt x, 2~ € B. Da I ein linearer Teilraum ist, gilt z = 27 — 2~ € I.

e beliebige Suprema:

Sei A C B eine Teilmenge deren Supremum a = \/ A in L existiert. Wegen dem
Beweis von Lemma 4.1.8 kann A als ansteigend angenommen werden. Dann gilt

a:\/A: \/\/{y:yEI,Ogygx}

€A
:\/{y:yEI,OgygxfﬁreinxeA}.
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Seien y1,y2 € Y :={y:y € 1,0 <y <z fiir ein z € A}, dann gibt es z1,z2 € A mit
y1 € [0,z1] und y2 € [0, z2]. Da A ansteigend ist, existiert ein x3 € A mit 1,2 < z3.
Fiir y3 := (y1 V y2) A 3 folgt aus y1,y2 < y1 V y2 und y1,2 < x3, dass y1, 2 < y3.
Da I ein Ideal ist, folgt y3 € I aus y3 < y1 Vy2 € [. Zusammen mit y3 < x3 € A
ergibt sich y3 € Y.

Damit ist Y ansteigend und a liegt in B.

ad(ii): Wir definieren fiir x € L,
W :=1(e)N[0,z], W :={z Ane:n € N}

Wegen W D W ist jede obere Schranke von W auch eine von W',

Sei umgekehrt s eine obere Schranke von W’ also s > ne Az fiir alle n € N. Wegen Lemma 5.1.5
gilt W = Upen([—Fke, ke] N[0, 2]) = Upenl0, ke A z]. Damit ist jede obere Schranke von W’ auch
eine von W.

Da die oberen Schranken von W und W' iibereinstimmen, tun dies auch deren Suprema, falls
diese existieren. [ ]

Definition 5.2.3 Gilt fiir ein Band B in einem Vektorverband L, dass L = B @ B%, so wird
dieses Projektions-Band genannt.

Bemerkung In Lemma 3.3.7 wurde gezeigt, dass A%, fiir eine Teilmenge A eines Vektorver-
bandes L, ein Band bildet.

Lemma 5.2.4 Sei L ein Vektorverband und B C L mit B @ B¢ = L. Dann existiert eine
lineare Projektion P: L — B mit 0 < P(z) <z und 0 < (I — P)(z) <z fur alle x € L.

Beweis Wegen L = B @ BY gibt es lineare Projektionen P und Q mit P + Q = I. Wegen
Lemma 3.3.4 gilt fiir x € Ly,

Plx) +Qx) = = = [z] = |P(z) + Q)| = [P(z)] + [Q(z)]

Da die Darstellung in einer direkten Summe eindeutig ist, gelten 0 < |P(x)
)

= ) und
0<|Q(z)] = Q(z). Ausx = P(z)+Q(z) folgt 0 < P(x) <zund 0 < (I—P)(x) = Q(

P(x
z)<z. B

Satz 5.2.5 Sei L ein Vektorverband. Ein Band B ist genau dann ein Projektions-Band, wenn
fiir alle positiven x das Supremum zp = \/[0, 2] N B existiert.
In diesem Fall gilt fiir die zugehorige Band-Projektion P(z) = xp fiir z € L.

Beweis Ist B ein Projektions-Band, so gilt L = B @ B?, also kann man jedes x € L, nach
Lemma 5.2.4 schreiben als x = P(z) + Q(x) mit 0 < P(z),Q(z) < x fiir lineare Projektionen
P:L — B,Q: L — B% Da B? wegen Lemma 3.3.7 ein Ideal ist, gilt [0,Q(z)] € B?, also
[0,Q(xz)] N B = 0. Da B als Band auch ein Ideal ist, gilt [0, P(z)] C B. Zusammen mit Satz
3.2.11, angewandt auf den Untervektorverband B, folgt [0, z]NB = [0, P(x)|NB+[0,Q(x)|NB =
[0, P(x)] N B = [0, P(x)]. Daraus folgt 25 = P(x).

Fiir die andere Implikation sei B ein Band, sodass z g fiir alle positiven x existiert. Wir definieren
z:=x —xp > 0 und zeigen, dass z € Be.
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Angenommen dies trifft nicht zu, dann gilt fiir ein y € B, dass 0 < p := z Ay < y und damit
p € B, sowie zp+p€ B. Ausp < zfolgt zp+p<zp+z=ux,alsoxpg+pe BNJ0,z]. Aber
dann folgt aus zp + p < sup(B N [0,z]) = xp, dass p < 0 im Widerspruch zu p > 0. Damit
wurde gezeigt, dass Ly = By @V mit V={z=z—2xp:z€ Ly} C Bﬁlr.

Schliefflich ist noch zu zeigen, dass V' 2 Bi. Die andere Inklusion wurde bereits bewiesen. Fiir
T € Bi gibteszrpe Bundz eV C Bf‘f_ sodass x = zp+z. Aus z > 0 folgt zp = xpA(zp+2) =
zp Az = 0. Damit liegt 2 =z in V, also B{ CV und L, = B, & BY.

Wegen Satz 3.2.8 sind L, B und B? generierend. Damit folgt L = B & B |

Satz 5.2.6 Sei L ein Vektorverband und e € L. Das von e erzeugte Band B(e) ist genau
dann ein Projektionsband, wenn fiir jedes positive « das Supremum z, = \/{x Ane : n € N} in
B(e) existiert.

In diesem Fall gilt fiir die zugehorige Band-Projektion P(z) = z, fiir x € L.

Beweis Fiir x € L definieren wir,

W = B(e)N[0,z], W = {z Ane:n € N}

Wie im Beweis von Lemma 5.1.5(ii) sieht man, dass W und W’ die selben oberen Schranken
haben und Satz 5.2.5 liefert nun die Behauptung.

In diesem Fall folgt aus dem Bewiesenen und Lemma 5.2.5, dass P(z) = z, fiir x € L. |

Definition 5.2.7 FEin geordneter Vektorraum L erfiillt die Principal Projection Property
(PPP), wenn jedes von einem Element erzeugte Band ein Projektions-Band ist.
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5.3 Operatoren

Definition 5.3.1 Seien L, M zwei Vektorrdume und 7' : L — M eine Abbildung. Dann heifit
T ein linearer Operator, wenn fiir x,y € L und XA € R gilt T'(z + \y) = T'(z) + A\T'(y).

(P) Ein Operator T wird positiv genannt, wenn T'(xz) € M fir z € L.

(VH) Ein Operator T ist ein Verbands-Homomorphismus, wenn er endliche Suprema/ Infima
erhélt, das heifit T(z Vy) =T(z) VT (y) und T'(z Ay) = T(z) AN T(y).

Lemma 5.3.2 Sind L, M Vektorverbédnde und T : L — M ein linearer Operator, dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) T ist positiv.

(ii) T ist monoton, also T'(z) < T'(y) fir z,y € L mit 0 < x < y.

Beweis Sei T positiv und z,y € L mit 0 < z < y. Mit (OV2) ist 0 < y — x und da T positiv
ist, gilt 0 < T'(y —x) = T(y) — T(z). Der letzten Ungleichung entnimmt man mit (OV2), dass
T(x) < T(y), also ist T monoton.

Ist andererseits 7' monoton und = € L, dann folgt aus 0 < z, dass 0 = T'(0) < T'(z). Das heifit
T ist auch positiv. n

Lemma 5.3.3 Sind L, M Vektorverbénde und T : L — M ein Verbands-Homomorphismus,
dann ist 7" auch positiv.

Beweis Sei z € Ly, also 0 < x oder x A0 = 0. Wegen (VH) und der Linearitidt von T gilt
Tx)NO=T(x) NT(0) =T(xN0)=T(0) =0, also 0 < T'(x). [

Lemma 5.3.4 Sind L, M Vektorverbénde und T : L — M ein positiver Operator, so sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) T ist ein Verbands-Homomorphismus.

(ii) T(zt) AT (z~) =0 fiir alle z € L.

Beweis Aus der Verbands-Homomorphie von T folgt T(xt) AT(z7) = T(z" Az~) =0, da
nach Satz 3.2.8 x+ Az~ = 0.

Gilt umgekehrt (ii), so lidsst sich, wegen der Linearitét von 7', das Bild eines « € L schreiben, als
T(x)=T(x" —27)=T(x") —T(z7), mit T(xzT) AT(z~) = 0. Zudem gilt T'(z™),T(z~) > 0,
weil T positiv ist. Da diese Darstellung von T'(x) € M als Differenz zweier positiver, disjunkter
Elemente eindeutig ist (Satz 3.2.8), gilt T'(z") = (Tx)" und T'(z~) = (Tz)~. Daraus folgt mit
Lemma 3.2.7(ii) fir z,y € L,

T(xVvy) =T(z+(y—2)")=T(x)+ T(y—a)" =T(x) + (T(y —2))" =T(z) v T(y).

Entsprechendes fiir A folgt analog aus Lemma 3.2.7(i). [ |

Lemma 5.3.5 Seien L, M Vektorverbénde, so gelten fiir einen Verbands-Homomorphismus
T : L — M folgende Aussagen.
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(i) Firz € L gilt T(z1) =T (2)", T(z7) =T (xz)",T(Jz|) = |T(x)].

(ii) Der Kern T—1(0) bildet ein Ideal.

Beweis ad(i): Fiir ein x € L gilt wegen (VH),

Tt =T(OVz)=T(x)Vv0=T(x)",
Tx")=TO0Az)=T(x)N0=T(z)",
T(|z]) = T(z vV —z) = T(x) v ~T(x) = |T(x)|

ad(ii): Wegen der Linearitét von T, ist sein Kern ein linearer Teilraum.

Aus € T7Y0) und |y| < |#| mit y € L folgt wegen 0 < T(|y|) < T(|z|) = |T(x)| = 0, dass
yl € T-1(0).

Auf Grund von 0 = T(|y|) = |T(y)| liegt y in T~1(0). Damit ist der Kern von T ein Ideal. W

Definition 5.3.6 Sei L ein Vektorverband, so schreiben wir L* fiir den Raum aller linearen
Funktionale auf L. Ein f € L* wird als ordnungsbeschriankt bezeichnet, wenn fiir alle z,y € L
reelle Zahlen «, 3 existieren, sodass f([z,y]) C [a, f].

Mit L° bezeichnen wir die Menge aller ordnungsbeschréankten Funktionen aus L*. Fiir f,g € L°
schreiben wir f < g, wenn f(z) < g(z) ist fir alle z € L.

Lemma 5.3.7 Ist L ein Vektorverband, so ist L° ein geordneter Vektorraum. Insbesondere
gilt LS = {f € L* : f positiv}.

Beweis Seien f,g € L° und z,y € L. Dann gilt f([z,y]) C [af, Bf] und g([z,y]) C [ay, By] fiir
ag,ag, By, By € R.Firy € (f+g)([z,y]) gilt v = (f+9)(2) = f(2)+g(2) fur ein z € [z, y].Wegen
ar+ag < f(2)+9(2) < B+ By gilt v € [ay + ag, B + B,4]. Damit ist f+ g € L°.

Sei f € L° und A € R und z,y € L. Dann gibt es ay,ff € R, sodass f([z,y]) C [ay, Bl
Fir v € (Af)([z,y]) gilt v = (Af)(2) = Af(2) fir ein z € [z,y]. Fir A > 0 gilt, wegen
Aoy < Af(z) < ABy, dass v € [Aay, ABy|. Fiir A < 0 gilt A8y < Af(2) < Aayp und v € [ABy, Aay].
Damit ist A\f € L° und L° als linearer Teilraum von L* ein Vektorraum.

FEin positives f € L* ist auch ordnungsbeschrénkt. Denn nach Lemma 5.3.2 ist f monoton und
fiur x,y € L mit x <y gilt f([z,y]) = [f(x), f(y)]. Damit gilt L] = {f € L* : f positiv}.

Seien f,g € LS und z € Ly, dann gilt (f + g)(2) = f(2) +g(2) > 0, also f+ g € LS.
Sei f € LS, > 0 und z € L, dann gilt af(z) > 0, also aof € LS. Sei f € LS N (—LY)
und z € Ly, dann folgt aus f(z) < 0 und f(z) > 0, dass f(z) = 0. Ist nun « € L, so gilt
f() = fz*) — fla) = 0.

Damit ist L9 ein Kegel und L° nach Satz 3.1.2 ein geordneter Vektorraum. |

Lemma 5.3.8 Sei L ein Vektorverband und f ein positives lineares Funktional. Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) Jede additive, positiv homogene Abbildung / : L1 — R kann zu einem linearen Funktional
g : L — R fortgesetzt werden. Dabei ist g eindeutig.
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(ii) Jede additive, positiv homogene Abbildung h : Ly — Ry, mit h(z) < f(z) firalle z € Ly,
kann zu einem positiven, linearen Funktional g : . — R fortgesetzt werden, sodass g < f.

Beweis ad(i): Fiir v € L und z = y — z fiir y, z € L definieren wir durch g(x) := h(y) — h(z)
eine Fortsetzung von h auf ganz L. Wegen Satz 3.2.8 ist jedes x € L auf diese Weise darstellbar.
Da h additiv ist, ist g unabhéngig von der speziellen Darstellung von x als Differenz positiver
FElemente. Denn fiir x = y; — 21 = y2 — 20 € L mit y1,y9, 21,220 € L gilt

h(y1) + h(z2) = h(y1 + 22) = h(y2 + 21) = h(y2) + h(21).
Daraus folgt h(y1) — h(z1) = h(ya2) — h(z2).

Seien x1,20 € L mit 1 = y1 — 21,22 = y2 — 2o fir y1,y2, 21,22 € Ly, dann folgt 21 + 22 =
(y1 + y2) — (21 + 22) mit y1 + Y2, 21 + 22 € Ly und aus der Additivitit von h, dass

g(x1) + g(w2) = h(y1) — h(z1) + h(y2) — h(z2) = h(y1 + y2) — h(z1 + 22) = g(z1 + 22).

Damit ist g additiv.

Seix=y—2z€ L mit y,z € Ly und o € R. Angenommen « > 0, dann gilt ax = ay — az mit
ay,az € Ly. Da h positiv homogen ist, gilt

g(ax) = h(ay) — h(az) = a(h(y) — h(z)) = ag(z).

Ist andererseits a < 0, also &« = —|a|, dann gilt wegen ax = |a|z — |a|y mit |alz, |aly € Ly,
dass

g(azx) = h(lalz) = h(lely) = |al(h(z) = h(y)) = —|alg(z) = ag(z).

Das heif3t, g ist homogen und damit ein lineares Funktional. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung
folgt nun aus der Linearitét.

ad(ii): Fir h: Ly — Ry ist g positiv, denn g(z) = h(xz) > 0 fiir z € L.
g < f folgt unmittelbar aus der Voraussetzung h(z) < f(z),z € L4 und aus g[z, = h. [ |

Lemma 5.3.9 Ist L ein Vektorverband, so ist L° ebenfalls ein Vektorverband. Seien f,g € L°,
so gilt

fVg(x)=sup{f(y) +9(2) :y,2 >0,z =y + 2},
fAglx)=mf{f(y) +9(2) 19,2 >0,z =y + z},

fir x € Ly.

Beweis Seien f,g € L°, so definieren wir h : £ — R durch h(z) :=sup{f(y) + g(x —y) : y €
[0,z]}. Es gilt h > £, g.

Sei x € L*. Da f — g ordnungsbeschriinkt ist, gibt es a, 8 € R sodass {f(y) + glz —y) : y €
0,2]} = g(z) +{(f —9)(y) : y € [0,z]} C g(z) + [o,B]. Da R ein vollsténdig angeordneter
Korper ist existiert das Supremum h(z).
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Seien z1,29 € L4, dann folgt aus Satz 3.2.11 und der Linearitét von f und g

h(x1 + x2) = sup{f(y) + g(z1 + 22 —y) : y € [0, 21 + 22] = [0, 21] + [0, 2]}
=sup{f(y1 +v2) + g(z1 + 22 —y1 — y2) : 1 € [0, 71], 92 € [0, z2]}
= sup{f(y1) + f(y2) + g(z1 — v1) + g(¥2 — y2) : y1 € [0, 1], y2 € [0, 7]}
=sup{f(y1) +g(z1 —y1) : y1 € [0, 21]} +sup{f(y2) — g9(z2 — y2) : y2 € [0, 2]}

= h(z1) + h(x2).

Damit ist h additiv.
Seien x € L4 und a > 0. Dann folgt aus Lemma 2.1.6(iii) und der Linearitit von f und g

h(az) = sup{f(y) + g(az —y) : y € [0, az]} = sup{f(ag) + glaz —af) : § = éy € [0,z]}
= sup{a(f(9) +g(x — 7)) : ¥ € [0, 2]} = ah(x).

Damit ist h positiv homogen. B
Nach Lemma 5.3.8(i) kann h zu einer eindeutigen Linearform h : L — R fortgesetzt werden.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass h ordnungsbeschrinkt ist. Fiir € Ly gilt f([0,2]) C [ay, By]
und g([0, z]) C [ayg, By] mit af, ag, By, By € R. Daraus folgt h([0,z]) = h([0,z]) C [af + g, B +
Bgl-

Seien z,y € L mit x < y, dann gilt [z,y] = z + [0,y — 2] und wegen der Additivitit von h
h([z, y]) = h(z) + h([0,y — z]) C h(z)[e, B] = [A(x) + o, h(z) + B].

Damit liegt A in L°.

Sei s € L° eine obere Schranke von {f, g}, also s(z) > f(2),9(z) fiir alle z € Ly. Sei z € L
beliebig, dann gilt fir y € [0,z], wegen s(y) > f(y) und s(x —y) > g(x — y), dass s(z) =
s(y) + s(x —y) > f(y) + g(x — y). Daraus folgt s > h und h ist die kleinste obere Schranke von
f und g.

Die entsprechende Aussage fiir A folgt aus Lemma 2.1.6(ii) und L° bildet einen Vektorver-
band. ]

Lemma 5.3.10 Sei L ein Vektorverband und f ein positives lineares Funktional auf diesem,
dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Funktional f ist ein Verbands-Homomorphismus von L nach R als Vektorverband aus
Beispiel 3.1.3(i).

(ii) Das von f in L° erzeugte Ideal I(f) ist 1-dimensional.
Beweis (i)=(ii): Sei g aus dem von f erzeugten Ideal I(f). Wegen Lemma 5.1.5 gilt |g| < cf
fiir ein ¢ € Ry, also |g|(z) < cf(z) fiir alle z € L.

Wegen g, —g < |g] gilt mit g(z), —g(2) < |g|(2) auch |g(2)| < |g[(2) fiir alle 2 € L.
Mit z € £71(0) ist wegen Lemma 5.3.5 auch |z| € £71(0). Es folgt

l9(2)| < lgl(x) < lgl(|z)] < cf(lz]) =0,

also z € g~1(0). Das heiit f71(0) C g~1(0).
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Nach [3] 4.2.4 und 4.2.5 ist der Kern f71(0) des linearen Funktionals f eine Hyperebene. Das
heifit er besitzt ein 1-dimensionales Komplement A, also L = f~(0)® A. Da g~!(0) selbst einen
linearen Teilraum bildet, ist dieser entweder gleich L oder f~1(0) = ¢~1(0). In beiden Féllen
gilt g = Af fiir ein X € R.

(ii)=(i): Fiir die andere Implikation sei # € L. Da f positiv ist, gilt f(z™) > 0. Ist f(zT) =0
dann folgt f(zT) A f(z7) =0.

Sei nun f(z™) > 0. Betrachte die Abbildung

‘ {L+ SRy
Ny sulf() 2 € (0,5 N ()4
(1) Seien y1,y2 € L. Dann gilt wegen Satz 3.2.11 und weil I(z") ein Ideal ist, dass [0,y +
yo] N I(zT)1 = [0,y1]) N I(z)4 + [0,92] N I(zT)4. Zusammen mit der Linearitéit von f
folgt
h(yr +y2) = sup{f(2) : 2 € [0, 91 +yo] N I(zT)+}
=sup{f(z1 +22) 1 21 € [0,51] NI (27T) 4, 22 € [0, 5] N I(27) 4}
=sup{f(z1) + f(22) 1 21 € [0, 1] N I(27) 1, 20 € [0, 0] N I(27) 4}
—sup{f(21) 21 € [0,30] N I(5+) 4+ sup{f(22) : 22 € [0,92] N ()4}
= h(y1) + h(y2)-
Damit ist h additiv.

(2) Seiy € Ly und a > 0, dann folgt aus z < ay, dass Z <y und damit

hay) = sup{f(2) : = € [0,ay] N I(a*) s} = sup{(2) : = € [0,] " I(a") 4}

Mit Z = 2, der Linearitit von f und Lemma 2.1.6(iii) gilt

sup{f(aZ) : 2 € [0,y] N I(27)+} = sup{af(2) : 2 € [0,y] N (7)1} = ah(y).
Fiir a = 0 gilt wegen der Linearitdt von f, dass

h(0y) = sup{ f(2) : = € [0,0y] N I(2")5} = £(0) = 0 = OA(y).

Damit ist h positiv homogen.

(3) Seiy € L, dann gilt wegen Lemma 5.3.2, dass f(z) < f(y) fiir 0 < z < y. Damit ist auch
h(y) =sup{f(2) : 2 € [0,y] N I(2F)+} < f(y), also h < f.

Wegen Lemma 5.3.8(ii) kann h zu einer Linearform ¢ auf L mit 0 < g < f fortgesetzt werden.
Das heift, g liegt im 1-dimensionalen Ideal I(f), also g = Sf fiir ein reelles 3.

Da f positiv ist, gilt f(z7) > f(z) fir z € [0,27]. Ist s eine obere Schranke von {f(z) :
z € [0,2%] = [0,27] N I(z ")}, dann gilt auch f(zT) < s. Also gilt f(z1) = sup{f(z2) : z €
[0,27]} = h(zT). Wegen xy € L, gilt g(zt) = h(z™) = f(z7) > 0 und damit 3 = 1, also
f=g9

Ist z # 0 in [0,27], so liegt 2z wegen 2z Anz™ < 2~ Anz™ = 0 fiir kein n € N in [0, nzT]. Das
heiBt [0,27] N [0,nz™] = {0} und damit [0,27] N I(z") = {0} (verlgeiche Lemma 5.1.5), also
h(z=) = \{f(z) : 2 € [0,z7| N I(z")} = 0. SchlieBlich folgt f(z~) = g(z~) = h(z~) = 0 und
damit f(zT) A f(x7) = 0. Lemma 5.3.4 liefert die Behauptung. [ |
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5.4 Faktorraum

Definition 5.4.1 Sei L ein Vektorverband und J ein Ideal, so bezeichnet L/J = {[z] =z + J :
x € L} den Faktorraum von L modulo J.

Wir schreiben [z] < [y], wenn es ein x1 € [z] und ein y; € [y] gibt, sodass z1 < y;.

Lemma 5.4.2 Sei L ein Vektorverband und J ein Ideal, dann sind fiir x,y € L folgende
Aussagen dquivalent.

(i) Es gilt [z] < [y].
(ii) Fiir jedes x; € [x] gibt es ein y; € [y], sodass 21 < y; gilt.

(iii) Fir jedes x; € [z] und jedes y; € [y] gibt es ein j € J mit y; — 1 > j.

Beweis i)=-ii): Nach Definition, gibt es x; € [z] und ein y; € [y], sodass 1 < y2. Sei ;1 € [z],
also 71 = x1 + j fir ein j € J. Wegen (OV1) gilt 1 =x1+ 7 < w1 +J =: 91 € [y].

ii)=-iii): Seien Z; € [z],y1 € [y]. Fiir 1 gibt es nach (ii) ein y; € [y] mit Z; < y;. Da man
71 = y1 + J fiir ein j € J schreiben kann, folgt 21 < g3 — 5. Aus (OV1) folgt j < 1 — 1.

iii)=): Seien x1 € [z],y1 € [y] und j € J, sodass y1 —x1 > j. Dann gilt y; > 1 +j5€[z]. A

Lemma 5.4.3 Sei L ein Vektorverband und J ein Ideal darin, so ist der Faktorraum L/J
wieder ein Vektorverband. Zudem ist die kanonische Projektion 7 : L — L/J ein Verbandsho-
momorphismus.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass L/J mit der in Definition 5.4.1 eingefithrten Relation eine
Halbordnung bildet. Aus x < x folgt [z] < [z], das heifit die Relation ist reflexiv.

Seien z,y,z € L mit [x] < [y] und [y] < [z]. Dann gibt es nach Lemma 5.4.2(iii) Elemente
J1,j2 € J,sodassx —y > jiund z—y > jo. Damit gilt z—z=z2—y+y—ax>ji1+jo=:j€J,
da J ein linearer Teilraum ist.

Seien z,y Elemente aus L, die sowohl [z] < [y] als auch [y] < [z] erfiillen. Nach Lemma 5.4.2(iii)
gibt es ji,j2 € J, sodass x —y > j; und y — z > jo. Die Ungleichungen sind dquivalent zu
y —x < —j1 beziehungsweise x — y < —jo. Nun liegt j := —j1 V —j2 wegen Lemma 5.1.3 in J.
Damit gilt [y —z| = (y—z)V(z —y) < —j1 V—jo = j € J und da J ein Ideal ist, liegt auch
y—xin J, also [z] = [y].

Die Ordnungsrelation ist auch mit den Vektorraumoperationen kompatibel, wie im Folgenden
gezeigt wird.

Seien z,y € L mit [z] < [y] und A > 0. Dann gibt es z; € [z] und y; € [y], sodass x; < y;. Da
(OV2) in L gilt, folgt Az1 < Ay und damit A[z] = [Az] < [Ay] = A[y].

Seien z,y, z € L mit [z] < [y], dann gibt es 21 € [z] und y; € [y], sodass z; < y;. Da (OV1) in
L gilt, folgt x1 4+ 2z < y1 + 2, also [z1 + z] < [y1 + z]. Damit gilt [z] + [2] = [z1] + [2] = [z1+ 2] <
[y1 + 2] = ] + [2] = [y] + [2]-

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass L/J mit zwei Elementen auch deren Supremum enthélt.
Genauer wollen wir fiir [z], [y] € L/J beweisen, dass sich ihr Supremum als [z] V [y] = [z V y]
ergibt.
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Wegen xVy > z,y gilt [vrVy] > [z], [y]. Darum geniigt es fiir jede obere Schranke [z] von [z], [y]
nachzuweisen, dass sie auch [z] > [z V y] erfiillt. Sei also [z] > [z], [y], dann gibt es j1, jo € J mit
z —x > j1 beziehungsweise z — y > jo. Wegen Lemma 5.1.3 gilt z —x, 2 —y > j1 Ajo=1j € J
und mit (OV1) folgt z > x + j,y + j. Aus Lemma 2.1.6 folgt z > (z+j)V (y+j) =z Vy+J.
Wegen (OV1) ergibt sich z —z Vy > j, das heifit [z] > [z V y].

Die entsprechende Aussage fiir das Infimum ergibt sich wegen Lemma 3.2.7(iii) aus [z A y] =
[z +y—aVvyl =[]+ [y - 2]V [y] = [z] A y].
Da w(x) = [z], folgt damit auch dass 7w ein Verbandshomomorphismus ist. [

Beispiel 5.4.4 Sei £, der Vektorverband aus Beispiel 2.1.5(vi) und N(p) € £, das Ideal
aus Beispiel 5.1.2. Dann ist der Faktorraum L,(pn) = L£,(p)/N(pn) wegen Lemma 5.4.3 ein
Vektorverband.

Fir f,g € £, gilt [f] < [g] genau dann, wenn [f] < [g] p-fii gilt, wie im Folgenden gezeigt wird.
Seien f, g € £, mit [f] < [g] p-fii, also gibt es fiir alle f € [f] und alle g € [g] eine Nullmenge N,
sodass flo\n < glo\w erfiillt ist. Wegen g—f = (9 — f)xaw +(9—f)xn < (9— fHxn =:j € [0]
folgt aus Lemma 5.4.2 [f] < [g].

Gilt umgekehrt [f] < [g], so gibt es fiir f € [f] und g € [¢g] wegen Lemma 5.4.2 ein j € [0] sodass
g — f > j. Das heifit es existiert eine Nullmenge N mit jxo\ny = 0 und es gilt (¢ — f)xo\n >

JXa\w = 0. Damit gilt flo\n < glo\w, also [f] < [g] p-fii.
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