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0 Einleitung und Notationen

0.1 Einleitung

In der Linearen Algebra gibt es eine sehr gut studierte Theorie zu Determinanten und
Spuren von Matrizen. Doch sind diese Resultate, oder wenigstens einige davon auch auf
allgemeine Operatoren in einem Hilbertraum anwendbar? Dazu betrachtet man kompakte
Operatoren, das sind lineare Abbildungen, die, obwohl sie auf unendlichdimensionalen
R&umen definiert sind, dhnliche Eigenschaften wie endlichdimensionale Matrizen besitzen.
Die Spur eines solchen Operators werden wir als Summe von Skalarprodukten definieren,
was, wie in der linearen Algebra, der Summe {iber alle Diagonalelemente entspricht. Die
Determinante wird als eine Summe von Spuren von Operatoren in der dufleren Algebra
dargestellt. Auch an dieser Determinante kann man ablesen, ob ein Operator invertierbar
ist oder nicht. Der Abschluss dieser Arbeit wird die Formulierung und der Beweis des
Satzes von Lidskii, dem unendlichdimensionalen Analogon zu der Tatsache, dass die Spur
einer Matrix die Summe ihrer Eigenwerte ist, beinhalten.

0.2 Notation

In dieser Arbeit wird mit H immer ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) und Ly(X,Y)
der Raum der beschriankten linearen Abbildungen von einem Banachraum X in einen
Banachraum Y bezeichnen, wobei L,(X) := Ly(X, X). Weiters schreiben wir 7™ fiir die
Adjungierte eines linearen Operators 7" und Z fiir die Identitat auf L,(X). SchlieBlich
setzen wir Up(z) = {y € X : |z —y| <7} und K, (z) = U,(z) = {y € X : ||z — y|| < 7}



1 Einfiihrende Resultate

Am Anfang dieser Arbeit werden wir einfache Resultate und Definitionen zu verschiede-
nen Themen der Operatortheorie, die wir in dieser Arbeit benttigen, wiederholen. Viele
dieser Aussagen werden nicht bewiesen und sind in [11] und [10] nachzulesen.

1.1 Separable Raume

1.1.1 Definition. Ein Banachraum X heifit separabel, wenn es eine abzéhlbare
Teilmenge von X gibt, die dicht in X liegt.

1.1.2 Definition. Sei H ein Hilbertraum. Eine Familie (e4)aec4 heift
Orthonormalsystem, wenn fiir alle o, 8 € A

S s

gilt. Gibt es zu einem Orthonormalsystem M kein echt grofieres Orthonormalsystem,
das M umfasst, folgt also fiir ein Orthonormalsystem M’ mit M C M’ schon M = M’,
so heifit M eine Orthonormalbasis.

In separablen Hilbertrdumen haben Orthonormalbasen folgende schone Eigenschaft.

1.1.3 Satz. Sei H ein Hilbertraum. Ist H separabel, so sind alle Orthonormalbasen in
‘H abzéhlbar. Gibt es umgekehrt eine abzéhlbare Orthonormalbasis, so ist H separabel.

Beweis: Sei ‘H separabel und {z,, : n € N} die in ‘H dicht liegende abzidhlbare Menge
und (€n)aca eine Orthonormalbasis. Fiir alle a € A gibt es dann ein n € N derart, dass

1
lew = 2all < 5 (1)

Fiir o, 8 € A mit a #£ [ gilt
2 2 2
lea — esll” = [leall” + llesll” — (ea, €5) — (€5, €a) =2,

womit |leq — eg|| = v/2 > 1. Also gibt es fiir alle n € N hochstens ein « € A derart, dass
(1) gilt. Wegen H = |J Ui (z,) kann A hochstens abzdhlbar sein.

neNn ?
Ist umgekehrt (e, ),en eine Orthonormalbasis, so ldsst sich jedes Element von H in eine
Fourierreihe nach (e,)nen entwickeln; siche Korollar 3.3.4 in [11]. Infolge liegt
span{e, : n € N} dicht in H. Die Menge Q + iQ ist abzidhlbar und liegt dicht in C.

Demnach ist D :={)_ aje; : n € N, € Q4 1Q} ebenfalls abzéhlbar. Wir wollen
j=1

zeigen, dass D dicht in H liegt. Sei x € ‘H und € > 0. Es existieren Skalare 3, € C mit

T =Y Pnen. Da diese Summe konvergiert, gibt es ein N € N derart, dass
neN



< —. Da Q +4Q dicht in C ist, gibt es zu jedem j ein o; € Q 4 iQ mit

f} Brnen

n=N-+1 2
N
la; — B < . Setzen wir zy 1= > aye, € D, so folgt
n=1
HLIZ‘ - QJN” = Zﬁnen Zanen = Z ﬁnen + Z
neN n=N+1
€
< Z Buen +Z 60— fleall < 5 + Z o
n=N+1 n=1

£
§§+€;2n+l =¢

1.2 Kompakte Operatoren
Wir werden die wichtigsten Resultate iiber kompakte Operatoren zusammenfassen. Die

Beweise sind in [11], Kapitel 6.5 und 6.7 nachzulesen.

1.2.1 Definition. Seien X und Y Banachrdume. Ein linearer Operator T : X — Y
heifit kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel unter T relativ kompakt in Y ist, also

wenn T'(K7¥(0)) kompakt ist. Wir bezeichnen die Menge aller kompakten Operatoren
von X nach Y mit £(X,Y). Im Falle X =Y schreiben wir /(X)) dafiir.

1.2.2 Proposition. Seien X, Y, Z Banachraume. Dann gilt:

a) K(X,Y) ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von Ly(X,Y).

b) Fiir T € Ly(X,Y) mit dim(ran(7)) < oo gilt T € K(X,Y).

c) Fir T'e Ly(X,Y) und S € Ly(Y, Z) ist ST ist kompakt, wenn einer der
Operatoren T" oder S kompakt ist.

In Banachrdumen hat der Raum der kompakten Operatoren eine schone algebraische
Struktur. Um diese zu zeigen benotigen wir das Riesz’sche Lemma.

1.2.3 Lemma (Riesz). Sei X ein normierter Raum und Y ein abgeschlossener echter
Unterraum von X. Dann gibt es fiir alle € € (0,1) ein 2y € X mit ||z = 1 und
|lzo —yl| >1—cfiraley €Y.

Beweis: Sei € € (0,1). Da Y ein echter Unterraum von X ist, gibt es ein 2 € X\Y. Da
X\Y wegen der Abgeschlossenheit von Y offen ist, gibt es ein 7 > 0 mit U,(z) C X\Y.

d
Wir setzen d :=d(z,Y) = inf{||lx —y|| : y € Y} > r > 0. Wegen .

> d gibt es ein
€



d —
Yo €Y mit ||z — yol| < 1T—= Setzen wir xy 1= Hx yOH, so gilt fiir ein y € Y wegen
—€ =Y
vo+llz—wlyeY
o — yl = Iz = yo — (lz —woll )l _ == (o + = — ol 9 § o1
12 = ol 12 = oll 12 = ol
g

1.2.4 Satz. Fiir einen Banachraum X ist I(X) ein Ideal in L,(X), wobei
K(X) € Ly(X) < dim(X) = co.

Beweis: Da fiir ein S € L,(X) nach Proposition 1.2.2 mit 7" auch 7S und ST kompakt
sind, bildet /(X)) ein Ideal in Ly(X).

Im Falle dim(X) = n < oo ist X homéomorph zu C™. Folglich ist die Einheitskugel in X
kompakt. Die Identitét Z : X — X gehort somit zu K(X). Fiir alle S € Ly(X) gilt
daher S = ST € K£(X), womit K(X) = Ly(X).

Sei umgekehrt angenommen, dass dim(X) = co. Wir konstruieren geméfl dem
Riesz’schen Lemma eine Folge induktiv. Sei 7 € X mit ||z¢|| = 1. Sind x4, ... 2,1
definiert, so gibt es wegen Lemma 1.2.3 aufgrund von dim(X) = oo ein z,, € X mit

iir/lf |z, — y|| > 3 und ||z, || = 1, wobei Y,,_y = span{zy,...x,_1}. Somit gilt
ye n—1

z, € K1(0) fiir alle n € N. Wegen ||z, — @,,|| > 1 fiir alle n # m hat die Folge (z,)5

n=1

keine konvergente Teilfolge. Daher ist K;(0) nicht kompakt und infolge Z ¢ K(X).

1.3 Spektraltheorie kompakter Operatoren
Aus Satz 6.5.12 in [11] wissen wir, dass das Spektrum

o(T)={X € C: T — AT ist nicht bijektiv}

eines kompakten Operators 1" hochstens abzéhlbar ist und jedes A € o(7T")\{0} ein
Eigenwert ist, was bedeutet, dass ker(T' — AZ) # {0}. In diesem Abschnitt zeigen wir
weitere Eigenschaften des Spektrums eines kompakten Operators.

Die beiden néchsten Resultate handeln von bestimmten Darstellungen
(selbstadjungierter) kompakter Operatoren. Die Beweise sind in Kapitel 6.7 in [11]
nachzulesen.

1.3.1 Satz (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Ist T € K(H), so
gibt es ein héchstens abzéhlbares Orthonormalsystem (e;)%5_; in H mit
k€ {0} UNU {oo} und Zahlen \; € R\{0}, j =1,...,x derart, dass lim \; = 0 im Fall

j—oo
k=00, dass {\;: 7€ {l,...,k}} = o(T)\{0}, dass e; Eigenvektor zum Eigenwert ),
fir alle j = 1,...,k ist und dass

Tx = Z Aj(x,ej)e;
j=1

5



fiir alle x € H. Diese Reihe konvergiert im Falle kK = oo beziiglich der Operatornorm. In
jedem Fall gilt ker(T)* = ran(T) = span({e; : j € {1,...,K}}).

Zuséitzlich kénnen wir die Indexierung der Zahlen (\;)5_; so wihlen, dass

A1 > Ay > >0. Fiir ein A € o(T)\{0} gilt gem&B dieser Indexierung A = A; fiir
genau v = dim (ker(T — )\I))—Viele aufeinanderfolgende Indizes. Wir sagen dann, dass
die Eigenwerte (A;)%_; nach ihrer Vielfachheit gezéhlt sind.

Ist T zusétzlich positiv, also (Tx,z) > 0 fiir alle 2 € H, so gilt mit obiger Notation

Ap = min sup (Tx,x 2
V<H,dim(V)=n-1 mEVJ-,HmH:l( ) ( )

fir alle n € {1,...,k}.

Wir wollen auch kompakte Operatoren, die nicht zwangsweise selbstadjungiert sind,
dghnlich wie in Satz 1.3.1 darstellen. Dazu benotigen wir zunéchst den
Quadratwurzelsatz.

1.3.2 Satz (Quadratwurzelsatz). Zu jedem T € Ly(H) mit T =T* und (Tz,z) > 0 fiir
alle € H gibt es einen eindeutigen Operator VT € Ly(H), fiir den v/T' F = T,
VT = \/T* und (\/Tx,x) > 0 fiir alle x € H gilt.

1.3.3 Bemerkung. Fiir ein T' € L,(H) ist der Operator T*T wegen
(T*Tz,x) = (Tz, Tz) = ||Tz||* > 0

fiir alle x € ‘H positiv, und somit kénnen wir nach Satz 1.3.2 die Quadratwurzel vT*T
davon bilden. Diesen Operator bezeichnen wir mit |T7|.

1.3.4 Satz (Singuldrwertzerlegung). Seien H,, Ho Hilbertraume, 7' € IC(H1, H2) und
bezeichne (\;)5_, die Eigenwerte, gezéhlt nach ihrer Vielfachheit, des positiven

Operators T*T" wie in Satz 1.3.1. Setzen wir n(T") := x und p;(T") = /A;, so gibt es

Orthonormalsysteme (ej)?(:Tl) in H; und ( fj)?(:Tl) in H,, derart, dass

T= Z,u] - e;)f; und T" = Zuj (-, fi)ej, (3)

wobei fiir (7T") = oo diese Reihen beziiglich der Operatornorm konvergieren. Mit dieser
Notation bildet (ej);g) eine Orthonormalbasis von ran(7*) und ( f])?g) eine
Orthonormalbasis von ran(7"). Die Zahlen p,;(T") werden die Singulédrwerte von 7" und
(3) die Singulérwertzerlegung von T' beziehungsweise T* genannt.

Wir werden im Folgenden Abschétzungen fiir die Singuldrwerte von kompakten
Operatoren beweisen.



1.3.5 Proposition. Fiir T € K(H), S € Ly(H) und z € C gilt p;(2T) = |z|p;(T) und
(T) = (1), sowie die Abschitzungen ji;(T'S) < [1S] 5 (T) und 1y(ST) < |1S]| 5(T)
fir alle j € {1,...,n(T)}.

Beweis: Es gilt (2T)* = zT*, womit wir (27)*(2T) = zzT*T = |z|*T*T erhalten. Da
(14 (T)Q)?(:Tl) die Eigenwerte von T*T sind, sind (|z|*u; (T)Q)?g) die Eigenwerte von

|2|*T*T = (2T)*(2T). Damit sind die Singuldrwerte von zT" die Zahlen (|z|u; (T))?(:Tl)

Wenden wir Satz 1.3.4 an, so erhalten wir fiir 77 die Darstellung

n(T) n(T) T)n(T)
T"r = Z,UJ ZUZ :L‘ fz el,ej ZZU] m fi)<ei7€j>fj
7=1 =1
n(T

—ZMJ a:f]

Somit sind die Eigenwerte von 7T, gezéhlt nach ihrer Vielfachheit, genau (y; (T)Q)g(:Tl)

Da die Singulérwerte von 7™ als die Wurzeln der Eigenwerte von 7**T™ = TT™* definiert
sind, folgt p,;(T™) = p;(T).
Nach (2) angewendet auf T*S*ST gilt

15 (ST) V<H(r1?nllr‘} n— 1xevsiu”1;|‘ 1(T 55T, 7)
=  min sup  [|STx||*
V<H,dimV=n—1_y1 Jlzl|=1
< min sup HSH2 (T*Tm, 1’) = HSH2 Nj(T)2

VSHdmV=n—1 ey 1 221
und infolge
pi(TS) = py(T'S)") = gy (S™T7) < |57 4y (T7) = (S]] 5(T).
0

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir die Hauptraume kompakter Operatoren.

1.3.6 Definition. Sei X ein Banachraum, T' € L,(X) und X € o(T') ein Eigenwert von
T, also ker(T' — A\Z) # {0}. Dann nennen wir die Menge

| ker((T = AT)")

n=1

den Hauptraum von 7' zum Eigenwert A und die Zahl

v= dim([j ker ((T' — AZ)")) € NU{oo}.

n=1



die algebraische Vielfachheit v von A als Eigenwert von T'. Offensichtlich gilt fiir alle
n € N, dass ker((I' — AZ)") invariant unter 7" ist, und dass <ker((T — AI)")) eine
neN

aufsteigende Folge abgeschlossener Unterrdume ist.

Wie in Satz 1.3.1 kénnen wir die Eigenwerte (\;)5_, eines (nicht notwendigerweise

selbstadjungierten) kompakten Operators derart indizieren, dass [A;| > [Ao| > -+ >0
und fiir A € o(T") die Gleichung A = \; fiir genau dim (ker(7' — AZ))-viele
aufeinanderfolgende Indizes j gilt. Sind die Eigenwerte ();)%_, in dieser Weise indiziert,
so sagen wir die Eigenwerte sind gezéhlt nach ihrer Vielfachheit.

1.3.7 Proposition. Sei X ein Banachraum, T € Ly(X), FF = |J ker((T'— \Z)") der
n=1

Hauptraum und v = dim(F’) die algebraische Vielfachheit von einem Eigenwert
A € o(T) von T. Dann hat der Operator T'|,. € Ly(F) als einzigen Eigenwert A, wobei
die Hauptraume von 7" und T’ ! » zum Eigenwert A tibereinstimmen. Insbesondere ist v

die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert von T‘ - Weiters gilt fiir A # 0 und
eine Projektion P € L;(X) auf F, also P> = P und ran(P) = F, die mit 7" kommutiert,
dass A ¢ o(T(Z — P)).

Beweis: Wegen Tx = (T — MI)z + Az € ker((T — AI)") fiir = € ker((T' — AI)") gilt
T(F) C F und damit T’F € Ly(F). Da X ein Eigenwert von T ist, gibt es ein
x € ker(T — A\Z) C F. Demnach gilt T’Fx = Tx = Az, womit \ ein Eigenwert von T|F
ist. Angenommen, es gibe einen weiteren Eigenwert p € C von T’ | » mit A # pund ein
x € F\{0} mit T|Fx = px. Wegen (T'— ND)x =Tz — dx = px — Ax = (u — N gilt fir
allen € N

(T =MD"z = (= A" £0,

womit x ¢ ker((T'— AZ)"). Wir erhalten den Widerspruch = ¢ F. Somit ist A der
einzige Eigenwert von T‘ =

Offenbar gilt
ker((T|, — AZ|,)") C ker((T — AZ)"),

fiir alle n € N. Sei n € N und « € ker((T — AZ)") C F. Wegen z € F gilt
(T|F — )\I|F)”x = (T —XZ)"x =0, also x € ker((T|F — /\I|F)"), womit
ker((T — AZ)") = ker((T| . — AZ|,.)") fiir alle n € N.

Sei P € Ly(X) eine Projektion auf F', die mit 7" kommutiert. Wére A ein Eigenwert von
T(Z — P), so gibe es ein z € X\{0} mit T(Z — P)z = Az, woraus

T(I — P)x = (I — P)T(Z — P)x = NI — P)x

folgt. Im Falle (Z — P)x # 0 wére (Z — P)x ein Eigenvektor zum Eigenwert A von T,
womit (Z — P)x € ker(T' — A\Z) C F. Wir erhalten den Widerspruch

(Z — P)x € ran(P) Nran(Z — P) = {0}.



Wegen \ # 0 und x # 0 gilt
0=T(Z— P)x =Xz #0.
Damit kann A kein Eigenwert von T'(Z — P) sein.

1.3.8 Bemerkung. Nach Korollar 2.3.6 in [9] gibt es eine solche Projektion wie in
Proposition 1.3.5.

Wir wollen zeigen, dass die algebraische Vielfachheit eines von Null verschiedenen
Eigenwerts eines kompakten Operators immer endlich ist.

1.3.9 Satz. Sei X ein Banachraum, 7" € K(X) und A € o(7)\{0}. Dann gibt es ein
m € N derart, dass fiir alle n > m

ker (T — AI)’") = ker((T — AI)")

and L dim(ker((T - AI)m)> < 00

gilt. Insbesondere ist ker((7' — AZ)™) der Hauptraum und v die algebraische
Vielfachheit von A als Eigenwert von 7.

Beweis: Gébe es kein so ein m, so setzen wir Y, := ker((T — AZ)*) und erhalten
Yy € Vi fiir alle £ € N. Wir definieren geméf Lemma 1.2.3 eine Folge (x,,)2,, fiir die
|zl =1, z, € Y, und ||z, — y| > 3 fiir alle y € V,,_1 und alle n > 2 gilt.

Fiir n < k ist der Ausdruck (7' — \TZ)z,, + Ax,, — (T — AZ)zy, in Yj_; enthalten, weshalb
1Al

5 -

Folglich kann diese Folge keine konvergente Teilfolge haben, was im Widerspruch zur

Kompaktheit von T steht. Also gibt es ein m € N mit Y,, =Y, fiir alle n > m. Es bleibt
zu zeigen, dass Y, endlichdimensional ist. Fiir z € ker((7 — AZ)™) mit [|z]| < 1 folgt

Tz, — Txy|| = ||(T — A\D)xy, + Az, — (T — ML)y + Axg|| >

0= (T — )"z = é (Z) (=) k Tk = i (Z) (=\)"* Tk 4+ (—A)"z

und damit .
= (Z) (=\)*The = 2.
k=1

Wir setzen S := —> 7" | (})(=\)"*T"* € K(H). Nach der obigen Gleichung ist die
Einheitskugel in ker((7'— AZ)™) ganz in S(K;(0)) enthalten, womit ihr Abschluss

wegen der Kompaktheit von S(K7(0)) selbst kompakt ist. Nach Satz 1.2.4 ist
ker((T'— AZ)™) endlichdimensional.



2 Spurklasse-Operatoren

In diesem Kapitel werden wir die Spur eines Operators, wie wir sie fiir Matrizen aus der
linearen Algebra kennen, definieren. Dies funktioniert leider nur fiir gewisse Operatoren,
aber wir werden sehen, dass fiir diese Operatoren einige schone Eigenschaften gelten. In
diesem Kapitel arbeiten wir ausschliefSlich mit separablen Hilbertraumen H, weil diese
abzéhlbare Orthonormalbasen zulassen.

2.1 Die Spurklasse

Bevor wir zu den Resultaten dieses Kapitels kommen, erinnern wir an den Satz iiber die
Polarzerlegung, Satz 1.5.15 in [5].

2.1.1 Satz (Polarzerlegung). Zu jedem T' € Ly(H) gibt es einen Operator U € L,(H)
mit 7' = U|T|, wobei |Uz| = ||z|| fur alle z € ran(|T'|) und Uz = 0 fir alle

x € ran(|T])* gilt. In dieser Situation ist U*U gerade die orthogonale Projektion auf
ran(|T).

2.1.2 Proposition. Sei T' € Ly(H) und (e,)nen, (fm)men Orthonormalbasen von H.

Dann gilt
DTl = T el® = > 1T fnl®

neN neN meN
als Gleichheit in [0, +o00].

Beweis: Mit der Parsevalschen Gleichung (Korollar 3.3.4 in [11]) erhalten wir

DolTeal” =" [(Ten, fu)l® (€ 0,400]).

neN neN meN

Da alle Summanden positiv sind, kénnen wir die Summen vertauschen und erhalten

DD N Ten )P =) e T fn)> = D 1T full®

neN meN meN neN meN

wobei die letzte Gleichheit wieder aus der Parsevalschen Gleichung folgt. Wiederholt
man diese Schritte mit 7™ und bemerkt, dass 7** =T, so folgt die Behauptung.

Fiir ein 7" > 0 erhalten wir aus Proposition 2.1.4 und der Beziehung

(Tz,2) = (VT z,2) = (VTz,VTz) = |VTz|?

folgendes
2.1.3 Korollar. Sei T'> 0 und (e, )nen, (fm)men Orthonormalbasen. Dann gilt

> (Ten,en) =D (T fm, fn) (€ [0,400)).

neN meN

10



2.1.4 Lemma. Seien (€,)nen, (fu)nen, (9n)nen, (An)nen Orthonormalsysteme von H
und 7,5 € Ly(H). Mit by, := (Thu, fn)(€n, Sgm) gilt

> bl < ITIIS] (4)

neN

D bl < AITIIS] (5)

neN
fiir alle m € N. Insbesondere gilt fir S =T =7

D Jbum| <1

neN

> bl < 1.

neN

Beweis: Mit der Cauchy-Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung, vgl. Satz 3.3.3
in [11], erhalten wir

(Z |bnm|)2 -(z |<Thm,fn><en,59m>|)2

< (z (Tt ) (Z en S0

2 2 2 2
SN Thill” - [1Sgmll” < TN IIS)7

Wegen by = (S*em, gn)(fm, T*hy,) folgt (5) aus (4).

Ol
2.1.5 Satz. Sei T' € L,(H) und sei N die Menge aller abzihlbar unendlichen
Orthonormalsysteme von H. Fiir eine Orthonormalbasis (e, )nen gilt
> (ITlen,en) = sup Y (TG, han)| (€ [0, +00)). (6)
neN g,heN ™

Ist (6) endlich, so ist 7" kompakt. Fiir kompakte 7" stimmt (6) iiberein mit

n(T)

> (D).

n=1
Beweis: Wegen Korollar 2.1.3 ist die linke Seite unabhéngig von der gewihlten
Orthonormalbasis. Wir wihlen die Orthonormalbasis e := (e, )nen S0, dass e = g U f mit

g, [ € N, wobei g eine Orthonormalbasis von ran(|7T’|) und f eine Orthonormalbasis von
ran(|T])* ist. Ist U € Ly(H) wie in Satz 2.1.1, so gilt

Y (Tlensen) =D (IT|gm: gm) = D _ (U UIT|gms Gm)

neN m m
= (UIT|g. Ugun) = > (T g ).

11



wobei h € N das durch h,, := Ug,, definierte Orthonormalsystem ist. Insbesondere ist
die rechte Seite von (6) immer grofier oder gleich der linken Seite.

Sei angenommen, dass die linke Seite in (6) konvergiert. Wir definieren fiir m € N einen
Operator S,,, durch

m

ST = Z(a:, en)V | Tlen.

n=1
Wegen der Parsevalschen Gleichung und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt fiir
einz e Hund meN

i 5.1 -

Z \xen|H T e,

i (z,ex)V |Ten

(X twe)' (X V)
< (S lel) (3 T VITTen)
el (3 (Tlewren))” )

Da > (|Ten, e,) endlich ist, konvergiert wegen dem Cauchy-Kriterium obige Summe
neN

fiir m — oo gegen 0, womit lim H\/\T| — SmH = 0. Wegen dim (ran(S,,)) = m < oo ist
m—0o0

V/|T| als Grenzwert einer Folge von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild

kompakt, womit auch 7" kompakt ist.

Sei T' € KK(H). Nach dem Spektralsatz, Satz 1.3.1, und dem Satz tiber die
Singulirwertzerlegung, Satz 1.3.4, gibt es (gn)"" ) (he)" ") € N mit

m=1»
n(T) n(T)
T = Z tn(T) (5 gm) e und - T7T = Z :um(T)2<'7 9m)Gm-
m=1 m=1

n(T
Fiir den Operator S := > 1 (T)(+, gim) gm gilt
m=1

n(T)
521' = Z Mm <Z pm [E ydn gmgm>gm
m=1
n(T) n(T)
=33 D)D), 90) (9 9m)9 Z ton (T gm)m

m=1 n=1
=T"Tx.
Wegen

n(T)

(Sz,y) = Zum (2, Gm) (G y) = Z,um )Y, gm)gm) = (, Sy)

12



und
n(T)

(Sz,x) Zum (, Gm) (gm» Zum (@, gm)|> > 0

fiir x,y € H ist S selbstadjunglert und positiv. Da d1e Quadratwurzel eines Operators
nach Satz 1.3.2 eindeutig ist, folgt S = VT*T = |T|. Fiir eine Orthonormalbasis (b, )nen
gilt geméfl der Parsevalschen Gleichung, Korollar 3.3.4 in [11],

Z | T'[bn, br) ZZNm (G, bn) Zﬂm HgmH = Zﬂm (8)

neN neN m=1

wobei wir hier wieder die Summen vertauschen kénnen, da alle Summanden positiv

sind. Seien (f,)nen, (€n)nen € N und by = (B, f1)(€n, gm). Wegen

n(T)

(Ten, fn) = Zum (€ns Gm) (hins [n) = Zum

folgt aus Lemma 2.1.4

n(T)
> [(Ten, fn)l < Zum T)> |bam| < (7). 9)

neN

. 1’ n=m
Im Fall f,, = A, €, = g, gilt bnm_{ 0, n#m

1 <m,n <n(T). In diesem Fall gilt also

Z‘ Tenafn ’_Z,un

neN

und (Te,, fr) = pun(T) fiir

Obige Gleichung und (9) gemeinsam mit (8) zeigen die Behauptung fiir kompakte
Operatoren. Da nach dem ersten Teil des Beweises die Endlichkeit einer der beiden
Summen in (6) die Kompaktheit von 7" impliziert und diese wiederum die Gleichheit
dieser Summen, ist die Aussage auch fiir beliebige T € Ly(#) bewiesen.

2.1.6 Definition. Fiir ein T' € Ly(#H) und eine Orthonormalbasis (e,,)neny von H sei

11y =Y (1T len, en) € [0, +00].

neN

Nach Korollar 2.1.3 ist diese Definition unabhéngig von der Wahl der
Orthonormalbasis. Wir nennen die Menge

Ti(H) ={T € Ly(H) : |T]l, < +oo} (10)

die Spurklasse und ein 7" € T;(#H) einen Spurklasse-Operator.
Nach Satz 2.1.5 ist jeder Spurklasse-Operator kompakt, also T1(H) C K(H).

13



2.1.7 Proposition. 7;(H) ist ein beidseitiges *-Ideal in Ly(#), ||-||, ist eine Norm auf
Ti(H), wobei fir T' € Ti(H) und S € Ly(H)

1Ty =0Ty 5 ST < IS TSy < STl 1T < 07l - ()
Insbesondere ist (71(#), o, ||||;) eine normierte Algebra.

Beweis: Aus Proposition 1.3.5 zusammen mit Satz 2.1.5 folgt die Ideal-Eigenschaft und
die ersten 3 (Un-)Gleichungen in (11). Nach Satz 2.1.5 gilt

T, = sup Tgm, hm)|.
1 = sup 32 (T o)

Daraus folgt die Dreiecksungleichung, die skalare Multiplikativitdt und die Positivitat
von ||-||,. Fiir T = 0 folgt auch ||T'||; = 0. Sei ||T||, = 0 fiir ein T' € T;(H), also

D (TG )| =0 (12)

fiir alle Orthonormalsysteme g, h € N. Da fiir alle x € H\{0} die Menge {”—;:Hx} sich zu
einem abzéhlbaren Orthonormalsystem erweitern lésst, gilt nach (12)

1
(T, )| = 0
]
fir alle x € H. Nach Lemma 6.6.6 in [11] folgt 7" = 0. Es bleibt ||T'|| < ||7'||, zu zeigen.

Fiir ein # € H\{0} mit Tz = 0 folgt trivialerweise ||Tz|| =0 < ||T||, [|z|. Im Falle
Tz # 0 sind die Mengen {Ilwllx} und {HTwHTx} Orthonormalsysteme von H. Somit gilt

|T2]® = (T, Tw)| = |Tall 2]l | (T (), g T)| < [ Tall 2] 1T,

woraus
T[] < T[Nl

folgt. Fiir alle » € #\{0} gilt Lezl <7, also auch ||| < |T,.

2.2 Die Spur eines Operators

Nun wollen wir fiir Spurklasse-Operatoren die Spur definieren.

2.2.1 Satz. Fiir ein T € T;(H) und eine Orthonormalbasis (@, )nen ist
Te(T) = Z(Tgon, ©n) (13)
neN

absolut konvergent und unabhéngig von der gewéhlten Orthonormalbasis. Schreibt man
T geméafB Satz 1.3.4 wie in (3) und ist S € Ly(H), so gilt

n(T)

Tr(TS) = Tr(ST) Z“m )(S fns €m)

14



Beweis: Ist (¢n)nen €ine Orthonormalbasis, (em)WE L (f) il n(T) 1 Orthonormalsysteme wie
in Satz 1.3.4 und (p, (T ))"( ) die Singuléirwerte von T', dann gllt wegen Lemma 2.1.4

n(T)
ZZum (S f 0n) (s em)] = > (D) D (S fim: 00) (Pns €m)]
neN m=1 m=1 neN
n(T)
<|s Zum — ISI T, < +oe.

Obige Ungleichung legitimieren die Summenvertauschung in (14). Schreiben wir T wie
in (3) mit Orthonormalsystemen (e, ). ") und ( fm) D) so gilt

m=1 m=1

Z STSOmSDn Zﬂm Z Sfma@n Spnaem Zﬂm Sfmvem) (14)

neN neN

Analog gilt

j{: 71;¢na¥%z :E:/Mn 2{: j%“<pn)0§@n,€m)

neN neN
—Zum ( O (s on)pn) m) Zum )(S fms €m)-
neN

Insbesondere ist die linke Seite unabhéngig von (¢, )nen. Fiir S = Z folgt die
Unabhéngigkeit von Tr(T") von (¢, )nen-

0
Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir noch einige interessante Dualitéiten.
2.2.2 Satz. Es gilt
KH) ~Ti(H) und Ti(H) =~ Ly(H)
mit Isomorphismen
O:Ti(H) = KH) :T— (S~ Te(TS))
und
U Ly(H) = Ti(H) - S (T — Tx(TS))
Zusatzlich gilt noch
1S(D) ey = Tl und (€S|l 30 = S]] (15)
Insbesondere ist (71(#), o, ||-||;) eine vollstéandige normierte Algebra und somit eine
Banachalgebra.
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Beweis: Wir wollen als erstes (15) beweisen. Wegen Satz 2.2.1 gilt mit den
Orthonormalsystemen (em)zg)l und ( fm)f,g)l

n(T) n(T)

TS < 3 (TS s en)] < D D) Sl e
m=1
n(T)

< Zum VSTl llemll = IISHZum = [ISIHIT]y -

Aus der Definition der Spur folgt Tr(aT} + 13) = aTr(Ty) + Tr(T3) fiir alle
T1, Ty € Ti(H) und o, g € C. Somit ist auch ®(T) bzw. ¥(S) fiir alle T' € T1(H) bzw.

S € Ly(H) linear. Diese Tatsache und die obige Abschitzung implizieren
(Ti(H)) € K(H) und W(Ly(H)) € Ti(H)" mit |D(T)]| < |7, und [[C(S)]| < [|S]].

Wir schreiben T € T;(H) C K(H) wie in (3) und setzen fiir m < n(T), m € N,

Ms

Sm =)0 fu)en.

n=1

Fiir diese Abbildung gilt S,,f; =e;, j=1,...,m und S,, € K(H). Nach der
Bessel-Ungleichung (Satz 3.3.3 in [11]) gilt fiir ein € H und ein m < n(T)

m m m

(@, f)ees) = Y [ f)P < ll=*. (16)

=1 ]:1 =1

||Smx|| S, Spx) =

Da fir x = f; mit i € {1,...,n(T)} Gleichheit herrscht, folgt ||S,.|| = 1.

Nach Satz 2.2.1 gilt

n(T)

Z/Ln mfmen) = Z:un(T)

womit fiir m — 0o ||®(T)][,c(z,) = | T]]; folgt.

Sei S € Ly(H) beliebig und e, f € H mit |le]| = || f|| = 1. Fir T := (-, f)e gilt
T = (-,e)f und T*T = (-, ) f mit (T*T)(T*T) = T*T, also |T'| = T*T. Offenbar hat
T*T nur den Eigenwert 1. Somit gilt

IT||, =1 und Tr(TS) = (Se, f).

Nimmt man nun das Supremum iiber alle e, f € H mit ||e]| = || f]| = 1, so folgt
sup  |Te(TS)| = [|5]-
llell=IIflI=1

Fir ¢ € K(H)' und z,y € H betrachte R, , := (-, y)r € K(H) und a(z,y) := p(Rsy).
Damit ist a : H x H — C eine Sesquilinearform, fiir die wegen

1z w)ll < llz] yl] ]l
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die Abschitzung

(@, y)| < Mlpllicagy 1G9)zll < Nl 1] 1yl

gilt. Demnach ist o eine beschrénkte Sesquilinearform. Nach dem Satz von
Lax-Milgram, Satz 3.2.6 in [11], gibt es ein T" € Ly(#H) derart, dass a(x,y) = (T'z,y) fiir
alle z,y € H. Seien (e,)" 4, (fn)r; Orthonormalsysteme und (¢,)" ; € C™ mit

(T fr, €n) = € |(T fr, e,)] fiir alle n < m. Fiir S := > (-, e%re,) fr € K(H) gilt wegen

(16) S]] = 1. Es folgt "
ST h el = ST eren) = oS (e en) )

n=1 n=1 n=1
=|

()] < el 151 = llellcay
Fiir m — oo folgt aus der Beliebigkeit der Orthonormalsysteme wegen Satz 2.1.7
1Ty < llellicy < oo,

also T € T{(H).
Sei S € C(H) beliebig. Schreiben wir S und T' gemif ihrer Singuldrwertzerlegung, Satz
1.3.4, in der Form

n(S)

S Z,Un gn mn T Z,Un 5 €n fn?

so folgt mit Satz 2.2.1

n(S) n(S) n(S) n
S) = Zun(S)so< Zun )(Tha, gn) = Zzun o (T) (R €) (fons )
n=1m=1

n(T)
Z (Zun )(fm: n) hn,em> Zun )(S fins €m) = Tr(TS)

Wobei die Summenvertauschung wieder durch Lemma 2.1.4 legitimiert ist. Somit gilt
K(H) = ®(Ti(H)), wobei [[of| = [[@(T)[| < [T, < [l

Sei p € Ti(H)" und fiir z,y € H betrachte wieder R, , := (-,y)z € T1(H) und

a(z,y) == p(Ry,). Da ”xH.CII und Hylly Orthonormalsysteme sind, hat R, , die eindeutige
Singuldrwertzerlegung

Roy = (oy)z = [l2lHlyll ¢, 759 g -
Somit gilt || Ray[|, = ||lz]| ||ly|| und wir erhalten

(@, y)| = lp(Bay)| < ll7; 0 1 Bewlly = lpll7; a0y 121l Il

Wieder mit dem Satz von Lax-Milgram gibt es ein S € Ly(H) mit [|S]| < [|¢[|; 4, und
alz,y) = (Sx,y) fir alle x,y € H. Schreiben wir T € T;(#H) wie in (3) und bemerken,

17



dass wegen ||T'|| < ||T||, das Funktional ¢ auch beziiglich der Abbildungsnorm stetig ist,
dann folgt

n(T) n(T)
§0<T) = Z Mm(T%O(('v em)fm) = Z Mm(T)(Sfm’ em) = TI“(TS)

Somit gilt 71 (H)" € W(Ly(H)), wobei [lp[| = [W(S)[| < [[S] < l[]l-

18



3 Determinanten

Bevor wir beginnen, mit Determinanten zu arbeiten, benotigen wir das algebraische
Konzept der duBeren Algebra. Danach werden wir Determinanten fiir eine spezielle
Klasse von Operatoren definieren, und einige Eigenschaften nachweisen, die fiir
endlichdimensionale Matrizen aus der linearen Algebra bekannt sind.

3.1 Das Tensorprodukt von Hilbertraumen

Wir konstruieren das Tensorprodukt auf Basis von Satz 3.3.3 in [11], der besagt, dass
ein Hilbertraum mit einer Orthonormalbasis (€,)aca mittels der Abbildung

x> ((x,eq4))aca isometrisch isomorph in den Raum der komplexwertigen und
quadratsummierbaren Folgen ¢?(A, C) iiberfiihrt wird. Nach Satz 1.1.3 ist ein separabler
Hilbertraum isometrisch isomorph zu ¢*(N). Diese Interpretation eines Hilbertraums
motiviert die folgende Definition.

3.1.1 Definition. Sei H ein separabler Hilbertraum, (e,,)men €ine Orthonormalbasis in
H und n € N. Wir definieren den n-fachen Tensorprodukthilbertraum von H als

n
Q) H = PIN") = {(aGy i) rien - D (i < 00}

(41,...,in ) EN™
versehen mit dem iiblichen ¢? Skalarprodukt. Fiir 1, ..., z, € H definieren wir
x®---®xn::< Tk, € > .
! g( b i) (i1,..yin)END

In diesem Kapitel wird H immer als separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis
(€m)men, beziiglich der wir H mit ¢?(N) identifizieren, vorausgesetzt. Im Folgenden
schreiben wir I = (iq,...,i,) fir ein Tupel aus N".

3.1.2 Proposition.
a) Firalle zq,...,z, e Hist 1; ® - - @z, € ®" H und es gilt
(1@ QX1 Q- Quypn) = [ (g, yr) fiir alle zq, ..., 20, y1,. ..,y € H.
k=1

b) Die Abbildung

®n:’H”—>®n7—[:(xl,...,xn)»—>x1®~~®mn

ist linear und stetig in jedem Argument und stetig als Abbildung von H" nach
Q" H, wobei wir H" mit dem Summenskalarprodukt versehen.

¢) Ist (fm)men eine Orthonormalbasis von H, dann ist
{fi,® - fi, :(i1,...,in) € N'} eine Orthonormalbasis von @" H. Insbesondere
liegt span({z1 @ - - @ x,, : x1,...,x, € H}) dicht in Q" H.
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Bewezs:
ad a): Wegen Korollar 3.3.4 in [11] gilt

n

H(:l:k,yk) = (21, 01) - (Tn,Yn) = (Z(Sﬂb 611)61'1,%) e (Z(l’n’ ein>€inayn>

k=1 11EN in €N
= (D@ en)ensmn)) - (Do @nren)es ).
i1€N in€N

Da alle Summen in obiger Gleichung wegen Satz 3.3.3 in [11] absolut konvergieren,
kommt es nicht auf die Reihenfolge der Summanden an und wir erhalten

H(xkayk) = Z(xlaei1)(yl7€i1) """ ($n>eln xn7eln Z H xkaelk H ykaezk
k=1 k=1

IeNn IeN" k=1

Daraus folgt fir z, = yx, k € {1,...,n},

[Tl =" TGk )P = o @ - @@l (17)
k=1

IeN™ k=1

woraus wir 21 ® - -+ ® x, € Q" H fiir alle x1, ..., z, € H erhalten. Schliellich folgt aus
dem vorher Gezeigten

(1@ @Iy, @ D Yn) = ((ﬁ(azk, eik))[el\m’ (ﬁ(ylm eik)>IeNn>

VR
—
8
il
o
=
SN—
~—~
o
&
hny
N
=
N—
N—
/~
—~
]
3
D
S
3
SN—
—~
O
<
3
<
3
SN—
N—

ad b): Die komponentenweise Linearitét ist offensichtlich und die komponentenweise
Stetigkeit folgt aus (17). Sei z7*,..., 2" x1,..., 2, € H, m € N derart, dass

Y n?

((f,.. ) oy beziiglich der Summennorm gegen (1, ..., ,) konvergiert. Wir
erhalten fiir ein ¢ € {1,...,n} wegen
n
2
a7 =il < Y flaf = 5| = @t a) = (2 @) [ = 0,
=1

dass 2" — z; in ‘H. Wegen a) folgt

| @ o)~ @ a)|

=27 ® - @2’ + o1 ® - @ x|’
_2.Re((x?1®.®$zlvl'l®®xn)>

n

=TTl I” + TT lles 1 — 2 Re ([Tt 2).
Jj=1 j=1

j=1



womit wir aus der Stetigkeit von (-, -)

n}gr(l)o H@n(xrln, Tt — ®n(x1, cey Ty

erhalten.

=2 [Tl — 2 Re([[(y.2)) =0
j=1

i=1

ad c): Fiir eine Orthonormalbasis ( f,,)men gilt nach a)

(fz1®®fzn7fj1®®f]n Hfzkaf]k
k=1

Obiges Produkt ist nur fiir / = J ungleich 0 und in diesem Fall gleich 1. Zunéchst
wollen wir zeigen, dass fiir die spezielle Orthonormalbasis (e, )men das orthogonale
Komplement der Menge E :={¢;, ® -+~ ®e;, :i1,...,i, € N"} nur aus dem Nullvektor
besteht. Fiir ein (a7);ene € E* gilt fiir alle J € N*

0= ((@)iewm e ® -~ @ ey,) ZH =ar

IeN™ =

woraus (aj)rens = 0 und damit E+ = {0} folgt. Nach Korollar 3.3.4 in [11] ist
{e;, ® - ®e;, : I € N"} eine Orthonormalbasis in Q)" H. Wegen

span(E) C{x1 ® -+ @ xp, : X1, ..., T, € H} liegt mit span(E) auch die Menge
span({x; ® - @, : ¥1, ..., T, € H}) dicht in Q" H.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir eine beliebige Orthonormalbasis ( f,;,)men die lineare
Hiille der Menge F := {f;, ® --- ® fi, : (i1,...,i,) € N} dicht in Q" H liegt. Fiir
1y, Ty € Hund k € {1,...,n} gilt

Ty = Z(fﬁk, fiw) fir.-

1 EN

Wegen a) und b) folgt

0@ @n, = (Y (e fi)fy) © 0 (X @ fi) £

i1€N in €N

- Z Z H 'Ik7f7'k (fi, ® - ® fi,) € span(F)

11€N in€N k=1

und infolge span({zx; ® --- @ x,, : 1, ..., 2, € H}) C span(F'), womit span(F') dicht in
Q" H liegt.

g

3.1.3 Satz. Fiir ein T' € Ly(H) gibt es eine eindeutige Abbildung Q" T € L,(Q" H)
mit

®nT(x1®---®xn):Tx1®---®Txn (18)
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fiir alle xq,...,z, € H. Fiir diese Abbildung gilt [|Q" T|| < ||T||" und
Q"(ST) = (QR" S)(R"T), wobei S € Ly(H).

Beweis: Im Folgenden identifizieren wir H mit ¢?(N) und betrachten T' als Element von
Ly(¢*(N)). Fiir k € {1,...n} definieren wir die lineare Abbildung T}, : " H — Q" H
durch

T ((ar) renn) = (br) renn,

wobel

fir alle 41, ..., 451, %41, - - - 2 € N. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung 7},
wohldefiniert, linear und beschrinkt ist. Fiir (ay)rene € ®" H gilt

2 2
(@1, it sonin) i | :E | Qi o1 i) |
€N

< 3 Jarl = llar)rene I < +os,
IeNn

weshalb (b7) renn = Ti((ar) [ENn) wohldefiniert ist, wobei

7% ((ar)renn) Z Z D1t 1oesin) |
i;€EN i€N
JF#k
2
- Z HT<(a(Zlv Lh—1,02k41500+» Zn))ZEN) H
1;€N
ik
2
S HT” Z H(a 138 1 e in) ’LENH
i;E€N
7k
= HTH ZZ | ,in 1 iinsron zn)|2
i;€N ieN
Jk

2 2
< 1T Nl (ar) renn ™

Also ist das offenbar lineare T beschrankt mit ||7y|| < ||7||. Definieren wir

®nT::Tlo~~-oTn,

so ist mit 71, ..., T, auch Q" T wohldefiniert, linear und beschriankt mit

IQ" T < 71"

Fir k€ {1,...,n} und zy,...,x, € H sei (by)rene € Q" H derart, dass
Tk($1 K- R l’n) = (bi)[eNn. Fir il, R ;’ik—laik—&—la e ,in eN gllt

n n

(Div ik 1 ssitg1,0vin JiEN = ( Lk € H 5, €;;) ng) = H(%,ez‘j)T«xk,@i)ieN)-
=1 1
Ak T2



GeméiB Korollar 3.3.4 in [11] identifizieren wir (z, ¢;)ien € ¢*(N) mit 2 € H und
Tx), € H mit (Txy, €;)ien € £2(N). Wir erhalten

n
(bi17...,ik_1,i,ik+1 ..... in)ieN = H(ﬂfj, eij)(Tﬂu"k, €i)ieN;

woraus
Th(r1®@ - ®@x) = b)renn =21 Q.. T T2 QT @ -+ R Ty
und schlief3lich
®HT(x1®--~®a:n):(Tlo---oTn)(x1®---®a:n):Tx1®--~®Ta:n

folgt. Ist R € Ly(Q" H) ein weiterer Operator mit R(xq ® -+ Q) =Tr1 @ -+ - @ Ty,
firr alle xy,...,2, € H, so stimmen die linearen und stetigen Operatoren R und @" T
auf der Menge {71 ® --- ® z,, : x1,...,x, € H} liberein. Daraus folgt, dass sie auch auf
der Menge span({r; ® -+- @z, : 11, ...,2, € H}) = Q" H iiberein.

Ist S € Ly(H) ein weiterer beschrankter Operator, so gilt fir 1, ...,x, € H

(@ 5) (@ )i - (@ 5) (11

=STz, ®---® STz,
=@ (D@1 © - @),

Da (@n S) <®n T) und ®"(ST) nach dem ersten Beweisschritt linear und stetig sind,

stimmen die Operatoren auch auf span({r1 ® --- Q@ x, : x1,..., 2, € H}) = Q" H
iiberein.

Wir wollen zeigen fiir eine Abbildung T aus der Spurklasse der Operator Q" T
ebenfalls ein Spurklasse-Operator ist. Hierfiir bendtigen wir folgendes

3.1.4 Lemma. Fiir T € Ly(H) gilt (RQ"T)" = ®"(T™). Ist T positiv, so ist auch Q" T
positiv und es gilt /@" T = ®" VT Insbesondere gilt |@" T| = Q" |T|.

Beweis: Flr x1,...,Zp, Y1, ..., Yo € H gilt

<®nT<x1®...®xn),yl®...®yn> — (Tx1®---®Tmn,y1®--~®yn)

n

= H(Ta:k, Yr) = H(iﬁk,T*yk)

k=1 k=1
f— (1‘1®..®$n7T*y1®®T*yn)
= (010 @2, Q) (T3 @ @ ya)).



Da die Adjungierte eindeutig und die lineare Hiille von {z1 ® --- ® ,, : 21, ..., 2, € H}
dicht in ®" H ist, folgt (RQ"T)" = Q" (™).

Ist T zusitzlich positiv, dann existiert die Quadratwurzel vT von T. Fiir (a;)en» gilt
nach Satz 3.1.3 und dem vorherigen Beweisschritt

(" T(an)iew). (an)re ) = (R VIV (an)sem), (ar)ren)
- (®"v7) ®”ﬁ (an)rew). (ar)rem)
— (@ VT((ane). (@ VI) (anse)
- (" VT, Q" VT((ar)ian))
- |®" VT (tanen)|

womit " T und folglich auch ®" /T positiv sind. Wegen der Eindeutigkeit der
Quadratwurzel gilt folgt aus

& VIR V- ® VIVT) - ®'T
die Beziehung /Q" T = Q" VT.

> 0,

U
3.1.5 Proposition. Fiir ein 7 € T;(H) ist Q" T € T; (Q" H) mit
Te(R)' T) = T(T)"
Beweis: Fiir eine Orthonormalbasis (f;);en gilt wegen Proposition 3.1.2 und Lemma
3.14
Q7| = > (IQ Tl & @ fi) fuo- f)
JeNn
=D (Tl @ @T|f;, fi ©- ® f.)
JeNn
= Z H(’T’fjmfjk)
JEN k=1
= (Tf5 £1) - D> (T s fin)
J1EN in€N
=T} < +oo.
Substituieren wir in obiger Rechnung 7" fiir |T'], so erhalten wir Tr(Q"T") = Tr(T)".
U
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3.2 Die duflere Algebra

Bevor wir den Begriff der d&ufleren Algebra einfithren, benotigen wir einige Aussagen
iiber die symmetrische Gruppe %,,.

3.2.1 Bemerkung. Die symmetrische Gruppe ist die Menge aller Permutationen der
Menge {1,...,n}, also X, = {m: {1,...,n} — {1,...,n} : 7 bijektiv}. Die Signatur
) — (1)

einer Permutation 7 € ¥, ist definiert durch sgn(w) = ] 7T<J—
1<i<j<n J =1

Anzahl der Fehlstéinde von m, also die Anzahl der Paare (,7) € {1,...,n}? mit i < j

und 7 (i) > 7(j), eine gerade Zahl, so ist sgn(m) = 1, anderenfalls sgn(r) = —1. Die

Symmetrische Gruppe ist mit der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe mit der

Identitit Zy,, als neutralem Element und die Abbildung sgn : ¥,, — {—1,1} ein

Gruppenhomomorphismus in die multiplikative Gruppe {—1,1}. Es gilt also fiir

7, T € %, die Beziehung sgn(m o 7) = sgn(7) - sgn(7). Daraus folgt

sgn(m) - sgn(r!) = sgn(m o) = sgn(Zy,) = 1, weshalb sgn(7) = sgn(7 1) fiir alle

I SIDI

. Ist die

3.2.2 Definition. Fiir ein 7 € ¥, definieren wir die linearen Abbildungen
or: Q" H — Q" H durch
Uw((a(il ..... in))(il ..... in)eN") = (a(iw(l) ..... iw(n)))(il ..... in)EN"
und A4, : Q" H — Q" H durch
1
An((al)leNn) = Z Sgn(”)aw((aI)IeNn)-

’ ﬂezn

Die duflere Algebra von H ist definiert durch
/\ H = {(ar)renn € ® H - a,r((af)leNn) = sgn(7)(as)ren fiir alle 7 € 3, }.
Fir xq,...,2, € H und T € Ly(H) definieren wir weiters

$1/\---/\:1:n::\/aAn(ﬁ@---@xn)

/\nT = An o <®nT> A" H

Im Folgenden wird fiir 7 € ¥,, der Ausdruck I o 7 immer fiir das Tupel
(iw(l)y c ,iw(n)) € N™ stehen.

und

3.2.3 Bemerkung. Fiir zq,...,x, und 7 € ¥, gilt

n

a0 @ - @ 1,) = 0p ((H(xk 6ik)>IeN”): (

n
(2h i)
k=1 =1

IeNn
k

n

= (H(I'ﬂ.l(k), eik))IeNn =Tr1(1)) @ @ Tp-1(p).
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Weiters ist es leicht zu sehen, dass o, eine unitéire Abbildung von ®" H in sich selbst
ist. Fiir 7,7 € ¥,, und z¢,...,x, € H gilt

(ro00)(T1 @+ @xp) = Ufr(xf‘l(l) Q- 'TT_l(n)) - <H<x7_1(/’3)’ eiw(m))

-(II

k=1
= Oror (01 @ - - ® Ty,).

IeNn
(xffl(Trfl(k)) : eik)>IGNn = T(ror)=1(1) ® & L(ror)=1(n)
Demnach stimmen die beiden linearen und stetigen Abbildungen o, o o, und o,., auf

der Teilmenge {z1 ® --- ® x,, : 21, ...,x, € H} iiberein, womit sie auch auf
span({x1 @ - @y, : 1, ..., 2, € H}) = Q" H iibereinstimmen.

3.2.4 Proposition.

a) A, ist die orthogonale Projektion auf A" H, wobei A,, 0 0, = 0, 0 A, = sgn(m)A,
fiir alle 7 € ¥,,. Insbesondere gilt fiir 7 € ¥, und z4,...,x,, dass
Tr=1() N\ NTp-1(n) = SgIl(?T)(SCl VANKIERIVAN Qin)

b) Gibt es fiir 21,...,2, € H ein ¢ und ein j aus N mit ¢ # j und z; = z;, so folgt
2y A ANxp, =0.Ist {x1,...,2,} eine linear abhéngige Teilmenge von H, so gilt
TN ANz, =0.

Beweis: ad a): Fiir ein (ar)rene € Q" H gilt wegen Bemerkung 3.2.1 und Bemerkung
3.2.3

A2 ((ar)renn) = An(An((ar)renn)) = Ay <% Z Sgn(ﬁ)aw((al)leNno

’ ﬂ'ezn

— nl)? Z Z sgn(T o W)JTW((CLI)IGNn).

Tezn 7T€En

Fiir festes m,7 € &, gilt Tom = (Toa) o (e~ o) fiir alle a € ¥,,. Dieser Summand

kommt daher in obiger Doppelsumme genau ’En‘ = n! mal vor. Da die Abbildung
m +— 7 o7 eine Bijektion von ¥, nach ¥, ist, konnen wir die Substitution « = 7 o7
einfithren und gleiche Summanden zusammenfassen. Wir erhalten

n Z sgn(a)oq ((ar)ren)

12
(n) ac¥y,

— % Z sgn(a)aa((af)leNn)

'aEZn

= An((ar)1enn).

Ai((aI)IeN") =
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Weiters gilt fir z1,...,2,,91,...,yn € H

1
(An<l'1 R X {L’n)7y1 R ® yn) = E Z Sgn(ﬂ')(xﬂfl(l) R ® xﬂ'*l(n)ayl R ® yn)
‘WEEn
1 n
= Z sgn () H(xrl(k),yk)
" rex, k=1
1 - n
= _‘ Z Sgn(ﬂ- 1) H(xkayw(k))
TEX, k=1
1 n
= M Z Sgn(T) H(xlmyT*l(k))
TEYR k=1

womit wegen der Dichtheit von span({z1 ® --- ®@ x,, : x1,...,2, € H}) in Q" H der
Operator A, selbstadjungiert und dadurch eine orthogonale Projektion ist.

Fiir ein (ar)rens € @™ H und ein 7 € %, gilt
1 1
o7 (An((ar)renn)) = ol Z sgn (7)o (0x((ar) renn)) = ol Z sgn(7) 7o ((ar) renn)-
WEEn 71'6277.
Substituieren wir o = 7 o 7, so erhalten wir

or (An((ar)renn)) = sgn(T)% > sen(a)oa((ar)ienn) = sgn(r)Au((ar)en),  (19)

’ OLEETL

und somit A, ((ar)renn) € " H.

Fiir ein (ar)ren» € \" H gilt

1 1
An((ar)renn) = — GZZ sgn(m)ox((ar)ien) = — GZZ san(m)2(ar) ream
1 !
- E<ﬂ; 1) (ar)renn = %(a[)IeNn = (az)renn-

Also gilt A" H =ran(A,).

Fiir ein (ar)rene und ein 7 € 3, gilt nach Bemerkung 3.2.3

An(Ur((al)IeNn)) = % Z Sgn(7T>07ror((aI)IeN”)-

’ 71'6271
Da 7o 7 fiir # € ¥, ganz ¥,, durchlauft, erhalten wir mit der Substitution « = 7o 7

An(orllarien) = o 3 sen(ao o ((ar)rew)

’ Q€Y

= sgn(7).An((ar) renn).-
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ad b): Sei xq,...,z, € H mit z; = x; fiir ein j und ein 7 in N mit ¢ # j. Sei 7 € ¥, die
Permutation, die 2 und j vertauscht und die restlichen Elemente gleich lasst. Fiir diese

Permutation gilt 7' =7, sgn(7) = -1lund 7, @ - - @ x,, = 0. (7, ® - - - @ x,). Fiir ein
a € X, mit sgn(a) = —1 gilt sgn(ao7) =1 und (¢ o7) o7 = a. Also kann jede
Permutation « aus ¥,, mit sgn(a) = —1 in der Form 7 o 7 dargestellt werden, wobei

7 € X, mit sgn(m) = 1. Daraus folgt aus Bemerkung 3.2.3

xlAAmn:mAn(x1® ®xn \/—ngn O-ﬂ'x]_® ®an)

ﬂ'EEn

1 1
—\/ﬁ Z Uﬂ($1®®l’n)—ﬁ Z (0-7'('00—7')<x1®".®xn)
sgn(m)=1 sgn(m)=1
1
T Z_ o (11 @ - Q) \/— Z or(r1® - @x,) =0.
sgn(m)=1 sgn(m
Ist {x1,...,x,} eine linear abhingige Teilmenge, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass x; als Linearkombination von z,, ..., x, geschrieben werden kann. Es gibt also

Co,...,C, € C derart, dass
n
T = E CiTj.
i=2

Wir erhalten wegen der Linearitit von A,

n n

i=2 =2
O

Um Determinanten zu definieren, bendtigen wir Orthonormalbasen und den Begriff der
Spurklasse im Raum A" H. Aus einer Orthonormalbasis in H koénnen wir dhnlich wie in
Proposition 3.1.2 eine Orthonormalbasis in A" H bauen.

3.2.5 Satz. Ist (f,,)nen eine Orthonormalbasis in H, so ist
B:={fu N Nfi, :1<i3 <--+<in}
eine Orthonormalbasis in A" H. Insbesondere liegt die Menge

span({xy A+ A Xy : x1,...,2, € H}) dicht in A" H.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Orthogonalitit. Seien I = (i1,...,4,) und J = (j1, ..., jn)
zwei aufsteigende Tupel, d.h. i; < --- < i, beziechungsweise j; < --- < j,. Weil A, eine
orthogonale Projektion ist, folgt aus Proposition 3.1.2

(fio Ao Ao fn N AN fi) =l (An(fiy, @ - ® fi,), iy, @ -+ ® i)
=Y sen(m)(fi_1yy ® @ fi_1s fn ® - @ fj,)

ﬂ'ezn
Z Sgn H fl *1(k)’ f]k (20)
TEY, k=1
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Sind I und J verschieden, so gibt es keine Permutation 7 € »,, derart, dass [ o1 = J,
da I o7 nur fiir 7 = Iy, aufsteigend ist. Somit ist fiir / # J das Produkt in (20) immer
0.Ist I = J, so gilt [ o7 = J nur fiir 7 = Zy, . Somit folgt ||f;, A--- A f;, ||> = 1.

Es bleibt zu zeigen, dass die lineare Hiille von B dicht in A" H liegt. Nach Proposition
31210t Fi={f, ® - ® f;, :i1,...,1, € N} eine Ortonormalbasis von " H und
somit span(F) dicht in @" H. Wegen A, € L,(Q" H) gilt

A H=A.(R" H) = A.(span(F)) C A, (span(F))
:s.pan({fi1 Ao AN fi 01,y i € N})

Wegen Proposition 3.2.4 kénnen wir in der obigen Menge alle Elemente mit gleichen
Indizes weglassen, da diese gleich 0 sind. Also gilt

/\nH:span({fil/\--~Afin:il,...,inEN,ik#z’l fﬁrl#k}).

Da wegen Proposition 3.2.4 Vertauschungen innerhalb von f;; A--- A f; nur das
Vorzeichen dndern, kénnen wir die Indizes aufsteigend sortieren, womit

/\nH:span({fil/\---/\fin 1<y <--- <in}) = span(B)
U

Im Folgenden sei N} := {(iy,...,d,) € N* 14; < ... <i,} CN" die Menge aller aufstei-
genden Tupel in N" beziehungsweise N2, . := {(i1,...,i,) € N" 14 <--- <, <m} die
Menge aller aufsteigenden Tupel aus N™ mit Eintragen kleiner oder gleich m € N.

3.2.6 Satz. Fir T € Ly(H) gilt A"T(x1 A+~ ANxy) =Taxy A+ ATz, fiir alle
21,2y € Hund A" T € Ly(A\"H). Ist S € Ly(H) ein weiterer Operator, so gilt

A'ST) = (A" 8) (A" T).

Beweis: Der Operator \" T ist als Verkniipfung der stetigen Abbildungen A,, und
Q" T selbst stetig. Wegen Satz 3.1.3 und Proposition 3.2.4 gilt fir xy,...,2, € H

T R T
=A, (\/% Z sgn(m) (®n T) (Tr1) @ ® xw”(ﬂ)))

n

—= > seu(m)(Tap1() ® - ® Tmﬂ*(”ﬂ)
\/m TEX,

= VnlA, (AT, @ -+ @ Ta,))

=Vl A, (T2, ® - - - @ Txy,)
=Tz N---NTx,.
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Fiir ein S € Ly(H) und z1,...,z, € H gilt wegen dem vorherigen Beweisschritt
N (ST) (@1 A+ Awy) = (STay A~ ASTa,) = N\ S(Tay A+~ AT,
= (/\ S) </\ T)(a:l AN xy),

womit (/\" S) (/\" T) mit A"(ST) auf der Menge {z1 A~ Az, : 2y,..., 2, € H}
{ibereinstimmt. Da die lineare Hiille dieser Menge nach Satz 3.2.5 dicht in A" H liegt
und die Operatoren stetig und linear sind, stimmen sie auf dem gesamten Raum {iberein.

g

Wir wollen auch die Spurklasse der d&uflieren Algebra untersuchen.

3.2.7 Lemma. Fiir T € Ly(H) gilt (A"T)" = A"(T*) und /AT = \"VT. Ist T
positiv, so ist auch A" T positiv. Insbesondere gilt |A" T|= A" [T.

Beweis: Aus Lemma 3.1.4 und der Tatsache, dass A,, als orthogonale Projektion auf
A" H selbstadjungiert ist und A, ((ar)renn) = (ar)ren- fiir alle (ar)ens € A" H erfiillt,
folgt fiir (ar)renn, (br)renn € N"H

(A" T(ansen, Gr)ren ) = (Au(@) Tlar) ), (b)ren)
= (®n T(ai)IeNna (bi)IeN")
(

Ist T positiv, so folgt mit Lemma 3.1.4, dass Q" T positiv ist. Wieder mit der
Selbstadjungiertheit von A, folgt fiir (as)renn € A" H

(/\n T(ar)renn, (ai)IEN") = (®

Mit Satz 3.2.6 erhalten wir
(N'VE) = N W)= '

womit aus der Eindeutigkeit der Quadratwurzel /A" T = A" VT folgt.

n

T (An(GI)IENn) ; An(al>I€N") > 0.

Wir wollen die Ergebnisse des zweiten Kapitels auf die Operatoren aus Ly ( N ’H)
anwenden. Dazu erinnern wir an Begriffe, die im 2. Kapitel vermehrt vorgekommen
sind. (yn(T))Z(:TI) nennen wir die Eigenwerte von |T|, gezéhlt nach ihrer Vielfachheit,

also 1 (T) > po(T) > - -+ > 0, wobei n(T') = dim(ran(T)) € NU {0, co}.
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3.2.8 Satz. Fiir T € T1(H) gilt A"(T) € Ti(A"(H)), wobei

IN@| = X T < 1 (21)

JENL, o k=1

Beweis: Wir schreiben T' geméafl der Singuldrwertzerlegung, Satz 1.3.4, als

n(T)
T =" my(T) 9,

Wir wollen zeigen, dass B :={f;, A=A fi, 1 <i3 <---<i, <n(T)} eine
Orthonormalbasis von ran( N'T ) ist. Der Beweis der Orthogonalitéit verlduft analog
zum Beweis in Satz 3.2.5.

Da f; fiir 1 < j < n(T) in ran(T) liegt, gibt es Folgen (f1")7°_; aus ran(7T’) mit
lim f* = f;. Weiters gibt es fiir alle m € Nund j € {1,...,n(T)} ein g]* € H derart,

m—ro0

dass T'g]" = f". Aus Proposition 3.1.2 und der Tatsache, dass A, stetig ist, folgt fiir
L<ji < <jn<n(T)

fin Ao A fi = VAo (fi, ® - ® fj,) = VnlA, (lim (fff @ ® f)
= lim ValA, (Tl @ - @Tgp) = lim (Tgj A== ATg})
zmli_1r>xc1>o</\nT>(g;T/\~~/\gjmn)eran(/\nT).

Um zu zeigen, dass span(B) dicht in ran(/\n T) ist, weisen wir zunéchst nach, dass die
lineare Hiille der Menge

n

{Txl/\~-/\Txn:xl,...,an’H}:</\T)({3:1/\~-/\xn:xl,...,xne'H})

dicht in ran(/\" T) liegt. Setzen wir D :={zy A - Az : 21, ..., 2, € H}, so gilt wegen
Satz 3.2.5 gilt span(D) = A" H, und wegen der Stetigkeit von A" T folgt

(/\n T) (span(D)) ) (/\n T) (span(D)) = /\n T(/\n H) = ran(/\n T).
Fiir x4, ...z, € H folgt wegen der Stetigkeit und Linearitidt beziehungsweise
Multilinearitit der Abbildungen A, und &"

n(T) n(T)
= \/HAn<(Z(x1,gj1)fj1) K (E(%,gjn)fjn)>
Ji=1 Jn=1
n(T) nT) n

:Z"'anh%k \/_*A (frp @@ fi,)

J1=1 Jn=1k=1

n(T) n
= > T @ gi) i A A i)

j1=1  jp=1k=1
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Aus der obigen Gleichung folgt
ran(/\n T) D span(B) 2 span((/\n T) (D)> 2 ran(/\n T),

womit span(B) dicht in ran(A" T') ist.

Wir wollen die Eigenwerte von ‘ A" T| berechnen. Wegen Lemma 3.2.7 gilt fiir
L<ji < <o <n(T)

|/\nT|(fj1 AN fh) = /\n T1(fiu Ao A f) = TN A AT,
= Hj (T>fj1 ARERRA :ujn fjn H:ujk f]1 A fjn)'

Angenommen, es gibt einen weiteren Eigenwert A € C mit Eigenvektor
(ar)renn € ran(A"T)\{0}. Da {fj, A=+ A f, 1 <1 < <j, <n(T)} eine
Orthonormalbasis von ran( A" T) ist, gilt

(anrewn = Y (@)rewn, fii Ao A J3) (i Ao A ).

J€N<U(T)T

Aus der Stetigkeit von A" T erhalten wir

Aag)renn = |/\nT|((aI)IeN") = Z ((ar)rewn, f5 A== A F )T A== AT f5,)

JENT

<n(T)t
— S ((@rewn Sy Ao A S - (H () - (i Ao A fi)
JEN<7I(T)T
= Z (H:ujk ) a[)IEN" f]l '/\fjn><fj1 /\"'/\fjn)'
JENG P

Wegen der Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten, vgl. Satz 3.3.3 in [11], muss fiir alle
J e N’én(m die Gleichheit

M(ar)renn, fj A= AN fi,) = <H 14, ( ) (ar)renn, fiy A= A fi) (22)

gelten. Da (ar)renn € ran(A" T)\{0} und {fj, A== A fi, : 0 < ji < -+ < jn <n(T)}
eine Orthonormalbasis von ran( N'T ) ist, muss es ein J € NTSLW(T)T geben derart, dass

((ar)renn, fiy A+ A f;,) # 0. Fiir dieses J folgt wegen (22) A = [] p;, (T'), womit
k=1

Eigenwerte von |A"T| genau von der Gestalt (] s, (T))1<j1<“_<j <nery Sind. Nach
k=1 - "=
Satz 2.1.5 gilt

INT

Y

JENZ, (1)1 b=
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Es bleibt noch die Abschétzung in (21) zu zeigen. Zunéchst gilt

n(T)

n(T) n(T)
||T||?:(Zu] ) =D (@) () =Y Hugk

=1 Jn=1 JENZ oy k

Lassen wir Summanden mit j, = j, fiir gewisse p # ¢ weg und setzen
N :={(1,- -, Jn) : Jp # Jq fiir p # q}, so erhalten wir die Abschétzung

Tl =" > Huyk )= > [ [ma (D) (23)

JENT o k= JEN k=1

Wir betrachten fiir ein festes J € N den Summanden [] p;, (7). Fiir alle 7 € X, gilt
k=1

H i (T) = H [ (T). Somit kommt dieser Summand in (23) genau n! mal vor. Also

konnen wir glelche Summanden zusammenfassen. Da es fiir ein

(1s - gn)t € {1,...,n(T)}™ mit j, # j, fiir p # q genau eine Permutation m € 3, gibt
mit jr1) < -+ < Jr(n), kOnnen wir uns auf aufsteigende Vektoren aus {1,...,7n(7)}"
beschranken und (23) zu

1= > J[m@=n > ]

JENL, 1 JENL, oy k=1
Jp#Jq fir p#£q

umformen.

3.3 Die Determinante

3.3.1 Definition. Fiir ein T' € T1(H) definieren wir die Determinante von Z + T als

det(Z +1T) : ZTr/\ ), (24)

wobei wir TI‘(/\O T) :=1 setzen.
Wir wollen zeigen, dass diese Summe fiir alle 7" € 77 (H) konvergiert.

3.3.2 Lemma. Fiir eine Folge (z,)neny von komplexen Zahlen gilt fiir jedes m € N

n

L+ ) [Tz =]+ 20

n=1JeN . i=1

Beweis: Induktionsanfang: Fiir m = 1 gilt

1

1+Z Z szz 1+ Z zj1:1+21:H(1+zn).

n=1 JENZ,, i= JENL . n=l1
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Induktionsvoraussetzung: Fiir ein m € N gelte

1+Z > ﬁ f:[1+zn

n=1JeN?
Induktionsschritt: Es gilt
m+1 m+1
2. 2. H%z > S o+ X [1=-
n= 1J€N<m+1¢ n= 1J€N<m+mz 1 JEN?+}FIT i=1

n
Wir kénnen die Summe > [] z;, aufteilen, indem wir die Tupel aus N2 ., die
JENTSLTVH»IT i=1
m + 1 enthalten, von den restlichen trennen. Summieren Wir nur iiber Tupel, die m + 1
enthalten, so konnen wir z,,,, herausheben, und iiber N T summieren. Wir erhalten

wegen NZ‘;LT {(1,...,m+1)}

m+1 m+1
SIS IEED S SIS | RS SRR ol |
n=1JeNZ . . i 2 JeNZ, 44 =1 J€N<m+lT JEN?J—LLT =1
m m+1 m~+1
= ( Z HZJZ+Zm+1 Z szl)jLZzn—l—Hzn
n=2 JeNw . i=1 Jeny b =1
m

H +Zm+1z Z HZ] +Zm+1+2’m+1H2n
oy =1

nZJGanzl

m m+1
;/H(l—i-zn —1+zm+1z Z HZ]7+Zm+1
et n=2 jenu 1 i=1
:H(l—i-zn _1+Zm+1(z Z HZJz )
— n=1 JeNZ
= H(1+zn)—1+zmﬂH(1+zn)
n=1 - n=1 _
= (14 zp) [JA+2) - 1= ] +2) -1
n=1 n=1

3.3.3 Satz. Seien 7, S € T1(H). Die Summe in (24) ist absolut konvergent, wobei
folgende Aussagen gelten.

a) |det(Z +T)| < 1;[ (1 + (7)) < exp([IT1]y)-
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b) z+— det(Z 4 2T) ist analytisch in C mit Werten in C.

c) Fiir alle € > 0 gibt es eine Konstante C. mit |det(Z 4 27| < C.e! fiir alle z € C.
d) Die Abbildung det : (T1(H),||-]l,) = C: T~ det(Z + T) ist stetig.
)

e) Fiir H=F @ F* mit dim(F) < oo, T(F*) = {0} und T(F) C F gilt
det(Z +T) = |Zjp + Tr|, wobei rechts die endlichdimensionale Determinante aus
der linearen Algebra steht.

f) det((Z+T)(Z+S)) =det(Z+T)-det(Z+S).
n(T)
Beweis: ad a): Wir zeigen zuerst, dass [] (1 + pn(T)) < +00. Wegen In(z + 1) < z fiir

n=1
alle x > 0 erhalten wir

n(T n(T) (T
[T+ () - exp(ln(ﬁu +un<T>>)) - exp((z)lnu + (1))

n=1 n=1

< exp(z in(T)) = exp(|T]|,) < +o0.

Aus Satz 3.2.8 und Satz 2.2.2 folgt:

SRS VDS m

JENZ iy

Fiir n(T') € Nund n > n(7T) gilt N2, 7, = 0 und somit

Z > Huaz >y Huﬁ

n=1 JENL . i n=1JeNL ..

was offensichtlich auch fiir n(7") = co gilt. Die absolute Konvergenz der rechten Seite
von (24) und a) folgt mit Lemma 3.3.2 aus

1+§|Tr(/\nT)}§1+Z > Huﬁ _1+Z > Huﬁ

n=1 JeN" n=1 JeN"

<n(T)r* <)t *
= hm (1+Z Z H'uh )z hm H1+unT))
n(T)
= [+ (7)) < exp(|Tly) < +oc.
n=1

ad b): Fir z € C gilt
det(Z + 2T) = ZTr/\ ):iz”-Tr(/\nT
n=0
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Wegen |Tr(A"T)|< A" T} < = ||T||1, vgl. Satz 3.2.8, konvergiert die Potenzreihe auf

der rechten Seite der obigen Glelchung fiir alle z € C und stellt dort die Funktion
z +— det(Z + 2T) dar.

n(T
ad c): Sei e > 0 und z € C. Wir wihlen N € N so groB, dass > p,(T) < 5. Weil der
n=N+1

N
Ausdruck ] (1 + |z|g;(T")) ein Polynom in |z| ist, konvergiert der Ausdruck
j=1

N
H (14 || (T)) - e~ 2P
7j=1

fiir |z| — oo gegen 0. Es gibt daher eine Konstante C. > 0 mit
N
L0+ Flmy 59 < .
7j=1

fiir alle z € C. Wegen |1 + z| < €l*l, a) und Proposition 1.3.5 gilt

n(T) N
[det(Z + 2T) H Lt el (1) < TTO+ ey (T) - exp( D Jelin(D)

= n=N-+1
=
< C’Ee?‘z| el = CLef.

ad d): Sei (T,,)men ein Folge aus 77 (#H), die beziiglich |-]|; gegen einen Operator

T € Ti(H) konvergiert, und € > 0. Da (7},)men eine konvergente Folge aus T;(H) ist,

gibt es ein C' > 0 mit sup ||T5,]|; < C < +oo0. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es ein
meN

N € N mit

Nach Satz 2.2.2 ist die Abbildung 7"+ Tr(7") stetig und damit auch 7"+ Tr(T)" fiir
alle n € N. Daher gibt es zu jedem n € N ein M,, € N derart, dass fiir m > M, die

Abschétzung
€

3(N+1)
gilt. Setzen wir M := max M, so folgt fiir m > M, n < N und einer

|Tr(T,,)" — Te(T)"| <

Orthonormalbasis (fJ)JeN von ‘H aus Proposition 3.1.5, Satz 2.2.1 und der Tatsache,
dass A, als orthogonale Projektion auf A" H selbstadjungiert ist und A, pry = Zpanu
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erfiillt,

T (A" T) = Te(A"T)] = [T (Ao (R T = @) T) g
=13 (4@ T = @ TV Ui A+ A i) i Ao A i)

JenNt

(" T~ @ 1) n A fi) fis Ao A L)

JeNt

= [T(Q)" T = @ 1) = [1H(T)" = BT < s

Weiters gilt mit Satz 3.2.8 und Satz 2.2.2

|§%memu§mewngm

A
g
>
EN
it

g
>
=l

Wir erhalten fir m > M

det(Z + T,) — det(Z + T))| = ‘f: (N T — N\ T)‘

N 25
<Z3 N+l 3 °©

n=

ad e): Zunichst sei M eine lineare Abbildung von C* nach C*, die beziiglich einer Basis
(e;)k_, die Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix hat, und bezeichne (A;)¥_, ihre
Eigenwerte gezihlt nach ihrer Vielfachheit. Fiir n > k und 2y, ..., z, € CF gilt wegen
Proposition 3.2.4 21 A -+ Az, = 0. Es folgt A\"(CF) = {0}, womit A" M = 0. Da die
Standardbasis von C* eine Orthonormalbasis von CF bildet, erhalten wir mit Satz 3.2.6
und Satz 2.2.1

ST (A" = S I(A M) =30 S (A M e )

n=0 JeN-

<kt
k
= E E (Mej, N---NMej, ,ej, N---Nej,)
n= OJENQ,cT
1 n
= g E g sgn(m o T) H Me; _,, ejfl(i)).
n=0 J€N<m T, TEXR i=1

Damit das Produkt in der obigen Summe nicht Null wird, muss aufgrund der
Dreiecksgestalt 7=1(i) > 771(4) fiir alle i € {1,...,n} gelten. Gébe es ein i € {1,...,n}
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mit 771(7) # 771(4), so auch einen Index g, der 7 1(4y) # 771 (7o) erfiillt, und fiir den

71 (ip) am groﬁten ist. Wegen 7 1(7) > 771(4) fiir alle i = 1,...,n muss
7 (ip) > 77 (i0) gelten. Fiir k =7 (77" (ip)) folgt iy # k und daher
77 Yk) = 771 (ig) # 7~ (k). Nach der Wahl von i, folgt der Widerspruch

k) = 7T_1<i0) > 7 1(k). Also gilt 77! = 77! und infolge 7 = 7. Da die
endlichdimensionale Determinante einer Matrix das Produkt ihrer Eigenwerte ist, folgt
mit Lemma 3.3.2

n

i%Tr(/\ > o Z Z Z sgn(mom H(Mejﬁfl(i),ejrlm)

n= 0J€N<M7r€2n i=1
—Z > HM%% Z > HM
n= 0J€N’<‘k,r n= 0J€N<k¢

k
H 1+ \) =T+ M)|.

Fiir n > dim(F) ist wegen ran(7") C F' die Familie (ij) fir alle zq,...,2, € H
linear abhéngig. Aus Proposition 3.2.4 folgt Txy A--- A Txn =0 fir alle x1,...,2, € H,
womit ran(/A" T) = {0} und folglich A" T = 0.

Da sich F als Hilbertraum fiir k := dim(F) mit C* identifizieren ldsst, gibt es gem#f
Satz 12.8.5 in [10] eine Orthonormalbasis (f;)5_, von F, beziiglich der T}y die Gestalt
einer oberen Dreiecksmatrix hat. Erweitern wir diese zu einer Orthonormalbasis von
ganz H, so gilt T'f; = 0 fiir alle j > k. Sei Q : F' — C* die unitére Abbildung mit
Qf; =e; fiir j =1,... k, wobei (e;)"_, die Standardbasis des C* bezeichnet. Die
Abbildung M := QTQ ! hat wegen

(Tf;, fi) = (Q'MQf;, f;) = (MQf;, Qfi)cr = (Mej, €;)cn
fiir i,j € {1,...,k} auch obere Dreiecksgestalt. Fiir I, J € N2, gilt zudem
(/\ T(fjl /\"'/\fjn);fil /\"'/\fin> = (/\ M(Gjl /\---/\ejn),ez-l /\~"/\6in>.

Wegen T'f; =0 fiir j > k und A" T = 0 fiir n > k folgt aus dem eingangs behandelten
Spezialfall

det(Z +T) = ZTr/\ ):iTr(/\nT
—ZZ(/\ (i Ao A S i A A f)

n=1 JeN}

k
=> > (/\nM(ejl/\"'Aejn)vejl/\"'Aejn>

n=1 J6N<M

= det(Z + M) = |T + M|
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Da wegen T|F = Q7 'MQ die Abbildungen I‘F + T|F und Z + M zueinander dhnlich
sind, gilt schlieBlich |Z + M| = |Z|, + T| .

ad f): Sei T, S € Ti(H). Da Operatoren mit endlichdimensionalem Bild dicht in 7y

beziiglich ||-]| liegen, gibt es Folgen (7},)22; und (S,,)5; von Operatoren von endlichem

Rang aus Ly(H) mit lim ||7,, — 7| = 0 und lim ||S,, — S|| = 0. Fiir diese Operatoren
n—oo n—oo

gilt nach e) und der Multiplikativitéit der Determinante fiir endlichdimensionale Raume
die Eigenschaft f). Nach d) ist det : 71 — C : T'— det (I + T') beziiglich ||-||, und wegen
Proposition 2.1.7 auch beziiglich ||-|| stetig. Daraus folgt

det((I +T)(I+S)) =det((I + lim T,)(I + lim S,))
= lim det((I +T,)(I + Sy))
= lim det(I +T,,) - det(I + S,,)
n—oo
=det(/ + lim 7,,) - det(I + lim S,,)
=det(I +7T) - det(l +5)

Wir zeigen, dass wie im Endlichdimensionalen die Determinante iiber die
Invertierbarkeit eines Operators entscheidet.

3.3.4 Satz. Sei T' € T;. Ist I + T invertierbar, so gilt det(I +T') # 0. Ist I 4+ T nicht
invertierbar, so hat die Funktion f(z) := det(/ + 2T") eine v-fache Nullstelle bei z = 1,
wobei v die algebraische Vielfachheit von —1 als Eigenwert von 7' ist.

Beweis: Ist I + T invertierbar, so gilt mit S := —T'(I +T)™*

(I+TYIT+S)=I+T—-I+T)T(I+T)"'=1.
Wegen Satz 3.3.3 folgt

det(I +7T)-det(I +S5) =det(I +0) =1#0.

Sei umgekehrt I + 7" nicht invertierbar. Wegen der Kompaktheit von 7" ist —1 ein
Eigenwert. Sei v = dim (kfjl ker ((T + I)k)> die algebraische Vielfachheit von —1.
Nach Satz 1.3.9 gibt es ein m € N mit v = dim (ker((T +Z)m)> < oo und nach Korollar
2.3.6 in [9] eine Projektion P auf ker((I +7)™) mit TP = PT. Wegen P(I — P) = 0 gilt

(I +2TP)I +2T(I —P))=1+2T —2TP+ TP + 2*TPT(I — P)
=1+ 2T+ 2°T*P(I — P)
=1+ 2T,

womit wegen Satz 3.3.3

det(] + 2T) = det(I 4+ zT'P) - det(I + 2T'(I — P)). (25)
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Nach Satz 1.3.9 ist F' :=ker((/ + T)™) endlichdimensional, womit T'P
endlichdimensionales Bild hat. Wegen Proposition 1.3.7 hat T| » € Ly(F) die Zahl —1
als einzigen Eigenwert, und dieser hat algebraische Vielfachheit v. Da im
Endlichdimensionalen die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist, folgt mit Satz
3.3.3

det(Z + 2TP) = det(I|F + ZT’F) =(1-2)".

Wieder wegen Proposition 1.3.7 ist —1 kein Eigenwert von 7'(Z — P). Nach (25) und
dem ersten Beweisteil hat det(Z + zT") eine v-fache Nullstelle bei —1.
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4 Der Satz von Lidskii

Fiir endlichdimensionale Matrizen ist es wohlbekannt, dass die Spur gleich der Summe
der Eigenwerte ist. In diesem letzten Kapitel wollen wir das unendlichdimensionale
Analogon dazu betrachten, den sogenannten Satz von Lidskii. Zunéchst benétigen wir
ein Resultat aus der komplexen Analysis und die Schur-Lalesco-Weyl-Ungleichung.

4.1 Die Schur-Lalesco-Weyl-Ungleichung

Mit der Schur-Lalesco-Weyl-Ungleichung wollen wir eine Beziehung zwischen der
Summe der Eigenwerte und der Summe der Singuldrwerte eines kompakten Operators
herstellen. Zuvor benotigen wir den Begriff einer Schur-Basis.

4.1.1 Lemma (Schur). Sei T' € KC(#H) mit von Null verschiedenen und nach ihrer
Vielfachheit gezdhlten Eigenwerten (A,,)%_,. Dann gibt es ein Orthonormalsystem
(€n)n—1 mit

(Ten,e,) =N, fur ne{l,...,k}
Dieses Orthonormalsystem nennt man auch, obwohl es nicht vollstdndig sein muss, eine
Schur-Basis.

Beweis: Zu jedem \; gibt es nach Satz 1.3.9 ein m; € N mit

F; :==ker((T — X;)™) = ker((T' — X;)™) fiir alle n > m;. Nach Satz 1.3.9 ist Fj
endlichdimensional. Wir kénnen daher eine Basis (b,(cj ))ZJ: , von F; wéhlen, wobei v; die
algebraische Vielfachheit von A; bezeichnet.

Wir definieren U, : F; — C* als die eindeutige lineare Abbildung mit Ujb,(g ) = 61(3 ) fiir
k=1,...v;, wobei (e,(cj ))ZJ: , die Standardbasis im C"/ beschreibt. Aus der linearen
Algebra wissen wir, dass die Abbildung A; := UJ-T} F, U ];1 die selben Eigenwerte wie

T | P, hat. Wegen Proposition 1.3.7 hat T'P; nur \; als Eigenwert, womit auch A; nur A;
als Eigenwert hat.

Nach Satz 8.7.10 in [2] gibt es eine invertierbare Matrix Q; := (qg))l&:l € C"* derart,
dass Qj’lAij = J, wobei J € C"*¥i eine Matrix in Jordan-Normalform ist, also

Jq 0
J — .
0 ka
mit
A1 0
o .

A1
0 Aj
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Setzen wir e = Z ‘sz l ) e F;, so gilt wegen A;Q); = Q,J fiir k > 1

vj vy vj Vj Vj
0= Sy =5 S = 35 o
; =1 1=1 =1 =1
N G G o) ) '
—Z jaw + o b = qub +ap” ZQZkl
=1 =1

— )\ el(c] +a(]) ~I(€)17

wobei ak € {0,1}. Mit der selben Rechnung erhalten wir T @y = el . Wir setzen
&, = (1) (1) — ) 5(2) d den d

1:=€1 ,€3:=€y ,...,6p =€y €y 41 =€ ,..., und wenden das
Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren (vgl. Satz 11.5.7 in [2]) auf die

Vektoren él, ég, ... an, indem wir e; := é; setzen und, falls ey, ..., e,_1 definiert sind,

Z (e“ee" e; fiir n € {1,...,k}. Normieren wir diese Vektoren, so erhalten wir

ein Orthonormalsystem (en)i_,. Da (e;)7-, und (é;)!, fiir alle n € N den selben Raum
aufspannen, gibt es Skalare ckj, di; € C derart, dass

n n
n — E a;mék und én = E b;mek.
k=1 k=1

Aus der Tatsache, dass (e,)?; und (é,)"_, Basen der jeweiligen Rédume sind, haben sie
dort eine eindeutige Darstellung beziiglich der jeweils anderen Basis. Somit folgt aus

n n k n n
en = E € = E E agnbire; = E (g ambkz> ek,
=1

k=1 i=1 k=1 i=k

dass, Z ainbr; = 0 fiir £ < n und a,,b,, = Z ainbni = 1. Es gilt

i=k i=n
n n
Te, = E agp e = g U (Ae€r + p—1€5-1)
k=1 k=1
n n
= E AkQpnCr + E Akn k1€ 1
n k-1
— E E Akn zk)\kez+ E E akn ik—10—16€4
k=1 i=1 k=1 i=1
n k-1
- E annbm/\ €z+ E E Akn zk/\kez+ E E akn ik—10—16€;
k=1 =1 k=1 i=1
n—1 n—1
- annbnnA €n + E Cin€k = A n€n + E CiknCk
k=1
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mit passenden ¢, € C, 1 < k < n < k. Schlussendlich gilt

n—1

(T@n, en) = )\n(erm en) + chn(erm ek) = )\n

k=1
U

4.1.2 Satz (Schur-Lalesco-Weyl). Sei T € T;(H) mit nach ihrer Vielfachheit gezéhlten

Eigenwerten (\,)%_, und Singuldrwerten (,un(T))"(T)

w(T) n(T)
ST <D ia(T) < +o0
n=1 n=1

Beweis: Wir schreiben T" wie in (3) in der Form

n(T)
T = ZM(T)( ej)f

Fiir eine Schur-Basis (g,)f_, von T gilt nach Lemma 4.1.1

Dann gilt

n(T)

A= (TGns gn) = Zﬂk (9ns €1) (fres Gn)- (26)

n(T)
Setzen wir by, := (gn, €x)( [k, gn), so gilt nach Lemma 2.1.4 > |bg,| < 1 und
k=1

S || < 1. Mit (26) folgt
n=1

n(T) « n(T)

IINGIES 9» DNAIGES SICs
n=1

n=1 k=1

wobei wir die Summen vertauschen diirfen, da alle Summanden nichtnegativ sind.

4.2 Der Satz von Lidskii

4.2.1 Bemerkung. Wir wiederholen eine abgeschwéchte Version des Produktsatzes
von Hadamard, Satz 4.1 in [7].

Sei f analytisch in C mit f(0) = 1 und Nullstellen ay, as, .... Gibt es fiir alle ¢ > 0 eine
Konstante C. mit |f(z)| < C.e®*l und gilt

=1
Z ‘an‘ < 400,
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so folgt

e =110,

wobei dieses Produkt lokal gleichméBig konvergiert, also fiir jedes kompakte K C C gilt
-Tlo-5)—
k=1

Dieses Resultat wollen wir im nachsten Satz benutzen.

— 0.

n—oo

sup| f
zeK

4.2.2 Satz. Fiir einen Spurklasse-Operator T' mit Eigenwerten (\;)5_,, gezihlt nach
ihrer Vielfachheit, und ein z € C gilt

det(Z + 2T') = ﬁ(l + z;)). (27)

n=1

Beweis: Fiir —z~1 € o(T) gilt wegen Satz 3.3.4 det(I + 2T) = 0. Wegen —z~1 = \; fiir
ein j € {1,...,x} gilt (27).

Gelte umgekehrt —z7! ¢ o(T), also det(I + 2T') # 0; siche Satz 3.3.4. Nach der
1
Schur-Lalesco-Weyl-Ungleichung, Satz 4.1.2, gilt fiir z, = ——

An
w(T) w(T)
> — |Z | Z\)\ | < fo0.
n=1 1"

Somit kénnen wir wegen Proposition 3.3.3 den Hadamard’schen Produktsatz auf die
analytische Funktion z + det(/ + 27") anwenden und erhalten

w(T) - &(T)
det(I +2T) = (1 - —) = [T+ 2x).
n=1 n n=1

O

4.2.3 Korollar (Lidskii). Fir T € T;(H) mit Eigenwerten (A;)”

%1, gezéhlt nach ihrer
Vielfachheit, gilt

= Z )‘n(T)

Beweis: Nach Lemma 3.3.2 und Satz 4.2.2 gilt fiir alle z € C

det(Z + 2T) = H(1+2A _1+Z > Hz)\h

n=1 JENZ 4

—Z(ZIDﬁv

n=0 J6N<KT

44



0
wobei die letzte Gleichheit aus N2 = () fir n >k und Y [ Aj, =1 folgt. Es gilt

JeNgnTizl
daher ;
Z(Tr(/\nT)>z =det(Z+2T) = Z( Z H)\]Z>
n=0 n=0 JEN" =

Bilden wir die Ableitung der obigen Funktion und werten sie bei 0 aus, so erhalten wir

Te(T) = Tr /\ = ) HAJZ > .

JeN1

45



Literatur

[1] I. Gohberg and S. Goldberg, N. Krupnik. Traces and Determinants of Linear
Operators. Birkhéuser Verlag, 1991.

[2] H. Havlicek. Lineare Algebra fiir technische Mathematiker. Heldermann Verlag,
2012.

[3] M. Kaltenbéck. Fundament Analysis. Heldermann Verlag, 2014.

[4] M. Kaltenbéck. Analysis 3. Vorlesungsskript, 2018.

[5] M. Kaltenbéck. Funktionalanalysis 2. Vorlesungsskript, 2018.

[6] P. Lax. Functional Analysis. Wiley-Interscience, 2002.

[7] B. Simon. Notes on infinite determinants of hilbert space operators. Advances in
Mathematics 24, 244-273, 1977.

[8] B. Simon. Basic Complex Analysis; A Comprehensive Course in Analysis Part 2A.
American Mathematical Society, 2015.

[9] B. Simon. Operator Theory; A Comprehensive Course in Analysis, Part 4.
American Mathematical Society, 2015.

[10] H. Woracek. Komplexe Analysis 1. Vorlesungsskript, 2015.

[11] H. Woracek and M. Kaltenbéck, M. Bliimlinger. Funktionalanalysis 1.
Vorlesungsskript, 2019.

46



