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Prolog

Diese Arbeit, die hauptsächlich auf dem ersten und zweiten Kapitel von [Sas94]
basiert, gibt einen kleinen Einblick in die abstrakte Harmonische Analysis, wobei
wir einen Zugang über positiv de�nite Funktionen wählen. Bevor wir also zu einigen
Hauptresultaten der Harmonischen Analysis wie dem Satz von Bochner, dem Satz
von Plancherel und der Pontrjagin-Dualität kommen, setzen wir uns mit positiv
de�niten Funktionen auseinander. Obwohl die Theorie positiv de�niter Funktio-
nen auch für nichtkommutative Gruppen formulierbar ist, werden wir uns in dieser
Arbeit aus Bequemlichkeit ausschlieÿlich mit kommutativen Gruppen auseinander-
setzen.

Für diese Arbeit ist ein solides Grundwissen über Maÿe auf topologischen Räu-
men essentiell (siehe z.B. [Kal11a, Kapitel 17]). Auÿerdem sind elementare Kennt-
nisse von lokalkompakten Gruppen sehr empfehlenswert (siehe z.B. [Fol95] ). Hier
eine sehr kurze Zusammenfassung:

De�nition. Eine Gruppe G, die mit einer Hausdor�topologie versehen ist, heiÿt
topologische Gruppe, wenn die Abbildungen · : G × G → G : (x, y) 7→ xy und
−1 : G → G : x 7→ x−1 stetig sind. Wir sagen, dass eine Gruppe lokalkompakt ist,
wenn sie topologisch ist und die Topologie, mit der sie versehen ist, lokalkompakt
ist.

Satz. Sei G eine kommutative lokalkompakte Gruppe. Dann gibt es ein bis auf eine
multiplikative positive Konstante eindeutiges translationsinvariantes nichtnegatives
nichtverschwindendes Radonmaÿ1 λ. So ein Maÿ wird als Haarmaÿ der Gruppe
bezeichnet, es ist positiv auf nichtleeren o�enen Mengen und erfüllt λ(B) = λ(−B)
für alle Borelmengen B.

Nun noch ein paar Bemerkungen zur mathematischen Ausdrucksweise in dieser
Arbeit: Sind (Ω1,A1), (Ω2,A2) Messräume, T : Ω1 → Ω2 eine messbare Abbildung
und µ ein nichtnegatives oder ein komplexes Maÿ auf Ω1, so schreiben wir für das
transformierte Maÿ µT−1 : A2 → C : A 7→ µ(T−1(A)). Ist f : Ω2 → C messbar, so
besagt der allgemeine Transformationssatz aus der Maÿtheorie, dass f ◦ T genau
dann integrierbar bezüglich µ ist, wenn f bezüglich µT−1 integrierbar. In diesem
Fall gilt ∫

Ω1

f ◦ T dµ =

∫
Ω2

f dµT−1.

Wenn in einer kommutativen lokalkompakten Gruppe G von �dem� Haarmaÿ die
Rede ist, so ist damit ein beliebiges aber festes Haarmaÿ gemeint, dieses schreiben
wir als λ oder λG.

Ist p ∈ [1,∞), so setzen wir Lp(G) := Lp(λ). Der Raum L∞(G) bezeichnet nicht
(so wie meistens) den Raum der messbaren fast überall beschränkten Funktionen,
sondern den Raum der lokal fast überall beschränkten Funktionen (vgl. De�nition
8.13), die entsprechende Norm wird mit ‖ · ‖∞ bezeichnet.

Sind f ∈ Lp(G), g ∈ Lq(G), p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞] mit 1
p + 1

q = 1, so setzen
wir

f ∗ g(x) :=

∫
G

f(x+ y)g(−y) dλ(y)

1Ein Radonmaÿ auf einem lokalkompakten Hausdor�raum ist ein Borelmaÿ, das auf allen
Borelmengen von auÿen regulär und auf allen o�enen Mengen von innen regulär ist.
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für x ∈ G. Man beachte, dass der Ausdruck wegen der Hölder'schen Ungleichung
und Satz 8.16 existiert und beschränkt durch ‖f‖p‖g‖q ist, auÿerdem folgt aus dem
allgemeinen Transformationssatz und λ = λ(−·), dass f ∗ g = g ∗ f . Wegen Lemma
8.7 ist f ∗ g stetig.

Wir nennen f : G→ C gleichmäÿig stetig, wenn

∀ε > 0 : ∃U ∈ U(e) : ∀x, y ∈ G : y − x ∈ U ⇒ |f(y)− f(x)| < ε.

Dabei bezeichnen wir in kommutativen Gruppen das neutrale Element für gewöhn-
lich mit e. O�enbar ist jede gleichmäÿig stetige Funktion auch stetig.

Ist G eine kommutative Gruppe und f : G → C, so setzen wir f∗(x) := f(−x)
für x ∈ G.

IstX ein lokalkompakter Hausdor�raum, so bezeichnen wir mitM(X) die Menge
aller komplexen Borelmaÿe, deren Variation regulär ist. MitM+

0 (X) bezeichnen wir
alle nichtnegativen Maÿe aus M(X).
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1. Elementare Eigenschaften

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative Gruppe. Wir de�nieren
positiv de�nite Funktionen und leiten einige elementare Eigenschaften her.

De�nition 1.1. Wir nennen eine Funktion f : G→ C positiv de�nit, genau wenn
n∑

i,j=1

f(xj − xi)cicj ≥ 0

für beliebige n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ G und c1, . . . , cn ∈ C. Wir de�nieren P (G) als
die Menge aller positiv de�niten Funktionen auf G. Ist G sogar eine topologische
Gruppe, so bezeichnen wir mit P c(G) die Menge der stetigen positiv de�niten
Funktionen und mit P 1(G) die Menge der stetigen durch 1 beschränkten positiv
de�niten Funktionen.

Lemma 1.2. Sei f ∈ P (G). Dann ist f(x) = f∗(x) und |f(x)| ≤ f(e) für alle
x ∈ G.

Beweis. Sei c ∈ C zunächst beliebig. In De�nition 1.1 setzen wir n = 2, x1 = e, x2 =
x, c1 = 1 und c2 = c. Dann erhalten wir

f(e)(1 + |c|2) + f(x)c+ f(−x)c ≥ 0.

Da f(e) reell ist (setze in De�nition 1.1 n = 1, x1 = e, c1 = 1), folgt, dass f(x)c +
f(−x)c reell ist. Für c = 1 bzw. für c = i sieht man somit, dass Im(f(x)+f(−x)) = 0

bzw. Im(i(f(−x)− f(x))) = 0 reell sind. Dies impliziert f(−x) = f(x).
Um die zweite Behauptung einzusehen, wählen wir c so, dass f(x)c = −|f(x)|.

Dann folgt

0 ≤ f(e)(1 + |c|2) + f(x)c+ f(−x)c = f(e)(1 + 12)− |f(x)| − |f(x)|.

�

Proposition 1.3. Seien f1, f2 ∈ P (G) und p1, p2 ≥ 0. Dann sind auch f1, f
∗
1 ,

Ref1, |f1|2, p1f1 + p2f2 und f1f2 positiv de�nit.

Beweis. Dass f1, f
∗
1 , p1f1 +p2f2 positiv de�nit sind, folgt unmittelbar aus der De�-

nition. Daraus folgt dann Ref1 ∈ P (G). Das Produkt ist positiv de�nit wegen dem
Produktsatz von Schur (vgl. [BR97, Seite 141]), der besagt, dass das komponen-
tenweise Produkt von positiv semide�niten Matrizen wieder positiv semide�nit ist.
Somit ist auch |f1|2 ∈ P (G). �

Proposition 1.4. Ist (fi)i∈I ein punktweise konvergentes Netz aus positiv de�niten
Funktionen, so ist der Grenzwert f ebenfalls positiv de�nit.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der De�nition. �

Proposition 1.5. Sei H ein Hilbertraum, h ∈ H und (Ux)x∈G eine Familie uni-
tärer Operatoren mit UxUy = Ux+y und UxU−x = I für x, y ∈ G, dann ist die
Funktion

f : G→ C : x 7→ (h, Uxh)

positiv de�nit.
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Beweis. Seien n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ G und c1, . . . cn ∈ C. Dann gilt
n∑

i,j=1

f(xj − xi)cicj =

n∑
i,j=1

(h, Uxj−xi
h)cicj =

n∑
i,j=1

(ciUxih, cjUxjh) =

(
n∑
i=1

ciUxih,

n∑
i=1

ciUxih

)
≥ 0.

�

Lemma 1.6. Sei f ∈ P (G).

(1) Dann ist K : G × G → C : (x, y) 7→ f(x − y) die Kernfunktion eines
eindeutigen kernreproduzierenden Hilbertraumes H(f) (vgl. De�nition 8.1).

(2) Jedes g ∈ H(f) ist beschränkt durch (g, g)1/2f(e).
(3) Der Raum

T (f) :=

{
n∑
i=1

aif(· − xi) : n ∈ N, ai ∈ C, xi ∈ G

}
ist ein dichter Teilraum von H(f).

(4) Für g, h ∈ T (f) mit g =
∑n
i=1 aif(· − xi) und h =

∑m
j=1 bjf(· − yj) gilt

(g, h) =

n,m∑
i,j=1

f(yj − xi)aibj .

(5) Ist x ∈ G, so ist die Abbildung Ux : H(f) → H(f) : g 7→ g(· − x) unitär
und erfüllt g(x) = (g, Uxf) für g ∈ H(f).

(6) Für x, y ∈ H(f) gilt UxUy = Ux+y. Auÿerdem ist Ue = I.
(7) Ist f sogar stetig, so ist die Abbildung Fg,h : G → C : x 7→ (g, Uxh) für

g, h ∈ H(f) stetig. Auÿerdem sind dann alle g ∈ H(f) stetig.

Beweis. Wegen Lemma 1.2 erfüllt K die Voraussetzungen von Satz 8.3, woraus die
eindeutige Existenz von H(f) folgt. Da K die Kernfunktion von H(f) ist, folgt

|g(x)|2 = |(g,K(·, x)︸ ︷︷ ︸
=Uxf

)|2 ≤ (g, g)(K(·, x),K(·, x)) = (g, g)K(x, x) = (g, g)f(e)

für x ∈ G, g ∈ H(f).
Der Raum T (f) ist gerade die lineare Hülle von {K(·, x) : x ∈ G}. Damit folgt

die Darstellung des Skalarproduktes auf T (f) unmittelbar. Die Dichtheit von T (f)
folgt aus

{K(·, x) : x ∈ G}⊥ = 0.

Für x ∈ G ist die Abbildung Ux|T (f) wegen (4) isometrisch und kann somit iso-
metrisch zu einer Abbildung Ũx auf H(f) fortgesetzt werden. Ist g ∈ H(f), so gibt
es eine Folge (gn)n∈N in T (f), die bezüglich (·, ·) gegen g konvergiert. Dies impli-
ziert wegen (2) auch gleichmäÿige Konvergenz gegen g. Da somit auch (Uxgn)n∈N
gleichmäÿig gegen Uxg konvergiert, folgt Uxg = Ũxg, denn (Uxgn)n∈N konvergiert
auch gleichmäÿig gegen Ũxg. Die Abbildung Ux ist also isometrisch und wegen
UxU−x = I invertierbar und somit unitär.
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Sind g, h ∈ T (f), so folgt aus (4), dass Fg,h stetig ist. Sind g, h ∈ H(f), so gibt
es Folgen (gn)n∈N, (hn)n∈N, die bezüglich (·, ·) gegen g bzw. h konvergieren. Aus

|(gn, Uxhn)− (g, Uxh)| ≤
|(gn, Uxhn)− (gn, Uxh)|+ |(gn, Uxh)− (g, Uxh)| ≤

‖gn‖‖Uxhn − Uxh‖+ ‖gn − g‖‖Uxh‖ =

‖gn‖‖hn − h‖+ ‖gn − g‖‖h‖
für alle x ∈ G folgt die gleichmäÿige Konvergenz von Fgn,hn

gegen Fg,h. Damit ist
Fg,h stetig. Für g ∈ H(f) ist g = Fg,f stetig. �

Lemma 1.7. Seien f ∈ P (G), n ∈ N, y1, . . . , yn ∈ G und c1, . . . , cn ∈ C. Dann ist
die Funktion

x 7→
n∑

i,j=1

f(yj + x− yi)cicj

positiv de�nit.

Beweis. Sei (H(f), (·, ·)) der Hilbertraum aus Lemma 1.6. Dann gilt mit der Nota-
tion dieses Lemmas

x 7→
n∑

i,j=1

f(yj + x− yi)cicj = (

n∑
i=1

ciUyif,

n∑
i=1

ciUx+yif).

Aus Lemma 1.5 folgt die Behauptung. �

Lemma 1.8. Sei f eine positiv de�nite Funktion. Dann gilt:

(1) |
∑n,m
i,j=1 f(yj − xi)aibj |2 ≤ (

∑n
i,j=1 f(xj − xi)aiaj)(

∑m
i,j=1 f(yj − yi)bibj)

für n,m ∈ N, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ G und a1, . . . , an,b1, . . . , bm ∈ C
(2) |

∑n
i=1 f(xi)ai|2 ≤ f(e)

∑n
i,j=1 f(xj − xi)aiaj. für n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ G

und a1, . . . , an ∈ C
(3) |f(x)− f(y)|2 ≤ 2f(e)(f(e)− Ref(y − x)) für x, y ∈ G.
(4) |f(e)f(x+y)−f(x)f(y)|2 ≤ (f(e)2−|f(x)|2)(f(e)2−|f(y)|2) für x, y ∈ G.

Beweis. Punkt (1) ist gerade die Cauchy-Schwarz Ungleichung des Skalarproduktes
aus Lemma 1.6 angewandt auf die Funktionen g :=

∑n
i=1 aif(· − xi) und h :=∑m

j=1 bjf(· − yj).
Die Ungleichung (2) folgt aus (1), wenn man m = 1, y1 = e, b1 = 1 wählt, ai

durch ai ersetzt und verwendet, dass f Hermite'sch ist (vgl. Lemma 1.2).
Die Ungleichung (3) ergibt sich aus (2), wenn man n = 2, x1 = x, x2 = y, a1 =

1, a2 = −1 wählt.
Um Punkt (4) einzusehen, sei zunächst f(e) 6= 0. Wir de�nieren die positiv

de�nite Funktion g := f/f(e) und betrachten die Matrix 1 g(−x) g(y)
g(x) 1 g(x+ y)
g(−y) g(−x− y) 1


für x, y ∈ G. Diese ist wegen De�nition 1.1 (setze n = 3, x1 = e, x2 = −x, x3 = y)
und Lemma 1.2 positiv semide�nit. Daher ist ihre Determinante nichtnegativ, das
heiÿt

1 + g(−x)g(−y)g(x+ y) + g(x)g(y)g(−x− y)− |g(x)|2 − |g(y)|2 − |g(x+ y)|2 ≥ 0.
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Dies ist äquivalent zu

|g(x+ y)− g(x)g(y)|2 ≤ (1− |g(x)|2)(1− |g(y)|2).

Daraus folgt die Behauptung. Wenn f(e) = 0, so ist wegen Lemma 1.2 f = 0 und
die Behauptung folgt ebenfalls. �

Korollar 1.9. Sei f eine positiv de�nite Funktion auf einer kommutativen topolo-
gischen Gruppe. Ist f stetig bei e, so ist f gleichmäÿig stetig.

Beweis. Wegen Lemma 1.2 ist Ref(e) = f(e). Mit Lemma 1.8.3 ergibt sich somit
die Behauptung unmittelbar. �

Lemma 1.10. Sei G lokalkompakt und f ∈ P c(G). Sei V eine symmetrische Um-
gebung von e mit kompaktem Abschluss und χ := χV λ(V )−1. Dann gilt

|f(x)− f ∗ χ(x)|2 ≤ 2f(e)λ(V )−1

∫
V

(f(e)− Ref(y)) dλ(y)

für alle x ∈ G.

Beweis. Man beachte zunächst, dass die Faltung und alle auftretenden Integrale
wegen Lemma 1.2 sinnvoll sind. Dann gilt

|f(x)− f ∗ χ(x)|2 =

∣∣∣∣∫
G

f(x)χ(−y) dλ(y)−
∫
G

f(x+ y)χ(−y) dλ(y)

∣∣∣∣2 =

λ(V )−2

∣∣∣∣∫
V

χV (y)[f(x)− f(x+ y)] dλ(y)

∣∣∣∣2 ≤
λ(V )−2

∫
V

χ2
V (y) dλ(y)

∫
V

|f(x)− f(x+ y)|2 dλ(y) =

λ(V )−1

∫
V

|f(x)− f(x+ y)|2 dλ(y).

Lemma 1.8.3 liefert nun die Behauptung. �

2. Konvergenzaussagen

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir beschäftigen uns mit dem Konvergenzverhalten positiv de�niter Funktionen.

Lemma 2.1. Sei g ∈ L1(G) und (φi)i∈I ein Netz in L∞(G) mit ‖φi‖∞ ≤ C für
alle i ∈ I, wobei C > 0. Falls das Netz in der schwach* Topologie von L∞(G) (vgl.
Satz 8.16) gegen ein φ ∈ L∞(G) konvergiert, so konvergiert (g ∗φi)i∈I gegen (g ∗φ)
gleichmäÿig2 auf jeder kompakten Teilmenge von G.

Beweis. Für h ∈ L1(G) und i ∈ I setzen wir

L(h) :=

∫
G

h(y)φ(−y) dλ(y) und Li(h) :=

∫
G

h(y)φi(−y) dλ(y).

Dann sind L und Li (i ∈ I) stetige lineare Funktionale auf L1(G). Aufgrund der
Voraussetzungen gilt limi∈I Li(h) = L(h) für h ∈ L1(G). Sind h1, h2 ∈ L1(G) und
i ∈ I, so gilt

|Li(h1)− Li(h2)| ≤ ‖h1 − h2‖1‖φi‖∞ ≤ C‖h1 − h2‖1.

2Man beachte, dass die Faltung auf G stetig und beschränkt ist.
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Somit ist {Li : i ∈ I} eine gleichgradig stetige Menge von Funktionen auf L1(G).
Für ein kompaktes K ⊆ L1(G) können wir den Satz von Ascoli auf die Menge
{Li|K : i ∈ I} anwenden, denn die punktweise Beschränktheit folgt aus Li(h) ≤
C‖h‖1 für h ∈ L1(G). Betrachtet man nun ein Teilnetz von (Li)i∈I , so besitzt
dieses ein Teilnetz, welches aufgrund der punktweisen Konvergenz gleichmäÿig auf
K gegen L konvergiert. Daraus folgt schon die gleichmäÿige Konvergenz des Netzes
(Li)i∈I auf K gegen L.

Sei nun K̃ eine kompakte Teilmenge von G. Wegen Lemma 8.7 ist die Menge
K := {g(x+ ·) : x ∈ K̃} kompakt. Die gleichmäÿige Konvergenz von (g ∗ φi)i∈I auf
K̃ gegen g ∗φ folgt nun aus der gleichmäÿigen Konvergenz von (Li)i∈I auf K gegen
L und den Gleichungen (i ∈ I, x ∈ G)

g ∗ φi(x) =

∫
G

g(x+ y)φi(−y) dλ(y) = Li(g(x+ ·)) und g ∗ φ(x) = L(g(x+ ·)).

�

Proposition 2.2. Ist (fi)i∈I ein Netz von positiv de�niten stetigen Funktionen,
das in der schwach* Topologie auf L∞(G) gegen ein f ∈ P c(G) konvergiert und
gilt limi∈I fi(e) = f(e), so konvergiert das Netz gleichmäÿig auf jeder kompakten
Teilmenge von G gegen f .

Beweis. Ist M eine Teilmenge von G, so schreiben wir ‖g‖M := supx∈M |g(x)| für
Funktionen g : G→ C.

Sei K eine kompakte Teilmenge von G und ε > 0. Wegen der Stetigkeit von f
gibt es eine symmetrische e-Umgebung V mit kompaktem Abschluss, sodass

2f(e)λ(V )−1

∫
V

[f(e)− Ref(y)] dλ(y) <
ε2

9
.(2.1)

Wir setzen χ := χV /λ(V ). Für i ∈ I gilt

‖fi − f‖K ≤ ‖fi − fi ∗ χ‖G + ‖fi ∗ χ− f ∗ χ‖K + ‖f ∗ χ− f‖G.

Wir schätzen nun jeden der drei Summanden ab. Wegen den Voraussetzungen an
V folgt mit Lemma 1.10

‖f ∗ χ− f‖G <
ε

3
.

Da (fi)i∈I in der schwach* Topologie gegen f konvergiert, wegen χV ∈ L1(G) und
wegen limi∈I fi(e) = f(e) folgt mit Ungleichung (2.1) die Existenz eines i0 ∈ I mit

2fi(e)λ(V )−1

∫
V

[fi(e)− Refi(y)] dλ(y) <
ε2

9

für i ≥ i0. Wieder mit Lemma 1.10 erhält man

‖fi − fi ∗ χ‖G <
ε

3

für i ≥ i0. Da ‖fj‖∞ = supi∈I fi(e) (vgl. Lemma 1.2) für j ∈ I, sehen wir mit
Lemma 2.1, dass ein j0 ≥ i0 mit

‖fi ∗ χ− f ∗ χ‖K <
ε

3
, i ≥ j0

existiert. Es folgt also ‖fi − f‖K < ε für i ≥ j0. �
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Korollar 2.3. Sei (fn)n∈N eine Folge in P c(G), die punktweise gegen ein f ∈
P c(G) konvergiert. Dann konvergiert die Folge auch gleichmäÿig auf jeder kompak-
ten Teilmenge von G gegen f .

Beweis. Für g ∈ L1(G) gilt |gfn| ≤ |g| supn∈N fn(e). Mit dem Satz von Lebesgue
folgt somit, dass (fn)n∈N in der schwach* Topologie von L∞(G) gegen f konvergiert.
Proposition 2.2 liefert die Behauptung. �

Lemma 2.4. Sei h ∈ L2(G). Dann ist h ∗ h∗ positiv de�nit.

Beweis. Für n ∈ N,c1, . . . , cn ∈ C und x1, . . . , xn gilt

n∑
i,j=1

cicj

∫
G

h(xj − xi + y)h(y) dλ(y) =

n∑
i,j=1

cicj

∫
G

h(y − xi)h(y − xj) dλ(y) =

∫
G

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

cih(y − xi)

∣∣∣∣∣
2

dλ(y) ≥ 0.

�

Lemma 2.5. Sei W eine Umgebung von e. Dann existiert ein f ∈ P c(G)∩C+
00(G)

mit supp(f) ⊆W und
∫
G
f(x) dλ(x) = 1.

Beweis. Wir wählen eine Umgebung V von e mit V − V ⊆ W (dies ist möglich
aufgrund der Stetigkeit von (x, y) 7→ x−y) und ein von 0 verschiedenes h ∈ C+

00(G)
mit Träger K in V (dies ist möglich aufgrund der Zerlegung der Eins- vgl. [Kal11a,
Lemma 17.2.2] ). Die Funktion h∗h∗ ist nichtnegativ, stetig, laut Lemma 2.4 positiv
de�nit und hat Träger in K −K ⊆ V − V ⊆ W . Auÿerdem ist die Funktion nicht
die Nullfunktion, denn h ∗ h∗(e) = ‖h‖22 > 0, und kann somit zu einem f mit den
gewünschten Eigenschaften normiert werden. �

Korollar 2.6. Sei (Ui)i∈I eine Umgebungsbasis von e und für jedes i ∈ I sei fi ∈
P c(G) ∩C+

00(G) eine Abbildung mit
∫
G
fi(x) dλ(x) = 1 und supp(fi) ⊆ Ui. (Solche

Funktionen existieren laut Lemma 2.5.) Versieht man I mit der Ordnung i ≥ j,
wenn Ui ⊆ Uj, so konvergiert (fi ∗ g)i∈I punktweise gegen g für jedes beschränkte
g ∈ C(G). Falls sogar g ∈ C00(G), so ist die Konvergenz gleichmäÿig.

Beweis. Für x ∈ G und i ∈ I gilt

|fi ∗ g(x)− g(x)| =
∣∣∣∣fi ∗ g(x)−

∫
G

fi(y)g(x) dλ(y)

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∫
G

fi(y)[g(x− y)− g(x)] dλ(y)

∣∣∣∣ ≤∫
G

fi(y)|g(x− y)− g(x)|dλ(y) ≤ sup
y∈Ui

|g(x− y)− g(x)|.

Da g stetig ist, folgt limi∈I fi ∗ g(x) = g(x).
Ist g sogar in C00(G), so ist g gleichmäÿig stetig (vgl. Proposition 8.6). Es gibt

also zu jedem ε > 0 ein i0 ∈ I, sodass |g(x − y) − g(x)| < ε für x ∈ G,−y ∈ Ui0 .
Mit obiger Ungleichung folgt somit die gleichmäÿige Konvergenz. �
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3. Gemittelt positiv definite Funktionen

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir de�nieren hier ein anderes Konzept von positiver De�nitheit, von dem wir sehen
werden, dass es eigentlich genau dem bis jetzt verwendeten entspricht.

De�nition 3.1. Wir nennen φ ∈ L∞(G) gemittelt positiv de�nit3, falls∫
G

∫
G

φ(y − x)h(x)h(y) dλ(x) dλ(y) ≥ 0

für alle h ∈ C00(G).

Lemma 3.2. Sei f ∈ P c(G), h ∈ L1(G) und H(f) wie in Lemma 1.6. Dann wird
durch g 7→ h ∗ g ein stetiger linearer Operator von H(f)4 nach H(f) de�niert,
dessen adjungierter Operator durch g 7→ h∗ ∗ g gegeben ist.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Lemma 1.6. Sind g1, g2 ∈ H(f), so wissen
wir, dass die Abbildung y 7→ (g1, U−yg2) = (Uyg1, g2) stetig und somit messbar ist
und dass der Betrag der Abbildung durch ‖g1‖‖g2‖ beschränkt ist. Durch

Bh(g1, g2) :=

∫
G

(Uyg1, g2)h(y) dλ(y), g1, g2 ∈ H(f)

wird also eine stetige Bilinearform de�niert. Sei Ah der Gram-Operator zu Bh (vgl.
[WKB11, Proposition 3.2.6]), also jener eindeutige lineare stetige Operator von
H(f) nach H(f) mit (Ahg1, g2) = Bh(g1, g2) für alle g1, g2 ∈ H(f). Für g ∈ H(f)
und x ∈ G gilt

(Ahg)(x) = (Ahg, Uxf) =

∫
G

(Uyg, Uxf)h(y) dλ(y) =∫
G

g(x− y)h(y) dλ(y) = h ∗ g(x).

Es folgt Ah = h ∗ (·).
Wir berechnen nun die Adjungierte A∗h. Für g ∈ H(f) und x ∈ G gilt

(A∗hg)(x) = (A∗hg, Uxf) = (g,AhUxf) = (AhUxf, g) =∫
G

(UyUxf, g)h(y) dλ(y) =

∫
G

g(x+ y)h(y) dλ(y) = h∗ ∗ g(x).

�

Lemma 3.3. Sei φ gemittelt positiv de�nit. Auf dem Raum C00(G) wird durch

[h1, h2] :=

∫
G

∫
G

φ(y − x)h1(x)h2(y) dλ(x) dλ(y), h1, h2 ∈ C00(G)

eine positiv semide�nite Hermite'sche Sesquilinearform de�niert. Es gilt

[h1, h2] = h∗2 ∗ (h1 ∗ φ)(e) = h∗1 ∗ (h2 ∗ φ)(e) =

∫
G

φ(x)(h∗2 ∗ h1)(−x) dλ(x)

für beliebige h1, h2 ∈ C00(G).

3Man beachte, dass der in der englischen Literatur verwendete Ausdruck �integrally positive
de�nite� hier frei übersetzt wurde.

4Laut Lemma 1.6 ist jede Funktion aus H(f) stetig und beschränkt.
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Beweis. Seien h1, h2 ∈ C00(G) beliebig. Aus [h1 + ch2, h1 + ch2] ≥ 0 für c = 1 bzw.
c = i folgt Im([h1, h2] + [h2, h1]), Im(i[h1, h2] − i[h2, h1]) = 0 und somit [h1, h2] =

[h2, h1].
Die erste Gleichung des Lemmas sieht man unmittelbar

[h1, h2] =

∫
G

h2(y)

∫
G

φ(y − x)h1(x) dλ(x) dλ(y) = h∗2 ∗ (h1 ∗ φ)(e).

Da die Form Hermite'sch ist, folgt [h1, h2] = h∗1 ∗ (h2 ∗ φ)(e). Mit dem bereits ge-
zeigten und dem Satz von Fubini5 sehen wir

[h1, h2] = h∗2 ∗ (h1 ∗ φ)(e) =

∫
G

∫
G

h∗2(y)h1(−x− y)φ(x) dλ(x) dλ(y) =∫
G

φ(x)

∫
G

h∗2(y)h1(−x− y) dλ(y) dλ(x) =∫
G

φ(x)(h1(−·) ∗ h∗2(−·))(x) dλ(x) =

∫
G

φ(x)(h∗2 ∗ h1)(−x) dλ(x).

�

Satz 3.4. Eine Abbildung φ : G→ C ist genau dann gemittelt positiv de�nit, wenn
ein f ∈ P c(G) existiert, sodass φ = f lokal fast überall.

Beweis. Die Rückrichtung folgt unmittelbar aus Lemma 3.2, denn für h ∈ C00(G)
gilt

0 ≤ (h ∗ f, h ∗ f) = (h∗ ∗ (h ∗ f), f) = h∗ ∗ (h ∗ f)(e) =∫
G

∫
G

φ(y − x)h(x)h(y) dλ(x) dλ(y).

Für die Hinrichtung sei φ o.B.d.A. nicht lokal fast überall 0. Wir betrachten den
Raum

T̃ (φ) := {h ∗ φ : h ∈ C00(G)}

bestehend aus stetigen Funktionen auf G. Für g1, g2 ∈ T̃ (φ) mit gi = hi ∗ φ für
i = 1, 2 setzen wir

(g1, g2) := [h1, h2],

wobei [·, ·] die Form aus Lemma 3.3 ist. Wegen Lemma 3.3 gilt zudem

(g1, g2) = h∗2 ∗ g1(e) = h∗1 ∗ g2(e),(3.1)

woraus die Wohlde�niertheit von (·, ·) folgt. Auÿerdem folgt aus dem Lemma, dass
(·, ·) eine positiv semide�nite Hermite'sche Form ist. Für jedes x ∈ G durch g 7→
g(· − x) eine isometrische Abbildung Ux von T̃ (φ) nach T̃ (φ) de�niert, denn für
h ∈ C00(G) ist Ux(h ∗ φ) = h(· − x) ∗ φ und es gilt

(Ux(h ∗ φ), Ux(h ∗ φ)) = [h(· − x), h(· − x)] =∫
G

∫
G

φ(y − z)h(z − x)h(y − x) dλ(z) dλ(y) = [h, h] = (h ∗ φ, h ∗ φ).

5Man beachte, dass der Satz von Fubini nur σ-endliche Maÿe gilt. Das Haarmaÿ ist im All-
gemeinen nicht σ-endlich. Da h1 und h2 kompakten Träger haben, wird aber jeweils nur über
kompakte Mengen integriert.
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Wir zeigen nun, dass T̃ (φ) sogar ein Skalarproduktraum ist. Sei hierzu (fi)i∈I
wie in Korollar 2.6, g ∈ T̃ (φ) und x ∈ G. Für i ∈ I gilt wegen (3.1) und weil fi
Hermite'sch ist (vgl. Lemma 1.2), dass

(g, Ux(fi ∗ φ)︸ ︷︷ ︸
fi(·−x)∗φ

) = g ∗ (fi(· − x))∗(e) =

∫
G

g(−y)fi(−x− y) dλ(x) = g ∗ fi(x).

Dies ergibt in Verbindung mit Korollar 2.6

lim
i∈I

(g, Uxfi ∗ φ) = lim
i∈I

g ∗ fi(x) = g(x).

Da das Integral über die fi gleich 1 ist, folgt

(fi ∗ φ, fi ∗ φ) =

∫
G

∫
G

φ(y − x)fi(x)fi(y) dλ(x) dλ(y) ≤ ‖φ‖∞

für i ∈ I. Mit der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung für positiv semide�nite Her-
mite'sche Formen folgt

|g(x)| = lim
i∈I
|(g, Ux(fi ∗ φ))| ≤ (g, g)1/2‖φ‖1/2∞ .(3.2)

Diese Ungleichung impliziert die De�nitheit.
Nun vervollständigen wir T̃ (φ) zu einem Hilbertraum H̃(φ) ≥ T̃ (φ). Für x ∈ G

sei Ex die stetige Fortsetzung von Ux auf H̃(φ). Diese ist unitär, da Ux den Raum
T̃ (φ) isometrisch und bijektiv in sich selbst abbildet. Ihre Inverse ist gerade E−x.
Wegen (3.2) gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ι : H̃(φ) → Cb(G)6, sodass
ι(g) = g für g ∈ T̃ (φ). Die Abbildung g 7→ ι(g)(e) auf H̃(φ) ist stetig und linear.
Sei φ′ jenes laut Fréchet-Riesz existierende φ′ ∈ H̃(φ) mit (g, φ′) = ι(g)(e) für alle
g ∈ H̃(φ). Für g ∈ T̃ (φ), x ∈ G gilt

ι(g)(x) = ι(E−xg)(e) = (E−xg, φ
′) = (g,Exφ

′).

Da alle auftretenden Abbildungen stetig sind, gelten die Gleichungen auch für
g ∈ H̃(φ). Insbesondere gilt ι(φ′)(x) = (φ′, Exφ

′). Wegen Proposition 1.5 ist
f := ι(φ′) ∈ C(G) positiv de�nit.

Wegen (3.1) gilt für h ∈ C00(G) und g1 = h ∗ φ, g2 ∈ T̃ (φ)

(g1, g2) = (h∗ ∗ ι(g2)(e)).

Die Abbildung g 7→ h∗ ∗ g ist auf Cb(G) stetig und daher folgt die Gleichheit auch
für g2 ∈ H̃(φ). Damit folgt

h ∗ φ(e) = (h ∗ φ, φ′) = (h∗ ∗ ι(φ′)(e))

für alle h ∈ C00(G). Dies impliziert wegen der positiven De�nitheit von ι(φ′) und
der Dichtheit von C00(G) in L1(G) (vgl. [Kal11a, Lemma 17.1.17])∫

G

hφdλ =

∫
G

hι(φ′) dλ, h ∈ L1(G).

Daher ist φ = ι(φ′) lokal fast überall. �

Korollar 3.5. Die Menge P 1(G) ist schwach* kompakt in L∞(G).

6Wir bezeichnen mit Cb(G) die Menge aller stetigen beschränkten Funktionen von G nach C
versehen mit der Supremumsnorm.
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Beweis. Da ‖f‖∞ = f(e) ≤ 1 für f ∈ P 1(G), ist die Menge P 1(G) beschränkt in
L∞(G). Wenn wir zeigen, dass P 1(G) schwach* abgeschlossen ist, folgt mit dem
Satz von Banach-Alaoglu die Behauptung. Sei also (gi)i∈I ein Netz in P 1(G), das
schwach* gegen ein g ∈ L∞(G) konvergiert. Für h1, h2 ∈ C00(G) und gemittelt
positiv de�nites φ gilt laut Lemma 3.3∫

G

∫
G

φ(y − x)h1(x)h2(y) dλ(x) dλ(y) =

∫
G

φ(x)(h∗2 ∗ h1︸ ︷︷ ︸
∈C00(G)

)(−x) dλ(x).

Da g schwach* Grenzwert von laut Satz 3.4 gemittelt positiv de�niten Funktionen
ist, folgt somit, dass auch g gemittelt positiv de�nit ist. Mit dem gleichen Satz
folgt auch die Existenz eines f ∈ P c(G) mit f = g lokal fast überall. Es gilt
f(e) = ‖f‖∞ = ‖g‖∞ ≤ 1, denn∣∣∣∣∫

G

ghdλ

∣∣∣∣ = lim
i∈I

∣∣∣∣∫
G

gihdλ

∣∣∣∣ ≤ 1

für alle h ∈ L1(G) mit ‖h‖1 = 1. Damit stimmt g lokal fast überall mit einem
f ∈ P 1(G) überein. �

4. Extremal positiv definite Funktionen

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative topologische Gruppe.

De�nition 4.1. Sei f : G→ C. Wir nennen f extremal positiv de�nit, falls es ein
Extremalpunkt von P 1(G) ist, das heiÿt f lässt sich nicht als echte Konvexkombi-
nation zweier Elemente von P 1(G) schreiben.

Proposition 4.2. Die Funktionen 0 und 1 sind extremal positiv de�nit. Ist f ∈
P 1(G) extremal, so folgt f(e) = 0 oder f(e) = 1.

Beweis. Falls 0 = λg + (1 − λ)h mit g, h ∈ P 1(G), λ ∈ (0, 1), so folgt 0 = λg(e) +
(1− λ)h(e) und somit g = h = 0.

Dass 1 positiv de�nit ist, überprüft man unmittelbar. Falls 1 = λg + (1 − λ)h
mit g, h ∈ P 1(G), λ ∈ (0, 1), so folgt g = h, denn 1 ist ein Extremalpunkt des
Einheitskreises in C.

Angenommen f(e) 6= 0, 1, dann folgt der Widerspruch f = f
f(e)f(e) + 0 · (1 −

f(e)). �

Lemma 4.3. Sei G lokalkompakt. Dann gibt es zu jedem f ∈ P c(G) ein gegen f
auf kompakten Mengen gleichmäÿig konvergentes Netz aus Funktionen der Form

p1φ1 + · · ·+ pnφn,

wobei n ∈ N, pj ≥ 0 und φj extremal positiv de�nit ist für j = 1, . . . , n.

Beweis. O.B.d.A. sei f(e) = 1. Laut Korollar 3.5 ist P 1(G) eine schwach* kompakte
Teilmenge von L∞(G). Da P 1(G) auch konvex ist, folgt aus dem Satz von Krein-
Milman folgt, dass f schwach* Grenzwert eines Netzes (fi)i∈I aus Funktionen der
Form

fi =

ni∑
j=1

pijφ
i
j ,
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wobei i ∈ I, ni ∈ N, pij ≥ 0 und φij extremal positiv de�nit ist für j = 1, . . . , ni und∑ni

j=1 p
i
j = 1. Es gilt

‖fi‖∞ = fi(e) =

ni∑
j=1

pijφ
i
j(e) ≤

ni∑
j=1

pij = 1

für i ∈ I. Daher gilt
1 = f(e) = ‖f‖∞ ≤ lim inf

i∈I
‖fi‖∞ ≤ lim sup

i∈I
‖fi‖∞ ≤ 1,

denn
∫
G
fg dλ = lim infi∈I

∫
G
fig dλ für g ∈ L1(G) mit ‖g‖1 = 1. Damit folgt

f(e) = limi∈I fi(e). Die Behauptung folgt nun aus Proposition 2.2. �

Lemma 4.4. Sei G lokalkompakt. Dann gibt es für alle x ∈ G \ {0} eine extremal
positiv de�nite Funktion φ, sodass φ(x) 6= 1 und φ(e) = 1.

Beweis. Wegen Lemma 2.5 gibt es ein f ∈ P c(G) mit f(e) = ‖f‖∞ 6= 0 und
f(x) = 0. Die Menge {e, x} ist kompakt, daher gibt es wegen Lemma 4.3 extremal
positiv de�nite Funktionen φ1, . . . , φn und nichtnegative Zahlen p1, . . . , pn, sodass∑n
i=1 piφi(e) 6=

∑n
i=1 piφi(x). Sei o.B.d.A. φ1(e) 6= φ1(x). Wegen Proposition 4.2

ist φ1(e) = 1. �

De�nition 4.5. Ein stetiger Homomorphismus γ : G→ T heiÿt Charakter. Wir be-
zeichnen mit Ĝ die Menge aller Charaktere und versehen diese mit der punktweisen
Multiplikation. Man erhält eine kommutative Gruppe7.

Satz 4.6. Die Menge der extremal positiv de�niten Funktionen auf G ist genau

Ĝ ∪ {0}.

Beweis. Sei f ∈ P 1(G) \ {0} extremal. Wegen Proposition 4.2 gilt f(e) = 1. Wählt
man in Lemma 1.7 n = 2, c1 = 1, c2 = c, y1 = e, y2 = y, so sieht man, dass

fyc (x) := (1 + |c|2)f(x) + cf(x+ y) + cf(x− y), x ∈ G
für alle y ∈ G, c ∈ C positiv de�nit ist.

Für c ∈ C, y ∈ G gilt fyc = fyc (e)f . Um dies einzusehen, sei zunächst fyc (e) 6=
0 6= fy−c(e). Dann folgt die Behauptung aus

f =
fyc + fy−c

2(1 + |c|2)
=

fyc
fyc (e)︸ ︷︷ ︸
∈P 1(G)

fyc (e)

2(1 + |c|2)
+

fy−c
fy−c(e)︸ ︷︷ ︸
∈P 1(G)

fy−c(e)

2(1 + |c|2)
,

da f extremal ist und fy
c (e)

2(1+|c|2) +
fy
−c(e)

2(1+|c|2) = 1. Ist fyc (e) = 0, so ist fyc = 0. Falls

fy−c(e) = 0, so gilt

f =
fyc + fy−c

2(1 + |c|2)
=

fyc
2(1 + |c|2)

.

Wegen f(e) = 1 muss fyc (e) = 2(1 + |c|2) gelten, woraus auch hier die Behauptung
folgt.

Daher gilt

2[cf(x+ y) + cf(x− y)] = fyc (x)− fy−c(x) = k(c, y)f(x)

7Man beachte, dass, obwohl Ĝ kommutativ ist, die Gruppenoperation multiplikativ geschrieben
wird.
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für beliebige x 6= y ∈ G, c ∈ C, wobei k(c, y) := fyc (e) − fy−c(e). Diese Gleichung
impliziert

f(x+ y) =
1

4
[k(1, y) + ik(i, y)]f(x).

Wählt man x = e, so folgt f(y) = 1
4 [k(1, y) + ik(i, y)]. Mit obiger Gleichung er-

hält man f(x + y) = f(y)f(x) für alle x, y ∈ G. Wegen Lemma 1.2 ist |f(x)|2 =

f(x)f(−x) = f(e) = 1 für x ∈ G. Daher ist f ∈ Ĝ.
Sei nun γ ∈ Ĝ. Dann ist γ positiv de�nit, denn

n∑
i,j=1

γ(xj − xi)cicj =

n∑
i,j=1

γ(xi)γ(xj)cicj =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

γ(xi)ci

∣∣∣∣∣
2

≥ 0

für n ∈ N, ci ∈ C, xi ∈ G (i = 1, . . . , n). Auÿerdem ist |γ| = 1. Um die Extremalität
zu zeigen, nehmen wir an, dass γ = λf1+(1−λ)f2 mit λ ∈ (0, 1), f1, f2 ∈ P 1(G). Da
die Elemente aus T Extremalpunkte des Einheitskreises in C sind, folgt f1 = f2. �

Korollar 4.7. Sei G lokalkompakt. Dann ist Ĝ punktetrennend, d.h. für alle x, y ∈
G gibt es einen Charakter γ, sodass γ(x) 6= γ(y).

Beweis. Wegen Lemma 4.4 gibt es eine extremal positiv de�nite Funktion γ mit
γ(x− y) 6= 1. Diese ist wegen Satz 4.6 ein Charakter. Somit folgt γ(x) 6= γ(y). �

Lemma 4.8. Sei G lokalkompakt. Dann gilt:

(1) Die Menge Ĝ ∪ {0} ist schwach* kompakt in L∞(G).

(2) Auf Ĝ stimmt die schwach* Topologie mit der Topologie, die durch gleich-
mäÿige Konvergenz auf kompakten Mengen induziert wird 8, überein.

Beweis. Um den ersten Punkt einzusehen, reicht es zu zeigen, dass Ĝ∪{0} schwach*
abgeschlossen ist. Dann kann man den Satz von Banach-Alaoglu anwenden, denn
die Menge ist in L∞(G) durch 1 beschränkt. Sei also(γi)i∈I ein Netz in Ĝ∪{0}, das
schwach* gegen ein φ ∈ L∞(G) konvergiert. Sei o.B.d.A. φ 6= 0. Wegen der Dichtheit
von C00(G) in L1(G) existiert also ein g ∈ C00(G), sodass

∫
G
g(y)φ(−y) dλ(y) = 1.

Mit Lemma 2.1 folgt, dass (g ∗ γi)i∈I auf kompakten Mengen gleichmäÿig gegen
g ∗ φ konvergiert. Es gilt

g ∗ γi(x) =

∫
G

g(y)γi(x− y) dλ(y) = γi(x)

∫
G

g(y)γi(−y) dλ(y)

für i ∈ I, x ∈ G. Wegen

lim
i∈I

∫
G

g(y)γi(−y) dλ(y) =

∫
G

g(y)φ(−y) dλ(y) = 1

folgt, dass (γi)i∈I gleichmäÿig auf kompakten Mengen gegen g∗φ konvergiert. Daher
ist g ∗ φ ein stetiger Homomorphismus von G nach T, also in Ĝ. Die gleichmäÿige
Konvergenz auf kompakten Mengen von (γi)i∈I impliziert, dass (

∫
G
γihdλ)i∈I für

alle h ∈ C00(G) gegen
∫
G

(g ∗ φ)hdλ konvergiert. Andererseits konvergiert dieses
Netz auch gegen

∫
G
φh dλ. Da C00(G) dicht in L1(G) ist, folgt, dass φ lokal fast

überall mit g ∗ φ ∈ Ĝ übereinstimmt.

8Das ist gerade die Initialtopologie auf Ĝ mit den Initialabbildungen ιK : Ĝ → C(K) : γ 7→
γ|K , K ⊆ G kompakt.
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Wir beweisen den zweiten Punkt. Sei (γi)i∈I ein Netz in Ĝ, das schwach* gegen
ein γ ∈ Ĝ konvergiert. Wir wählen wieder g ∈ C00(G) so, dass

∫
G
g(y)γ(−y) dλ(y) =

1. Wie im ersten Beweisteil sieht man, dass (γi)i∈I gleichmäÿig auf kompakten
Mengen gegen g ∗ γ = γ konvergiert. Sei nun (γi)i∈I ein Netz in Ĝ, das gleichmäÿig
auf kompakten Mengen gegen ein γ ∈ Ĝ konvergiert. Es folgt, dass (

∫
G
γihdλ)i∈I

für alle h ∈ C00(G) gegen
∫
G
γhdλ konvergiert. Ist (γij )j∈J ein beliebiges Teilnetz,

so besitzt dieses wegen dem ersten Punkt ein Teilnetz (γijk )k∈K , das schwach*

gegen ein γ0 ∈ Ĝ ∪ {0} konvergiert. Somit haben wir∫
G

γhdλ =

∫
G

γ0hdλ, h ∈ C00(G),

woraus γ = γ0 folgt. Daher konvergiert (γi)i∈I schwach* gegen γ. �

Satz 4.9. Sei G lokalkompakt. Dann ist Ĝ versehen mit der Topologie, die durch
gleichmäÿige Konvergenz auf kompakten Mengen induziert wird, eine kommutative
lokalkompakte Gruppe.

Beweis. Dass Ĝ eine kommutative Gruppe ist, wissen wir bereits. Dass die Abbil-
dungen (γ1, γ2) 7→ γ1γ2 und γ 7→ γ−1 stetig sind, ist klar. Da Ĝ eine schwach* o�ene
Teilmenge des laut dem ersten Punkt von Lemma 4.8 kompakten Hausdor�raumes
Ĝ∪{0} ist, ist G lokalkompakt bezüglich der schwach* Topologie. Mit dem zweiten
Punkt von Lemma 4.8 folgt die Behauptung. �

5. Satz von Bochner

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir werden den Satz von Bochner beweisen und mit diesem und unserem Wissen
über positiv de�nite Funktionen einige andere wichtige Aussagen der harmonischen
Analysis herleiten.

De�nition 5.1. Für µ ∈M(G) de�nieren wir eine Funktion µ̂ auf Ĝ durch

γ 7→
∫
G

γ(x) dµ(x).

Wir nennen µ̂ die Fourier-Stieltjes Transformation von µ. Falls µ bezüglich λ die
Dichte f ∈ L1(G) hat, so schreiben wir auch f̂ anstatt µ̂ und nennen f̂ die Fou-
riertransformation von f .

Für µ ∈M(Ĝ) de�nieren wir eine Funktion µ̌ auf G durch9

x 7→
∫
G

γ(x) dµ(γ).

Wir nennen µ̌ die inverse Fourier-Stieltjes Transformation von µ. Falls µ bezüglich
λ die Dichte f ∈ L1(Ĝ) hat, so schreiben wir auch f̌ anstatt µ̌ und nennen f̌ die
inverse Fouriertransformation von f .

Bemerkung 5.2. Man beachte, dass, obwohl λ im Allgemeinen nicht σ-endlich ist,
die Dichte eines Maÿes µ ∈M(G) bis auf λ Nullmengen eindeutig ist. Sind nämlich
f, g ∈ L1(G) zwei Dichten, so ist die Menge G̃ := f−1({0}c)∪g−1({0}c) laut Lemma
8.10 σ-endlich. Die Abbildungen f |G̃ und g|G̃ stimmen fast überall überein und f |G̃c

stimmt überall mit g|G̃c überein. Analoges gilt natürlich für µ ∈M(Ĝ).

9Die Funktion γ 7→ γ(x) ist für x ∈ G stetig und beschränkt auf Ĝ.
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Zu jedem f ∈ L1(G) gibt es o�enbar ein komplexes Maÿ µ mit Dichte f be-
züglich λ. Dabei ist µ sogar in M(G). Dies folgt aus [Kal11a, Korollar 17.1.8],
denn die Dichte von |µ| bezüglich λ ist gerade |f | (dies gilt auch falls λ nicht σ-
endlich ist, denn f−1({0}c) ist laut Lemma 8.10 σ-endlich). Daher haben wir die
Fouriertransformation für alle f ∈ L1(G) de�niert. Analoges gilt für die inverse
Fouriertransformation.

De�nition 5.3. Seien f, g ∈ L1(G) und seien A := f−1({0}c), B := g−1({0}c). Es
gilt∫
−B

∫
A+B

|f(x+ y)||g(−y)|dλ(x) dλ(y) =

∫
G

∫
G

|f(x+ y)||g(−y)|dλ(x) dλ(y) =∫
G

∫
G

|f(x)||g(y)|dλ(x) dλ(y) <∞.

Wegen Lemma 8.10 sind A und B in σ-kompakten Mengen enthalten. Daher sind
−B,A + B σ-endlich. Wir können also den Satz von Fubini anwenden und sehen,
dass eine λ Nullmenge N existiert, sodass

y 7→ f(x+ y)g(−y)

für x ∈ N c integrierbar ist.

G→ C : x 7→

{∫
G
f(x+ y)g(−y) dλ(y) für x /∈ N

0 für x ∈ N

integrierbar ist. Die entsprechende Äquivalenzklasse in L1(G) bezeichnen wir mit
f ∗ g und nennen sie die Faltung10 von f und g.

Bemerkung 5.4. Für f, g ∈ L1(G) gilt o�enbar f∗g = g∗f und ‖f∗g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 .
Auÿerdem ist ∗ assoziativ. Um dies zu sehen, können wir wegen obiger Ungleichung
und der Dichtheit von C00(G) in L1(G) Abbildungen f, g, h o.B.d.A. in C00(G)
wählen. Für fast alle x ∈ G gilt wegen Fubini

(f ∗ g) ∗ h(x) =

∫
G

∫
G

f(x+ y + z)g(−z)h(−y) dλ(z) dλ(y) =∫
G

∫
G

f(x+ z)g(y − z)h(−y) dλ(z) dλ(y) =∫
G

f(x+ z)

∫
G

g(y − z)h(−y) dλ(y) dλ(z) = f ∗ (g ∗ h)(x).

Proposition 5.5. Seien µ, ν ∈M(G), f, g ∈ L1(G) und c ∈ C. Dann gilt:

(1) (µ+ ν )̂ = µ̂+ ν̂
(2) (cµ)̂ = cµ̂

(3) (f ∗ g)̂ = f̂ ĝ

(4)
(
µ(−·)

)
ˆ= µ̂

(5) (µ(−·))̂ = µ̂(·)
(6) sup{|µ̂(γ)| : γ ∈ Ĝ} ≤ ‖µ‖

10Man beachte, dass falls zusätzlich f ∈ Lp(G), g ∈ Lq(G) mit p, q ∈ [1,∞] und 1
p
+ 1

q
gilt, die

gerade eingeführte Faltung mit der im Prolog eingeführten übereinstimmt.
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Analoge Aussagen gelten für µ, ν ∈ M(Ĝ), f, g ∈ L1(Ĝ) und die inverse Fourier-
Stieltjes Transformation bzw. die inverse Fouriertransformation. Auÿerdem ergeben
sich analoge Aussagen, wenn man statt Maÿen Dichten betrachtet.

Beweis. Die Aussagen rechnet man unmittelbar nach. Wir beweisen exemplarisch
den dritten Punkt. Wegen Fubini gilt für γ ∈ Ĝ und Nullmengen M und N

(f ∗ g)̂(γ) =

∫
Nc

∫
G

f(x+ y)g(−y)γ(x) dλG(y) dλG(x) =∫
Mc

∫
G

f(x)g(y)γ(x+ y) dλG(x) dλG(y) =∫
G

f(x)γ(x) dλG(x)

∫
G

g(y)γ(y) dλG(y).

�

Proposition 5.6. Die Funktionen µ̂, ν̌ sind gleichmäÿig stetig für alle µ ∈M(G), ν ∈
M(Ĝ).

Beweis. Für kompakte Mengen M ⊆ G, de�nieren wir die stetige Abbildung ιM :
Ĝ→ C(M) : γ 7→ γ|M .

Sei µ ∈ M(G) ungleich 0, ε > 0 und K ⊆ G eine kompakte Menge mit |µ|(G \
K) < ε

4 . Wir setzen

U := {γ ∈ Ĝ : |γ(x)− 1| < ε

2‖µ‖
, x ∈ K}.

Die Menge U ist gerade das Urbild der o�enen Kugel um 1 ∈ C(K) mit Radius ε
2‖µ‖

unter der Abbildung ιK und daher eine Umgebung von 1 ∈ Ĝ. Sind nun γ, φ ∈ Ĝ
mit γφ−1 ∈ U , so gilt

|µ̂(γ)− µ̂(φ)| ≤
∫
K

|γ(x)− φ(x)|︸ ︷︷ ︸
=|1−γφ−1(x)|

d|µ|(x) +

∫
G\K

2 d|µ| < ε.

Sei nun ν ∈ M(Ĝ) ungleich 0, ε > 0, K ⊆ Ĝ eine kompakte Menge mit |ν|(Ĝ \
K) < ε

4 und L ⊆ G eine kompakte Umgebung von e. Die Menge ιL(K) ⊆ C(L)
ist kompakt bezüglich der Supremumsnorm und somit wegen dem Satz von Ascoli
gleichgradig stetig auf L. Daher gibt es eine Umgebung U ⊆ L von e mit

|γ(x)− 1| < ε

2‖ν‖
, x ∈ U, γ ∈ K.

Für alle x, y ∈ G mit y − x ∈ U erhalten wir

|ν̌(x)− ν̌(y)| ≤
∫
K

|γ(y − x)− 1||γ(x)|d|ν|(γ) +

∫
Ĝ\K

2 d|ν| < ε.

�

Satz 5.7. Die Menge L1(G)̂ ist eine bezüglich der Supremumsnorm dichte Teil-

menge von C0(Ĝ).

Beweis. Sei f ∈ L1(G). Dann ist f̂ die Einschränkung des schwach* stetigen linea-
ren Funktionals

L(h) :=

∫
G

f(x)h(x) dλG(x), h ∈ L∞(G).
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auf Ĝ. Wegen Lemma 4.8 stimmt auf Ĝ die schwach* Topologie mit der Topologie,
die durch gleichmäÿige Konvergenz induziert wird, überein. Damit ist f̂ ∈ C(Ĝ). Die
Abbildung L|Ĝ∪{0} ist schwach* stetig bei 0. Es gibt also eine o�ene Nullumgebung

U mit |L(γ0)−L(0)| < ε für γ0 ∈ U . Da Ĝ∪{0} laut Lemma 4.8 schwach* kompakt
ist, ist auch die Menge Ĝ ∪ {0} \ U ⊆ Ĝ schwach* kompakt und damit kompakt
bezüglich der Topologie, die durch gleichmäÿige Konvergenz induziert wird. Also
gilt f̂ ∈ C0(G).

Die Menge L1(G)̂ ist wegen Proposition 5.5 also eine Unteralgebra von C0(G),
die unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist. Auÿerdem ist sie nirgends ver-
schwindend, denn für γ ∈ Ĝ ist f̂(γ) =

∫
G
f(x)γ(x) dλG(x) nicht für alle f ∈ L1(G)

gleich 0, denn 0 6= γ ∈ L∞(G). Sie ist auch punktetrennend, denn sind γ1 6= γ2 ∈ Ĝ,
so ist

∫
G
fγ1 dλG nicht für alle f ∈ L1(G) gleich

∫
G
fγ2 dλG. Mit einer Variante

des Satzes von Stone-Weierstraÿ (vgl. [Kal09, Korollar 12.10.8]) folgt die Behaup-
tung. �

Satz 5.8. Die inverse Fourier-Stieltjes Transformation ist injektiv.

Beweis. Wegen der Linearität genügt es zu zeigen, dass wenn µ̌ = 0 auch µ = 0
gilt. Sei f ∈ L1(G) beliebig. Da laut Lemma 8.10 f−1({0}c) in einer σ-kompakten
Menge enthalten ist, können wir den Satz von Fubini anwenden∫

Ĝ

f̂ dµ =

∫
Ĝ

∫
G

f(x)γ(x) dλG(x) dµ(γ) =∫
G

f(x)

∫
Ĝ

γ(x) dµ(γ) dλG(x) =

∫
G

f(x)µ̌(−x) dλG(x) = 0.

Mit Satz 5.7 folgt
∫
Ĝ
g dµ = 0 für alle g ∈ C0(G). Wegen dem Satz von Riesz-

Markov ist µ = 0. �

Satz 5.9 (Satz von Bochner). Die inverse Fourier-Stieltjes Transformation bildet

M+
0 (Ĝ) bijektiv auf P c(G) ab.

Beweis. Sei µ ∈ M+
0 (Ĝ). Wegen Satz 5.7 ist die Funktion µ̌ (gleichmäÿig) stetig

auf G. Sind nun n ∈ N, c1, . . . , cn ∈ C, x1 . . . , xn ∈ G, so gilt

n∑
i,j=1

cicj µ̌(xj − xi) =

n∑
i,j=1

cicj

∫
Ĝ

γ(xj − xi) dµ(γ) =

∫
Ĝ

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ciγ(xi)

∣∣∣∣∣
2

dµ(γ) ≥ 0.

Also ist µ̌ ∈ P c(G).
Sei nun o.B.d.A. f ∈ P 1(G). Für jedes h ∈ L1(G) ist das lineare Funktional

Lh : L∞(G) → C : g 7→
∫
G
ghdλG stetig bezüglich der schwach* Topologie. Die

Menge P 1(G) ist konvex und wegen Korollar 3.5 kompakt in dieser Topologie Die
Menge ihrer Extremalpunkte Ĝ ∪ {0} ist wegen Lemma 4.8 abgeschlossen. Wegen
Satz 8.5 ist f der Schwerpunkt eines Maÿes µ0 ∈M+

0 (Ĝ ∪ {0}) und daher gilt

Lh(f) =

∫
Ĝ∪{0}

Lh(γ0) dµ0(γ0)
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für alle h ∈ L1(G). Wegen Lemma 8.10 ist der Satz von Fubini anwendbar, womit
wir ∫

G

fhdλG =

∫
Ĝ∪{0}

∫
G

γ0(x)h(x) dλG(x) dµ0(γ0) =∫
G

∫
Ĝ∪{0}

γ0(x) dµ0(γ0)h(x) dλG(x)

für h ∈ L1(G) erhalten. Sei µ die Einschränkung von µ0 auf die Borelmengen von
Ĝ. O�enbar ist dann µ ∈M+

0 (Ĝ) und es gilt

µ̌(x) =

∫
Ĝ∪{0}

γ0(x) dµ0(γ0), x ∈ G.

Daher gilt ∫
G

fhdλG =

∫
G

µ̌hdλG, h ∈ L1(G),

woraus wegen der Stetigkeit von f und µ̌ folgt, dass f = µ̌. �

Bemerkung 5.10. Aus dem Satz von Bochner folgt unmittelbar, dass das Bild von
M(Ĝ) unter der inversen Fourier-Stieltjes Transformation gerade die lineare Hülle
von P c(G) ist.

Lemma 5.11. Zu jeder kompakten Menge K ⊆ Ĝ existiert eine Funktion g ∈
P c(G) ∩ C+

00(G), sodass ĝ positiv auf K ist.

Beweis. Sei γ ∈ K beliebig. Da 0 6= γ ∈ L∞(G) und C00(G) dicht in L1(G)

liegt, folgt die Existenz eines hγ ∈ C00(G) mit ĥγ(γ) =
∫
G
hγγ dλG 6= 0. O.B.d.A.

sei hγ ≥ 0 (man kann ja gegebenenfalls den Positivteil bzw. den Negativteil des
Realteiles bzw. des Imaginärteiles von hγ betrachten). Laut Lemma 2.4 ist hγ ∗ h∗γ
positiv de�nit. Auÿerdem gilt (hγ ∗ h∗γ )̂ = |ĥγ |2 ≥ 0. Der Funktionswert von γ ist
positiv. Sei nun Uγ eine Umgebung von γ, sodass (hγ ∗ h∗γ )̂(Uγ) > 0. Dann gibt
es n ∈ N, γ1, . . . , γn ∈ K mit K ⊆

⋃n
i=1 Uγi . Daher hat g :=

∑n
i=1 hγi ∗ h∗γi die

gewünschten Eigenschaften. �

Lemma 5.12. Es gilt:

(1) Für beliebige f ∈ span(P c(G)) ∩ L1(G) gilt f̂ ∈ L1(Ĝ). Falls sogar f ∈
P c(G) ∩ L1(G), so ist f̂ ≥ 0.

(2) Zu einem Haarmaÿ λG auf G gibt es ein eindeutiges Haarmaÿ λĜ auf Ĝ,
sodass

∀f ∈ span(P c(G)) ∩ L1(G) : f = (f̂ )̌.

(3) Wählt man das Haarmaÿ λĜ wie in (2) und ist f ∈ span(P c(G)) ∩ L1(G),

so ist f̂ dλĜ ∈M(Ĝ) jenes eindeutige Maÿ, dessen inverse Fourier-Stieltjes
Transformation f ist.

Beweis. Sei λG ein Haarmaÿ auf G. Laut dem Satz von Bochner gibt es zu jedem
f ∈ span(P c(G)) ein µf ∈ M(Ĝ) mit f = µ̌f , welches wegen der Injektivität der
inversen Fourier-Stieltjes Transformation eindeutig ist. Zunächst beweisen wir

ĝ dµf = f̂ dµg, f, g ∈ span(P c(G)) ∩ L1(G).(5.1)
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Diese Maÿe sind wegen [Kal11a, 17.3.5] in M(G). Für jedes h ∈ L1(G) gilt wegen
dem Satz von Fubini, welcher dank Lemma 8.10 anwendbar ist, dass

h ∗ f(e) =

∫
G

h(x)f(−x) dλG(x) =

∫
G

∫
Ĝ

h(x)γ(−x) dµf (γ) dλG(x) =∫
Ĝ

∫
G

h(x)γ(x) dλG(x) dµf (γ) =

∫
Ĝ

ĥdµf .

Daher haben wir für alle h ∈ L1(G)∫
Ĝ

ĥĝ dµf = ((h ∗ g) ∗ f)(e) = ((h ∗ f) ∗ g)(e) =

∫
Ĝ

ĥf̂ dµg.

Mit Satz 5.7 und der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Riesz-Markov folgt (5.1).
Für ein beliebiges φ ∈ C00(Ĝ) wählen wir eine laut Lemma 5.11 existente Funk-

tion g ∈ P c(G) ∩ C00(G), sodass ĝ auf supp(φ) positiv ist. Wir setzen

I(φ) :=

∫
supp(φ)

φ(γ)

ĝ(γ)
dµg(γ).

Dabei ist I(φ) unabhängig von der Wahl von g. Ist nämlich f ∈ P c(G) ∩ C00(G),
sodass f̂ positiv auf supp(φ), dann gilt wegen (5.1)∫

supp(φ)

φ(γ)

ĝ(γ)
dµg(γ) =

∫
supp(φ)

φ(γ)

f̂(γ)ĝ(γ)
f̂(γ) dµg(γ) =

∫
supp(φ)

φ(γ)

f̂(γ)
dµf (γ).

Aus dieser Unabhängigkeit folgt unmittelbar, dass I ein positives lineares Funk-
tional ist. Auÿerdem ist I 6= 0. Um dies zu sehen, sei 0 6= f ∈ P c(G) ∩ C00(G)
wie in Lemma 2.5. Dann ist wegen der Eindeutigkeit der inversen Fourier-Stieltjes
Transformation µf 6= 0. Wegen dem Riesz'schen Darstellungssatz aus [Kal11a] folgt
die Existenz eines φ ∈ C00(Ĝ) mit

∫
Ĝ
φ dµf 6= 0. Ist g ∈ P c(G) ∩ C00(G), sodass ĝ

positiv auf dem Träger von φ ist, so gilt wegen (5.1)

I(φf̂) =

∫
supp(φ)

φ(γ)f̂(γ)

ĝ(γ)
dµg(γ) =

∫
supp(φ)

φ(γ) dµf (γ) 6= 0.

Nun zeigen wir, dass I translationsinvariant ist. Seien φ ∈ C00(Ĝ) und γ0 ∈ Ĝ
fest und sei g ∈ P c(G) ∩ C00(G) so, dass ĝ positiv auf der Menge γ0 · supp(φ) ist.
Wir setzen f := γ0g. Wegen ĝ(γ) = f̂(γ0γ) für γ ∈ Ĝ ist f̂ positiv auf supp(φ). Ist
T : Ĝ→ Ĝ : γ 7→ γ0γ und νg := µgT

−1, so gilt

ν̌g(x) =

∫
Ĝ

γ(x)dνg(γ) =

∫
Ĝ

γ(x)γ0(x) dµg(γ) = γ0(x)g(x) = f(x) = µ̌f (x)

für alle x ∈ G und somit νg = µf . Es folgt∫
Ĝ

ψ(γ0γ) dµg(γ) =

∫
Ĝ

ψ(γ) dµf (γ), ψ ∈ C00(Ĝ).
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Ist nun φ0(γ) := φ(γ0γ) für γ ∈ Ĝ und K := supp(φ), so gilt folglich

I(φ0) =

∫
γ0K

φ(γ0γ)

ĝ(γ)
dµg(γ) =

∫
Ĝ

φ|K
f̂ |K

∣∣∣Ĝ︸ ︷︷ ︸
∈C00(Ĝ)

(γ0γ) dµg =

∫
Ĝ

φ|K
f̂ |K

∣∣∣Ĝ(γ) dµf (γ) =

∫
K

φ(γ)

f̂(γ)
dµf (γ) = I(φ).

Dabei bezeichnen wir für eine Menge M ⊆ Ĝ und eine Funktion χ : M → C den
Ausdruck χ|Ĝ als jene Abbildung auf Ĝ mit (χ|Ĝ)|M = χ und (χ|Ĝ)|Mc = 0. Also
ist I ein translationsinvariantes positives lineares Funktional auf C00(Ĝ), das nicht
0 ist.

Mit dem Riesz'schen Darstellungssatz aus [Kal11a] folgt

I(φ) =

∫
Ĝ

φ dλĜ, φ ∈ C00(Ĝ)(5.2)

für ein eindeutiges Haarmaÿ λĜ. Sei nun φ ∈ C00(Ĝ) beliebig, g ∈ P c(G) ∩C00(G)
so, dass ĝ positiv auf supp(φ) und f ∈ span(P c(G)) ∩ L1(G). Es gilt wegen (5.1)
und (5.2)∫

Ĝ

φ(γ) dµf (γ) =

∫
supp(φ)

φ(γ)f̂(γ)

ĝ(γ)
dµg(γ) = I(φf̂) =

∫
Ĝ

φ(γ)f̂(γ) dλĜ(γ).

Lemma 8.11 ergibt nun f̂ ∈ L1(Ĝ) und

f̂ dλĜ = dµf .(5.3)

Daraus folgt

f(x) =

∫
Ĝ

γ(x) dµf (γ) =

∫
Ĝ

γ(x)f̂(γ) dλĜ(γ) = (f̂ )̌(x), x ∈ G.

Falls sogar f ∈ P c(G) ∩ L1(G) gilt, so ist wegen Bochner µf ≥ 0. Aus der
Stetigkeit von f̂ , aus (5.3) und aus der Tatsache, dass λĜ(O) 6= 0 für alle nichtleeren
und o�enen O ⊆ Ĝ, folgt f̂ ≥ 0.

Wegen Lemma 2.5 gibt es ein von 0 verschiedenes f ∈ P c(G) ∩ L1(G), womit
die Eindeutigkeit des Haarmaÿes auf Ĝ mit im Lemma geforderter Eigenschaft
folgt. �

Im restlichen Abschnitt wählen wir das Haarmaÿ auf der Charaktergruppe von
G stets wie in Lemma 5.12. Also so, dass f = (f̂ )̌ für alle f ∈ P c(G) ∩ L1(G) gilt.

Satz 5.13 (Satz von Plancherel). Es existiert eine eindeutige bijektive Isometrie

F : L2(G)→ L2(Ĝ), sodass F und ˆauf L1(G)∩L2(G) übereinstimmen. Dabei wird
F als Fouriertransformation auf L2(G) bezeichnet.

Beweis. Sei g ∈ L1(G) ∩ L2(G), dann ist wegen Lemma 2.4 f := g ∗ g∗ ∈ P c(G) ∩
L1(G) und f̂ = |ĝ|2. Wegen Lemma 5.12 ist f̂ ∈ L1(Ĝ) und daher ĝ ∈ L2(Ĝ).
Auÿerdem gilt wegen diesem Lemma∫

G

|g|2 dλG = g ∗ g∗(e) = f(e) =

∫
Ĝ

γ(e)f̂(γ) dλĜ(γ) =

∫
Ĝ

|ĝ|2dλĜ.
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Das heiÿt ‖g‖2 = ‖ĝ‖2. Da L1(G)∩L2(G) dicht in L2(G) liegt, kann die Abbildung
g 7→ ĝ eindeutig isometrisch auf L2(G) zu einer Abbildung F fortgesetzt werden.

Nun zeigen wir, dass die Menge L := F(L1(G) ∩ L2(G)) dicht in L2(Ĝ) ist. Sei
hierzu ψ ∈ L2(Ĝ) orthogonal auf L. Da L1(G) ∩ L2(G) translationinvariant ist, ist
L für beliebige x ∈ G invariant unter Multiplikation mit γ 7→ γ(x). Daher ist für
φ ∈ L ∫

Ĝ

γ(x)φ(γ)ψ(γ) dλĜ(γ) = 0, x ∈ G.

Wegen φψ ∈ L1(Ĝ) ist obiger Ausdruck gerade (φψ)̌(x). Da die inverse Fourier-
transformation injektiv ist, folgt φψ = 0 fast überall für alle φ ∈ L.

Die Abbildung ψ ∈ L2(Ĝ) verschwindet laut Lemma 8.10 auÿerhalb einer σ-
kompakten Menge K∞ =

⋃
n∈NKn, wobei Kn für n ∈ N eine kompakte Teilmenge

von Ĝ ist. Wegen Lemma 5.11 gibt es zu jedem n ∈ N ein φn ∈ L, das auf Kn

positiv ist. Somit folgt ψ = 0 auf Kc
∞, φnψ = 0 fast überall und deshalb ψ = 0

fast überall auf Kn für alle n ∈ N. Daher ist ψ = 0 fast überall. Wir haben also
L⊥ = {0}, woraus folgt, dass L dicht in L2(Ĝ) ist. Da F isometrisch ist, folgt
F(L2(G)) = L2(Ĝ). �

Satz 5.14. Es existiert eine eindeutige bijektive Isometrie von L2(Ĝ) nach L2(G),

sodass die Isometrie und ˇ auf L1(Ĝ) ∩ L2(Ĝ) übereinstimmen. Diese Abbildung
ist genau die Inverse zu der Abbildung aus dem Satz von Plancherel, sie wird als

inverse Fouriertransformation auf L2(Ĝ) bezeichnet.

Beweis. Sei φ ∈ L1(Ĝ) ∩ L2(Ĝ). Für g ∈ L1(G) ∩ L2(G) ist dann wegen Fubini∫
G

φ̌g dλG =

∫
G

∫
Ĝ

φ(γ)γ(x) dλĜ(γ)g(x) dλG(x) =∫
Ĝ

φ(γ)

∫
G

g(x)γ(x) dλG(x) dλĜ(γ) =

∫
Ĝ

φĝ dλĜ.

Wegen dem Satz von Plancherel gilt somit∣∣∣∣∫
G

φ̌g dλG

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ĝ

φĝ dλĜ

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖2‖ĝ‖2 = ‖φ‖2‖g‖2.

Daher ist g 7→
∫
G
φ̌g dλG ein bezüglich ‖·‖2 stetiges lineares Funktional auf L1(G)∩

L2(G), das eindeutig auf L2(G) fortgesetzt werden kann. Die Fortsetzung entspricht
dann einem eindeutigen ψ ∈ L2(G). Es gilt also∫

G

φ̌g dλG =

∫
G

ψg dλG, g ∈ L1(G) ∩ L2(G).

Wir können also Lemma 8.12 anwenden und sehen, dass φ̌ = ψ ∈ L2(G) fast überall.
Mit dem Satz von Plancherel und obigen Gleichungen folgt für g ∈ L1(G) ∩ L2(G)∫

Ĝ

F(φ̌)(γ)ĝ(γ) dλĜ(γ) =
(
F(φ̌),F(g)

)
2

=
(
φ̌, g
)

2
=∫

G

φ̌(x)g(x) dλG(x) =

∫
Ĝ

φ(γ)ĝ(γ) dλĜ(γ).
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Da die Menge L = F(L1(G) ∩ L2(G)) aus dem Beweis vom Satz von Plancherel
dicht in L2(Ĝ) ist, folgt

φ = F(φ̌), φ ∈ L1(Ĝ) ∩ L2(Ĝ)(5.4)

und daher ‖φ‖2 = ‖φ̌‖2. Daher ist die Abbildung φ 7→ φ̌ isometrisch von L1(Ĝ) ∩
L2(Ĝ) nach L2(G) und kann daher eindeutig zu einer Abbildung G fortgesetzt
werden. Es gilt wegen (5.4)

φ = F(G(φ)), φ ∈ L1(Ĝ) ∩ L2(Ĝ).

Wegen der Stetigkeit der betrachteten Abbildungen gilt diese Gleichung auch für
φ ∈ L2(Ĝ). Daher ist G = F−1. �

6. Pontrjagin-Dualität

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit G stets eine kommutative lokalkompakte
Gruppe. Wir de�nieren die Evaluierungsfunktion ι durch ι(x)(γ) := γ(x) für x ∈
G, γ ∈ Ĝ. Man überprüft unmittelbar, dass ι(x) ∈ ˆ̂

G. Wir werden beweisen, dass G

vermöge ι mit ˆ̂
G identi�ziert werden kann. Natürlich kann man eine entsprechende

Evaluierungsfunktion auch auf Ĝ de�nieren. Diese bildet dann Ĝ nach
ˆ̂
Ĝ ab und

wir bezeichnen sie ebenfalls mit ι.

Lemma 6.1. Die Mengen

BĜ := {f̂−1({0}c) : f ∈ L1(G)} bzw. BG := {φ̌−1({0}c) : φ ∈ L1(Ĝ)}

bilden Basen der Topologien auf Ĝ bzw. G.

Beweis. Wir wählen o.B.d.A. λĜ wie in Lemma 5.12. Da f̂ und φ̌ für f ∈ L1(G), φ ∈
L1(Ĝ) stetig sind, sind die Elemente der beiden Mengen o�en. Die Mengen sind
translationsinvariant, denn ist γ0 ∈ Ĝ und x0 ∈ G, so gilt für f ∈ L1(G), φ ∈ L1(Ĝ)

und alle γ ∈ Ĝ, x ∈ G
(ι(x0)φ)̌(x) = φ̌(x− x0) und (fγ0)̂(γ) = f̂(γ0γ).

Daher reicht es zu zeigen, dass B1
Ĝ

:= {V ∈ BĜ : 1 ∈ V } und BeG := {V ∈ BG : e ∈
V } Umgebungsbasen von 1 bzw. e sind. Sei alsoW ⊆ G eine Umgebung von e. Dann
gibt es wegen Lemma 2.5 ein f ∈ P c(G) ∩C00(G) mit supp(f) ⊆W und f(e) > 0.
Wir setzen φ := f̂ . Wegen Lemma 5.12 gilt φ̌ = f und somit e ∈ φ̌−1({0}c) ⊆W .

Sei nun W ⊆ Ĝ eine Umgebung von 1 und U eine symmetrische Umgebung von
1 mit U · U ⊆ W . Wir wählen eine von 0 verschiedene Funktion φ ∈ C00(Ĝ) mit
supp(φ) ⊆ U . Dann gilt supp(φ ∗ φ∗) ⊆W . Wir setzen f := (φ ∗ φ∗)̌ = |φ̌|2. Wegen
Satz 5.14 ist f ∈ L2(G), φ̌ ∈ L2(G) und daher f ∈ L1(G). Aus diesem Satz folgt
auch f̂ = φ ∗ φ∗, denn φ ∗ φ∗ ∈ C00(Ĝ) ⊆ L1(Ĝ) ∩ L2(Ĝ) und f ∈ L1(G) ∩ L2(G).
Daher gilt f̂−1({0}c) ⊆W und f̂(1) = ‖φ‖2 > 0, womit 1 ∈ f̂−1({0}c). �

Lemma 6.2. Ist Y eine lokalkompakte Untergruppe einer topologischen Gruppe X
und ist Y dicht in X, so gilt X = Y .

Beweis. Wir wählen eine in Y o�ene Y -Umgebung W von e mit kompakten Y -
Abschluss Z. Somit ist Z auch der X-Abschluss von W . Zu W gibt es eine in X
o�ene Menge V , sodass Y ∩V = W . Wir zeigen, dass V ⊆ Y . Sei hierzu p ∈ V und
sei U eine o�ene X-Umgebung von p. Dann ist U ∩ V eine nichtleere in X o�ene
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Menge und daher ist (U ∩ V ) ∩ Y 6= ∅. Da U beliebig war, folgt p ∈ Z. Es gilt also
V ⊆ Z ⊆ Y .

Für x ∈ X enthält die inX o�ene Menge V x−1 ein y ∈ Y . Da Y eine Untergruppe
ist, gilt x ∈ y−1V ⊆ Y . �

Satz 6.3 (Pontrjagin-Dualität). Die Evaluierungsabbildung ι : G → ˆ̂
G ist ein

isomorpher Homöomorphismus.

Beweis. O�enbar ist ι ein Homomorphismus. Die Injektivität folgt aus Korollar

4.7. Wir zeigen, dass ι(G) dicht in ˆ̂
G liegt. Falls es nicht dicht läge, so würde wegen

Lemma 6.1 ein φ ∈ L1(Ĝ) existieren mit ‖φ‖1 6= 0 und φ̂−1({0}c) ∩ ι(G) = ∅. Es
gilt

ψ̌(x) =

∫
Ĝ

ψ(γ)γ(x) dλĜ(γ) = ψ̂(ι(−x)), ψ ∈ L1(Ĝ)(6.1)

und daher folgt für φ = ψ, dass φ̌ = 0. Wegen 5.8 ist φ = 0 fast überall, im
Widerspruch zu unserer Annahme.

Wir de�nieren nun die Mengen

B̌ := {φ̌−1({0}c) : φ ∈ L1(Ĝ)} und B̂ := {φ̂−1({0}c) : φ ∈ L1(Ĝ)}.

Wegen Lemma 6.1 sind B̌ bzw. B̂ topologische Basen von G bzw. von ˆ̂
G. Wegen

(6.1) gilt für ψ ∈ L1(Ĝ) und χ = ψ(−·)

ι(ψ̌−1({0}c)) = (χ̂−1({0}c)) ∩ ι(G)

und somit

ι(B̌) = B̂ ∩ ι(G).

Daher ist ι ein isomorpher Homöomorphismus von G nach ι(G). Also ist ι(G) eine

lokalkompakte dichte Untergruppe von ˆ̂
G. Aus Lemma 6.2 folgt ι(G) =

ˆ̂
G. �

Bemerkung 6.4. Wegen der Pontrjagin-Dualität ist λGι−1 o�enbar ein Haarmaÿ

auf ˆ̂
G.

Proposition 6.5. Es gelten folgende Aussagen:

(1) Für µ ∈M(Ĝ) ist

µ̌(x) = µ̂(ι(−x)), x ∈ G.

(2) µ ∈M(G) genau wenn ν = µι−1 ∈M(ι(G)) und

µ̂(γ) = ν̂(ι(γ)), γ ∈ Ĝ.

(3) µ ∈M(Ĝ) genau wenn ν = µι−1 ∈M(ι(Ĝ)) und

µ̌(x) = ν̌(ι(x)), x ∈ G.

Analoge Aussagen gelten, wenn man statt Maÿen Dichten betrachtet. Dabei muss

man in (2) bzw. (3) das Haarmaÿ auf M(ι(G)) bzw. auf M(ι(Ĝ)) gleich λGι
−1 bzw.

gleich λĜι
−1 wählen.

Beweis. Wir betrachten nur die Aussagen über Maÿe, die Aussagen über Dichten
ergeben sich unmittelbar daraus.
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(1) Für x ∈ G gilt

µ̌(x) =

∫
Ĝ

γ(x) dµ(γ) =

∫
Ĝ

ι(−x)(γ) dµ(γ).

(2) Die Äquivalenz ist klar. Für γ ∈ Ĝ gilt

µ̂(γ) =

∫
G

γ(x) dµ(x) =

∫
ι(G)

Γ(γ) dν(Γ).

(3) Die Äquivalenz ist klar. Für x ∈ G gilt

µ̌(x) =

∫
Ĝ

γ(x) dµ(γ) =

∫
Ĝ

ι(γ)(ι(x)) dµ(γ) =

∫
ι(Ĝ)

∆(ι(x)) dν(∆).

�

Proposition 6.6. Ist das Haarmaÿ auf Ĝ wie in Lemma 5.12, also so, dass (f̂ )̌ = f
für jedes f ∈ span(P c(G))∩L1(G), so ist λGι

−1 ebenfalls wie in Lemma 5.12, also

so, dass (f̂ )̌ = f für jedes f ∈ span(P c(Ĝ)) ∩ L1(Ĝ)

Beweis. Sei das Haarmaÿ auf M(ι(G)) bzw. auf M(ι(Ĝ)) gleich λGι−1 bzw. gleich
λĜι

−1. Da die Gleichung wegen Lemma 5.12 zumindest bis auf eine von f unab-
hängige positive multiplikative Konstante gilt, reicht es für ein von 0 verschiedenes
f ∈ P c(Ĝ)∩L1(Ĝ) die Gleichung (f̂ )̌ = f zu zeigen. Wir wählen f ∈ P c(Ĝ)∩C+

00(Ĝ)

ungleich 0. So eine Funktion existiert laut Lemma 2.5. Dann ist f̂ ∈ L1(ι(G)). Auf-
grund von Proposition 6.5 und Proposition 5.5 gilt

(f̂ )̌ =
ˆ̂
f(ι(·)) = (f̌(ι−1(·))̂(ι(·)) = (f̌(−·))̂(·) = (f̌ )̂.

Da (f̂ )̌ laut Lemma 5.12 bis auf eine positive multiplikative Konstante mit f über-
einstimmt, liegt es in L1(Ĝ). Somit können wir auf obige Gleichung die inverse
Fouriertransformation anwenden und erhalten ((f̂ )̌)̌ = ((f̌ )̂)̌. Es gilt f̌ ∈ L1(G),
und da f nichtnegativ ist, folgt aus dem Satz von Bochner auch f̌ ∈ P c(G). Auf-
grund unserer Wahl des Haarmaÿes auf Ĝ folgt also ((f̂ )̌)̌ = ((f̌ )̂)̌ = f̌ und daher
wegen der Injektivität der inversen Fouriertransformation (f̂ )̌ = f . �

Im Rest dieses Abschnittes wählen wir das Haarmaÿ auf Ĝ stets wie in Lemma
5.12 und die Haarmaÿe auf ι(G) bzw. auf ι(Ĝ) gleich λGι

−1 bzw. λĜι
−1. Wegen

obiger Proposition sind alle erwähnten Haarmaÿe wie in Lemma 5.12.
In Abschnitt 5 haben wir einige Sätze nur für die Fourier(-Stieltjes) Transfor-

mation bzw. für die inverse Fourier(-Stieltjes) Transformation formuliert. Mithilfe
der Pontrjagin Dualität und obiger Propositionen lassen sich nun leicht Analogien
beweisen.

Korollar 6.7. Die Menge L1(Ĝ)̌ ist eine bezüglich der Supremumsnorm dichte
Teilmenge von C0(G).

Beweis. Man sieht leicht, dass die durch F (f)(ι(x)) := f(−x) für f ∈ C0(G) und
x ∈ G de�nierte lineare Abbildung bezüglich der Supremumsnorm isometrisch und
bijektiv in den C0(ι(G)) abbildet. Wegen Proposition 6.5 und Satz 5.7 ist L1(Ĝ)̌ =

F−1(L1(Ĝ)̂) ⊆ C0(G). Auÿerdem besagt Satz 5.7, dass L1(Ĝ)̂ dicht in C0(ι(G)) ist,
woraus die Behauptung folgt. �

Korollar 6.8. Die Fourier-Stieltjes Transformation ist injektiv.
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Beweis. Sei µ ∈M(G) mit µ̂ = 0. Wir setzen ν := µ(ι−1(·)). Dann ist ν ∈M(ι(G))
und ν̂ = 0. Wegen 0 = ν̂(ι(·−1)) = ν̌ und Satz 5.8 folgt ν = 0 und damit µ = 0. �

Korollar 6.9. Die Fourier-Stieltjes Transformation bildetM+
0 (G) bijektiv auf P c(Ĝ)

ab.

Beweis. Die Injektivität folgt aus Korollar 6.8. Wegen dem Satz von Bochner bildet
die inverse Fourier-Stieltjes Transformation M+

0 (ι(G)) bijektiv auf P c(Ĝ) ab. Sei
µ ∈ M+

0 (G) und ν := µ(ι−1(·)) ∈ M+
0 (ι(G)), dann ist µ̂ = ν̂(ι(·)) = ν̌(·−1) ∈

P c(Ĝ).
Ist φ ∈ P c(Ĝ), so gibt es ein ν ∈M+

0 (ι(G)) mit ν̌ = φ. Wir setzen µ := ν(ι(·)) ∈
M+

0 (G). Dann gilt µ̂ = ν̂(ι(·)) = ν̌(·−1) = φ(·−1) und daher (µ(−·))̂ = φ. �

Bemerkung 6.10. Aus diesem Korollar folgt unmittelbar, dass das Bild von M(G)

unter der Fourier-Stieltjes Transformation gerade die lineare Hülle von P c(Ĝ) ist.

Die inverse Fouriertransformation ist in einem gewissen Sinne tatsächlich invers
zur Fouriertransformation (vgl. [Fol95, Seite 102,103]).

Satz 6.11. Für alle f ∈ L1(G) mit f̂ ∈ L1(Ĝ) gilt (f̂ )̌ = f fast überall.

Beweis. Laut Bemerkung 6.10 ist f̂ ∈ span(P c(Ĝ)). Wegen dem Satz von Bochner
existiert ein µf̂ ∈ M(ι(G)) so, dass µ̌f̂ = f̂ . Dieses ist aufgrund der Injektivität
der inversen Fourier-Stieltjes Transformation eindeutig. Wegen Proposition 6.5 und
Proposition 5.5 gilt

µ̌f̂ = f̂ = (f(ι−1(·)))̂(ι(·)) = (f(ι−1(·)))̌(·) = (f(−ι−1(·)))̌.

Daher ist dµf̂ = f(−ι−1(·)) dλGι
−1. Wegen Lemma 5.12 ist dµf̂ =

ˆ̂
f dλGι

−1. Da-

mit folgt ˆ̂
f = f(−ι−1(·)) fast überall. Die linke Seite ist laut Bemerkung 6.10

eine Linearkombination positiv de�niter stetiger Funktionen, womit f fast überall
die Linearkombination positiv de�niter stetiger Funktionen. Mit Lemma 5.12 folgt
(f̂ )̌ = f fast überall. �

Korollar 6.12. Für alle f ∈ L1(Ĝ) mit f̌ ∈ L1(G) gilt (f̌ )̂ = f .

Beweis. Wegen Proposition 6.5 ist f̂ ∈ L1(ι(G)). Aufgrund von Proposition 6.5
und Proposition 5.5 gilt

(f̂ )̌ =
ˆ̂
f(ι(·)) = (f̌(ι−1(·))̂(ι(·)) = (f̌(−·))̂(·) = (f̌ )̂.

Der erste Ausdruck ist laut Satz 6.11 fast überall f . �

7. Charaktergruppen von T, Z und R

Abschlieÿend wollen wir die Charaktergruppen von T,Z und R bestimmen.

Lemma 7.1. Sei G eine kompakte kommutative Gruppe. Ist Γ eine punktetrennen-

de Untergruppe von Ĝ, so ist Γ = Ĝ.

Beweis. Angenommen γ0 ∈ Ĝ \ Γ. Die lineare Hülle von Γ ⊆ CG

A :=

{
n∑
i=1

ciγi : n ∈ N, ci ∈ C, γi ∈ Γ, i = 1, . . . , n

}
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erfüllt die Voraussetzungen von Stone-Weierstraÿ und daher existiert eine gleich-
mäÿig gegen γ0 konvergente Folge (pn)n∈N in A. Wegen dem Satz von Lebesgue
gilt

lim
n→∞

∫
G

pnγ0 dλ =

∫
G

γ0γ0 dλ = λ(G) 6= 0

Nun ist aber
∫
G
pnγ0 dλ = 0 für alle n ∈ N, denn für γ ∈ Γ ist γ1 := γγ0 = γγ−1

0 /∈ Γ
und damit ungleich 1. Daher gibt es ein y ∈ G mit γ1(y) 6= 1, womit aus∫

G

γ1(x) dλ(x) =

∫
G

γ1(x+ y) dλ(x) = γ1(y)

∫
G

γ1(x) dλ(x)∫
G
γ1 dλ = 0 folgt. �

Proposition 7.2. Die Charaktergruppe von T besteht genau aus Funktionen der
Form z 7→ zn, wobei n ∈ Z.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Diese Funktionen
bilden eine punktetrennende Untergruppe von T̂ und sind wegen Lemma 7.1 schon
alle Charaktere. �

Proposition 7.3. Die Charaktergruppe von Z besteht genau aus Funktionen der
Form n 7→ zn, wobei z ∈ T.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Ist γ ein Charakter
und z := γ(1) ∈ T, so ist γ(n) = zn. �

Bemerkung 7.4. Man sieht leicht, dass die Abbildung Φ : Z → T̂ : n 7→ (·)n ein
isomorpher Homöomorphismus von Z nach T̂ ist. Auÿerdem ist Ψ : T→ Ẑ : z 7→ z(·)

ein isomorpher Homöomorphismus von T nach Ẑ.

Proposition 7.5. Die Charaktergruppe von R besteht genau aus Funktionen der
Form x 7→ exp(ixy), wobei y ∈ R.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Sei γ ein Charakter
auf R und A := {x ∈ R : γ(x) = 1}. Dann ist A eine abgeschlossene Untergruppe
von R. Wir de�nieren b := inf({x ∈ A : x > 0}), wobei inf(∅) = 0.

Falls b > 0 gilt, ist A = {kb : k ∈ Z} und γ(x + b) = γ(x) für alle x ∈ R.
Daher wird durch γ̃(eix) := γ( xb2π ) für x ∈ R ein Charakter auf T de�niert. Laut
Proposition 7.2 existiert ein n ∈ Z, sodass eixn = γ̃(eix) = γ( xb2π ) für x ∈ R.

Falls b = 0 gilt und A nicht nur 0 enthält, so ist A = R. Um dies zu sehen, sei
y ∈ R, ε > 0 und z ∈ A mit 0 < z < ε. Es gibt ein N ∈ Z, sodass |Nz − y| < ε.
Da A eine Untergruppe ist, ist Nz ∈ A. Wegen der Abgeschlossenheit von A folgt
y ∈ A. Somit ist γ(x) = eix0 für beliebiges x ∈ R.

Falls nun A = {0}, so enthält die zusammenhängende Menge Sε := γ([0, ε]) für
ε > 0 nicht nur 1. Wir wählen ε so klein, dass {−1} nicht in Sε liegt. Dann können
wir die auf T \ {−1} de�nierte Funktion arg auf Sε anwenden und erhalten ein
Intervall I ⊆ (−π, π), das nicht nur 0 enthält. Sei m ∈ Z so, dass 1

m ∈ I. Dann ist
ei

1
m ∈ Sε und somit gleich γ(r) für ein r ∈ (0, ε]. Es folgt γ(mr) = γ(r)m = 1 im

Widerspruch zu A = {0}. �

Bemerkung 7.6. Man sieht leicht, dass die Abbildung Φ : R → R̂ : y 7→ ei(·)y ein
isomorpher Homöomorphismus von R nach R̂ ist. Somit entspricht die Fouriertrans-
formation aus Abschnitt 5 gerade der klassischen.
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8. Appendix

8.1. Funktionialanalysis. Wir geben einen kleinen Einblick in die Theorie kern-
reproduzierender Hilberträume und in Choquet-Theorie.

De�nition 8.1. Sei Ω eine nichtleere Menge und CΩ mit der punktweisen Multi-
plikation und der punktweisen Addition versehen. Ein Hilbertraum H ≤ CΩ heiÿt
kernreproduzierender Hilbertraum auf Ω, falls die Abbildung

ι(x) : H → C : f 7→ f(x)

für alle x ∈ Ω stetig ist. Laut Fréchet-Riesz existiert für x ∈ Ω ein eindeutiges
kx ∈ H, sodass ι(x)(f) = (f, kx) für alle f ∈ H. Dann heiÿt die Abbildung

K : Ω× Ω→ C : (x, y) 7→ (ky, kx) = ky(x)

die Kernfunktion.

Bemerkung 8.2. In der Situation obiger De�nition gilt für die Kernfunktion

K(x, y) = K(y, x)(8.1)

für x, y ∈ Ω. Sind n ∈ N und x1, . . . , xn ∈ Ω, c1, . . . , cn ∈ C, so gilt
n∑

i,j=1

K(xj , xi)cicj ≥ 0,(8.2)

denn

n∑
i,j=1

K(xj , xi)cicj =

 n∑
i=1

cikxi
,

n∑
j=1

cjkxj

 .

Satz 8.3. Sei Ω eine nichtleere Menge und K : Ω × Ω → C eine Abbildung mit
(8.1) und (8.2). Dann gibt es genau einen kernreproduzierenden Hilbertraum H mit
zugehöriger Kernfunktion K.

Beweis. Siehe z.B. [Kal11b]. �

De�nition 8.4. Sei X ein lokalkonvexer Raum, K eine kompakte Teilmenge und
µ ein reguläres Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf K. Wir sagen, dass ein Punkt x ∈ X
der11 Schwerpunkt von µ ist, falls für jedes stetige lineare Funktional f ∈ X ′

f(x) =

∫
K

f dµ

gilt.

Mit dieser De�nition erhält man mit dem Satz von Krein-Milman folgendes Re-
sultat(vgl. [Phe01, Seite 5]).

Satz 8.5. Sei X ein lokalkonvexer Raum und K eine kompakte konvexe Teilmenge.
Dann gibt es zu jedem Punkt x ∈ K ein reguläres Wahrscheinlichkeitsmaÿ µ auf

dem Abschluss der Exremalpunkte ex(K), sodass x der Schwerpunkt von µ ist.

11Schwerpunkte sind eindeutig, da X′ punktetrennend ist.
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Beweis. Sei x ∈ K und L := ex(K). Wegen dem Satz von Krein-Milman gibt
es ein Netz (yi)i∈I in der konvexen Hülle von L, das gegen x konvergiert. Die
Elemente des Netzes haben also folgende Form yi =

∑ni

j=1 λ
i
jx
i
j mit ni ∈ N, λij >

0,
∑ni

i=1 λ
i
j = 1 und xij ∈ L für i ∈ I. Für i ∈ I ist yi Schwerpunkt des regulären

Wahrscheinlichkeitsmaÿes auf L

µi :=

ni∑
j=1

λijδxi
j
.

Dabei ist, für z ∈ L, δz das Diracmaÿ auf L zum Punkt z.
Die regulären komplexen Maÿe auf L entsprechen laut dem Satz von Riesz-

Markov dem topologischen Dualraum von C0(L)(= C(L), da L kompakt ist). Ins-
besondere entsprechen die regulären Wahrscheinlichkeitsmaÿe genau jenen Funk-
tionalen Φ mit ‖Φ‖ ≤ 1, Φ(1) = 1 und Φ(f) ≥ 0 für alle nichtnegativen f ∈ C0(L)
(vgl. [Kal11a, Satz 17.3.6]). Versieht man den Dualraum von C0(L) also mit der
schwach* Topologie, so ist die Menge der regulären Wahrscheinlichkeitsmaÿe in der
Operatornorm beschränkt und schwach* abgeschlossen. Um dies einzusehen, sei
(νj)j∈J ein Netz aus regulären Wahrscheinlichkeitsmaÿen, das schwach* gegen ein
ν ∈ M(L) konvergiert. O�enbar ist dann |

∫
L
f dν| ≤ 1 für normiertes f ∈ C0(L),∫

L
1 dν = 1 und

∫
L
f dν ≥ 0 für nichtnegatives f ∈ C0(L). Somit ist die Menge aller

regulären Wahrscheinlichkeitsmaÿe wegen dem Satz von Banach-Alaoglu schwach*
kompakt.

Wir können das Netz (yi)i∈I daher o.B.d.A. so wählen, dass (µi)i∈I schwach*
gegen ein reguläres Wahrscheinlichkeitsmaÿ µ konvergiert. Ist nun f ∈ X ′, so ist
f |L ∈ C0(L) und daher gilt:

f(x) = lim
i∈I

f(yi) = lim
i∈I

∫
L

f dµi =

∫
L

f dµ

Das bedeutet gerade, dass x der Schwerpunkt von µ ist.
�

8.2. lokalkompakte Gruppen. In diesem Unterabschnitt, der gröÿtenteils auf
Kapitel 2 von [Fol95] basiert, bezeichnet G stets eine kommutative lokalkompakte
Gruppe.

Proposition 8.6. Sei f ∈ C00(G), dann ist f gleichmäÿig stetig.

Beweis. Findet sich in fast jedem Buch über lokalkompakte Gruppen, siehe z.B.
[Fol95, Proposition 2.6]. �

Lemma 8.7. Sei p ∈ [1,∞) und f ∈ Lp(G), dann ist die Abbildung x 7→ f(x + ·)
von G nach Lp(G) stetig.

Beweis. Sei x ∈ G, ε > 0 und f zunächst in C00(G). Mit K bezeichnen wir den
Träger von f . Wir wählen ein U ∈ U(e), sodass |f(b) − f(a)| < ε, falls a, b ∈
G, b− a ∈ U . Dann ist x+ U eine Umgebung von x. Ist nun y ∈ x+ U , so gilt∫

G

|f(x+ z)− f(y + z)|p dλ(z) ≤ λ(K − x ∪K − y)εp ≤ 2λ(K)εp.

Damit ist obige Abbildung stetig bei x.
Ist nun f ∈ Lp beliebig, so wissen wir, dass es ein g ∈ C00(G) gibt mit ‖f−g‖p <

ε. Wir wählen nun eine Umgebung U von x, sodass für y ∈ U die Ungleichung
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‖g(x + ·) − g(y + ·)‖p < ε gilt. Damit lässt sich ‖f(x + ·) − f(y + ·)‖p wie folgt
abschätzen

‖f(x+ ·)− g(x+ ·)‖p + ‖g(x+ ·)− g(y + ·)‖p + ‖g(y + ·)− f(y + ·)‖p < 3ε.

�

Lemma 8.8. Es gibt eine abgeschlossene o�ene und σ-kompakte Untergruppe H
von G.

Beweis. Sei U eine symmetrische kompakte Umgebung von e. Für n ∈ N de�nieren
wir das kompakte Un := U + · · ·+U mit n Summanden und H :=

⋃
n∈N Un. Dann

ist H eine σ-kompakte Untergruppe. Sei nun x ∈ H, also x ∈ Un für ein n ∈ N,
dann ist x+ U ⊆ Un+1 eine in H enthaltene Umgebung von x. Damit ist H o�en.
Daher ist auch die Nebenklasse x + H für alle x ∈ G o�en. Die Menge G \ H ist
die Vereinigung aller von H verschiedenen Nebenklassen und als solche o�en. �

Proposition 8.9. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teil-
menge von G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthält und
E eine Borelmenge. Ist E ⊆

⋃
i∈N(yi + H), wobei yi ∈ Y für i ∈ N, dann ist

λ(E) =
∑∞
i=1 λ(E ∩ (yi +H)). Ist E ∩ y +H 6= ∅ für überabzählbar viele y ∈ Y , so

ist λ(E) =∞.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der σ-Additivität von λ. Für
den zweiten Fall können wir aufgrund der Regularität von auÿen o.B.d.A. anneh-
men, dass E o�en ist. Ist y ∈ Y so, dass die o�ene Menge E∩y+H nichtleer ist, so
hat diese positives Maÿ. Da es überabzählbare viele solche y gibt, folgt die Existenz
eines n ∈ N, sodass für unendlich viele y ∈ Y gilt 1

n < λ(E ∩ y + H). Daher ist
λ(E) =∞. �

Lemma 8.10. Sei f ∈ Lp(G) mit p ∈ [1,∞). Dann verschwindet f auÿerhalb einer
σ-kompakten Menge.

Beweis. Wir setzen An := (|f |p)−1(( 1
n ,∞)) für n ∈ N. Es gilt

f−1({0}c) =
⋃
n∈N

An

Da |f |p integrierbar ist, folgt, dass λ(An) < ∞ für alle n ∈ N. Wegen Proposition
8.9 ist daher An für n ∈ N in einer σ-kompakten Menge enthalten. �

Lemma 8.11. Sei f : G→ C eine stetige Funktion und µ ∈M(G). Falls∫
G

φdµ =

∫
G

φf dλ, φ ∈ C+
00(G),

so ist f ∈ L1(G) und f dλ = dµ.

Beweis. Da Real- und Imaginärteil separat betrachtet werden können, seien o.B.d.A.
f und µ reellwertig. Sei K ⊆ f−1((0,∞)) kompakt und φ ∈ C00(G) eine Funktion
mit Werten in [0, 1] und Träger in der o�enen Menge f−1((0,∞)), sodass φ = 1 auf
K. Dann ist ∫

K

f dλ ≤
∫
G

φf dλ =

∫
G

φdµ ≤ |µ|(G).
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Ist nun K∞ =
⋃
n∈NKn ⊆ f−1((0,∞)) mit einer Folge (Kn)n∈N monoton wach-

sender kompakter Mengen, so gilt wegen dem Satz von Beppo Levi und obiger
Ungleichung ∫

K∞

f dλ ≤ |µ|(G).

Ist nun F ⊆ f−1((0,∞)) mit λ(F ) < ∞, so existiert wegen der Regularität von
innen ein σ-kompaktes K∞ ⊆ F mit λ(F \ K∞) = 0. Daraus folgt mit obiger
Ungleichung ∫

F

f dλ =

∫
K∞

f dλ ≤ |µ|(G).

Daher ist f über jedes σ-endliche F∞ ⊆ f−1((0,∞)) integrierbar, denn wegen dem
Satz von Beppo Levi gilt ∫

F∞

f dλ ≤ |µ|(G).

Nun ist aber f−1((0,∞)) =
⋃
n∈NOn, wobei On := f−1(( 1

n ,∞)) für n ∈ N, σ-
endlich, denn jedes On hat endliches Maÿ: Angenommen es gibt ein n ∈ N, sodass
λ(On) =∞. Da On o�en ist, ist es regulär von innen. Es gibt also eine σ-kompakte
Menge K∞ ⊆ On ⊆ f−1((0,∞)) mit λ(K∞) =∞. Damit folgt der Widerspruch

|µ|(G) ≥
∫
K∞

f dλ ≥
∫
K∞

1

n
dλ =∞.

Daher ist der Positivteil von f integrierbar. Ersetzt man in obigen Überlegungen f
durch −f und µ durch −µ, so erhält man auch die Integrierbarkeit des Negativteiles
von f . Insgesamt ist also f ∈ L1(G).

Wegen [Kal11a, Korollar 17.1.8] ist f dλ ∈ M(G). Sei K ⊆ G kompakt und
ε > 0. Wir wählen ein o�enes O ⊇ K, sodass

∫
O\K d|µ| < ε und

∫
O\K |f |dλ <

ε, und ein φ ∈ C00(G) mit Werten in [0, 1] und Träger in O, sodass φ = 1 auf
K. Aus der Voraussetzung des Lemmas erhält man mit der Dreiecksungleichung
|
∫
K
φf dλ −

∫
K
φ dµ| < 2ε und da ε beliebig war somit

∫
K
f dλ =

∫
K

dµ. Aus der
Regularität der betrachteten Maÿe und da K beliebig war folgt f dλ = dµ. �

Lemma 8.12. Sei f : G → C eine stetige Funktion und g ∈ Lp(G) für ein p ∈
[1,∞). Falls für alle kompakten K ⊆ G∫

K

f dλ =

∫
K

g dλ,

so ist f = g fast überall.

Beweis. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teilmenge von
G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthält. Die Funktionen
f und g stimmen auf jeder kompakten Menge K fast überall überein, denn f |K −
g|K ∈ L2(λ|K) steht orthogonal auf die in L2(λ|K) dichte (vgl. [Kal11a, Korollar
17.1.3]) Menge span({χK̃ : K̃ ⊆ K kompakt}). Damit stimmen f und g auf jeder
σ-kompakten Menge fast überall überein.

Laut Lemma 8.10 ist g−1({0}c) eine σ-endliche Menge und wegen Lemma 8.9 ist
sie somit in

⋃
y∈L y+H, wobei L ⊆ Y abzählbar ist, enthalten. Hier stimmen f und

g fast überall überein. Ist nun y ∈ Lc, so ist f fast überall 0 auf y +H und wegen
der Stetigkeit von f und der O�enheit von y +H sogar überall. Damit stimmen f
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und g fast überall auf
⋃
y∈L y + H und überall auf

⋃
y∈Lc y + H überein. Daraus

folgt die Behauptung. �

Für ein nicht σ-endliches Maÿ µ stimmt der topologische Dualraum von L1(µ)′

im Allgemeinen nicht mit L∞(µ) überein. Für lokalkompakte Gruppen versehen
mit dem Haarmaÿ kann man das Resultat durch Umde�nition von L∞(µ) retten
(vgl. [Fol95, Seite 45,46]).

De�nition 8.13. Wir nenen E ⊆ G lokale Borelmenge, wenn E ∩ F Borel für
alle Borelmengen F mit λ(F ) < ∞ ist. Eine lokale Borelmenge E ist eine lokale
Nullmenge, falls λ(E ∩ F ) = 0 für alle Borelmengen F mit λ(F ) < ∞ ist. Eine
Aussage über Punkte von G gilt lokal fast überall, falls die Menge aller Punkte,
für die die Aussage nicht gilt, in einer lokalen Nullmenge enthalten ist. Eine Funk-
tion f : G → C ist lokal messbar, falls f−1(A) eine lokale Borelmenge für jede
Borelmenge A ⊆ C ist. Wir de�nieren L∞(G) als den Raum aller lokal messbaren
Funktionen, die lokal fast überall beschränkt sind, faktorisiert nach dem Raum aller
lokal messbaren Funktionen, die lokal fast überall 0 sind. Für f ∈ L∞(G) de�nieren
wir

‖f‖∞ := inf{c ≥ 0 : |f | ≤ c lokal f.ü.}.

Dabei sieht man leicht, dass das In�mum ein Minimum ist (man beachte hierzu⋃
n∈N{x ∈ G : |f(x)| > ‖f‖∞ + 1

n} = {x ∈ G : |f(x)| > ‖f‖∞}) und ‖ · ‖∞ eine
Norm auf L∞(G) ist. Ist G σ-endlich, so stimmen obige De�nitionen gerade mit
den klassischen überein.

Bemerkung 8.14. Ist f ∈ C(G) beschränkt, so ist es auch lokal fast überall be-
schränkt. Es gilt supx∈G |f(x)| = ‖f‖∞. Dabei ist ≥ klar und ≤ folgt aus der
Tatsache, dass |f | ≤ ‖f‖∞ lokal fast überall die Ungleichung überall impliziert.
Aus dieser Gleichheit folgt, dass zwei stetige lokal fast überall übereinstimmende
Funktionen auf G gleich sind.

Lemma 8.15. Sei H eine beliebige Untergruppe von G wie in Lemma 8.8. Dann
ist E ⊆ G eine lokale Borelmenge genau dann, wenn E∩(y+H) für alle y ∈ G eine
Borelmenge ist. Ist E ⊆ G eine lokale Borelmenge, so ist es genau dann eine lokale
Nullmenge, wenn λ(E ∩ (y +H)) = 0 für alle y ∈ G. Eine Funktion f : G→ C ist
lokal messbar genau dann, wenn f |y+H für alle y ∈ G messbar ist.

Beweis. Wegen der σ-Kompaktheit von H sind die Hinrichtungen jeweils klar. Die
Rückrichtungen folgen aus der Tatsache, dass jede Borelmenge F mit endlichem
Maÿ in einer abzählbaren Vereinigung von Nebenklassen von H liegt (vgl. Propo-
sition 8.9). �

Satz 8.16. Für jedes f ∈ L∞(G) ist

Φf : L1(G)→ C : g 7→
∫
G

fg dλ

ein wohlde�niertes12 beschränktes lineares Funktional. Die Abbildung

f 7→ Φf

ist eine lineare, bijektive und isometrische Abbildung von L∞(G) nach L1(G)′.

12Das heiÿt fg ist messbar und integrierbar.
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Beweis. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teilmenge von
G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthält und g ∈ L1(G)
beliebig. Aus Lemma 8.10 folgt, dass g−1({0}c) σ-endlich ist und aus Proposition
8.9, dass g−1({0}c) ⊆

⋃
n∈N(yn +H), wobei yn ∈ Y für n ∈ N. Daher gilt

fg =

∞∑
n=1

fχyn+Hg.

Wegen Lemma 8.15 ist fg messbar. Die Integrierbarkeit von fg gilt, weil {x ∈ G :
|f(x)| > ‖f‖∞} ∩ g−1({0}c) eine Nullmenge ist. Daher ist Φf ein wohlde�niertes
beschränktes lineares Funktional mit ‖Φf‖ ≤ ‖f‖∞.

Ist nun Φ ∈ L1(G)′, so ist φy : L1(λ|y+H) → C : g 7→ Φ(g|G) für alle y ∈ Y
in L1(λ|y+H)′. Dabei bezeichnen wir für eine Menge M ⊆ G und eine Funktion
g : M → C den Ausdruck g|G als jene Abbildung auf G mit (g|G)|M = g und
(g|G)|Mc = 0. Da alle Nebenklassen von H σ-endlich sind, folgt aus dem klassischen
Ergebnis für jedes y ∈ Y die Existenz eines fy ∈ L∞(λ|y+H) mit

φy(g) =

∫
y+H

gfy dλ, g ∈ L1(y +H)(8.3)

und ‖fy‖∞ = ‖φy‖ ≤ ‖Φ‖. Wir de�nieren f(x) := fy(x) für y ∈ Y und x ∈ y +H.
Wegen Lemma 8.15 ist f dann lokal messbar und lokal fast überall beschränkt,
denn für alle y ∈ Y hat

{x ∈ G : |f | > ‖Φ‖} ∩ (y +H) ⊆ {x ∈ y +H : |f | > ‖fy‖∞}
Maÿ 0. Es gilt also f ∈ L∞(G) mit ‖f‖∞ ≤ ‖Φ‖.

Sei g ∈ L1(G). Dann ist g−1({0}c) ⊆
⋃
n∈N yn + H, wobei yn ∈ Y für n ∈ N.

Wie oben folgt, dass fg messbar und integrierbar ist. Wegen der Stetigkeit von Φ,
(8.3) und dem Satz von Lebesgue gilt

Φ(g) = Φ(

∞∑
n=1

χyn+Hg) =

∞∑
n=1

φyn(g|yn+H) =

∞∑
i=1

∫
yn+H

fg dλ =

∫
⋃

n∈N yn+H

fg dλ =

∫
G

fg dλ.

Wir haben also gezeigt dass f 7→ Φf eine surjektive Abbildung nach L1(G)′ ist, die
o�enbar linear ist.

Sie ist auch injektiv. Seien hierzu f, f̃ ∈ L∞(G) mit Φf = Φf̃ . Dann gilt für
y ∈ Y ∫

y+H

f(x)g(x) dλ(x) =

∫
y+H

f̃(x)g(x) dλ(x), g ∈ L1(y +H)

und da y + H σ-endlich ist, folgt f = f̃ fast überall auf y + H. Mit Lemma 8.15
folgt sogar f = f̃ lokal fast überall.

Die Isometrie ergibt sich nun unmittelbar aus obigen Überlegungen. Ist nämlich
f ∈ L∞(G), so haben wir schon am Anfang gesehen, dass ‖Φf‖ ≤ ‖f‖∞. Für die
andere Ungleichung wenden wir die Konstruktion von oben mit Φ = Φf an und
erhalten ein f̃ mit Φf = Φf̃ und ‖f̃‖∞ ≤ ‖Φf‖. Wegen der Injektivität ist aber

f = f̃ . �
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