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PRroLoG

Diese Arbeit, die hauptséchlich auf dem ersten und zweiten Kapitel von [Sas94]
basiert, gibt einen kleinen Einblick in die abstrakte Harmonische Analysis, wobei
wir einen Zugang iiber positiv definite Funktionen wahlen. Bevor wir also zu einigen
Hauptresultaten der Harmonischen Analysis wie dem Satz von Bochner, dem Satz
von Plancherel und der Pontrjagin-Dualitdt kommen, setzen wir uns mit positiv
definiten Funktionen auseinander. Obwohl die Theorie positiv definiter Funktio-
nen auch fiir nichtkommutative Gruppen formulierbar ist, werden wir uns in dieser
Arbeit aus Bequemlichkeit ausschliefslich mit kommutativen Gruppen auseinander-
setzen.

Fiir diese Arbeit ist ein solides Grundwissen iiber Mafse auf topologischen Réu-
men essentiell (siehe z.B. [Kallla, Kapitel 17]). Auferdem sind elementare Kennt-
nisse von lokalkompakten Gruppen sehr empfehlenswert (siehe z.B. [Fol95] ). Hier
eine sehr kurze Zusammenfassung;:

Definition. Eine Gruppe G, die mit einer Hausdorfftopologie versehen ist, heifst
topologische Gruppe, wenn die Abbildungen - : G x G — G : (z,y) — zy und
1. G = G:x~ z! stetig sind. Wir sagen, dass eine Gruppe lokalkompakt ist,
wenn sie topologisch ist und die Topologie, mit der sie versehen ist, lokalkompakt
ist.

Satz. Sei G eine kommutative lokalkompakte Gruppe. Dann gibt es ein bis auf eine
multiplikative positive Konstante eindeutiges translationsinvariantes nichtnegatives
nichtverschwindendes Radonmaf' . So ein Mafi wird als Haarmafi der Gruppe
bezeichnet, es ist positiv auf nichtleeren offenen Mengen und erfillt \(B) = A(—B)
fiir alle Borelmengen B.

Nun noch ein paar Bemerkungen zur mathematischen Ausdrucksweise in dieser
Arbeit: Sind (Q1,.A41), (22,.42) Messrdume, T : Q1 — 5 eine messbare Abbildung
und g ein nichtnegatives oder ein komplexes Mafs auf €7, so schreiben wir fiir das
transformierte MaR p7~!: Ay — C: A~ u(T(A)). Ist f: Qs — C messbar, so
besagt der allgemeine Transformationssatz aus der Mafstheorie, dass f o T genau
dann integrierbar beziiglich u ist, wenn f beziiglich uT~! integrierbar. In diesem
Fall gilt

foTdu= fdur=t.
Qq Qo

Wenn in einer kommutativen lokalkompakten Gruppe G von ,,dem‘* Haarmafs die
Rede ist, so ist damit ein beliebiges aber festes Haarmafs gemeint, dieses schreiben
wir als A oder \g.

Ist p € [1,00), so setzen wir LP(G) := LP(A). Der Raum L*°(G) bezeichnet nicht
(so wie meistens) den Raum der messbaren fast tiberall beschrénkten Funktionen,
sondern den Raum der lokal fast {iberall beschrinkten Funktionen (vgl. Definition
8.13), die entsprechende Norm wird mit || - || bezeichnet.

Sind f € LP(G), g € LY(G), p € [1,00] und ¢ € [1, 00] mit % +$ = 1, so setzen
wir

fxg(x) = /Gf(x+y)g(*y) dA(y)

IEin Radonma® auf einem lokalkompakten Hausdorffraum ist ein Borelmaf, das auf allen
Borelmengen von aufien reguldr und auf allen offenen Mengen von innen regulér ist.
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fiir z € G. Man beachte, dass der Ausdruck wegen der Holder’schen Ungleichung
und Satz 8.16 existiert und beschrénkt durch || f||,||lg|l, ist, aufserdem folgt aus dem
allgemeinen Transformationssatz und A = A\(—-), dass f*g = g * f. Wegen Lemma
8.7 ist f x g stetig.

Wir nennen f : G — C gleichmdfig stetig, wenn

Ve>0:3U eU(e) :Ve,ye G:y—zcU=|f(y) — f(z)| <e

Dabei bezeichnen wir in kommutativen Gruppen das neutrale Element fiir gew6hn-
lich mit e. Offenbar ist jede gleichmikig stetige Funktion auch stetig.

Ist G eine kommutative Gruppe und f : G — C, so setzen wir f*(z) := f(—x)
fir x € G.

Ist X ein lokalkompakter Hausdorffraum, so bezeichnen wir mit M (X) die Menge
aller komplexen Borelmafe, deren Variation reguliir ist. Mit M, (X) bezeichnen wir
alle nichtnegativen Mafe aus M (X).
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1. ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative Gruppe. Wir definieren
positiv definite Funktionen und leiten einige elementare Eigenschaften her.

Definition 1.1. Wir nennen eine Funktion f : G — C positiv definit, genau wenn

Z f(.%‘j — .’L‘i)CiEj >0

i,j=1
fiir beliebige n € N, z1,...,2, € G und ¢1,...,¢, € C. Wir definieren P(G) als
die Menge aller positiv definiten Funktionen auf G. Ist G sogar eine topologische
Gruppe, so bezeichnen wir mit P¢(G) die Menge der stetigen positiv definiten
Funktionen und mit P'(G) die Menge der stetigen durch 1 beschrinkten positiv
definiten Funktionen.

Lemma 1.2. Sei f € P(G). Dann ist f(z) = f*(x) und |f(x)| < f(e) fir alle
red.

Beweis. Sei ¢ € C zunichst beliebig. In Definition 1.1 setzen wir n = 2,21 = e, x5 =
z,c1 = 1 und ¢y = ¢. Dann erhalten wir

Fle)A +el*) + f(a)e + f(~z)e > 0.

Da f(e) reell ist (setze in Definition 1.1 n = 1,27 = e,¢; = 1), folgt, dass f(z)c+
f(—xz)creell ist. Fiir ¢ = 1 bzw. fiir ¢ = ¢ sieht man somit, dass Im(f(z)+f(—z)) =0
bzw. Im(i(f(—x) — f(z))) = 0 reell sind. Dies impliziert f(—z) = f(z).

Um die zweite Behauptung einzusehen, wihlen wir ¢ so, dass f(z)¢ = —|f(x)].
Dann folgt

0 < fe)(A+|c*) + f(2)e + f(—z)e = fe)(1 +1%) — [f(x)| — [f(=)].
(]

Proposition 1.3. Seien fi, fo» € P(G) und p1,p> > 0. Dann sind auch fi, f;,
Refi, |f1]?, p1fi + pafz und fifo positiv definit.

Beweis. Dass fi1, f{,p1f1+ pafo positiv definit sind, folgt unmittelbar aus der Defi-
nition. Daraus folgt dann Ref; € P(G). Das Produkt ist positiv definit wegen dem
Produktsatz von Schur (vgl. [BR97, Seite 141]), der besagt, dass das komponen-
tenweise Produkt von positiv semidefiniten Matrizen wieder positiv semidefinit ist.
Somit ist auch |f1|> € P(G). O

Proposition 1.4. Ist (f;)icr ein punktweise konvergentes Netz aus positiv definiten
Funktionen, so ist der Grenzwert f ebenfalls positiv definit.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition. O

Proposition 1.5. Sei H ein Hilbertraum, h € H und (U,)zcc eine Familie uni-
tarer Operatoren mit U,Uy = Uyqy und U U_y = 1 fiir z,y € G, dann ist die
Funktion

f:G—=C:z— (h,Uyh)
positiv definit.
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Beweis. Seien n € N, x1,...,2, € G und cq,...c, € C. Dann gilt
Z flz i)CiCj = Z (hyUg,—z;h)cic; =
t,j=1 ,j=1

> (iU, hy ;U h) = (ZQU h ZCZU h) > 0.
i,j=1

Lemma 1.6. Sei f € P(G).

(1) Dann ist K : G x G — C : (z,y) — f(z —y) die Kernfunktion eines
eindeutigen kernreproduzierenden Hilbertraumes H(f) (vgl. Definition 8.1).

(2) Jedes g € H(f) ist beschrinkt durch (g,9)*/?f(e).

(3) Der Raum

T(f) = {iaif(-—xi) :n€N,a; €C,x; EG}

i=1

ist ein dichter Teilraum von H(f).
(4) Fir g,h € T(f) mit g=321_  aif(- — ;) und h =37 b; f(- —y;) gilt

Z f —.131 az
7,7=1
(5) Ist x € G, so ist die Abbildung U, : H(f) — H(f) : g — ¢g(- — x) unitir
und erfillt g(x) = (g9, U, f) fir g € H(f).
(6) Firx,y € H(f) gilt UyUy = Uy yy. Auferdem ist U, = I.
(7) Ist f sogar stetig, so ist die Abbildung Fy; : G — C : x — (g,U,h) fir
g,h € H(f) stetig. Auferdem sind dann alle g € H(f) stetig.

Beweis. Wegen Lemma 1.2 erfiillt K die Voraussetzungen von Satz 8.3, woraus die
eindeutige Existenz von H(f) folgt. Da K die Kernfunktion von H(f) ist, folgt

lg()> = (g, K(,2))” < (9, 9)(K(-, %), K(-, %)) = (9,9) K (z,2) = (9,9) f(e)
H/—’

=Usf

fir z € G,g9 € H(f).

Der Raum T'(f) ist gerade die lineare Hiille von {K(-,z) : # € G}. Damit folgt
die Darstellung des Skalarproduktes auf 7'(f) unmittelbar. Die Dichtheit von T'(f)
folgt aus

{(K(,2):x€e G}t =

Fiir x € G ist die Abbildung U, |7 () wegen (4) isometrisch und kann somit iso-
metrisch zu einer Abbildung U, auf H(f) fortgesetzt werden. Ist g € H(f), so gibt
es eine Folge (gn)nen in T(f), die beziiglich (-,-) gegen g konvergiert. Dies impli-
ziert wegen (2) auch gleichméRige Konvergenz gegen g. Da somit auch (U,gn)nen
gleichméfig gegen U,g konvergiert, folgt U,g = U,g, denn (Upgn)nen konvergiert
auch gleichmifig gegen U,g. Die Abbildung U, ist also isometrisch und wegen
U,U_, = I invertierbar und somit unitér.
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Sind g, h € T(f), so folgt aus (4), dass Fy ), stetig ist. Sind g,h € H(f), so gibt
es Folgen (g5,)nen, (hn)nen, die beziiglich (+,-) gegen g bzw. h konvergieren. Aus
[(gn> Uzhn) — (g, Uzh)| <
|(gna Uzhn) - (gn7 Urh)| + |(gn7 Urh) - (97 Urh)| <
gn | Uzhn — Ushl| + llgn — gll|Uzhl| =
gnllllhn = Bl + llgn — glllI2]
fiir alle z € G folgt die gleichméfige Konvergenz von Fy, 5, gegen Fy ;. Damit ist
Fy p stetig. Fiir g € H(f) ist g = Fy ¢ stetig. O

Lemma 1.7. Seien f € P(G),n € Nyy1,...,yn € G und ¢1,...,c, € C. Dann ist
die Funktion

n
T Z fly; + 2 —yi)eic
ij=1
positiv definit.

Beweis. Sei (H(f),(+,-)) der Hilbertraum aus Lemma 1.6. Dann gilt mit der Nota-
tion dieses Lemmas

T Z f(yj tr-— yi)c’izj = (Z Cinifv ZClUw-‘ryzf)
i,j=1 i=1 i=1
Aus Lemma 1.5 folgt die Behauptung. O

Lemma 1.8. Sei f eine positiv definite Funktion. Dann gilt:
(1) 125072 flyy — @aib? < (272 flay — @aa;) (27—, Fy; — yi)biby)
firn,m e N, z1,....,Zn,Y1,---Ym € G und ay,...,an,b1,...,b, € C
(2) |20 flmail® < fle)Xof =1 flzj — xi)@iay. fir n € Nyay,...,2, € G
und ay,...,a, € C
(3) |f(x) = f(y)> < 2f(e)(f(e) — Ref(y — x)) fir z,y € G.
(4) [f(e)f(@+y) = F(@)fW)I* < (f(e)* = |f(@)*)(f(e)* = f(W)[*) fiir =,y € G.

Beweis. Punkt (1) ist gerade die Cauchy-Schwarz Ungleichung des Skalarproduktes
aus Lemma 1.6 angewandt auf die Funktionen g := Y 1"  a;f(- — ;) und h =
S b f (=)

Die Ungleichung (2) folgt aus (1), wenn man m = 1,y; = e,b; = 1 wihlt, a;
durch @; ersetzt und verwendet, dass f Hermite’sch ist (vgl. Lemma 1.2).

Die Ungleichung (3) ergibt sich aus (2), wenn man n = 2,21 = z, 22 = y,a; =
1,a9 = —1 wéhlt.

Um Punkt (4) einzusehen, sei zunéchst f(e) # 0. Wir definieren die positiv
definite Funktion g := f/f(e) und betrachten die Matrix

1 g9(=z) 9(y)
9(x) 1 g(x +y)
9(=y) g(-z—y) 1
fiir z,y € G. Diese ist wegen Definition 1.1 (setze n = 3,21 = e, 29 = —x, 235 = y)

und Lemma 1.2 positiv semidefinit. Daher ist ihre Determinante nichtnegativ, das
heifst

1+ g(—2)g(—y)g(z +y) + g(@)g(W)g(—z — y) — l9(@)]* = lg(W)|* — lg(z + y)|> > 0.
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Dies ist dquivalent zu

l9(z +y) — g(@)gW)* < (1 —1g(@)*)(1 — lg()).

Daraus folgt die Behauptung. Wenn f(e) = 0, so ist wegen Lemma 1.2 f = 0 und
die Behauptung folgt ebenfalls. O

Korollar 1.9. Sei f eine positiv definite Funktion auf einer kommutativen topolo-
gischen Gruppe. Ist f stetig bei e, so ist f gleichmadfig stetig.

Beweis. Wegen Lemma 1.2 ist Ref(e) = f(e). Mit Lemma 1.8.3 ergibt sich somit
die Behauptung unmittelbar. O

Lemma 1.10. Sei G lokalkompakt und f € P(G). Sei V eine symmetrische Um-
gebung von e mit kompaktem Abschluss und x := xyA(V)~L. Dann gilt

f(z) = f*x(@)] < 2f(6)>\(V)_1/ (f(e) —Ref(y)) dA(y)

v
fiir alle x € G.

Beweis. Man beachte zunichst, dass die Faltung und alle auftretenden Integrale
wegen Lemma 1.2 sinnvoll sind. Dann gilt

(@) — o+ x(a ‘/f 0= [t i)

2

2

V)2 XV(y)[f(x) — flz+y)]dA(y)

IN

MV>l/xV ) dA(y /\f Fa+ )P dA(y) =
/Wf Fx+ )2 dAy).

Lemma 1.8.3 liefert nun die Behauptung. (]

2. KONVERGENZAUSSAGEN

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir beschéftigen uns mit dem Konvergenzverhalten positiv definiter Funktionen.

Lemma 2.1. Sei g € L'(G) und (¢;)ic1 ein Netz in L=°(G) mit ||¢i|lc < C fiir
alle i € I, wobei C > 0. Falls das Netz in der schwach* Topologie von L*>°(G) (vgl.
Satz 8.16) gegen ein ¢ € L>°(Q) konvergiert, so konvergiert (g ®;)icr gegen (g )
gleichmifiq® auf jeder kompakten Teilmenge von G.

Beweis. Fiir h € L'(G) und i € I setzen wir

/ﬁwwewM@NMme:/h@@ewM@»
G

G
Dann sind L und L; (i € I) stetige lineare Funktionale auf L'(G). Aufgrund der
Voraussetzungen gilt lim;c; L;(h) = L(h) fiir h € L'(G). Sind hq, hy € L*(G) und
1€ 1, so gilt

L(h):

|Li(h1) = Li(h2)| < [[h1 = hall1]|¢illec < Cllh1 — h2]1.

2Man beachte, dass die Faltung auf G stetig und beschrankt ist.
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Somit ist {L; : i € I} eine gleichgradig stetige Menge von Funktionen auf L!(G).
Fiir ein kompaktes K C L!'(G) konnen wir den Satz von Ascoli auf die Menge
{Li|k : i € I} anwenden, denn die punktweise Beschranktheit folgt aus L;(h) <
C||h|l; fiir b € L'(G). Betrachtet man nun ein Teilnetz von (L;);cr, so besitzt
dieses ein Teilnetz, welches aufgrund der punktweisen Konvergenz gleichmifig auf
K gegen L konvergiert. Daraus folgt schon die gleichmé&fige Konvergenz des Netzes
(L;)ier auf K gegen L.

Sei nun K eine kompakte Teilmenge von G. Wegen Lemma 8.7 ist die Menge
K :={g(z +-) : = € K} kompakt. Die gleichmiiRige Konvergenz von (g * ¢;)ic; auf
K gegen g ¢ folgt nun aus der gleichméifigen Konvergenz von (Li)ier auf K gegen
L und den Gleichungen (i € I,z € G)

g* ¢i(x) = /Gg(x +y)oi(—y) dA(y) = Li(g(x +-)) und g * ¢(z) = L(g(z + -)).
0

Proposition 2.2. Ist (f;)icr ein Netz von positiv definiten stetigen Funktionen,
das in der schwach* Topologie auf L>°(G) gegen ein f € P°(G) konvergiert und
gilt im; ey fi(e) = f(e), so konvergiert das Netz gleichmdfig auf jeder kompakten
Teilmenge von G gegen f.

Beweis. Ist M eine Teilmenge von G, so schreiben wir ||g||ar := sup,¢cy, |g(2)] fiir
Funktionen g : G — C.

Sei K eine kompakte Teilmenge von G und € > 0. Wegen der Stetigkeit von f
gibt es eine symmetrische e-Umgebung V' mit kompaktem Abschluss, sodass
2

(2.1) 2f(e)A(V) ! / [F(e) — Ref (1)) dA(y) <

<
v 9’
Wir setzen x := xv/AV). Fir i € I gilt
1fi = flle < W fi = fixxlla + W fix x = fxllx + I1f = x = flle-

Wir schitzen nun jeden der drei Summanden ab. Wegen den Voraussetzungen an
V folgt mit Lemma 1.10

€
IF <x = flla < 5.

Da (f;)ier in der schwach* Topologie gegen f konvergiert, wegen xy € L'(G) und
wegen lim;e; fi(e) = f(e) folgt mit Ungleichung (2.1) die Existenz eines iy € I mit
2
_ €
2AV) ! [ [(6) - Refip)] dAy) < §
v

fiir ¢ > ig. Wieder mit Lemma 1.10 erh&lt man
€
3
fir i > 4p. Da ||fj]loc = sup;c; fi(e) (vgl. Lemma 1.2) fiir j € I, sehen wir mit
Lemma 2.1, dass ein jg > ig mit

Ifi = fi*xxlle <

€
37
existiert. Es folgt also || f; — fllx < € fiir i > jo. O

Ifixx = fxllx <50 >
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Korollar 2.3. Sei (f,)nen eine Folge in P¢(G), die punktweise gegen ein [ €
P¢(@) konvergiert. Dann konvergiert die Folge auch gleichmdfig auf jeder kompak-
ten Teilmenge von G gegen f.

Beweis. Fiir g € LY(G) gilt |gfn| < |g]sup,en fn(€). Mit dem Satz von Lebesgue
folgt somit, dass (f,,)nen in der schwach* Topologie von L (G) gegen f konvergiert.
Proposition 2.2 liefert die Behauptung. ([l

Lemma 2.4. Sei h € L*(G). Dann ist h* h* positiv definit.

Beweis. Firn € Nj¢y,...,¢, € Cund zq,...,z, gilt

S e /G Was -z + @A) = 3 et /G Wy — )iy — 7;) dA(y) =

ij=1 ij=1
L

Z cih(y — i)
=1

2
dA(y) = 0.

O

Lemma 2.5. Sei W eine Umgebung von e. Dann ezistiert ein f € P¢(G)NCH(G)
mit supp(f) € W und [, f(x)d\(z) =1.

Beweis. Wir wihlen eine Umgebung V von e mit V —V C W (dies ist mdoglich
aufgrund der Stetigkeit von (z,y) + 2 —y) und ein von 0 verschiedenes h € C;(G)
mit Trager K in V (dies ist moglich aufgrund der Zerlegung der Eins- vgl. [Kallla,
Lemma 17.2.2] ). Die Funktion hxh* ist nichtnegativ, stetig, laut Lemma 2.4 positiv
definit und hat Trager in K — K CV —V C W. Aufierdem ist die Funktion nicht
die Nullfunktion, denn h % h*(e) = ||h||3 > 0, und kann somit zu einem f mit den
gewiinschten Eigenschaften normiert werden. (]

Korollar 2.6. Sei (U;);cr eine Umgebungsbasis von e und fir jedes i € I sei f; €
P¢(G) N Cyy(G) eine Abbildung mit [, f;(x) dA\(z) = 1 und supp(f;) C U;. (Solche
Funktionen existieren laut Lemma 2.5.) Versieht man I mit der Ordnung i > j,
wenn U; C Uj, so konvergiert (f; * g)icr punktweise gegen g fir jedes beschrinkte
g € C(Q). Falls sogar g € Coo(G), so ist die Konvergenz gleichmdfig.

Beweis. Fir x € G und 7 € I gilt

[fixg(x) —g(2)| =

foeate) - [ ftiate) dA<y>\ -

[ 5 @lste ) - gt dA<y>\ <

[ 5 @lsta =) - 9@ d\w) < swp lgla ) - g(o)].
G yeU;
Da g stetig ist, folgt lim;cs f; * g(x) = g(z).

Ist g sogar in Coo(G), so ist g gleichmékig stetig (vgl. Proposition 8.6). Es gibt
also zu jedem € > 0 ein ig € I, sodass |[g(z —y) — g(z)| < e fir x € G,—y € U,,.
Mit obiger Ungleichung folgt somit die gleichméfige Konvergenz. ]
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3. GEMITTELT POSITIV DEFINITE FUNKTIONEN

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir definieren hier ein anderes Konzept von positiver Definitheit, von dem wir sehen
werden, dass es eigentlich genau dem bis jetzt verwendeten entspricht.

Definition 3.1. Wir nennen ¢ € L>(G) gemittelt positiv definit, falls

//<z> — 2)h(x)h(y) dA(z) dA(y) > 0
fiir alle h € Cyo(Q).

Lemma 3.2. Sei f € P¢(G),h € LY(G) und H(f) wie in Lemma 1.6. Dann wird
durch g — h x g ein stetiger linearer Operator von H(f)* nach H(f) definiert,
dessen adjungierter Operator durch g — h* x g gegeben ist.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Lemma 1.6. Sind g1, g2 € H(f), so wissen
wir, dass die Abbildung y — (g1, U—yg2) = (Uyg1, g2) stetig und somit messbar ist
und dass der Betrag der Abbildung durch ||g1]|||g2]| beschrankt ist. Durch

Balg1,92) = /G (Uyg1, 92)h(w) AN(W), 91,00 € H()

wird also eine stetige Bilinearform definiert. Sei A;, der Gram-Operator zu By, (vgl.
[WKB11, Proposition 3.2.6]), also jener eindeutige lineare stetige Operator von

H(f) nach H(f) mit (Ang1,92) = Br(g1,g2) fiir alle 1,92 € H(f). Fir g € H(f)
und z € G gilt

(Ang) () = (Ang,Usf) = /G (U9, Us F)h(y) dA(y) =

/G oz — y)h(y) dA(y) = h * g(x).

Es folgt Ap = h* (-).
Wir berechnen nun die Adjungierte Aj. Fiir g € H(f) und z € G gilt

(Ah9)(2) = (A3,9, U f) = (9, AnUs f) = (AnUs f, 9) =

/ (U U= f, 9)h(y) dA(y) = / g(z +y)h(y) dA(y) = h* * g().
G G

Lemma 3.3. Sei ¢ gemittelt positiv definit. Auf dem Raum Cyo(G) wird durch
[h1, hs] == LL¢(y—x)h1(x)mdA(x) d\(y), hi,he € Coo(G)
eine positiv semidefinite Hermite’sche Sesquilinearform definiert. Es gilt
] = 15 5 (5 0)(e) = BT (= 900 = [ 0(a)(85 ) (=) A (o)
fiir beliebige hq, ha € Coo(G).

3Man beachte, dass der in der englischen Literatur verwendete Ausdruck ,integrally positive
definite” hier frei iibersetzt wurde.
4Laut Lemma 1.6 ist jede Funktion aus H(f) stetig und beschrinkt.
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Beweis. Seien hy, hs € Coo(G) beliebig. Aus [hy + cha, hy + cha] > 0 fiir ¢ = 1 bzw.
c=1 fOlgt Im([hl, hz] + [hg, hl]), IIIl(’L[h,l, hg] - i[hg, hl]) = 0 und somit [hl, hg] =
[hQa hl]

Die erste Gleichung des Lemmas sieht man unmittelbar

[ha; ho] = /GW/G ¢y — 2)ha () dA(x) dA(y) = hs * (ha % d)(e).

Da die Form Hermite’sch ist, folgt [h1, ha] = b * (ha % ¢)(e). Mit dem bereits ge-
zeigten und dem Satz von Fubini® sehen wir

(e, o] = B # (hy * 6)(e / / B3 (5)ha (— — 1)(x) dA(x) dA(y) =
/ o(x) / B (y)ha (—z — ) dA(y) dA(x) =
G G

/¢ )(ha (=) * ha(— (af)dA(QC)=L¢($)(h§*h1)(—x)dk(x)-
(]

Satz 3.4. Fine Abbildung ¢ : G — C ist genau dann gemittelt positiv definit, wenn
ein [ € P¢(Q) existiert, sodass ¢ = f lokal fast tiberall.

Beweis. Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus Lemma 3.2, denn fiir h € Cyo(G)
gilt

S (b fohox f) = (075 (b f), f) = W+ (hx f)(e) =

//¢> — 2)h(2)R(y) dA (@) dA(y).

Fiir die Hinrichtung sei ¢ 0.B.d.A. nicht lokal fast iiberall 0. Wir betrachten den
Raum

T(¢) :=={h*¢:hec Cu(@)}

bestehend aus stetigen Funktionen auf G. Fiir g1, g2 € T(¢) mit g; = h; * ¢ fiir
1 =1, 2 setzen wir

(91, 92) := [h1, he],
wobei [, -] die Form aus Lemma 3.3 ist. Wegen Lemma 3.3 gilt zudem
(3.1) (91, 92) = D3 x g1(e) = hi * ga(e),

woraus die Wohldefiniertheit von (-, -) folgt. Auferdem folgt aus dem Lemma, dass
(+,-) eine positiv semidefinite Hermite’sche Form ist. Fiir jedes « € G durch g —
g(- — z) eine isometrische Abbildung U, von T(¢) nach T(¢) definiert, denn fiir
h € Coo(G) ist Uy (h* @) = h(- — ) * ¢ und es gilt

(Ua(h s ¢), Un(hx ¢)) = [I(- — @), h(- — )] =
//q’) — 2)h(z — 2)h(y — x) dA(2) dA(y) = [h, h] = (h * ¢, h * ¢).
5Man beachte, dass der Satz von Fubini nur o-endliche Mafe gilt. Das Haarmaf ist im All-

gemeinen nicht o-endlich. Da h; und ho kompakten Tréger haben, wird aber jeweils nur {iber
kompakte Mengen integriert.
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Wir zeigen nun, dass 7?((;5) sogar ein Skalarproduktraum ist. Sei hierzu (f;)icr
wie in Korollar 2.6, g € T(¢) und z € G. Fiir ¢ € I gilt wegen (3.1) und weil f;
Hermite’sch ist (vgl. Lemma 1.2), dass

(0:Ualds 2 8) = g (i = 2))"() = [ g(-0) T2~ 9 dN(@) =g % f(a).
fi(-—m)xg ¢
Dies ergibt in Verbindung mit Korollar 2.6
lim(g, Us fi x ¢) = lim g * fi(2) = g(2).

Da das Integral iiber die f; gleich 1 ist, folgt
(ixofid) = [ [ oty o) @ F@dr@) dAy) < 6]
aJa

fiir i € 1. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir positiv semidefinite Her-
mite’sche Formen folgt

(3-2) l9(2)] = lim (g, Ua(fi * 9))] < (9:9) 2 lloL”.

Diese Ungleichung impliziert die Definitheit.

Nun vervollstindigen wir T(¢) zu einem Hilbertraum H(¢) > T(¢). Fiir z € G
sei F, die stetige Fortsetzung von U, auf ﬁ(qﬁ) Diese ist unitir, da U, den Raum
T(¢) isometrisch und bijektiv in sich selbst abbildet. Thre Inverse ist gerade E_,.
Wegen (3.2) gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : H(¢) — Cy(G)S, sodass
1(g) = g fiir g € T(¢). Die Abbildung g — (g)(e) auf H(¢) ist stetig und linear.

Sei ¢’ jenes laut Fréchet-Riesz existierende ¢’ € H(¢) mit (g,¢") = ¢(g)(e) fiir alle
g€ H(¢). Fir g € T(¢),x € G gilt

Ug)(x) = U(E_zg)(e) = (E_sg,¢') = (9, Ead).
Da alle auftretenden Abbildungen stetig sind, gelten die Gleichungen auch fiir
g € H(¢). Insbesondere gilt «(¢')(z) = (¢, Er¢'). Wegen Proposition 1.5 ist
f=1u¢) € C(Q) positiv definit. )
Wegen (3.1) gilt fiir h € Coo(G) und g1 = h * ¢, g2 € T'(¢)
(91,92) = (h* * 1(g2)(€))-

Die Abbildung g — h* x g ist auf Cy(G) stetig und daher folgt die Gleichheit auch
fiir g2 € H(¢). Damit folgt

hxg(e) = (hx,¢') = (h* +1(¢')(e))

fiir alle h € Cpo(G). Dies impliziert wegen der positiven Definitheit von ¢(¢') und
der Dichtheit von Cpo(G) in L}(GQ) (vgl. [Kallla, Lemma 17.1.17))

/ he dX :/ hi(¢')dN, he LYG).
G G
Daher ist ¢ = 1(¢’) lokal fast tiberall. O

Korollar 3.5. Die Menge P(G) ist schwach* kompakt in L>=(G).

6Wir bezeichnen mit Cy,(G) die Menge aller stetigen beschriinkten Funktionen von G nach C
versehen mit der Supremumsnorm.
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Beweis. Da ||fllec = f(e) <1 fiir f € P1(G), ist die Menge P'(G) beschrinkt in
L*(G). Wenn wir zeigen, dass P!(G) schwach* abgeschlossen ist, folgt mit dem
Satz von Banach-Alaoglu die Behauptung. Sei also (g;):c; ein Netz in P1(G), das
schwach* gegen ein g € L*°(G) konvergiert. Fiir hy,hy € Cyo(G) und gemittelt
positiv definites ¢ gilt laut Lemma 3.3

//¢ ~ 2 (2)Paly) dA(z) dA(y /¢ (1 y)(~) dAa).
GCoo(G)
Da g schwach* Grenzwert von laut Satz 3.4 gemittelt positiv definiten Funktionen

ist, folgt somit, dass auch g gemittelt positiv definit ist. Mit dem gleichen Satz
folgt auch die Existenz eines f € P°(G) mit f = ¢ lokal fast iiberall. Es gilt

fle) = [[fllec = llglloc <1, denn
/ gihd)\‘ <1
G

/ ghd)\‘ = lim
G el

fir alle h € L'(G) mit |||y = 1. Damit stimmt g lokal fast {iberall mit einem
f € PYQ) iiberein. O

4. EXTREMAL POSITIV DEFINITE FUNKTIONEN
In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative topologische Gruppe.

Definition 4.1. Sei f : G — C. Wir nennen f extremal positiv definit, falls es ein
Extremalpunkt von P!(G) ist, das heift f ldsst sich nicht als echte Konvexkombi-
nation zweier Elemente von P!(G) schreiben.

Proposition 4.2. Die Funktionen 0 und 1 sind extremal positiv definit. Ist f €
PY(G) extremal, so folgt f(e) = 0 oder f(e) =

Beweis. Falls 0 = A\g + (1 — A\)h mit g,h € P}(G),\ € (0,1), so folgt 0 = Ag(e) +
(1 = M)h(e) und somit g = h = 0.

Dass 1 positiv definit ist, iiberpriift man unmittelbar. Falls 1 = Ag 4+ (1 — A\)h
mit g,h € PY(G),\ € (0,1), so folgt g = h, denn 1 ist ein Extremalpunkt des
Einheitskreises in C.

Angenommen f(e) # 0,1, dann folgt der Widerspruch f = ffe)f(e) +0-(1-

f(e)). O

Lemma 4.3. Sei G lokalkompakt. Dann gibt es zu jedem f € P¢(G) ein gegen f
auf kompakten Mengen gleichmdfig konvergentes Netz aus Funktionen der Form

pl(bl + - +pn¢na
wobei n € N, p; > 0 und ¢; extremal positiv definit ist fir j=1,...,n

Beweis. O.B.d.A. sei f(e) = 1. Laut Korollar 3.5 ist P!(G) eine schwach* kompakte
Teilmenge von L°°(G). Da P!(G) auch konvex ist, folgt aus dem Satz von Krein-
Milman folgt, dass f schwach* Grenzwert eines Netzes (f;);c; aus Funktionen der
Form

n;
fl_ p_] VR
j=1
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wobei i € I,n; € N,p} > 0 und ¢’ extremal positiv definit ist fir j = 1,...,n; und
doiiyph = 1. Es gilt

”fl”oo = fz(e) = Zp;gb;(e) < Zp; =1
Jj=1 j=1

fiir 7 € 1. Daher gilt
1= f(e) = [lflloe <liminf||filcc <limsup||fifoc <1,
iel iel
denn [, fgdX\ = liminfics [, figdA fiir g € L'(G) mit |lg|l, = 1. Damit folgt
f(e) = lim;es f;(e). Die Behauptung folgt nun aus Proposition 2.2. O

Lemma 4.4. Sei G lokalkompakt. Dann gibt es fir alle x € G \ {0} eine extremal
positiv definite Funktion ¢, sodass ¢(x) # 1 und ¢(e) = 1.

Beweis. Wegen Lemma 2.5 gibt es ein f € P¢(G) mit f(e) = ||fllc # 0 und
f(z) = 0. Die Menge {e, z} ist kompakt, daher gibt es wegen Lemma 4.3 extremal

positiv definite Funktionen ¢1, ..., ¢, und nichtnegative Zahlen py,...,p,, sodass
S pigi(e) # >oi pidi(z). Sei 0.B.d.A. ¢1(e) # ¢1(z). Wegen Proposition 4.2
ist ¢1(e) = 1. O

Definition 4.5. Ein stetiger Homomorphismus v : G — T heifit Charakter. Wir be-
zeichnen mit G die Menge aller Charaktere und versehen diese mit der punktweisen
Multiplikation. Man erhilt eine kommutative Gruppe’.

Satz 4.6. Die Menge der extremal positiv definiten Funktionen auf G ist genau

G U{0}.

Beweis. Sei f € P1(G)\ {0} extremal. Wegen Proposition 4.2 gilt f(e) = 1. Wihlt
man in Lemma 1.7 n = 2,¢; = 1,¢c = ¢,y1 = e,y2 = vy, so sieht man, dass
fla) = 1+ f(z) +efle+y) +efle—y), z€C
fiir alle y € G, ¢ € C positiv definit ist.
Fiir ¢ € C,y € G gilt f¥ = fY(e)f. Um dies einzusehen, sei zunichst f¥(e) #
0 # fY.(e). Dann folgt die Behauptung aus
PO R PR I (O N L CN ()
201+ el?)  fd(e) 2L+ cl?) ~ fUu(e) 2(1+[c?)’
EP'(G) €PL(G)

da f extremal ist und Q(ﬁ (|?|2) " fojff\l) = 1. Ist f¥(e) = 0, so ist f¥ = 0. Falls
fY.(e) =0, so gilt
.
200+ cl?) 201 +cl?)
Wegen f(e) =1 muss fY(e) = 2(1 + |c|?) gelten, woraus auch hier die Behauptung

folgt.
Daher gilt

2ef(z+y)+cf(x—y)l = flx) = fL(x) = k(e y) f(x)

f

"Man beachte, dass, obwohl G kommutativ ist, die Gruppenoperation multiplikativ geschrieben
wird.
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fiir beliebige = # y € G,c € C, wobei k(c,y) := f¥(e) — f¥.(e). Diese Gleichung
impliziert

Flaty) = 7k(Ly) + kG ) (@),

Wihlt man z = e, so folgt f(y) = $[k(1,y) + ik(i,y)]. Mit obiger Gleichung er-
hiilt man f(z +y) = f(y)f(z) fiir alle 7,y € G. Wegen Lemma 1.2 ist |f(z)]? =
f(@)f(—z) = f(e) =1 fiir z € G. Daher ist f € G.

Sei nun v € G. Dann ist « positiv definit, denn

n n n 2
> Ay —wiee; =Y y@w)y(ay)ed; = | y(@i)e| =0
ig=1 ij=1 i=1

firneN,¢; € C,x; € G (i =1,...,n). Aukerdem ist |y| = 1. Um die Extremalitét
zu zeigen, nehmen wir an, dass v = A fi+(1—\) fo mit A € (0,1), f1, fo € P}(G). Da
die Elemente aus T Extremalpunkte des Einheitskreises in C sind, folgt f1 = fo. O

Korollar 4.7. Sei G lokalkompakt. Dann ist G punktetrennend, d.h. fir alle x,y €
G gibt es einen Charakter v, sodass y(x) # v(y).

Beweis. Wegen Lemma 4.4 gibt es eine extremal positiv definite Funktion v mit
~v(z —y) # 1. Diese ist wegen Satz 4.6 ein Charakter. Somit folgt v(z) # v(y). O

Lemma 4.8. Sei G lokalkompakt. Dann gilt:
(1) Die Menge G U {0} ist schwach* kompakt in L=(G).
(2) Auf G stimmt die schwach* Topologie mit der Topologie, die durch gleich-
méfige Konvergenz auf kompakten Mengen induziert wird 8, diberein.

Beweis. Um den ersten Punkt einzusehen, reicht es zu zeigen, dass G U{0} schwach*
abgeschlossen ist. Dann kann man den Satz von Banach-Alaoglu anwenden, denn
die Menge ist in L>(G) durch 1 beschrénkt. Sei also(7;)ses ein Netz in GU{0}, das
schwach* gegen ein ¢ € L*°(G) konvergiert. Sei 0.B.d.A. ¢ # 0. Wegen der Dichtheit
von Coo(G) in L*(G) existiert also ein g € Coo(G), sodass [, g(y)¢(—y) dA(y) = 1.
Mit Lemma 2.1 folgt, dass (g * 7;):cs auf kompakten Mengen gleichméfig gegen
g * ¢ konvergiert. Es gilt

g% 7i(z) = /G o) — y) dA(y) = %i(x) /G o(y)(—y) dA(y)
fiiri € I,x € G. Wegen

tin [ 99N = [ g)d(-1)dAw) =1
el Ja a

folgt, dass (7;)ier gleichméfig auf kompakten Mengen gegen g*¢ konvergiert. Daher

ist g * ¢ ein stetiger Homomorphismus von G nach T, also in G. Die gleichméfige

Konvergenz auf kompakten Mengen von (7;)ic; impliziert, dass ([, vihdA)ser fiir

alle h € Coo(G) gegen [ (g * ¢)hdX konvergiert. Andererseits konvergiert dieses

Netz auch gegen [, ¢hdA. Da Coo(G) dicht in L'(G) ist, folgt, dass ¢ lokal fast
iiberall mit g x ¢ € G iibereinstimmt.

8Das ist gerade die Initialtopologie auf & mit den Initialabbildungen tg : G — C(K) : v —
Yk, K C G kompakt,.
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Wir beweisen den zweiten Punkt. Sei (v;)ies ein Netz in G, das schwach* gegen
ein v € G konvergiert. Wir wihlen wieder g € Cyo(G) so, dass Jo 9y (—y) dA(y) =
1. Wie im ersten Beweisteil sieht man, dass (7;)icr gleichméﬁig auf kompakten
Mengen gegen gy = 7 konvergiert. Sei nun (;);ecs ein Netz in G, das gleichmafig
auf kompakten Mengen gegen ein v € G konvergiert. Es folgt, dass ( fG YihdA)er
fiir alle h € Cyo(G) gegen |, o YhdX konvergiert. Ist (;;);jes ein beliebiges Teilnetz,
so besitzt dieses wegen dem ersten Punkt ein Teilnetz (v;; )rex, das schwach*

gegen ein o € G'U {0} konvergiert. Somit haben wir

/fyhdA:/fyohdA, h € Coo(G),
G G

woraus v = 7 folgt. Daher konvergiert (;);er schwach* gegen ~. O

Satz 4.9. Sei G lokalkompakt. Dann ist G versehen mit der Topologie, die durch
gleichmafige Konvergenz auf kompakten Mengen induziert wird, eine kommutative
lokalkompakte Gruppe.

Beweis. Dass G eine kommutative Gruppe ist, wissen wir bereits. Dass die Abbil-
dungen (v1,72) = 7172 und v = v~ ! stetig sind, ist klar. Da G eine schwach* offene
Teilmenge des laut dem ersten Punkt von Lemma 4.8 kompakten Hausdorffraumes
GU {0} ist, ist G lokalkompakt beziiglich der schwach* Topologie. Mit dem zweiten
Punkt von Lemma 4.8 folgt die Behauptung. ]

5. SATZ VON BOCHNER

In diesem Abschnitt bezeichne G stets eine kommutative lokalkompakte Gruppe.
Wir werden den Satz von Bochner beweisen und mit diesem und unserem Wissen
iiber positiv definite Funktionen einige andere wichtige Aussagen der harmonischen
Analysis herleiten.

Definition 5.1. Fiir u € M(G) definieren wir eine Funktion /i auf G durch

1 [ A@auta)

Wir nennen [ die Fourier-Stieltjes Tmnsformatwn von 4. Falls p1 beziiglich A die
Dichte f € L'(G) hat, so schreiben wir auch f anstatt i und nennen f die Fou-
riertransformation von f.

Fiir 1 € M(G) definieren wir eine Funktion fi auf G durch®

res /G () du(y)

Wir nennen i die inverse Fourier-Stieltjes Transformation von u. Falls u beziiglich
A die Dichte f € L'(G) hat, so schreiben wir auch f anstatt i und nennen f die
inverse Fouriertransformation von f.

Bemerkung 5.2. Man beachte, dass, obwohl A im Allgemeinen nicht o-endlich ist,
die Dichte eines Mafes € M(G) bis auf A Nullmengen eindeutig ist. Sind némlich
f,9 € L'(G) zwei Dichten, so ist die Menge G := f~1({0}¢)Ug—1({0}¢) laut Lemma
8.
stimmt {iberall mit g|s. iiberein. Analoges gilt natiirlich fiir © € M (@).

9Die Funktion ~ — ~(z) ist fiir & € G stetig und beschrénkt auf G.
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Zu jedem f € L'(G) gibt es offenbar ein komplexes MaR p mit Dichte f be-
ziiglich A. Dabei ist p sogar in M(G). Dies folgt aus [Kallla, Korollar 17.1.8],
denn die Dichte von |u| beziiglich X ist gerade |f| (dies gilt auch falls A\ nicht o-
endlich ist, denn f~1({0}°) ist laut Lemma 8.10 o-endlich). Daher haben wir die
Fouriertransformation fiir alle f € L!(G) definiert. Analoges gilt fiir die inverse
Fouriertransformation.

Definition 5.3. Seien f,g € L!(G) und seien A := f~1({0}¢), B := ¢~ *({0}). Es
gilt

//A+B (+y)||g(—y)| dA(z) dA(y //|fx+y||g )] dA(2) dAy) =

/ / F@)l9(v)] dA(z) dA(y) < oo
GJaG

Wegen Lemma, 8.10 sind A und B in o-kompakten Mengen enthalten. Daher sind
—B, A+ B c-endlich. Wir kénnen also den Satz von Fubini anwenden und sehen,
dass eine A Nullmenge N existiert, sodass

y = flz+y)g(—y)

fiir x € N€ integrierbar ist.

G—-C:z—~

{fG (z+y)g(—y)dA(y) firz ¢ N

firze N

integrierbar ist. Die entsprechende Aquivalenzklasse in L'(G) bezeichnen wir mit
f * g und nennen sie die Faltung'® von f und g.

Bemerkung 5.4. Fiir f,g € L'(G) gilt offenbar fxg = gxf und ||f*gll1 < ||fll1]lg]1 -
Aufserdem ist x assoziativ. Um dies zu sehen, kénnen wir wegen obiger Ungleichung
und der Dichtheit von Cpo(G) in L'(G) Abbildungen f,g,h 0.B.d.A. in Cy(G)
wihlen. Fiir fast alle x € G gilt wegen Fubini

(f % g) iz //fa:+y+z 9(—)h(~y) dA(2) dA(y) =
/ / f(@ + 2)g(y — 2)h(—y) dA(2) dA(y) =
GJaG
/ fa+2) / 9y — h(—y) AA(y) dA(2) = f * (g ) (x).
G G

Proposition 5.5. Seien p,v € M(G), f,g € L*(G) und ¢ € C. Dann gilt:
1) (utvy=fito

(2) (ep)=cpt

(3) (f*gy=fg

() (h(=)) =0

(5) (u(=))=nC)

(6) sup{|a(v)| : v € G} < ||ul|

100\ an beachte, dass falls zusétzlich f€LP(G),g € L1G) mit p,q € [1,00] und %Jr% gilt, die

gerade eingefiihrte Faltung mit der im Prolog eingefiihrten iibereinstimmt.
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Analoge Aussagen gelten fir p,v € M(G), f,g € LY(G) und die inverse Fourier-
Stieltjes Transformation bzw. die inverse Fouriertransformation. Auflerdem ergeben
sich analoge Aussagen, wenn man statt Maflen Dichten betrachtet.

Beweis. Die Aussagen rechnet man unmittelbar nach. Wir beweisen exemplarisch
den dritten Punkt. Wegen Fubini gilt fiir v € G und Nullmengen M und N

[l / /f z +y)9(~y)1 (@) AAa(y) dAa (@) =
/L/f 2@+ y) dha(z) dra(y) =

| 1@r@are [ swibiaew.
(I
Proposition 5.6. Die Funktionen fi, 0 sind gleichmdflig stetig fir alle y € M(G),v €
M(G).

@’eweis. Fiir kompakte Mengen M C @G, definieren wir die stetige Abbildung ¢y :
G—CM):v—v|m-

Sei u € M(G) ungleich 0, € > 0 und K C G eine kompakte Menge mit |u|(G \
K) < §. Wir setzen

Die Menge U ist gerade das Urbild der offenen Kugel um 1 € C(K) mit Radius QHMI
unter der Abbildung tx und daher eine Umgebung von 1 € G. Sind nun v, ¢ € G
mit y¢~! € U, so gilt
i) =) < [ [~ 9@ (o) + [ 2l <
G\K
=[1—v¢~ 1(ﬂﬂ)l

Sei nun v € M(G) ungleich 0, e > 0, K C G eine kompakte Menge mit |v|(G\
K) < {und L C G eine kompakte Umgebung von e. Die Menge ¢ (K) C C(L)
ist kompakt beziiglich der Supremumsnorm und somit wegen dem Satz von Ascoli
gleichgradig stetig auf L. Daher gibt es eine Umgebung U C L von e mit

[y(z) = 1] < 2” Tk

Fiir alle x,y € G mit y — x € U erhalten wir

() — o(y)] < /K Iy — ) — (@)l () + /G 2 <e

—, z € K}.

zelUyeK.

O

Satz 5.7. Die Menge L'(GY ist eine beziiglich der Supremumsnorm dichte Teil-
menge von Cy(G).

Beweis. Sei f € L'(G). Dann ist f die Einschrinkung des schwach* stetigen linea-
ren Funktionals

/f h(x)dAg(z), he L®(G).
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auf G. Wegen Lemma 4.8 stimmt auf G die schwach* Topologie mit der Topologie,
die durch gleichméfige Konvergenz induziert wird, {iberein. Damit ist f € C(G). Die
Abbildung L]z (0} ist schwach* stetig bei 0. Es gibt also eine offene Nullumgebung

U mit |L(vo) — L(0)| < e fiir 49 € U. Da GU{0} laut Lemma 4.8 schwach* kompakt
ist, ist auch die Menge G' U {0}\U C G schwach* kompakt und damit kompakt
beziiglich der Topologie, die durch gleichméfige Konvergenz induziert wird. Also
gilt f € Co(G).

Die Menge L'(G) ist wegen Proposition 5.5 also eine Unteralgebra von Cy(G),
die unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist Aufserdem ist sie nirgends ver-
schwindend, denn fiir v € G ist f(v) = [, f(2)7(z) d\¢(x) nicht fiir alle f € L1(G)
gleich 0, denn 0 # v € L>®(G). Sie 1st auch punktetrennend, denn sind v, # v, € G,
so ist [, 71 dAg nicht fiir alle f € L'(G) gleich [, f72 dAg. Mit einer Variante
des Satzes von Stone-Weierstrak (vgl. [Kal09, Korollar 12.10.8]) folgt die Behaup-
tung. (I

Satz 5.8. Die inverse Fourier-Stieltjes Transformation ist injektiv.

Beweis. Wegen der Linearitit geniigt es zu zeigen, dass wenn g = 0 auch y = 0
gilt. Sei f € L'(G) beliebig. Da laut Lemma 8.10 f~1({0}¢) in einer o-kompakten
Menge enthalten ist, kdnnen wir den Satz von Fubini anwenden

/fdu //f (@) dAg() dpu() =
[ 1@ [ A@aut) drete) = [ f@i-) drat) =0,

Mit Satz 5.7 folgt [~ gdp = 0 fiir alle g € Co(G). Wegen dem Satz von Riesz-
Markov ist pu = 0. O

Satz 5.9 (Satz von Bochner). Die inverse Fourier-Stieltjes Transformation bildet
My (GQ) bijektiv auf P¢(G) ab.

Beweis. Sei i € My (G). Wegen Satz 5.7 ist die Funktion /i (gleichmifig) stetig
auf G. Sind nun n € N, ¢y,...,¢, € Cyzy ..., 2z, € G, so gilt

S el — ) Z/ = 1) dul) = /G;v«c)

3,7=1 7,7=1

2
dp(v) = 0.

Also ist 1 € P°(G).

Sei nun 0.B.d.A. f € P1(G). Fiir jedes h € L*(G) ist das lineare Funktional
Ly : L>®(G) = C: g — [, ghd)g stetig beziiglich der schwach* Topologie. Die
Menge P!(G) ist konvex und wegen Korollar 3.5 kompakt in dieser Topologie Die
Menge ihrer Extremalpunkte G'U {0} ist wegen Lemma 4.8 abgeschlossen. Wegen
Satz 8.5 ist f der Schwerpunkt eines Makes o € My (G'U {0}) und daher gilt

Lu(f) = /G gy P00 0)
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fiir alle h € L'(G). Wegen Lemma 8.10 ist der Satz von Fubini anwendbar, womit
wir

/thd)\G:/éu{O}/G’}/o(l‘)h(x) dAg(z) dpo(v) =
// ~o(z) dpo (o) h(z) dAg(x)
G JGu{0}

fiir h € L'(QG) erhalten. Sei p die Einschrinkung von pg auf die Borelmengen von
G. Offenbar ist dann p € M (G) und es gilt

i) = / 70(@) duo(0), z € G.

GU{0}
Daher gilt
/ fhdrg = / phdlg, heLY(Q),
G G
woraus wegen der Stetigkeit von f und g folgt, dass f = ji. O

Bemerkung 5.10. Aus dem Satz von Bochner folgt unmittelbar, dass das Bild von
M (G) unter der inversen Fourier-Stieltjes Transformation gerade die lineare Hiille
von P¢(G) ist.

Lemma 5.11. Zu jeder kompakten Menge K C G ezistiert eine Funktion g €
Pe(G)NCHy(G), sodass § positiv auf K ist.

Beweis. Sei v € K beliebig. Da 0 # v € L*(G) und Coo(G) dicht in L'(G)
liegt, folgt die Existenz eines hy € Coo(G) mit iLW('y) = [ohy7dAa # 0. O.B.d.A.
sei h, > 0 (man kann ja gegebenenfalls den Positivteil bzw. den Negativteil des
Realteiles bzw. des Imaginérteiles von h. betrachten). Laut Lemma 2.4 ist h., x b}
positiv definit. Auferdem gilt (h, x hl) = |fzﬂ,|2 > 0. Der Funktionswert von ~ ist
positiv. Sei nun U, eine Umgebung von 7, sodass (h, * h3)J(U,) > 0. Dann gibt
esn € Nyy,...,y € K mit K C (J_, U,,. Daher hat g := 1" | h,, x h% die
gewiinschten Eigenschaften. ]

Lemma 5.12. Es gilt:
(1) Fiir beliebige f € span(P¢(G)) N L*(G) gilt f € L*(G). Falls sogar f €

P¢(G) N LYG), soist f > 0.
(2) Zu einem Haarmaff \g auf G gibt es ein eindeutiges Haarmafi Ay auf G,
sodass

Vf € span(P(G)) N LYG) : f = (f):

(3) Wihlt man das Haarmaf A\ wie in (2) und ist f € span(P°(G)) N LY(G),
so ist fd)\é € M(é) jenes eindeutige Maj, dessen inverse Fourier-Stieltjes
Transformation f ist.

Beweis. Sei A\g ein Haarmaf auf G. Laut dem Satz von Bochner gibt es zu jedem

f € span(P°(G)) ein puy € M(G) mit f = fiy, welches wegen der Injektivitét der
inversen Fourier-Stieltjes Transformation eindeutig ist. Zunéchst beweisen wir

(5.1) gdus = fdpg,  f.g € span(P*(G)) N L'(G).
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Diese Mafe sind wegen [Kallla, 17.3.5] in M(G). Fiir jedes h € L'(G) gilt wegen
dem Satz von Fubini, welcher dank Lemma 8.10 anwendbar ist, dass

/h ) dig(z /1/h 2)djig(7) dAa() =
//h Y(@) dAg () dpg (v /hduf

Daher haben wir fiir alle h € L*(G)

i = (r9) < 1)(6) = (s P+ )e) = [ f
G

Mit Satz 5.7 und der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Riesz-Markov folgt (5.1).
Fiir ein beliebiges ¢ € Cpo(G) wihlen wir eine laut Lemma 5.11 existente Funk-
tion g € P¢(G) N Coo(G), sodass § auf supp(¢) positiv ist. Wir setzen

_ ()

Dabei ist I(¢) unabhingig von der Wahl von g. Ist ndmlich f € P¢(G) N Coo(G),
sodass f positiv auf supp(¢), dann gilt wegen (5.1)

() 4 _ o() 5 _ ) 4.
/suppw) 9(7) o (1) /mpp<¢> Faly )f() a(7) /supp(¢> f() #e0)

Aus dieser Unabhangigkeit folgt unmittelbar, dass I ein positives lineares Funk-
tional ist. Auflerdem ist I # 0. Um dies zu sehen, sei 0 # f € P¢(G) N Coo(G)
wie in Lemma 2.5. Dann ist wegen der Eindeutigkeit der inversen Fourier-Stieltjes
Transformation p1y # 0. Wegen dem Riesz’schen Darstellungssatz aus [Kallla] folgt
die Existenz eines ¢ € Coo(G) mit Jaodpy # 0. Ist g € PS(G) N Cyo(G), sodass g
positiv auf dem Tréger von ¢ ist, so gilt wegen (5.1)

o _ ¢(1)f(7) _
I(of) = /Supp(¢) ) dpig () /Supp(¢)¢(7)duf('y)#0.

Nun zeigen wir, dass I translationsinvariant ist. Seien ¢ € Cgo(G) und v € G
fest und sei g € P°(G) N Coo(G) so, dass ¢ positiv auf der Menge 7, - supp(¢) ist.

Wir setzen f := 9. Wegen g(vy) = f(%'y) fiir v € G ist f positiv auf supp(¢). Ist
T:G—G: v+ oy und vy := pg T, so gilt

wa=Aﬂ@ﬂ%@%ié%@%@M%wﬁrM@%@=ﬂ@=ﬂﬂ@

fiir alle x € G und somit v, = py. Es folgt

\C_}

/www%m:[wwwmxwe%m
G G
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Ist nun ¢o(7) := ¢(y07) fiir v € G und K := supp(¢), so gilt folglich

I(do) = | . Qﬁz;) dpg () = /G ?i G(vov) dpg =

€Coo (G

fo el e = [ B ar =10

Dabei bezeichnen wir fiir eine Menge M C G ur}d eine Funktion x : M — C den
Ausdruck x|¢ als jene Abbildung auf G mit (x|%)|a = x und (x|%)|ae = 0. Also
ist I ein translationsinvariantes positives lineares Funktional auf Cyo(G), das nicht
0 ist.

Mit dem Riesz’schen Darstellungssatz aus [Kallla] folgt

(52) 10)= [ 6de 6 CulC)
G
fiir ein eindeutiges Haarmaf A . Sei nun ¢ € Coo(G) beliebig, g € P(G) N Coo(G)

so, dass § positiv auf supp(¢) und f € span(P¢(G)) N L' (G). Es gilt wegen (5.1)
und (5.2)

o)
[ erausty /supp<¢) 0 duy0) = 1065 = [ d0F) D).
Lemma 8.11 ergibt nun f € L*(G) und
(5.3) fdg = duy.

Daraus folgt
f(x):/GV(I)de(V):/éV(x)f(W)dAé(V):(f)v(z)v e,

Falls sogar f € P°(G) N L'(G) gilt, so ist wegen Bochner py > 0. Aus der
Stetigkeit von f, aus (5.3) und aus der Tatsache, dass A (O) # 0 fiir alle nichtleeren
und offenen O C G, folgt f > 0.

Wegen Lemma 2.5 gibt es ein von 0 verschiedenes f € P°(G) N LY(G), womit

die Eindeutigkeit des HaarmaRes auf G mit im Lemma geforderter Eigenschaft
folgt. O

Im restlichen Abschnitt wihlen wir das Haar}nafé auf der Charaktergruppe von
G stets wie in Lemma 5.12. Also so, dass f = (f) fiir alle f € P°(G) N LY(Q) gilt.

Satz 5.13 (Satz von Plancherel). Es existiert eine eindeutige bijektive Isometrie
F: L*(G) — L*(Q), sodass F und " auf L' (G)NL*(G) iibereinstimmen. Dabei wird
F als Fouriertransformation auf L?(G) bezeichnet.

Beweis. Sei g € L'(G) N L*(G), dann ist wegen Lemma 2.4 f := g x g* € P¢(G)
LY(G) und f = |g|®>. Wegen Lemma 5.12 ist f € L'(G) und daher § € L*(G
Aufserdem gilt wegen diesem Lemma

/G 92 dhe = g% g°(e) = fe) = /G &) () g () = /G 8N

n
)-
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Das heifit ||gl2 = ||g||2- Da L' (G) N L?(G) dicht in L?(G) liegt, kann die Abbildung
g+ § eindeutig isometrisch auf L?(G) zu einer Abbildung F fortgesetzt werden.

Nun zeigen wir, dass die Menge L := F(L'(G) N L*(G)) dicht in L?(G) ist. Sei
hierzu ¢ € L2(G) orthogonal auf L. Da L'(G) N L?(G) translationinvariant ist, ist
L fiir beliebige x € G invariant unter Multiplikation mit ~ — ~y(z). Daher ist fiir
peL

/@ V(@) FA) dAg(r) =0, =€ G,

Wegen ¢ € L'(G) ist obiger Ausdruck gerade (¢¢)(z). Da die inverse Fourier-
transformation injektiv ist, folgt ¢t = 0 fast iiberall fiir alle ¢ € L.

Die Abbildung ¢ € Lz(G) verschwindet laut Lemma 8.10 auferhalb einer o-
kompakten Menge Ko, = (U, cr Kn, wobei K, fiir n € N eine kompakte Teilmenge
von G ist. Wegen Lemma 5.11 gibt es zu jedem n € N ein ¢, € L, das auf K,
positiv ist. Somit folgt 1 = 0 auf K¢ , ¢, = 0 fast iiberall und deshalb ¢ = 0
fast iiberall auf K, fiir alle n € N. Daher ist ¢ = 0 fast {iberall. Wir haben also
L+ = {0}, woraus folgt, dass L dicht in L?(G) ist. Da F isometrisch ist, folgt
F(LA(@)) = L*(G). O

Satz 5.14. Es existiert eine eindeutige bijektive Isometrie von L2(G) nach L*(G),
sodass die Isometrie und ~ auf LY(G) N L2(G) ibereinstimmen. Diese Abbildung
ist genau die Inverse zu der Abbildung aus dem Satz von Plancherel, sie wird als
inverse Fouriertransformation auf Lz(é) bezeichnet.

Beweis. Sei ¢ € L'(G) N L*(G). Fiir g € L'(G) N L*(G) ist dann wegen Fubini

/ NG = / / B () g (1)5(@) dAg(z) =
/¢ / () dda (& >dA¢(v)=/G¢§dAc;~

Wegen dem Satz von Plancherel gilt somit

‘/Gégdxa —‘/@@dxé

Daher ist g — [, gg d\g ein beziiglich ||- ||z stetiges lineares Funktional auf L' (G)N
L?(@), das eindeutig auf L?(G) fortgesetzt werden kann. Die Fortsetzung entspricht
dann einem eindeutigen ¢ € L?(G). Es gilt also

< llell2llgllz = lI@ll2lgll2-

/ggdx\cz/wgdkc, g € L'Y(G)N L*(G).
G G

Wir kénnen also Lemma 8.12 anwenden und sehen, dass 5 =1 € L*(Q) fast iiberall.
Mit dem Satz von Plancherel und obigen Gleichungen folgt fiir g € L*(G) N L?(G)

/éf(@@)@dx (1) = (F(6), F(9)), = (d9), =

/¢> ) Dl /¢g e
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Da die Menge L = F(L'(G) N L?(G)) aus dem Beweis vom Satz von Plancherel
dicht in L?(QG) ist, folgt

(5.4) ¢=F(@), ¢eL'(G)nLG)

und daher ||¢||2 = ||@||2. Daher ist die Abbildung ¢ — ¢ isometrisch von L*(G) N
L?(G) nach L?(G) und kann daher eindeutig zu einer Abbildung G fortgesetzt
werden. Es gilt wegen (5.4)

¢=F(G(9), ¢eL(G)nL*G)

Wegen dAer Stetigkeit der betrachteten Abbildungen gilt diese Gleichung auch fiir
¢ € L*(G). Daher ist G = F~ 1. O

6. PONTRJAGIN-DUALITAT

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit G stets eine kommutative lokalkompakte
Gruppe. Wir definieren die Evaluierungsfunktion ¢ durch «(z)(v) := () fir = €

G,v € G. Man iiberpriift unmittelbar, dass «(x) € G. Wir werden beweisen, dass G

vermoge ¢ mit G identifiziert werden kann. Natiirlich kann man eine entsprechende

Evaluierungsfunktion auch auf G definieren. Diese bildet dann G nach G ab und
wir bezeichnen sie ebenfalls mit ¢.

Lemma 6.1. Die Mengen
Be i={/7'({0}°) : f € LN@)} baw. Bg == {d7'({0}) : ¢ € L'(G)}
bilden Basen der Topologien aufé bzw. G.

Beweis. Wir wihlen 0.B.d.A. A\ wie in Lemma 5.12. Da f und ¢ fiir f € L(G), ¢ €
Ll(é’) stetig sind, sind die Elemente der beiden Mengen offen. Die Mengen sind
translationsinvariant, denn ist 4o € G und z¢ € G, so gilt fiir f € LY(G), ¢ € L'(G)
und alle v € Gzed
(t(z0)o)(x) = ¢(x —x0) und  (f10)(7) = f(707)-

Daher reicht es zu zeigen, dass B}, := {V € By : 1€ V} und Bg :={V € B : e €
V'} Umgebungsbasen von 1 bzw. e sind. Sei also W C G eine Umgebung von e. Dann
gibt es wegen Lemma 2.5 ein f € P¢(G) N Coyo(G) mit supp(f) C W und f(e) > 0.
Wir setzen ¢ := f. Wegen Lemma 5.12 gilt ¢ = f und somit e € 1 ({0}¢) C W.

Sei nun W C G eine Umgebung von 1 und U eine symmetrische Umgebung von
1 mit U -U C W. Wir wihlen eine von 0 verschiedene Funktion ¢ € C’oo(é) mit
supp(¢) C U. Dann gilt supp(¢ * ¢*) C W. Wir setzen f := (¢ * ¢*) = |¢|?>. Wegen
Satz 5.14 ist f € L*(G), ¢ € L*(G) und daher f € L'(G). Aus diesem Satz folgt
auch f = ¢ % ¢*, denn ¢ * ¢* € Coo(G) C L'(G) N L3(G) und f € L'(G) N L2(@).
Daher gilt f~1({0}¢) € W und f(1) = [|¢]l2 > 0, womit 1 € f~1({0}). O

Lemma 6.2. Ist Y eine lokalkompakte Untergruppe einer topologischen Gruppe X
und ist'Y dicht in X, so qilt X =Y.

Beweis. Wir wéhlen eine in Y offene Y-Umgebung W von e mit kompakten Y-
Abschluss Z. Somit ist Z auch der X-Abschluss von W. Zu W gibt es eine in X
offene Menge V', sodass Y NV = W. Wir zeigen, dass V C Y. Sei hierzu p € V und
sei U eine offene X-Umgebung von p. Dann ist U NV eine nichtleere in X offene
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Menge und daher ist (U NV)NY # (. Da U beliebig war, folgt p € Z. Es gilt also
VczcCy.

Fiir 2 € X enthilt die in X offene Menge V2~ !einy € Y. DaY eine Untergruppe
ist, gilt x €y~ 1V C Y. [

Satz 6.3 (Pontrjagin-Dualitit). Die Evaluierungsabbildung ¢ : G — G st ein
isomorpher Homdomorphismus.

Beweis. Offenbar ist ¢ ein Homomorphismus. Die Injektivitédt folgt aus Korollar

4.7. Wir zeigen, dass ¢(G) dicht in G liegt. Falls es nicht dicht lage, so wiirde wegen
Lemma 6.1 ein ¢ € L*(G) existieren mit ||¢[|; # 0 und ¢~1({0}¢) N «(G) = 0. Es
gilt

(6.1) B(x) = /G S () () = $l(-x)), € LHE)

und daher folgt fir ¢ = 1, dass ¢ = 0. Wegen 5.8 ist ¢ = 0 fast {iberall, im
Widerspruch zu unserer Annahme.
Wir definieren nun die Mengen

B:={7'({0}): ¢ € L'(G)} und B:={$'({0}%): ¢ € L'(G)}.
Wegen Lemma 6.1 sir}d B bzw. B topologische Basen von G bzw. von é Wegen
(6.1) gilt fiir v» € L'(G) und x = 9 (—)

(D71 ({039)) = (X1 ({0}%) N (@)
und somit
UB) = BNuq).
Daher ist ¢ ein isomorpher Homéomorphismus von G nach ¢(G). Also ist +(G) eine
lokalkompakte dichte Untergruppe von G. Aus Lemma 6.2 folgt G) = G. O
Bemerkung 6.4. Wegen der Pontrjagin-Dualitét ist Mgt~ ! offenbar ein Haarmaf

auf G.
Proposition 6.5. Es gelten folgende Aussagen:

(1) Fiir p € M(G) ist
i(x) = p—2)), w€G.
(2) p € M(G) genau wenn v ==t € M(.(GQ)) und
Aty =o((v), ved.
(3) pe M(G) genau wenn v = =" € M(u(G)) und
fi(z) = v(u(x), =€G.

Analoge Aussagen gelten, wenn man statt MajfSen Dichten beAtmchtet. Dabei muss
man in (2) bzw. (3) das Haarmaf auf M (.(G)) bzw. auf M(.(G)) gleich \gt™! bzw.
gleich /\Gb_l wdhlen.

Beweis. Wir betrachten nur die Aussagen iiber Mafte, die Aussagen iiber Dichten
ergeben sich unmittelbar daraus.
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(1) Fir z € G gilt
mmzégwmmwzzg@mmmmw
(2) Die Aquivalenz ist klar. Fiir v € G gilt
mw:/wmmm:/ T(7) du(T).
G U(@G)
(3) Die Aquivalenz ist klar. Fiir x € G gilt

mmzéwmwmzéwmmwwm:/ Au(a)) ().

@)
O

Proposition 6.6. Ist das Haarmap auf G wie in Lemma 5.12, also so, dass (f)V: f
fiir jedes f € span(P°(G))NLY(G), so ist A\gt™' ebenfalls wie in Lemma 5.12, also
so, dass (fY = f fiir jedes f € span(P°(G)) N L (&)

Beweis. Sei das Haarmak auf M (.(G)) baw. auf M((G)) gleich Age™! bzw. gleich
/\GL_l. Da die Gleichung wegen Lemma 5.12 zumindest bis auf eine von f unab-
héngige positive multiplikative Konstante gilt, reicht es fiir ein von 0 verschiedenes
f e PS(G)NLY(G) die Gleichung (f) = f zu zeigen. Wir wiihlen f € P¢(G)NCH(G)
ungleich 0. So eine Funktion existiert laut Lemma 2.5. Dann ist f € L!(.(G)). Auf-
grund von Proposition 6.5 und Proposition 5.5 gilt

(fy=f0) = (FeONE) = (F(=)C) = (f):

Da ( f ) laut Lemma 5.12 bis auf eine positive multiplikative Konstante mit f iiber-
einstimmt, liegt es in Ll(é). Somit kénnen wir auf obige Gleichung die inverse
Fouriertransformation anwenden und erhalten ((f)) = ((f)). Es gilt f € LY(G),
und da f nichtnegativ ist, folgt aus dem Satz von Bochner auch f € P¢(G). Auf-
grund unserer Wahl des Haarmakes auf G folgt also ((f)) = ((f)) = f und daher
wegen der Injektivitéit der inversen Fouriertransformation ( f)V: f- O

Im Rest dieses Abschnittes withlen wir das HaarmaR auf ¢ stets wie in Lemma,
5.12 und die Haarmafe auf «(G) bzw. auf «(G) gleich Age™' bzw. Age~!. Wegen
obiger Proposition sind alle erwdhnten Haarmafe wie in Lemma 5.12.

In Abschnitt 5 haben wir einige Sdtze nur fiir die Fourier(-Stieltjes) Transfor-
mation bzw. fiir die inverse Fourier(-Stieltjes) Transformation formuliert. Mithilfe
der Pontrjagin Dualitdt und obiger Propositionen lassen sich nun leicht Analogien
beweisen.

Korollar 6.7. Die Menge L'(G) ist eine beziiglich der Supremumsnorm dichte
Teilmenge von Co(G).

Beweis. Man sieht leicht, dass die durch F(f)(¢(z)) := f(—=z) fir f € Co(G) und
2 € G definierte lineare Abbildung beziiglich der Supremumsnorm isometrisch und
bijektiv in den Cy(:(G)) abbildet. Wegen Proposition 6.5 und Satz 5.7 ist L'(G) =
F~YLYGY)) C Co(G). Aukerdem besagt Satz 5.7, dass L' (G dicht in Co(¢(@)) ist,
woraus die Behauptung folgt. (]

Korollar 6.8. Die Fourier-Stieltjes Transformation ist injektiv.
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Beweis. Sei yu € M(G) mit i = 0. Wir setzen v := u(:~1(+)). Dann ist v € M (4(Q))
und 7 = 0. Wegen 0 = 7(¢(-~1)) = 7 und Satz 5.8 folgt v = 0 und damit y = 0. O

Korollar 6.9. Die Fourier-Stieltjes Transformation bildet M (G) bijektiv aufPC(G)
ab.

Beweis. Die Injektivitit folgt aus Korollar 6.8. Wegen dem Satz von Bochner bildet
die inverse Fourier-Stieltjes Transformation Mg (1(G)) bijektiv auf P¢(G) ab. Sei
p € Mf(G) und v := u(t=1())) € My (1(Q@)), dann ist g = D(u(-) = v(-71) €
P(G).

Ist ¢ € P°(@G), so gibt es ein v € M (1(G)) mit 7 = ¢. Wir setzen p := v(u(-)) €
M (G). Dann gilt i = 2(u(-)) = #(-71) = #(-~1) und daher (u(—)) = ¢. O
Bemerkung 6.10. Aus diesem Korollar folgt unmittelbar, dass das Bild von M (G)

unter der Fourier-Stieltjes Transformation gerade die lineare Hiille von P¢(G) ist.

Die inverse Fouriertransformation ist in einem gewissen Sinne tatsdchlich invers
zur Fouriertransformation (vgl. [Fol95, Seite 102,103]).

Satz 6.11. Fiir alle f € LY(G) mit f € L'(G) gilt (fy = f fast iberall.

Beweis. Laut Bemerkung 6.10 ist f € span(P¢(G)). Wegen dem Satz von Bochner
existiert ein p; € M(.(G)) so, dass fi; = f. Dieses ist aufgrund der Injektivitét
der inversen Fourier-Stieltjes Transformation eindeutig. Wegen Proposition 6.5 und
Proposition 5.5 gilt

== ETONEO) = FETHONC) = (F=THO)):
Daher ist du; = f(—17'(-)) dAge™". Wegen Lemma 5.12 ist du; = fdAge™". Da-

mit folgt f = f(—."'(-)) fast iiberall. Die linke Seite ist laut Bemerkung 6.10
eine Linearkombination positiv definiter stetiger Funktionen, womit f fast iiberall
die Linearkombination positiv definiter stetiger Funktionen. Mit Lemma 5.12 folgt

(f)y = f fast tiberall. a
Korollar 6.12. Fir alle f € L'(G) mit f € L'(G) gilt (f) = .

Beweis. Wegen Proposition 6.5 ist f € L'(:(G)). Aufgrund von Proposition 6.5
und Proposition 5.5 gilt

(fy=F00) = FCONE) = (F(=)0) = (F).
Der erste Ausdruck ist laut Satz 6.11 fast iiberall f. d
7. CHARAKTERGRUPPEN VON T, Z UND R
Abschliefsend wollen wir die Charaktergruppen von T,Z und R bestimmen.

Lemma 7.1. Sei G eine kompakte kommutative Gruppe. Ist I' eine punktetrennen-
de Untergruppe von G, so ist ' = G.

Beweis. Angenommen 7 € G \ T". Die lineare Hiille von I C C%

A= {ZQ‘%‘ZHGNQ‘ e C,vy GF,izl,...,n}

i=1
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erfiillt die Voraussetzungen von Stone-Weierstraft und daher existiert eine gleich-
méfig gegen o konvergente Folge (p,)nen in A. Wegen dem Satz von Lebesgue
gilt

n—0o0

im [ pyodi = / 070 dA = A(G) £ 0
G G

Nun ist aber fG PnYodA = 0fiir allen € N, denn fiir v € I'ist 1 := 7, = 7761 ¢7T
und damit ungleich 1. Daher gibt es ein y € G mit 41 (y) # 1, womit aus

/G () dA(z) = /G iz +y) dA@) =1 (y) /G () dA(z)
Jev1 dX = 0 folgt. 0

Proposition 7.2. Die Charaktergruppe von T besteht genau aus Funktionen der
Form z — 2™, wobei n € Z.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Diese Funktionen

bilden eine punktetrennende Untergruppe von T und sind wegen Lemma 7.1 schon
alle Charaktere. ([

Proposition 7.3. Die Charaktergruppe von Z besteht genauw aus Funktionen der
Form nw— 2™, wobei z € T.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Ist «v ein Charakter
und z := (1) € T, so ist y(n) = z™. O

Bemerkung 7.4. Man sieht leicht, dass die Abbildung ® : Z — T : n — (-)" ein
isomorpher Hom6omorphismus von Z nach T ist.AAuﬁerdem st :T—=7Z: 20 20
ein isomorpher Homdomorphismus von T nach Z.

Proposition 7.5. Die Charaktergruppe von R besteht genau aus Funktionen der
Form x — exp(izy), wobei y € R.

Beweis. Dass Funktionen dieser Form Charaktere sind, ist klar. Sei v ein Charakter
auf R und A := {z € R: v(z) = 1}. Dann ist A eine abgeschlossene Untergruppe
von R. Wir definieren b := inf({z € A : z > 0}), wobei inf()) = 0.

Falls b > 0 gilt, ist A = {kb : k € Z} und v(x +b) = () fir alle z € R.
Daher wird durch (e*®) := v(£2) fiir € R ein Charakter auf T definiert. Laut
Proposition 7.2 existiert ein n € Z, sodass e'®" = 7(e®) = v(£2) fiir z € R.

Falls b = 0 gilt und A nicht nur 0 enthilt, so ist A = R. Um dies zu sehen, sei
y€R, e>0und z € Amit 0 < z < e. Es gibt ein N € Z, sodass [Nz — y| < e.
Da A eine Untergruppe ist, ist Nz € A. Wegen der Abgeschlossenheit von A folgt
y € A. Somit ist y(x) = €**° fiir beliebiges z € R.

Falls nun A = {0}, so enthélt die zusammenh&ngende Menge S, := ([0, ¢]) fiir
€ > 0 nicht nur 1. Wir wihlen e so klein, dass {—1} nicht in S, liegt. Dann kénnen
wir die auf T \ {—1} definierte Funktion arg auf S. anwenden und erhalten ein
Intervall I C (—m, ), das nicht nur 0 enthélt. Sei m € Z so, dass = € I. Dann ist
¢ € S. und somit gleich y(r) fiir ein r € (0,¢]. Bs folgt y(mr) = v(r)™ = 1 im
Widerspruch zu A = {0}. O

Bemerkung 7.6. Man sieht leicht, dass die Abbildung ® : R — R : y — ¢’ ein
isomorpher Hom6omorphismus von R nach R ist. Somit entspricht die Fouriertrans-
formation aus Abschnitt 5 gerade der klassischen.
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8. APPENDIX

8.1. Funktionialanalysis. Wir geben einen kleinen Einblick in die Theorie kern-
reproduzierender Hilbertrdume und in Choquet-Theorie.

Definition 8.1. Sei ) eine nichtleere Menge und C® mit der punktweisen Multi-
plikation und der punktweisen Addition versehen. Ein Hilbertraum H < C% heift
kernreproduzierender Hilbertraum auf Q, falls die Abbildung

(z) : H—=C: f f(2)

fiir alle x € Q stetig ist. Laut Fréchet-Riesz existiert fiir x €  ein eindeutiges
ky € H, sodass «(z)(f) = (f, ky) fiir alle f € H. Dann heifit die Abbildung

K:QxQ—C:(z,y) — (ky, ks) = ky(2)
die Kernfunktion.

Bemerkung 8.2. In der Situation obiger Definition gilt fiir die Kernfunktion

(8.1) K(z,y) = K(y,z)
fir z,y € Q. Sind n € Nund z4,...,2, € Q,¢1,...,¢, € C, so gilt
(82) Z K(xj,xi)ciéj Z 0,
i,j=1
denn

n

n n
E K(xj,xi)ciéj = E Cikziy E Cjkguj
i=1 j=1

4,J=1

Satz 8.3. Sei Q eine nichtleere Menge und K : Q x Q — C eine Abbildung mit
(8.1) und (8.2). Dann gibt es genau einen kernreproduzierenden Hilbertraum H mit
zugehdoriger Kernfunktion K.

Beweis. Siehe z.B. [Kalllb]. O

Definition 8.4. Sei X ein lokalkonvexer Raum, K eine kompakte Teilmenge und
1 ein reguldres Wahrscheinlichkeitsmaf auf K. Wir sagen, dass ein Punkt v € X
der'! Schwerpunkt von p ist, falls fiir jedes stetige lineare Funktional f € X’

= d
f(x) /K fdu
gilt.

Mit dieser Definition erhdlt man mit dem Satz von Krein-Milman folgendes Re-
sultat(vgl. [Phe01, Seite 5]).

Satz 8.5. Sei X ein lokalkonverer Raum und K eine kompakte konveze Teilmenge.
Dann gibt es zu jedem Punkt x € K ein requlidres Wahrscheinlichkeitsmafl v auf
dem Abschluss der Exremalpunkte ex(K), sodass x der Schwerpunkt von p ist.

11Schvverpunkte sind eindeutig, da X’ punktetrennend ist.
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Beweis. Sei x € K und L := ex(K). Wegen dem Satz von Krein-Milman gibt
es ein Netz (y;)ies in der konvexen Hiille von L, das gegen x konvergiert. Die
Elemente des Netzes haben also folgende Form y; = 27:1 )\;mz mit n; € N, )\j- >
0,25 Ay =1und 2% € L fiir i € I. Fiir i € I ist y; Schwerpunkt des reguléren
Wahrscheinlichkeitsmafes auf L

j=1

Dabei ist, fiir z € L, §, das Diracmaf auf L zum Punkt z.

Die reguldren komplexen Mafe auf L entsprechen laut dem Satz von Riesz-
Markov dem topologischen Dualraum von Cy(L)(= C(L), da L kompakt ist). Ins-
besondere entsprechen die reguldren Wahrscheinlichkeitsmafe genau jenen Funk-
tionalen ® mit ||®|| <1, ®(1) =1 und ®(f) > 0 fiir alle nichtnegativen f € Cy(L)
(vgl. [Kallla, Satz 17.3.6]). Versieht man den Dualraum von Co(L) also mit der
schwach* Topologie, so ist die Menge der reguldaren Wahrscheinlichkeitsmafse in der
Operatornorm beschrankt und schwach* abgeschlossen. Um dies einzusehen, sei
(vj)jes ein Netz aus reguldren Wahrscheinlichkeitsmafen, das schwach* gegen ein
v € M(L) konvergiert. Offenbar ist dann | [, fdv| < 1 fiir normiertes f € Co(L),
J;, 1dv =1und [, fdv > 0 fiir nichtnegatives f € Co(L). Somit ist die Menge aller
reguldren Wahrscheinlichkeitsmafe wegen dem Satz von Banach-Alaoglu schwach*
kompakt.

Wir konnen das Netz (y;);cr daher 0.B.d.A. so wéhlen, dass (u;);er schwach*
gegen ein regulidres Wahrscheinlichkeitsmafl p konvergiert. Ist nun f € X', so ist
flr € Co(L) und daher gilt:

@) =tim £() =ty [ f = [ po

Das bedeutet gerade, dass x der Schwerpunkt von p ist.
O

8.2. lokalkompakte Gruppen. In diesem Unterabschnitt, der groftenteils auf
Kapitel 2 von [Fol95] basiert, bezeichnet G stets eine kommutative lokalkompakte
Gruppe.

Proposition 8.6. Sei f € Cyo(G), dann ist [ gleichmaffig stetig.

Beweis. Findet sich in fast jedem Buch iiber lokalkompakte Gruppen, siehe z.B.
[Fol95, Proposition 2.6]. O

Lemma 8.7. Seip € [1,00) und f € LP(G), dann ist die Abbildung x — f(z + -)
von G nach LP(G) stetig.

Beweis. Sei © € G, € > 0 und f zunichst in Cpo(G). Mit K bezeichnen wir den
Tréger von f. Wir wéhlen ein U € U(e), sodass |f(b) — f(a)|] < e, falls a,b €
G,b—a € U. Dann ist x + U eine Umgebung von z. Ist nun y € x 4+ U, so gilt

/G|f(z+z) —fly+2)PdAz) S MK —z UK —y)e? < 2)\(K)eP.

Damit ist obige Abbildung stetig bei x.
Ist nun f € L? beliebig, so wissen wir, dass es ein g € Coo(G) gibt mit || f — g, <
€. Wir wihlen nun eine Umgebung U von z, sodass fiir y € U die Ungleichung
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llg(z + ) — g(y + -)|lp < € gilt. Damit ldsst sich || f(z + ) — f(y + -)||, wie folgt
abschitzen

[z +-) —gle+)lp + gz +-) =gy +)llp + l9(y +-) = fly +)llp < 3e.
]

Lemma 8.8. Es gibt eine abgeschlossene offene und o-kompakte Untergruppe H
von G.

Beweis. Sei U eine symmetrische kompakte Umgebung von e. Fiir n € N definieren
wir das kompakte U,, := U +--- + U mit n Summanden und H := J,,cyy U,. Dann
ist H eine o-kompakte Untergruppe. Sei nun x € H, also x € U, fiir ein n € N,
dann ist © + U C U, 41 eine in H enthaltene Umgebung von x. Damit ist H offen.
Daher ist auch die Nebenklasse z + H fiir alle € G offen. Die Menge G \ H ist
die Vereinigung aller von H verschiedenen Nebenklassen und als solche offen. [

Proposition 8.9. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teil-
menge von G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthdlt und
E eine Borelmenge. Ist E C |J;cn(yi + H), wobei y; € Y fiir i € N, dann ist
AME)=Y2MEN(ys + H)). Ist ENy + H # 0 fir iberabzihlbar viele y € Y, so
ist A(E) = co.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der o-Additivitdt von A. Fiir
den zweiten Fall konnen wir aufgrund der Regularitdt von auften 0.B.d.A. anneh-
men, dass F offen ist. Ist y € Y so, dass die offene Menge E'Ny+ H nichtleer ist, so
hat diese positives Mafi. Da es iiberabzihlbare viele solche y gibt, folgt die Existenz
eines n € N, sodass fiir unendlich viele y € Y gilt % < MEnNy+ H). Daher ist
AME) = 0. O

Lemma 8.10. Sei f € LP(G) mitp € [1,00). Dann verschwindet f auflerhalb einer
o-kompakten Menge.

Beweis. Wir setzen A, := (|f[P)7'((£,00)) fiir n € N. Es gilt

FHy) = A

neN

Da |f|P integrierbar ist, folgt, dass A\(A,) < oo fiir alle n € N. Wegen Proposition
8.9 ist daher A, fiir n € N in einer o-kompakten Menge enthalten. (]

Lemma 8.11. Sei f : G — C eine stetige Funktion und u € M(G). Falls

[oan=[orar oeci.
G G
so ist f € L'(G) und fd\ = du.

Beweis. Da Real- und Imaginirteil separat betrachtet werden kénnen, seien 0.B.d.A.
f und p reellwertig. Sei K C f~1((0,0)) kompakt und ¢ € Coo(G) eine Funktion
mit Werten in [0, 1] und Tréiger in der offenen Menge f~1((0,00)), sodass ¢ = 1 auf

K. Dann ist
/deAS/GqﬁfdA:/Gqﬁduélul(G)-
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Ist nun Koo = ey Kn € f71((0,00)) mit einer Folge (K, )nen monoton wach-
sender kompakter Mengen, so gilt wegen dem Satz von Beppo Levi und obiger
Ungleichung

/K J X< Jul(G).

Ist nun F C f71((0,00)) mit A(F) < oo, so existiert wegen der Regularitiit von
innen ein o-kompaktes Ko C F mit A(F \ K) = 0. Daraus folgt mit obiger

Ungleichung
[ra=[ ran<iuo).
F Koo

Daher ist f iiber jedes o-endliche F., C f~1((0,00)) integrierbar, denn wegen dem
Satz von Beppo Levi gilt

/ FdX < lul(@).
Fo

Nun ist aber f71((0,00)) = U, ey On» wobei O, := f71((£,00)) fiir n € N, o-
endlich, denn jedes O,, hat endliches Maf: Angenommen es gibt ein n € N, sodass
AO,,) = 0. Da O,, offen ist, ist es regulir von innen. Es gibt also eine o-kompakte
Menge Ko, C€ O, C f71((0,00)) mit A\(K+) = oo. Damit folgt der Widerspruch

\uI(G)z/ fd)\z/l{ooidAzoo.

oo

Daher ist der Positivteil von f integrierbar. Ersetzt man in obigen Uberlegungen f
durch — f und p durch —pu, so erhilt man auch die Integrierbarkeit des Negativteiles
von f. Insgesamt ist also f € L1(G).

Wegen [Kallla, Korollar 17.1.8] ist fd\ € M(G). Sei K C G kompakt und
e > 0. Wir wéhlen ein offenes O 2 K, sodass fO\K dlp| < € und fO\K [fldX <
¢, und ein ¢ € Cyo(G) mit Werten in [0,1] und Triger in O, sodass ¢ = 1 auf
K. Aus der Voraussetzung des Lemmas erhdlt man mit der Dreiecksungleichung
| [ & AX = [ ¢du| < 2€ und da € beliebig war somit [, fd\ = [} du. Aus der
Regularitdt der betrachteten Mafse und da K beliebig war folgt fdA = du. O

Lemma 8.12. Sei f : G — C eine stetige Funktion und g € LP(G) fir ein p €
[1,00). Falls fiir alle kompakten K C G

/de)\:/KgdA,

Beweis. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teilmenge von
G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthilt. Die Funktionen
f und g stimmen auf jeder kompakten Menge K fast iiberall iiberein, denn f|x —
glx € L*(\|k) steht orthogonal auf die in L?(\|x) dichte (vgl. [Kallla, Korollar
17.1.3]) Menge span({xz : K C K kompakt}). Damit stimmen f und g auf jeder
o-kompakten Menge fast iiberall {iberein.

Laut Lemma 8.10 ist g~ ({0}¢) eine o-endliche Menge und wegen Lemma 8.9 ist
sie somit in UyeL y+ H, wobei L C Y abzéhlbar ist, enthalten. Hier stimmen f und
g fast iiberall iiberein. Ist nun y € L€, so ist f fast iiberall 0 auf y + H und wegen
der Stetigkeit von f und der Offenheit von y + H sogar iiberall. Damit stimmen f

so ist f = g fast uberall.
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und g fast iiberall auf (J, ., vy + H und iiberall auf (J,c .y + H iiberein. Daraus
folgt die Behauptung. O

Fiir ein nicht o-endliches MaR p stimmt der topologische Dualraum von L' ()’
im Allgemeinen nicht mit L*°(u) iiberein. Fiir lokalkompakte Gruppen versehen
mit dem Haarmaf kann man das Resultat durch Umdefinition von L°(u) retten
(vgl. [Fol95, Seite 45,46]).

Definition 8.13. Wir nenen E C G lokale Borelmenge, wenn FE N F Borel fiir
alle Borelmengen F' mit A\(F) < oo ist. Eine lokale Borelmenge E ist eine lokale
Nullmenge, falls \(E N F) = 0 fiir alle Borelmengen F' mit A\(F) < oo ist. Eine
Aussage iiber Punkte von G gilt lokal fast dberall, falls die Menge aller Punkte,
fiir die die Aussage nicht gilt, in einer lokalen Nullmenge enthalten ist. Eine Funk-
tion f : G — C ist lokal messbar, falls f~1(A) eine lokale Borelmenge fiir jede
Borelmenge A C C ist. Wir definieren L°°(G) als den Raum aller lokal messbaren
Funktionen, die lokal fast iiberall beschrankt sind, faktorisiert nach dem Raum aller
lokal messbaren Funktionen, die lokal fast iiberall 0 sind. Fiir f € L*°(G) definieren
wir

[flloo == inf{c > 0:|f| < clokal f.i.}.

Dabei sieht man leicht, dass das Infimum ein Minimum ist (man beachte hierzu

Unen{z € G : [f(@)] > [Iflloe + 7} = {2 € G- [f(2)| > [ flloc}) und || - |[oc eine
Norm auf L*°(G) ist. Ist G o-endlich, so stimmen obige Definitionen gerade mit
den klassischen iiberein.

Bemerkung 8.14. Ist f € C(G) beschrankt, so ist es auch lokal fast iiberall be-
schriankt. Es gilt sup,cq |f(2)] = [|f|lc. Dabei ist > klar und < folgt aus der
Tatsache, dass |f| < ||f]leo lokal fast iiberall die Ungleichung iiberall impliziert.
Aus dieser Gleichheit folgt, dass zwei stetige lokal fast iiberall iibereinstimmende
Funktionen auf G gleich sind.

Lemma 8.15. Sei H eine beliebige Untergruppe von G wie in Lemma 8.8. Dann
ist E C G eine lokale Borelmenge genau dann, wenn EN(y+H) fir alley € G eine
Borelmenge ist. Ist E C G eine lokale Borelmenge, so ist es genau dann eine lokale
Nullmenge, wenn A\(EN (y+ H)) =0 fir alle y € G. Eine Funktion f : G — C ist
lokal messbar genau dann, wenn f|, g fir alle y € G messbar ist.

Beweis. Wegen der o-Kompaktheit von H sind die Hinrichtungen jeweils klar. Die
Riickrichtungen folgen aus der Tatsache, dass jede Borelmenge F' mit endlichem
Mafs in einer abzéhlbaren Vereinigung von Nebenklassen von H liegt (vgl. Propo-
sition 8.9). O

Satz 8.16. Fir jedes f € L*°(G) ist
@f:Ll(G)ecng/ fgd
el

ein wohldefiniertes'® beschrinktes lineares Funktional. Die Abbildung
f — <I)f

ist eine lineare, bijektive und isometrische Abbildung von L*°(G) nach L*(G)'.

I2Das heifit fg ist messbar und integrierbar.
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Beweis. Sei H eine Untergruppe von G wie in Lemma 8.8, Y eine Teilmenge von
G, die von jeder Nebenklasse von H genau ein Element enthélt und g € L'(G)
beliebig. Aus Lemma 8.10 folgt, dass g~ ({0}¢) o-endlich ist und aus Proposition
8.9, dass g1 ({0}%) € U,en(n + H), wobei y,, € Y fiir n € N. Daher gilt

o0
fg= Z fXynrmg-
n=1

Wegen Lemma 8.15 ist fg messbar. Die Integrierbarkeit von fg gilt, weil {z € G :
|f(@)] > [[fllec} N g1 ({0}¢) eine Nullmenge ist. Daher ist ®; ein wohldefiniertes
beschrénktes lineares Funktional mit || ® /|| < || f||co-

Ist nun ® € LY(G)', so ist ¢y, : L*(A|y3m) = C: g — ®(g|%) fiir alle y € YV
in L'(A|y+#). Dabei bezeichnen wir fiir eine Menge M C G und eine Funktion
g : M — C den Ausdruck g|“ als jene Abbildung auf G' mit (¢|%)|»s = g und
(9/%)|are = 0. Da alle Nebenklassen von H o-endlich sind, folgt aus dem klassischen
Ergebnis fiir jedes y € Y die Existenz eines f, € L°°(A|y4+ ) mit

(3.3) %@:/;ﬁnﬂygeﬂ@+m

und || fylleo = ||@yll < ||®]|. Wir definieren f(z) := fy(z) firy € Y und x € y + H.
Wegen Lemma 8.15 ist f dann lokal messbar und lokal fast iiberall beschriankt,
denn fiir alle y € Y hat

{reG:|fI>l2}n(y+H) C{rey+H:[f]>|fylle}

Maf 0. Es gilt also f € L>®°(G) mit || fllec < ||P]|-

Sei g € L'(G). Dann ist g='({0}¢) € U,,en ¥n + H, wobei y,, € Y fiir n € N.
Wie oben folgt, dass fg messbar und integrierbar ist. Wegen der Stetigkeit von &,
(8.3) und dem Satz von Lebesgue gilt

®(g) = (I)(Z Xyn+HY) = Z by, (9
n=1 n=1

Z/ fgdA:/ fgd)\:/ fgd.
i=1 7 yntH Unenynt+H G

Wir haben also gezeigt dass f + @ eine surjektive Abbildung nach L'(G)’ ist, die
offenbar linear ist. )

Sie ist auch injektiv. Seien hierzu f, f € L*°(G) mit &y = ® . Dann gilt fiir
yey

yn""H) =

f@e) ) = [ Falglo)dr@), g€ L+ )
y+H y+H
und da y + H o-endlich ist, folgt f = f fast iiberall auf y + H. Mit Lemma 8.15
folgt sogar f = f lokal fast iiberall.

Die Isometrie ergibt sich nun unmittelbar aus obigen Uberlegungen. Ist néimlich
f € L>*(G), so haben wir schon am Anfang gesehen, dass ||®f|| < || f||oc. Fiir die
andere Ungleichung wenden wir die Konstruktion von oben mit ® = ®; an und

erhalten ein f mit @ = @7 und ||flloo < ||y Wegen der Injektivitéit ist aber

f=r O
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