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Diese Arbeit beschéftigt sich mit reellen, positiven bzw. nichtnegativen Matrizen und gewissen
Aussagen iiber deren Spektrum. Das Hauptresultat ist einerseits der Satz von Perron, der eine
schone Charakterisierung der Eigenwerte und Eigenvektoren positiver Matrizen liefert, ande-
rerseits der Satz von Perron-Frobenius, der die Resultate unter gewissen Voraussetzungen fiir
nichtnegative Matrizen verallgemeinert. Diese Arbeit stammt rein aus der linearen Algebra, man
kann jedoch den Begriff der positiven Matrix auf den unendlichdimensionalen Fall ausdehnen,
némlich durch den des positiven Operators zwischen Banachrdumen. Eine Verallgemeinerung
des Satzes von Perron-Frobenius findet sich auf dem Gebiet der Funktionalanalysis im Satz von
Krein-Rutman wieder.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ertsen Teil finden sich beweistechnisch relevante Aus-
sagen und Definitionen aus der linearen Algebra, im zweiten Teil der Satz von Perron, der den
Fall einer strikt positiven Matrix behandelt und im dritten Teil der Satz von Perron-Frobenius,
der die Aussagen bestmdglich auf den Fall einer nichtnegativen Matrix iibertrigt.



Kapitel 1

Einige Resultate der Linearen Algebra

Der Vollstindigkeit halber folgen zunéchst einige Definitionen und Aussagen aus der Spektral-
theorie komplexer Matrizen. Sie werden zum Teil ohne Beweis zitiert, sind fiir spéitere Beweise
von Bedeutung und sollen gleichzeitig als FEinfithrung in diese Arbeit dienen.

Definition 1.1. Seien A, B € C"*™ mit n,m € N.

o A heift positiv (in Zeichen A > 0), falls

ai;j €ER, a;; >0 firallei=1,...,n,j=1,...

A heit nichtnegativ (1.Z. A > 0), falls

ai; €R,a;; >0 firalei=1,...,n,j=

,m.

.o,m.

Entsprechend definiert man A < B bzw. A < B, falls B— A >0bzw. B— A > 0.

e |A| sei die Matrix der Absolutbetrige,

Fir m = 1 umfasst diese Definition auch Vektoren.

//

Definition 1.2. Sei [|-|| eine Norm auf C" und A € C"*"™. Man definiert die von ||-|| induzierte
Matriznorm ||-||,, durch
| Az|
[Allpr := sup
cecm\{o} ||z

Bemerkung 1.3. Definiere fiir ein beliebiges © € C™"\{0} den Vektor Z :

und
~ _T_ 1
lazy A gplael  pag
12|l ‘ e ‘ g Il k4l
und damit
a4zl _ | Az||
p = su .
zecr\{0} 117l zecn [Eal

//

r=r. Dann gilt ||Z]] =1

|z



Da die Menge { z € C" | ||z|| =1 } in C" kompakt ist, nimmt die Abbildung

[Az|
]
auf ihr ein Maximum an. Es gilt also
[Az]| [ Az ]|
= max
veh Tl T
[lzl|=1 z
und daher auch
_ [Az]| [ Az]]
|All,; = sup = max .
vecm\foy [zl weCm\{o} |z

//

Satz 1.4. Sei ||| eine Norm auf C". Dann ist die in Definition 1.2 definierte Abbildung
|-l 5 : C**™ = R tatsdchlich eine Norm auf C™*™ und fir x € C" und A, B € C"*" gilt

[Az|[ < [ Alla 1]

und
IAB|[ 5y < [ Al a7 1Bl s -

Beweis. Dass ||-||,, eine Norm ist, folgt leicht aus der Tatasache, dass ||-|| eine ist. Es gilt klarer-
weise || A||l,; > 0 fiir alle A € C™*" und fiir A = 0 ist ||A||,; = 0. Sei umgekehrt ||A|,, = 0 fir
ein A € C™*". Dann muss wegen

Az
0: A =
1Al =, e T

fir alle # € C" schon ||Az| = 0 und damit Az = 0 gelten. Also haben wir ||Al|,, = 0 genau
dann, wenn A = 0. Fiir A € C gilt

Mzl A=) | Az]|

[AA[[yy = max = = Al = |AAll -
M seenfoy ol aec{oy ] zecn\{0} ||z] M
Um die Dreiecksungleichung einzusehen, seien A, B € C"*". Dann gilt wegen
e WD (LAl 1B lAz] . |Ba|
zeCm\{o}y  lzll Teecn\{oy \ lzll  lzll ) T eecn\{oy [l2] zecn\{oy (2]

auch ||A+ B|,; = |Ally; + | Bll;; und damit ist ||-||,, eine Norm. Fiir z € C* und A € C™*"
haben wir

e 1wl J14g]
veetoy Tl = el

und damit ||Az|| < ||A|l,, ||lz]]. Daraus erhdlt man fir A, B € C**"

1Al s

HABrcHS a IIAIIMIIBOCIIS .- Al 1Bl Nl
zeC\{0} ||| z€C™\{0} || zeCm\{0} [|z]]

Y

also ||[AB||,; < |1Allys 1Bl s, womit alle Aussagen bewiesen sind. O

4



Beispiel 1.5. Wéhlt man auf C™ speziell die Maximumsnorm,

[#] = max |z;], xe€C",
i=1,...,n

-----

so gilt wegen

e MAXi=1,..n 2 j1 Gl _ s maxi=1,..n iy |isllzil s Z":‘a“‘
- T il 4
J:

2€C™\{0} 2]l 5 zeC\{0} ]| 5

fiir die induzierte Matrixnorm die Ungleichung

Ay = max Ao o 5o
M eeen\(o 2l T islem i

Sei ig € {1,...,n} jener Index, sodass max;—1, n Z?Zl laij| = Z?Zl lai,;| und setze

o
laigg| wenn a;,; 7 0

0 wenn a;,; = 0
Dann gilt [|z|, = 1 und damit

1Ayl o 1Al
veC\{0} [yl — 7l

[Alloo,0r =

n n
= Azl = Y lai;l = max Y Jail.
- i=1,....,n <
]:1 ]:1
Insgesamt erhalten wir also
n
Al pr = max Y lail.
1717"'777‘. 1
j=

Man nennt [|-[| , 5, auch Zeidensummennorm und bezeichnet sie der Einfachheit halber auch mit

|-l oo, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass es sich um die Matrixnorm handelt. //

Definition 1.6. Sei A € C**™,

e Jedes A € C mit
ker(A — A\I) # {0}

heifst Figenwert von A. Jedes z € C™ mit
x € ker(A — AI)\{0}

heift Figenvektor von A zum Eigenwert A. Das Paar (A, x) heilt Eigenpaar von A, der
lineare Unterraum ker(A — AI) heifst Eigenraum von A zum Eigenwert .

e Das Spektrum o(A) bezeichnet die Menge aller Eigenwerte von A,

o(A) ={ AeC |ker(A— ) # {0} }.

e Das Polynom p(\) = det(A — AI) heit charakteristisches Polynom von A.
e Man definiert den Spektralradius von A als
r(A) :=max{ |A| |[A €o(A) }.

//



Bemerkung 1.7. A € C ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn die Matrix (A — AI) nichttri-
vialen Kern hat, also wenn sie singulér ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

p(A) =det(A — AI) = 0.
Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. //

Definition 1.8. Sei A € C™"*™. Die Vielfachheit eines Eigenwertes A von A als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms wird als algebraische Vielfachheit von A, die Dimension des zu A
gehorigen Eigenraumes als geometrische Vielfachheit bezeichnet. //

Bemerkung 1.9. Sei A € C™" und A € C ein Eigenwert von A. Zur Verallgemeinerung von
Eigenvektor und Eigenraum fiihrt man die Begriffe Hauptvektor und Hauptraum ein. Ein Vektor
x € C"\{0} heikt Hauptvektor von A zum Eigenwert A\, wenn es ein [ € N gibt mit

z € ker(A — X"\ {0}.
Die Zahl
m::min{ leN ’meker(A—)\I)l } e N

heifst Stufe des Hauptvektors x. Hierbei sei bemerkt, dass Hauptvektoren der Stufe 1 genau den
Eigenvektoren entsprechen. Das Konzept des Hauptvektors stellt also wirklich eine Verallgemei-
nerung des Eigenvektors dar. Klarerweise gilt fiir k,1 € N mit £ <1

ker(A — AI)¥ C ker(A — ).
Also gibt es zu jedem Eigenwert A eine kleinste Zahl d € N mit
ker(A — )% = ker(A — AXI)4*"  fiir alle r € N.

Der lineare Unterraum ker(A — A1) heift Hauptraum von A zum Eigenwert A. An dieser Stelle
sei ohne Beweis bemerkt, dass die Dimension des Hauptraumes genau mit der algebraischen
Vielfachheit von A {ibereinstimmt.

Betrachte die Matrix A als lineare Abbildung

cr - C"
A'{x — Az

und bezeichne mit Hy C C™ den Hauptraum von A zum Eigenwert A\. Wieder bemerken wir
ohne Beweis, dass man durch Einschrinkung von A auf den Unterraum H) eine lineare Selbst-

abbildung
H)\ — H/\
AHA:{ r +— Az

erhilt, dessen einziger Eigenwert A ist. A bildet also den linearen Unterraum H) in sich selbst
ab und es gilt

o(Alm,) = {A}

Der Hauptraum von A zu einem Eigenwert A entspricht also genau jenem unter A invarianten
Unterraum, auf dem A nur den einzigen Eigenwert A besitzt. Zudem ist die direkte Summe aller
H), wobei A € 0(A) lauft, genau C™. //



Mit Hilfe der in Bemerkung 1.9 gebrachten Tatsachen zeigt man folgendes wichtiges Ergebnis.
Satz 1.10 (Jordan’sche Normalform). Sei A € C"*" und sei
PAA) = a(A = A)" (A= A)"™ - (A= A)", aeC

das charakteristische Polynom von A. Die Matrix A habe also genau r > 0 verschiedene Eigen-
werte A1, Aa, ... A\ € C. Dann ist A ahnlich zu einer Matriz J € C**", d.h. es gibt eine requldre
Matriz P € C™" mit A= PJP~!, die die Gestalt

Cy, 0 -~ 0

S| o o
N
0 -~ 0 Gy,

hat, wobei jedes C; eine nj x n; Malriz von folgender Gestall 1si:

C)\j = diag Jml(kj)(Aj)’ ceey ‘]ml()\j)()\j)’ ng()\j)()‘j)a ey ng()\j)()‘j)7 ey Jmp()\j)()‘j)7 ey Jmp()\])()\])

ki(A;)>1 ka(2j)>1 kp(x;)>1

mit my(Aj) > ma(Aj) > -+ > mp(Aj) > 1 und dimker(A — \;I) = Zfi/\lj) ki(Aj), wobei

A1 o --- 0
0
Jm()\): 0 e Ccmxm,
: . o1
0 --- o 0 A

Die Matriz J heiffit Jordan’sche Normalform von A.

Definition 1.11. Sei A € C"*", A\ € C ein Eigenwert von A. Man definiert den Index von A
als die Dimension des grofsten zu A gehdrigen Jordan-Blocks in der Jordan-Zerlegung von A,
index(A\) = my(A) (vgl. Satz 1.10). //

Definition 1.12. Sei p € C[X] ein Polynom, p(z) = > it | p;z’. Fiir A € C"*" setzt man

p(A) := ZpiAi e Cchem,

i=1
//

Satz 1.13. Sei p € C[X] ein Polynom, p(z) = Y.I* | piz’, und A € C"*". Dann gilt

wobei



Beweis. Wir zeigen zuerst o(p(A)) 2 p(c(A)). Sei dazu (A, z) € C x C" ein Eigenpaar von A,
x # 0. Zu zeigen ist, dass p(A) € o(p(A4)). Nun gilt aber

(p(A) —p(N))x = p(A)x — p(AN)z = ZpiAim - Zpi)\ix = Zpi)\ix - Zpi)\ix =0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Also ist p()) ein Eigenwert von p(A) zum Eigenvektor 2 und das liefert p(\) € o(p(A)). Fiir die
andere Inklusion sei A € o(p(A)). Betrachte das Polynom

q(z) == p(x) — A € C[X].

Uber C zerfillt bekanntlich jedes Polynom in Linearfaktoren, d.h. es gibt A1,..., A, € C und
a € C, sodass

q(z) = a(z = A1) -~ (x = Am)

und damit auch
q(A) =p(A) =AM =a(A = A1) (A= Ap).

Wegen A € o(p(A)) ist q(A) singular, also muss es ein \; geben, i € {1,...,m}, sodass (A—\;I)
singulér ist. Das bedeutet aber genau A; € o(A). Fiir dieses \; gilt

p(Ai) — A =q(\) =0,
also p(A;) = A und damit X € p(a(4)). O
Bemerkung 1.14.

(i). Im ersten Beweisteil von Satz 1.13 haben wir gesehen, dass fiir jedes Eigenpaar

(A\z)eCxC", x#0

von A gilt, dass (p(\),x) ein Eigenpaar von p(A) ist. Insbesondere ist daher die geome-
trische Vielfachheit von p(\) als Eigenwert von p(A) grofer oder gleich der geometrischen
Vielfachheit von A als Eigenwert von A.

(ii). Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist laut Bemerkung 1.9 der Hauptraum H) von A
zu A\ unter A invariant und es gilt

o(Alm,) = {A}-

Daraus folgt aber, dass der lineare Unterraum H) auch unter p(A) invariant ist und mit
Satz 1.13 gilt

a(p(A)lm,) = o(p(Alm,)) = {p(A)}-

Also muss H) ein Teilraum des Hauptraumes von p(A) zum Eigenwert p(\) sein, insbe-
sondere muss die algebraische Vielfachheit von p(\) groker oder gleich der algebraischen
Vielfachheit von A sein.

//



Satz 1.15. Sei A € C**™. Dann gilt limy_,oo A¥ = 0 genau dann, wenn r(A) < 1.

Beweis. Sei J € C™*™ die Jordan’sche Normalform von A, d.h. A = PJP~! fiir ein regulires
P € C™", Dann gilt klarerweise wegen A* = PJ*P~1 dass limj_,o, A¥ = 0 genau dann, wenn
limy,_so0 J* = 0. Wir erinnern uns daran, dass in der Diagonale von J Jordan-Blocke der Gestalt

A1 0 - 0
0
Im(A) = o | ec™™
: o1
0 -+ - 0 X\

mit A € o(A4) und m € N stehen. Damit gilt, dass limy_,o, J¥ = 0 genau dann, wenn fiir alle
diese Blocke J,,(\) gilt, dass limy_ o0 Jim(A)* = 0. Zu zeigen ist also, dass fiir jedes A € o(A)
und m € N, limg_yo0 Jin(A\)¥ = 0 genau dann gilt, wenn |A\| < 1. Fiir A\ = 0 gilt J,,(\)™ =0
(siehe (1.2)), daher ist die Aussage in diesem Fall trivial, und wir kénnen uns im Folgenden auf
A # 0 beschrianken. Wegen dem Binomialsatz

v

=0

.

gilt
k .
o = ((x - Z()A’Hx—w.
7=0
Aus dieser Darstellung erhalten wir mit N := (J;,(A) — AI) € C™*™

k k

VAOEDY < _)Ak_J(Jm()\) A =) < _))\k_JN]. (1.1)
— \J — \J
7=0 7=0
Fiir die Matrix N gilt
1 0 0 0 1 O 0
0 .
N =71= , N'= o |
0 1
0 0 1 0 0
0O 0 1 0 0 0 0 1
0
N2 — 0 . NmT= : g : (12)
1 . . .
: 0 : o
0 0 0 v v eer o 0

und N7 = 0 fiir alle j > m. Setzt man (];) = 0 fiir k£ < j, so erhélt man aus (1.1)
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k k k —m
MDA QA (A
k— : .. . .. k
Jm(A) : . S (5)a2 : (1.3)
: k
: : (1)A!
0 e .. 0 2\E
Gilt nun limg_, o Jm(/\)k = 0, so muss aufgrund der obigen Darstellung von Jm()\)k schon

limy,_,00 A¥ = 0 gelten. Das aber impliziert wiederum |A| < 1. Sei umgekehrt [A| < 1. Fiir jedes
feste j € {1,...,m — 1} gilt

(k) Ck(k=1)---(k—j+1) <iij
i) 5! il

Damit erhalten wir

k . kI .
()< B
J J:
Definiere nun die Funktionen
Jk) = #
g(k) = A",
dann gilt
f (k) = j!

g9 = (= I A] P,

Wegen |\ < 1 gilt
. it _ jl .
T L T LI\
dn T A Ty N =0

Daraus und aus j-maliger Anwendung der Regel von de L’Hospital folgt

. j! Ok fR) K
=lim ———————=1 . == lim —= =1
0= M TR e 00 (k) e g R R P\

und damit ' o

, J , ki

lim | g AE=I)| < 1im ]i|A|’f—J = lim i L

Also konvergiert jeder Eintrag von J,(A)* fiir k& — oo gegen 0, was limg_,o0 Jin(A)* = 0 zur
Folge hat. U
Satz 1.16. Sei ||-|| eine Norm auf C™ und ||-||,, die davon induzierte Matriznorm. Seien

A, B € C"*"  dann gilt fiir den Spektralradius
(i). 7(A) < [|Ally

(i1). 7(A) = limg_o0 || 49|,

(iii). 0<A<B = r(A) <r(B)
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Beweis. ad (i): Sei (A\,z) € C x C", x # 0 ein beliebiges Eigenpaar von A. Dann gilt

ALl _ el _ A=) [Az|

Al = = = < = [l Allar»
] el Nzl — zecm\{oy [|] M

also |[A| < ||A][,, fiir alle A € 0(A). Daraus folgt aber insbesondere r(A4) < ||Al],,
ad (ii): Aus Satz 1.13 und (i) folgt

k
r(A)F = < max \A\) = max ])\] = max ])\k\ = max |\ =r(4") < HAkH
A€o (A) Aeo(A) Aea(A) A€o (AF) M
A
T e Dann

1
HA’“H k. Sei nun € > 0 beliebig und betrachte die Matrix B

und damit r(A
gilt wieder wegen Satz 1.13
N

B) = Al = =
r(B) Arerﬁ)é)‘ | /\Ierﬁ}fn r(A)+e r(A)+e

Mit Satz 1.15 erhdlt man daraus, dass limy_, B* = 0 und damit

e L R
k—oo (1(A) + €)F koo M

Das bedeutet aber, dass es zu € > 0 einen Index K. € N gibt, sodass

Ak
M <1 firalle k > K,

(r(A) + )"
bzw. gleichbedeutend )
HAk L <r(A)+e fialle k> Ko,
Insgesamt gilt also )
HA’“HE <r(A)+e firalle k> K,

und da € > 0 beliebig war, folgt daraus r(A) = limg 00 HA H
ad (iii): Die Aussage folgt nun unmittelbar aus der Darstellung des Spektralradius in (ii) iiber

die Zeilensummennorm (vgl. Beispiel 1.5), denn fiir 0 < A < B gilt sicher A* < B* und damit

4 ==
o oo
1 1
S
o0 - [e.@]
Daraus folgt
1 1
r(A) = lim Ak‘ " < lim HBk " =r(B).
k—o0 0 k—o0 0

11
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Kapitel 2

Positive Matrizen, Satz von Perron

In diesem Abschnitt behandeln wir ausschlieflich positive Matrizen. Wie sich herausstellen wird,
liefert der Satz von Perron eine sehr gute Beschreibung ihres Spektrums. Wir werden sehen,
dass der Spektralradius r(A) ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1 ist und dass es
einen positiven Eigenvektor zu diesem Eigenwert gibt. Auferdem besagt der Satz von Perron,
dass es keine weiteren positiven Eigenvektoren geben kann und dass jeder andere Eigenwert
betragsméfig kleiner als r(A) ist. Die folgende grundlegende Bemerkung wird die Situation um
einiges vereinfachen.

Bemerkung 2.1. Fir A € R™" A > 0 gilt stets r(A) > 0. Um das einzusehen, betrachte die
Jordan’sche Normalform von A, d.h. A = PJP~! fiir ein regulires P € C"*". Nehmen wir an,
dass o(A) = {0}. Dann wére J nilpotent, d.h. es wire J” = 0 fiir hinreichend grofes n € N.
Wegen

A"=PJ"P~! fiirallen €N

ware aber auch A™ = 0 fiir n hinreichend grof. Da aber die Eintrige von A™ endliche Summen
von endlichen Produkten der Eintrdge von A sind, ist das ein Widerspruch zu a;; > 0 fiir alle
i,7=1,...,n. Also muss r(A4) > 0 gelten.

Betrachte nun die Matrix A := ﬁA. Laut Satz 1.13 gilt dann r(A) = 1 und alle Resultate iiber

Eigenwerte und Eigenvektoren von A, die wir in den folgenden Abschnitten erhalten werden,
kénnen direkt auf A {ibertragen werden. Daher kénnen wir im Weiteren 0.B.d.A. annehmen,

dass r(A) = 1. //

Bemerkung 2.2. Seien A € R™" x,y € R™. Es gelten folgende Implikationen:

A>0,2>0, 240 — Az >0 (2.1)
A>0, z2>y>0 - Ax > Ay (2.2)
A>0, x>0, Az =0 == A=0 (2.3)
A>0, z2>y>0 = Az > Ay (2.4)

Um (2.1) einzusehen, seien A > 0 und z > 0, x # 0. Dann gibt es ein jy € {1,...,n} mit
Zj, > 0. Damit gilt fiir beliebiges i = 1,...,n

n
(A.Q:‘)l = Zaij:rj > QAijo jo > 0,
j=1

13



also Az > 0. Seien nun A > 0 und z > y > 0. Dann ist wegen x; > y; fiir j € {1,...,n}

(Az); = Zaiﬂj > Zaijyj = (Ay);
j=1 j=1

fir alle ¢ = 1,...,n und damit Az < Ay und (2.2) gezeigt. Fiir die dritte Implikation seien
A>0,z>0und Az = 0. Das liefert fiir allei=1,...,n

n
0= (Ax)l == Zaijxj
j=1
und da jeder Summand nichtnegativ ist, muss
ajjri =0 firallej=1,...,n

gelten. Wegen x > 0 impliziert das aber A = 0. Schliellich seien A > 0 und z > y > 0. Dann
gilt fiir jedesi =1,...,n

n n
Az)i =Y aga; > ) aizy; = (Ay)
j=1 j=1
da a;; > 0 und x; > y; fiir 4, j = 1,...,n. Das bedeutet aber genau Ax > Ay.
Mit der Dreiecksungleichung gilt fiir A € C™*™ und z € C", dass
(1Az]); !Z aijrj| < Zl%l\%\ = (l4][z);
fir alle i = 1,...,n und damit
42] < [All2]. (2.5)
//

Der Beweis des Satzes von Perron ist eher linglich. Deswegen beweisen wir die Aussagen in
mehreren Lemmata, die dann am Ende dieses Abschnittes wiederholend in einem Satz zusam-
mengefasst sind.

Das néchste Lemma liefert uns die erste wesentliche Aussage iiber das Spektrum einer positiven
Matrix, ndmlich dass der Spektralradius ein Eigenwert ist und es einen positiven Eigenvekor
dazu gibt.

Lemma 2.3. Sei A € R"™", A > 0. Dann gelten folgende Aussagen:

(). 7(A) € o(A)

(ii). 2 € C"\{0}, A e C mit [N\ =r(A) und Ax=Xx = (Alz|=r(A)lz| Alz|>0)
A hat also ein Eigenpaar (r(A),y) € R x R™ mit y > 0.

Beweis. Laut Bemerkung 2.1 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass r(A) = 1. Aussage (i) folgt
unmittelbar aus (ii). Sei also (A, z) € C x C" ein beliebiges Eigenpaar von A mit [A| =r(A) =
und z # 0. Dann gilt wegen (2.5) und wegen A > 0

|z = [Alz] = [Az| = [Az| < [A]|z] = Alx],

14



also
|z| < Alz|. (2.6)

Ziel ist es, die Gleichheit zu zeigen, denn dann hitten wir einen Eigenvektor von A, ndmlich
|| = Alz| >0,

zum Eigenwert 7(A) = 1 gefunden und somit (ii) gezeigt. Setze z := Alz| und y := z —|z|. Dann
bedeutet Gleichung (2.6) genau, dass y > 0. Zu zeigen ist, dass y = 0. Nehmen wir also an, dass
y # 0. Daraus folgt aber mit (2.1), dass Ay > 0 und, weil |z| # 0, ebenso z = A|x| > 0. Wegen
Ay > 0 existiert ein € > 0, sodass

Ay=Az — Alz| = Az — 2z > ez

und somit

z>z>0.

1+4e€
Setzt man in dieser Ungleichung B := %6, dann schreibt sie sich als Bz > z, und man erhalt

durch wiederholte Multiplikation mit B von links die Ungleichungen
B2Z>BZ>Z, B3z>Bz>z,

also
B"z > 2z fir allen € N.

Laut Satz 1.16 (ii) und Satz 1.13 gilt aber

lim | B|* = r(B) = r(—) = 1 ra)= 1 <1
n—00 1+e 1+e 1+e
und wegen Satz 1.15 folgt daraus
lim B™ = 0.

n—oo

Also erhalten wir aus der obigen Ungleichung fiir n — oo, dass 0 > z. Wir haben aber oben
schon gesehen, dass z > 0 gilt, und das fiihrt hier zu einem Widerspruch zu unserer Annahme
y # 0. Es gilt also

0=y=2—|z[= Alz| - |z]
und daher Alz| = |z| > 0. O

Als néchstes zeigen wir, dass r(A) der einzige Eigenwert auf dem Kreis
{zeCllz[=7r(4) }

ist und dass index(r(A4)) = 1 gilt. In der Jordan-Zerlegung treten also zum Eigenwert r(A) nur
Blocke der Grofe 1 auf, was gleichbedeutend ist damit, dass die algebraische und geometrische
Vielfachheit von r(A) iibereinstimmen.

Lemma 2.4. Sei A € R"™" A > 0. Dann gilt:

(). 7(A) ist der einzige Eigenwert von A, dessen Betrag gleich r(A) ist, d.h. aus A € o(A),
|IA| =7(A) folgt A =r(A).

(ii). index(r(A)) = 1; insbesondere stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes r(A) iberein.
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Beweis. Es sei wieder 0.B.d.A. r(A) = 1 (siche Bemerkung 2.1).

ad (i): Aus Lemma 2.3 (ii) wissen wir, dass fiir jedes Eigenpaar (\,z) € C x C" von A mit
Al = 1 und =z # 0 gilt, dass 0 < |z| = A|z|. Also haben wir fiir ein beliebiges, aber festes
ke{l,...,n}

n
0 < |ok| = (Alz))k = anjla;l.
j=1

Es gilt aber auch
2] = Allaa] = (@)l = |(Aa)i] = Zwy ,

womit
Zaijj —Zaka‘xﬂ Z’akﬂ%‘ (2.7)

Bekannterweise gilt fiir Vektoren z1,..., 2, € C™\{0} die Gleichheit in der Dreiecksungleichung,

also
n n
>zl =Dl
=1 |y, =t
genau dann, wenn es ag,...,a, € (0,+00) gibt, sodass z; = a;z; fiir alle j = 2,...,n. Mit

m = 1 gilt diese Aussage speziell fiir Skalare aus C. Damit erhalten wir aus Gleichung (2.7),
dass es zu festem k € {1,...,n} Zahlen a;(k) > 0,j = 2,...,n gibt, sodass

arjzj = aj(k)(ar1z1),

bzw. aquivalent dazu,
o (k)ag
Qg

xj =mj(k)ry mit 7j(k) = > 0.

Fiir jedes Eigenpaar (A, z) mit |A| =1 und x # 0 gilt also z = x1p(k) mit
p(k) = (1, ma(k), ..., m(k)T > 0.
Wegen \xz = Az folgt
Ap(k) = Ap(k) = [Ap(k)| = [Ap(k)| = |Alp(k) = p(k).

Also gilt fiir jeden Eigenwert A mit |A\| = 1 schon A = 1 und somit ist (i) gezeigt.

ad (ii): Sei nun angenommen, dass index(r(A)) = m > 1. Betrachte die Jordan’sche Normalform
von A, A= PJP~! und P € C™ " regulir. Dann bedeutet index(r(A4)) = m > 1, dass J einen
m x m-Block

J = Jin(r(A))
zu r(A) = 1 enthélt, vgl. Satz 1.10. Wegen (1.3) gilt

L@ G o (m’?l)

0
jk _ (g) c gmxm
()
0 0 1



wobel wieder (];) = 0 fiir j > k gesetzt wird. An dieser Darstellung von J* erkennt man, dass

zumindest i
- S _
[ = (1) =+

lim ‘J’“H = o0
k—o0 o)

gelten muss, was

und damit natiirlich auch
lim ‘J’“H — o
k—o0 0o

zur Folge hat. Wegen

|4 = [ arp|| < 127 45| 1P

gilt
4] > 17l
oo~ IP7Hl o [IPllso
und somit auch limj_, s HA’“HOO = oo. Fiir k € N schreibe nun A*F = (ai-“j)i,jzl,m,n und sei
ir € {1,...,n} jener Zeilenindex, sodass

n
44, = Xl
00 _ kJ

Aus Lemma, 2.3 wissen wir, dass es ein p € R gibt, p > 0, mit p = Ap und daher auch p = A¥p
fiir alle £ € N. Fiir so einen Eigenvektor p gilt nun

n n
— (Akp). — k- k ; N — || Ak i .
1Plloe = Pi = (A"P)iy, = Z;aikjpg > Z;aikj (ii?,l..l.l,npl) = HA HOO (i:rg{;§7npz),
j= Jj=
wobei die rechte Seite fiir Kk — oo gegen oo konvergiert Wir erhalten also im Grenziibergang
einen Widerspruch, da p ein konstanter Vektor in R™ ist. Also ist index(A4) = 1, womit (ii)
gezeigt ist. (]

Nun wissen wir bereits, dass algebraische und geometrische Vielfachheit von r(A) als Eigenwert
von A iibereinstimmen. Das nédchste Resultat sagt aus, dass diese Vielfachheiten beide gleich 1
sind, womit der zu r(A) gehdrige Eigenraum eindimensional ist.

Lemma 2.5. Sei A € R"™*", A > 0. Dann ist die algebraische Vielfachheit, und somit auch die
geometrische Vielfachheit des Figenwertes r(A) gleich 1. r(A) ist also ein einfacher Eigenwert

von A und es gilt
dim(ker(A —r(A)I)) = 1.

Beweis. Sei wieder 0.B.d.A. r(A) =1 (vgl.Bemerkung 2.1). Angenommen, r(A) hat algebraische
Vielfachheit m > 1. Wir wissen bereits aus Lemma 2.4, dass die geometrische Vielfachheit von
r(A) mit der algebraischen tibereinstimmt. Also gibt es m > 1 linear unabhéngige Eigenvektoren
zum Eigenwert r(A) = 1. Sind = und y zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert
1, so gilt = # ay fur alle « € C. Sei nun ¢ € {1,...,n} so, dass y; # 0, und setze

T

zZ:=x— —Y.
Yi

17



Dann gilt
Az:Ax—ﬁAy:z,

Yi
und aus Lemma 2.3 folgt, dass auch A|z| = |z| > 0. Das ist aber ein Widerspruch zu
== Ly =0,
i
Damit haben wir gezeigt, dass m = 1 gelten muss. O

Bemerkung 2.6. Laut Satz 2.5 ist der Eigenraum zum Eigenwert r(A) eindimensional, d.h. es
gibt einen eindeutigen Eigenvektor

p € ker(A—r(A)I), p>0 und ijzl.
j=1

Es gilt auferdem A > 0 genau dann, wenn AT > 0 und auch r(A) = r(AT). Die bisherigen
Resultate kann man also analog auf A7 anwenden und erhilt, dass es einen eindeutigen Vektor
g € R™ gibt, mit

ATqg=r(A)g (bzw.¢"A=7r(A)¢" ), ¢>0 und qu =1.
j=1

//
Definition 2.7. Sei A € R"*", A > 0. Dann heift r(A) die Perron- Wurzel von A. p € R™ heift
rechter Perron-Vektor zu A, falls
n
Ap=r(A)p, p>0 und ij =1.
j=1
q" € R™ heifit linker Perron-Vektor zu A, falls

d'A=r(A)q¢", ¢>0 und qu =1.
j=1

//

Laut Bemerkung 2.6 sind diese Vektoren eindeutig bestimmt und die Definition damit sinnvoll.

Das néchste Lemma liefert das erstaunliche Resultat, dass A aufer dem Perron-Vektor und
seinen positiven Vielfachen keine weiteren nichtnegativen Eigenvektoren mehr haben kann.

Lemma 2.8. Sei A € R™*", A > 0. Dann hat A aufSer dem rechten Perron-Vektor p und seinen
positiven Vielfachen keine weiteren nichinegativen Figenvektoren, egal zu welchem Figenwert.

Beweis. Sei (A,y) € C x R™ ein beliebiges Eigenpaar von A mit y > 0,y # 0. Sei ¢ der linke
Perron-Vektor von A. Aus (2.1) folgt ¢”y > 0 und wegen r(A)q" = ¢” A auch

r(A)q"y = ¢ Ay = A" y.

Also muss A = r(A) gelten und damit y > 0 ein positives Vielfaches des rechten Perron-Vektors
P sein. ]

18



Das folgende Lemma liefert einen hilfreichen Zusammenhang zwischen dem Spektralradius und
den Eintrégen der Matrix A.

Lemma 2.9 (Collatz-Wielandt Formel). Sei A € R"*", A > 0. Dann ist die Perron- Wurzel
gegeben durch r(A) = maxgen f(x), wobei

fl@) = min ==
;70

N={zeR"|z>0undz#0 }

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f(z) < r(A) fir alle z € N. Dazu sei z € N beliebig und setze
€ := f(x) > 0. Dann gilt
0<é&x < Ax,

wobei die erste Ungleichung wegen x € N und die zweite aus der Definition von f folgt. Seien p
und ¢ der jeweils rechte und linke Perron-Vektor von A. Wegen (2.1) gilt dann ¢’ 2 > 0. Damit
und mit (2.2) folgt aus {z < Ax

0<é¢hx <qlAx=r(A)¢ .

Also gilt € < r(A) und wir erhalten f(z) < r(A) fiir alle z € N.
Nachdem aber f(p) =r(A) und p € N gilt, haben wir 7(A) = maxzen f(x). O

Nun haben wir alle Aussagen des Satzes von Perron bewiesen. Zusammenfassend sind sie in dem
nachsten Satz noch einmal aufgelistet.

Satz 2.10 (Perron). Sei A € R™"™ mit A > 0. Fiir r :=r(A) gelten die folgenden Aussagen:
(). >0

i). r € o(A) (r heifit die Perron-Wurzel von A)

i). r ist der einzige Eigenwert von A, dessen Betrag gleich r(A) ist.

)
)
(iv). r ist ein einfacher Eigenwert von A, d.h. die algebraische Vielfachheit von r ist 1.
). Es gibt einen Eigenvektor x € R™ von A zum Eigenwert r mit x > 0.

)

. Es gibt einen eindeutigen FEigenvektor p € R™ von A mit
n

Ap=rp, p>0, |pll,=> _pi=1
j=1

(p heifit rechter Perron-Vektor zu A).
Aufler allen positiven Vielfachen von p hat A keine weiteren nichinegativen Eigenvektoren.

(vii). (Collatz-Wielandt Formel) Es ist

r = max f(z)

mat

L (Ax),
f(a) = min z
z; 70

N=A{zeR"|z>0undx#0 }
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Kapitel 3

Nichtnegative Matrizen, Satz von
Perron-Frobenius

In diesem Abschnitt wollen wir die Voraussetzungen abschwéchen und auch Matrizen A € R"*"
die nur A > 0 erfiillen, zulassen. Ziel dieses Teils der Arbeit ist es, moglichst viele Aussagen des
vorigen Abschnittes auch unter diesen schwicheren Voraussetzungen zu beweisen. Das wird uns
allerdings nicht vollstindig gelingen, die Eigenschaft (iii) aus Satz 2.10 wird génzlich verloren
gehen und um die Eigenschaften (i), (iv), (v) und (vi) zu zeigen, werden wir die Voraussetzungen
noch verschérfen miissen, indem wir die Irreduzibilitat der Matrix A fordern.

Das néchste Lemma zeigt, dass die Eigenschaften (ii) und (vii) aus Satz 2.10 erhalten bleiben,
wenn man zu nichtnegativen Matrizen {ibergeht und dass man zumindest die Existenz eines
nichtnegativen Eigenvektors zum Eigenwert r(A) nachweisen kann.

Lemma 3.1. Sei A € R"*", A > 0. Dann gilt:
(i). 7(A) € 0(A) (r(A) = 0 nicht ausgeschlossen)
(). Az=r(A)z firemze N={zeR" |z >0undz#0 }

(iii). r(A) = maxgen f(x), wobei

Beweis. ad (i): Sei E = (e;;) mit e;;j = 1 fiir alle 4,5 = 1,...,n, und betrachte die Folge
A=A+ $E, k € N. Dann gilt

A e R™™ A, >0 fiir alle k € N.
Sind nun 7 und pg jeweils die Perron-Wurzel und der rechte Perron-Vektor zu Ay, dann gilt
e >0, pr>0 und |pgl[; =1 fiir alle k€ N.

Die Folge (pg)ren ist also in der Einheitssphire des R™ enthalten, die nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass kompakt ist. Also gibt es eine konvergente Teilfolge (pg,)ien von (pr)ken

mit lim; o0 p, = 2 fiir ein 2z € R™. Wegen lim;_(pg,); = 2; fiir alle j = 1,...,n folgt z; > 0
firj=1,...,n, also z > 0, und wegen ||py||; = 1 fiir alle £ € N gilt auch ||z||; = 1; insbesondere
z # 0. Wegen

Ay > Ay >A3>--->A>0
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und Satz 1.16 (iii) folgt
rL>1r2 271320 2 1(A)

Also ist die Folge (7)ken €ine monoton fallende und durch r(A) nach unten beschrinkte Folge
in R. Also ist sie gegen ein r* > r(A) konvergent. Insbesondere konvergiert auch die Teilfolge
(rk; )ien gegen r*. Es gilt klarerweise limy_,oo Ax = A und daher auch Ay, — A fiir i — oco. Also
konvergiert auch Ay, py,, und zwar gegen Az und es gilt

. . X
Az = lim Ay, pr, = lim ripp, =172,
1—00 1— 00

womit 7* € o(A) und daher r* < r(A). Insgesamt erhalten wir r* = r(A), Az = r(A)z und
z >0, z # 0. Damit sind (i) und gleichzeitig auch (ii) bewiesen.

ad (i11): Betrachte wieder die Folge (Aj)ken und die dazugehorige Folge der Perron-Wurzeln
(rk)ken- Betrachte aufserdem die Folge der linken Perron-Vektoren (qg)keN, d.h.

aF Ay =7(Ap)glt, q. >0 fiir alle k € N.
Damit gilt fiir jedes z € N wegen (2.2), dass
0< f(zx)r < Ax < Agx

und daher
0< f(x)gtz < qf Apr = g} z,

also f(x) < r fiir alle & € N. Daraus folgt wegen r, — * = r(A) fiir K — oo, dass f(x) < r(A)
fiir alle z € V. Wegen z € N und f(z) = r(A) (siehe Beweisteil (i)) gilt daher

max f(x) = r(A).

zeN

O

In Lemma 3.1 haben wir gesehen, welche Eigenschaften sich ohne Verschirfung der Voraus-
setzungen auf den Fall der nichtnegativen Matrix iibertragen lassen. Weiter kann man ohne
zusatzliche Voraussetzungen tatséchlich nicht gehen, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 3.2. Betrachte die zwei nichtnegativen Matrizen
01 01
A1_<0 0>’ AQ_(l 0>‘
A; hat einen Eigenwert A\; = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2, es ist also o(A;) = {0} und

damit auch 7(A4;) = 0. Die geometrische Vielfachheit von A\ ist 1, der Eigenraum ist also
eindimensional und ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 0 wéire zum Beispiel

= (1)

Az hat die Eigenwerte Aoy = 1 und A2 2 = —1, klarerweise beide mit algebraischer und geome-
trischer Vielfachheit 1. Damit ist 0(As) = {—1,1} und r(As) = 1. Eigenvektoren zu A2 ; und

A22 wiren zum Beispiel
1 1
x2,1—<1> und 332,2—(_1).
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Anhand von A; sieht man, dass die Eigenschaften (i), (iv) und (v) aus Satz 2.10 auf beliebige
nichtnegative Matrizen sicher nicht iibertragbar sind. Die Matrix As zeigt, dass man (iii) auch
nicht retten kann. //

Beispiel 3.3. Betrachte die nichtnegativen Matrizen

10 11
we(h) (i)

As hat den Eigenwert A3 = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Daher ist o(As) = {1} und
r(As) = 1. Der Eigenraum zu A3 ist eindimensional, A3 hat also geometrische Vielfachheit 1 und
ein Eigenvektor ist zum Beispiel
0
xr3 = < 1 > .

und )\472 1-v5

- 2
Vielfachheit jeweils 1 betragen. Es gilt o(A4) = 1_2‘/5, 1+2*/5} und 7(Ay) = 1+T\/5 Eigenvektoren
zu Ag1 und Ag 2 waren zum Beispiel

() e (155)

Fir Ay sind (iv) und (v) aus Satz 2.10 erfiillt, fir A allerdings nicht. Das ldsst vermuten,
dass vielleicht die Positionen der Nulleintrdge eine wichtige Rolle spielen und dass wir unter
geeigneten Voraussetzungen noch weitere Eigenschaften aus Satz 2.10 zeigen konnen. //

1+72\/5 , wobei geometrische und algebraische

Ay hat die Eigenwerte Ay =

Es stellt sich heraus, dass tatsichlich nicht die Nulleintrige an sich das Problem darstellen,
sondern die Positionen der Nullen. Um diese Vermutung zu konkretisieren und eine sinnvolle
Verschirfung der Voraussetzungen moglich zu machen, brauchen wir zunéchst einige Definitionen
und Hilfsresultate.

Definition 3.4. Sei A € R™**"™,

e PecR"™" P = (pij)%zl, heiltt Permutationsmaltriz, falls
pij € {0,1} firalled,j=1,...,n
und in jeder Zeile und jeder Spalte von P genau ein Einser steht.

o A heilst reduzibel, falls es eine Permutationsmatrix P gibt, sodass

v (XY
PAP_<0 2 )

wobei X € R™*™ Y € RF*F mit m + k = n.

o A heifst irreduzibel, wenn A nicht reduzibel ist.

/7
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Bemerkung 3.5. Sei A € R™*™ P € R™ " eine Permutationsmatrix und setze
B:=PTAP.

Dann gibt es eine zu P gehorige Permutation o € S, sodass B € R™"™ genau jene Matrix
ist, die durch Permutation der Zeilen und Spalten geméf der Permutaion o aus A hervorgeht.
Genauer gilt

bij = ao.—l(i)o.—l(j) fir alle i,j = 1, coeyn.

//

Das nichste Lemma zeigt, dass die Irreduzibilitdt einer Matrix eng mit der Position ihrer Nul-
leintrége zusammenhangt.

Lemma 3.6. Sei A € R™™™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i). A ist irreduzibel.

(ii). Fiir alle Indezpaare (i,7) € {1,...,n}? gibt es ein | € N und eine Abfolge von Indizes
kay ... ki—1 €{1,...,n},
sodass mit k1 =1, k; = j immer
Apokopy 70, s=1,...,0—1
gilt.

Beweis. (i) = (ii): Angenommen, es gibt ein Indexpaar (g, jo) € {1,...,n}?, fiir das es keine
solche Indexabfolge gibt. Wir zeigen, dass A dann reduzibel sein muss. Sei

I :={hi,....,h}, r€N

die Menge aller Indizes h, sodass es keine solche Indexabfolge von ig nach h € I_ gibt. Dabei
seien die hg, s = 1,...,r, so gewahlt, dass h; = jg. Weiters sei

I+ = {hr-‘rl? s 7hn—1}

die Menge aller Indizes h # ig, sodass es eine solche Indexabfolge von ig nach h € I gibt. Dann
kann es keine Indexabfolge von ¢ € Iy nach j € I_ geben. Denn angenommen, es gibt eine solche
Abfolge

i1=ky,....kk=7, €N

von ¢ nach j und sei
io=1Ul,...,.l;m=1, meN

die wegen ¢ € I existente Abfolge von ip nach ¢. Dann ist klarerweise
o=U,....lm=i=k,....ki =]

eine Indexabfolge von ig nach j, was wegen j € I_ nicht mdéglich ist. Betrachte nun B := PT AP,
wobei P € R™™ jene Permutationsmatrix sei, sodass

bij = ag—l(i)a—l(j) fiir alle ’L',j = 1, o, (31)
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=jo
o(h)=1, ..., olh)=m,
olhrs1)=r+1, ..., o(hp—1)=n—-1, o(ip) =n.

Dann gibt es fiir die Matrix B keine Abfolge von Indizes voni € {r+1,...,n}nachj € {1,...,r}.
Denn angenommen, es gibe eine Indexabfolge von i € {r +1,...,n} nach j € {1,...,r}, d.h.
es gibe Indizes

i=ki,....,kk=7J, leN

mit
bhoko #0, s=1,...,01—1.
Wegen (3.1) ist das aber gleichbedeutend mit

Ao=1(ky)o—1 (kgs1) #£0, s=1,...,1—1,

was bedeuten wiirde, dass es fiir A eine Abfolge von Indizes von o~!(i) nach o~1(j) geben wiirde.
Das ist aber wegen o~ 1(i) € I U {ip} und o=1(j) € I_ nicht mdglich. Es gibt also fiir B keine
Abfolge von solchen Indizes von i € {r +1,...,n} nach j € {1,...,r}, was klarerweise b;; = 0
firie{r+1,...,n}und j € {1,...,r} impliziert. B hat also die Gestalt

X Y
o=(% %)
mit X € R"™*", Z ¢ Re=x(=) ynd ¥ € R"™*("")_ Das bedeutet aber, dass A reduzibel ist.
(1) = (i): Sei P € R™*™ eine Permutationsmatrix mit

XY

T N >
PAP—B—( 0 7

> . Xe€ Rrxr7 = R(n—r)x(n—’r‘)’ Y e Rrx(n—’/‘)

und
bij = Gg-1(yp-1(j) firalled,j=1,....n

fiir eine zugehorige Permutation o € S,,. Angenommen, es gibt fiir i > r und j < r Indizes
i1=ki,....,kg=7, €N
mit
bikoy 70, s=1,...,01—1.

Da i =k > rist, gilt b, = 0 fiir alle kK < r. Da aber b, # 0 gilt, muss ko > r sein. Verfahrt
man so weiter, erhdlt man
kym >r firallem=1,...,L

Das fiihrt aber wegen k; = j < r zu einem Widerspruch. B erfiillt also nicht die Eigenschaft (ii),
d.h. es gibt ein Indexpaar (ip, jo), sodass es keine Abfolge von iy nach jp gibt. Dann gibt es aber
fiir die Matrix A ein Indexpaar, nimlich (o7 1(ig),o!(jo)), das keine Indexabfolge verbindet.
Denn angenommen, es gidbe Indizes

0'71(110):kl,...,klzafl(jo), leN,

sodass
Qkyksq 70, s=1,...,01—1.
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Damit wére aber auch
ba(ks)g(ks+1) 75 O, s = 1, ce ,l - 1,
was aber ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. A erfiillt also nicht die Eigenschaft (ii). O

Das folgende Lemma ist der Schliissel zum Beweis der weiteren Aussagen.
Lemma 3.7. Sei A € R™*" A >0 irreduzibel. Dann ist (I + A"~ > 0.

Beweis. Da A irreduzibel ist, gibt es laut Lemma 3.6 zu jedem Paar (i,j) € {1,...,n}? eine
Abfolge von Indizes
i=ky,....,kk=j, leN
mit
Qkghsy 70, s=1,...,01—1.
Nun gilt fiir die kleinste solche Zahl [ sicher [ < n. Denn falls [ > n gilt, gibt es einen Index 14,
der in der Abfolge doppelt vorkommt,
7= k‘l,...,k‘mfl,k‘m = Z'(),k‘erl,...,]{prl,k‘p = io,k‘erl,...,k‘l :j
mit m,p € {1,...,1} und die Abfolge
1= k17'"7km—17i07kp+17"'7kl :.7

wire kiirzer. Man kann also zu einem Indexpaar (i, j) eine Indexabfolge der Lénge | < n finden.
Sei nun A* = (afj) die k-te Potenz von A. Man erkennt aus

n
2
(A%)ij = ainaxj,
k=1
n n n
3)
(A% =) Zazkakl a; =YY agapay,

=1 =1 k=1

dass der (i, j)-Eintrag von A* gegeben ist durch

n

k _ )
ai; = Z Qihy Qhihg """ Qhy_yj- (3'2)
hiyeshg—1=1

Wegen A > 0 gilt sicher a - >0, und aus Gleichung (3.2) erkennt man, dass a - > 0 genau dann
gilt, wenn es zu (1, j) Indlzes i="hy,...,hx11 = J gibt, sodass

Aihy > 0, Ahohs > 0, ..., Qpyj > 0.

Wegen dem anfangs Gezeigten kann man zu jedem Paar (i, j) ein k finden, fiir das a > 0 gilt,
wobei dieses k die Ungleichung £+ 1 < n bzw. k£ < n — 1 erfiillt. Daraus folgt fiir Jedes Paar

(i, ), dass
n—1 n 1 n—1 n 1
n—1 - k - k
e, (0 0), B
k=0 ij k=0
womit wir (I + A)"~! > 0 gezeigt haben. O

Mit diesem Hilfslemma kénnen wir nun den Satz von Perron-Frobenius beweisen. Die Aussage
des Satzes gleicht beinahe der des Satzes von Perron. Nur die Eigenschaft (iii) geht génzlich
verloren. Die entscheidende Voraussetzung, die man neben der Nichtnegativitdt fordern muss,
ist die Irreduzibilitdt der Matrix A.
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Satz 3.8 (Perron-Frobenius). Sei A € R™*"™, A > 0 irreduzibel. Firr :=r(A) gelten folgende
Aussagen:

(i). >0

i). r € o(A) (r heifit die Perron-Wurzel von A)

i). r ust ein einfacher Eigenwert von A, d.h. die algebraische Vielfachheit von r st 1
Es gibt einen Figenvektor x € R™ von A zum Eigenwert r mit x > 0

. Es gibt einen eindeutigen Figenvektor p € R™ von A mit

n
Ap=rp, p>0, |pll,=> pi=1
j=1

(p heifit rechter Perron-Vektor zu A)
Aufer allen positiven Vielfachen von p hat A keine weiteren nichinegativen Eigenvektoren

(vi). (Collatz-Wielandt Formel) Es ist

r = max f(z)
mit (Az)
. T);
fl@) = min —-
;70

N={zeR"|z>0undxz#0 }

Beweis. ad (ii): Siehe Lemma 3.1, (i).
ad (ii): Sei B := (I + A)"~! > 0 wie in Lemma 3.7. Dann gilt laut Satz 1.13 fiir r(B)

r(B) = max |u| = ma

n—1
X |14+ A" = max 14+ N1 = (max ]1+)\|> .
neo(B) A€o (A) A€o (A) A€o (A)

Nun ist aber o(A) in der Kreisscheibe mit Radius r enthalten und es gilt r» € o(A). Es ist also
1+ 0(A) in der Kreisscheibe mit Radius 1 4+ r enthalten und 1+ r € (14 o(A)). Daher ist

max |1+ A =1+r
A€o (A)

und somit

r(B) = (1+r)"L.
Weil B > 0 gilt, hat laut Satz 2.10 r(B) = (1 +r)"~! € o(B) algebraische Vielfachheit 1. Laut
Bemerkung 1.14 (ii) hat auch r € o(A) algebraische Vielfachheit 1 und (iii) ist gezeigt.
ad (iv): Wegen Bemerkung 1.14 (i) gilt fiir jedes Eigenpaar (A\,z) € C x C", x # 0 von A,
dass ((1+\)""1,2) ein Eigenpaar von B ist. Aus Lemma 3.1 (ii) wissen wir bereits, dass es ein
x € R", x > 0 gibt, sodass z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert r ist. Dann ist x aber auch
ein Kigenvektor von B zum Eigenwert

(14 7)™ = r(B).

Deswegen und wegen B > 0 sowie Satz 2.10 (v) muss z ein positives Vielfaches des rechten
Perron-Vektors zu B sein. Insbesondere gilt = > 0.
ad (i): Angenommen, es gilt » = 0. Laut (iv) gibt es ein z > 0 mit

Az =rx =0z = 0.
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Aus (2.3) wiirde aber dann A = 0 folgen und somit fithrt 7 = 0 auf einen Widerspruch.
ad (v): Siehe Beweis von Lemma 2.8.
ad (vi): Siehe Lemma 3.1. O

Bemerkung 3.9. Der Schliissel zum Erhalt von (i), (iv), (v) und (vi) aus Satz 2.10 ist also, dass A

irreduzibel ist. In der Tat ist die Matrix A, aus Beispiel 3.3 irreduzibel, die Matrix A3 hingegen
reduzibel. //
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