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Diese Arbeit beschäftigt sich mit reellen, positiven bzw. nichtnegativen Matrizen und gewissen
Aussagen über deren Spektrum. Das Hauptresultat ist einerseits der Satz von Perron, der eine
schöne Charakterisierung der Eigenwerte und Eigenvektoren positiver Matrizen liefert, ande-
rerseits der Satz von Perron-Frobenius, der die Resultate unter gewissen Voraussetzungen für
nichtnegative Matrizen verallgemeinert. Diese Arbeit stammt rein aus der linearen Algebra, man
kann jedoch den Begri� der positiven Matrix auf den unendlichdimensionalen Fall ausdehnen,
nämlich durch den des positiven Operators zwischen Banachräumen. Eine Verallgemeinerung
des Satzes von Perron-Frobenius �ndet sich auf dem Gebiet der Funktionalanalysis im Satz von
Krein-Rutman wieder.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ertsen Teil �nden sich beweistechnisch relevante Aus-
sagen und De�nitionen aus der linearen Algebra, im zweiten Teil der Satz von Perron, der den
Fall einer strikt positiven Matrix behandelt und im dritten Teil der Satz von Perron-Frobenius,
der die Aussagen bestmöglich auf den Fall einer nichtnegativen Matrix überträgt.
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Kapitel 1

Einige Resultate der Linearen Algebra

Der Vollständigkeit halber folgen zunächst einige De�nitionen und Aussagen aus der Spektral-
theorie komplexer Matrizen. Sie werden zum Teil ohne Beweis zitiert, sind für spätere Beweise
von Bedeutung und sollen gleichzeitig als Einführung in diese Arbeit dienen.

De�nition 1.1. Seien A,B ∈ Cn×m mit n,m ∈ N.

• A heiÿt positiv (in Zeichen A > 0), falls

aij ∈ R, aij > 0 für alle i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

A heiÿt nichtnegativ (i.Z. A ≥ 0), falls

aij ∈ R, aij ≥ 0 für alle i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Entsprechend de�niert man A < B bzw. A ≤ B, falls B −A > 0 bzw. B −A ≥ 0.

• |A| sei die Matrix der Absolutbeträge,

|A| := (|aij |) i=1,...,n
j=1,...,m

.

Für m = 1 umfasst diese De�nition auch Vektoren. //

De�nition 1.2. Sei ‖·‖ eine Norm auf Cn und A ∈ Cn×n. Man de�niert die von ‖·‖ induzierte
Matrixnorm ‖·‖M durch

‖A‖M := sup
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

//

Bemerkung 1.3. De�niere für ein beliebiges x ∈ Cn\{0} den Vektor x̃ := x
‖x‖ . Dann gilt ‖x̃‖ = 1

und

‖Ax̃‖
‖x̃‖

=

∥∥∥A x
‖x‖

∥∥∥∥∥∥ x
‖x‖

∥∥∥ =

1
‖x‖ ‖Ax‖

1
‖x‖ ‖x‖

=
‖Ax‖
‖x‖

und damit

sup
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈Cn
‖x‖=1

‖Ax‖
‖x‖

.
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Da die Menge { x ∈ Cn | ‖x‖ = 1 } in Cn kompakt ist, nimmt die Abbildung

x 7→ ‖Ax‖
‖x‖

auf ihr ein Maximum an. Es gilt also

sup
x∈Cn
‖x‖=1

‖Ax‖
‖x‖

= max
x∈Cn
‖x‖=1

‖Ax‖
‖x‖

und daher auch

‖A‖M = sup
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= max
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

.

//

Satz 1.4. Sei ‖·‖ eine Norm auf Cn. Dann ist die in De�nition 1.2 de�nierte Abbildung
‖·‖M : Cn×n 7→ R tatsächlich eine Norm auf Cn×n und für x ∈ Cn und A,B ∈ Cn×n gilt

‖Ax‖ ≤ ‖A‖M ‖x‖

und
‖AB‖M ≤ ‖A‖M ‖B‖M .

Beweis. Dass ‖·‖M eine Norm ist, folgt leicht aus der Tatasache, dass ‖·‖ eine ist. Es gilt klarer-
weise ‖A‖M ≥ 0 für alle A ∈ Cn×n und für A = 0 ist ‖A‖M = 0. Sei umgekehrt ‖A‖M = 0 für
ein A ∈ Cn×n. Dann muss wegen

0 = ‖A‖M = max
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

für alle x ∈ Cn schon ‖Ax‖ = 0 und damit Ax = 0 gelten. Also haben wir ‖A‖M = 0 genau
dann, wenn A = 0. Für λ ∈ C gilt

‖λA‖M = max
x∈Cn\{0}

‖λAx‖
‖x‖

= max
x∈Cn\{0}

|λ| ‖Ax‖
‖x‖

= |λ| max
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= |λ| ‖A‖M .

Um die Dreiecksungleichung einzusehen, seien A,B ∈ Cn×n. Dann gilt wegen

max
x∈Cn\{0}

‖(A+B)x‖
‖x‖

≤ max
x∈Cn\{0}

(
‖Ax‖
‖x‖

+
‖Bx‖
‖x‖

)
≤ max

x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

+ max
x∈Cn\{0}

‖Bx‖
‖x‖

auch ‖A+B‖M = ‖A‖M + ‖B‖M und damit ist ‖·‖M eine Norm. Für x ∈ Cn und A ∈ Cn×n
haben wir

‖A‖M = max
y∈Cn\{0}

‖Ay‖
‖y‖

≥ ‖Ax‖
‖x‖

und damit ‖Ax‖ ≤ ‖A‖M ‖x‖. Daraus erhält man für A,B ∈ Cn×n

max
x∈Cn\{0}

‖ABx‖
‖x‖

≤ max
x∈Cn\{0}

‖A‖M ‖Bx‖
‖x‖

≤ max
x∈Cn\{0}

‖A‖M ‖B‖M ‖x‖
‖x‖

,

also ‖AB‖M ≤ ‖A‖M ‖B‖M , womit alle Aussagen bewiesen sind. �
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Beispiel 1.5. Wählt man auf Cn speziell die Maximumsnorm,

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|, x ∈ Cn,

so gilt wegen

max
x∈Cn\{0}

maxi=1,...,n|
∑n

j=1 aijxj |
‖x‖∞

≤ max
x∈Cn\{0}

maxi=1,...,n
∑n

j=1 |aij ||xj |
‖x‖∞

≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |

für die induzierte Matrixnorm die Ungleichung

‖A‖∞,M = max
x∈Cn\{0}

‖Ax‖∞
‖x‖∞

≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |.

Sei i0 ∈ {1, . . . , n} jener Index, sodass maxi=1,...,n
∑n

j=1 |aij | =
∑n

j=1 |ai0j | und setze

xj =

{ |ai0j |
ai0j

wenn ai0j 6= 0

0 wenn ai0j = 0

Dann gilt ‖x‖∞ = 1 und damit

‖A‖∞,M = max
y∈Cn\{0}

‖Ay‖∞
‖y‖∞

≥
‖Ax‖∞
‖x‖∞

= ‖Ax‖∞ =

n∑
j=1

|aioj | = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |.

Insgesamt erhalten wir also

‖A‖∞,M = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij |.

Man nennt ‖·‖∞,M auch Zeilensummennorm und bezeichnet sie der Einfachheit halber auch mit
‖·‖∞, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass es sich um die Matrixnorm handelt. //

De�nition 1.6. Sei A ∈ Cn×n.

• Jedes λ ∈ C mit
ker(A− λI) 6= {0}

heiÿt Eigenwert von A. Jedes x ∈ Cn mit

x ∈ ker(A− λI)\{0}

heiÿt Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Das Paar (λ, x) heiÿt Eigenpaar von A, der
lineare Unterraum ker(A− λI) heiÿt Eigenraum von A zum Eigenwert λ.

• Das Spektrum σ(A) bezeichnet die Menge aller Eigenwerte von A,

σ(A) = { λ ∈ C | ker(A− λI) 6= {0} } .

• Das Polynom p(λ) = det(A− λI) heiÿt charakteristisches Polynom von A.

• Man de�niert den Spektralradius von A als

r(A) := max { |λ| |λ ∈ σ(A) } .

//
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Bemerkung 1.7. λ ∈ C ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn die Matrix (A− λI) nichttri-
vialen Kern hat, also wenn sie singulär ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

p(λ) = det(A− λI) = 0.

Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. //

De�nition 1.8. Sei A ∈ Cn×n. Die Vielfachheit eines Eigenwertes λ von A als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms wird als algebraische Vielfachheit von λ, die Dimension des zu λ
gehörigen Eigenraumes als geometrische Vielfachheit bezeichnet. //

Bemerkung 1.9. Sei A ∈ Cn×n und λ ∈ C ein Eigenwert von A. Zur Verallgemeinerung von
Eigenvektor und Eigenraum führt man die Begri�e Hauptvektor und Hauptraum ein. Ein Vektor
x ∈ Cn\{0} heiÿt Hauptvektor von A zum Eigenwert λ, wenn es ein l ∈ N gibt mit

x ∈ ker(A− λI)l\{0}.

Die Zahl
m := min

{
l ∈ N

∣∣∣x ∈ ker(A− λI)l
}
∈ N

heiÿt Stufe des Hauptvektors x. Hierbei sei bemerkt, dass Hauptvektoren der Stufe 1 genau den
Eigenvektoren entsprechen. Das Konzept des Hauptvektors stellt also wirklich eine Verallgemei-
nerung des Eigenvektors dar. Klarerweise gilt für k, l ∈ N mit k ≤ l

ker(A− λI)k ⊆ ker(A− λI)l.

Also gibt es zu jedem Eigenwert λ eine kleinste Zahl d ∈ N mit

ker(A− λI)d = ker(A− λI)d+r für alle r ∈ N.

Der lineare Unterraum ker(A− λI)d heiÿt Hauptraum von A zum Eigenwert λ. An dieser Stelle
sei ohne Beweis bemerkt, dass die Dimension des Hauptraumes genau mit der algebraischen
Vielfachheit von λ übereinstimmt.

Betrachte die Matrix A als lineare Abbildung

A :

{
Cn → Cn
x 7→ Ax

und bezeichne mit Hλ ⊆ Cn den Hauptraum von A zum Eigenwert λ. Wieder bemerken wir
ohne Beweis, dass man durch Einschränkung von A auf den Unterraum Hλ eine lineare Selbst-
abbildung

A|Hλ :

{
Hλ → Hλ

x 7→ Ax

erhält, dessen einziger Eigenwert λ ist. A bildet also den linearen Unterraum Hλ in sich selbst
ab und es gilt

σ(A|Hλ) = {λ}.

Der Hauptraum von A zu einem Eigenwert λ entspricht also genau jenem unter A invarianten
Unterraum, auf dem A nur den einzigen Eigenwert λ besitzt. Zudem ist die direkte Summe aller
Hλ, wobei λ ∈ σ(A) läuft, genau Cn. //
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Mit Hilfe der in Bemerkung 1.9 gebrachten Tatsachen zeigt man folgendes wichtiges Ergebnis.

Satz 1.10 (Jordan'sche Normalform). Sei A ∈ Cn×n und sei

p(λ) = α(λ− λ1)n1(λ− λ2)n2 · · · (λ− λr)nr , α ∈ C

das charakteristische Polynom von A. Die Matrix A habe also genau r > 0 verschiedene Eigen-
werte λ1, λ2, . . . λr ∈ C. Dann ist A ähnlich zu einer Matrix J ∈ Cn×n, d.h. es gibt eine reguläre
Matrix P ∈ Cn×n mit A = PJP−1, die die Gestalt

J =


Cλ1 0 · · · 0

0 Cλ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Cλr


hat, wobei jedes Cλj eine nj × nj Matrix von folgender Gestalt ist:

Cλj = diag

Jm1(λj)(λj), . . . , Jm1(λj)(λj)︸ ︷︷ ︸
k1(λj)≥1

, Jm2(λj)(λj), . . . , Jm2(λj)(λj)︸ ︷︷ ︸
k2(λj)≥1

, . . . , Jmp(λj)(λj), . . . , Jmp(λj)(λj)︸ ︷︷ ︸
kp(λj)≥1


mit m1(λj) > m2(λj) > · · · > mp(λj) ≥ 1 und dimker(A− λjI) =

∑p(λj)
i=1 ki(λj), wobei

Jm(λ) =



λ 1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 · · · · · · 0 λ


∈ Cm×m.

Die Matrix J heiÿt Jordan'sche Normalform von A.

De�nition 1.11. Sei A ∈ Cn×n, λ ∈ C ein Eigenwert von A. Man de�niert den Index von λ
als die Dimension des gröÿten zu λ gehörigen Jordan-Blocks in der Jordan-Zerlegung von A,
index(λ) = m1(λ) (vgl. Satz 1.10). //

De�nition 1.12. Sei p ∈ C[X] ein Polynom, p(x) =
∑m

i=1 pix
i. Für A ∈ Cn×n setzt man

p(A) :=
m∑
i=1

piA
i ∈ Cn×n.

//

Satz 1.13. Sei p ∈ C[X] ein Polynom, p(x) =
∑m

i=1 pix
i, und A ∈ Cn×n. Dann gilt

σ(p(A)) = p(σ(A)),

wobei
p(σ(A)) := { p(λ) |λ ∈ σ(A) } .
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Beweis. Wir zeigen zuerst σ(p(A)) ⊇ p(σ(A)). Sei dazu (λ, x) ∈ C × Cn ein Eigenpaar von A,
x 6= 0. Zu zeigen ist, dass p(λ) ∈ σ(p(A)). Nun gilt aber

(p(A)− p(λ)I)x = p(A)x− p(λ)x =

m∑
i=1

piA
ix−

m∑
i=1

piλ
ix =

m∑
i=1

piλ
ix−

m∑
i=1

piλ
ix = 0.

Also ist p(λ) ein Eigenwert von p(A) zum Eigenvektor x und das liefert p(λ) ∈ σ(p(A)). Für die
andere Inklusion sei λ ∈ σ(p(A)). Betrachte das Polynom

q(x) := p(x)− λ ∈ C[X].

Über C zerfällt bekanntlich jedes Polynom in Linearfaktoren, d.h. es gibt λ1, . . . , λm ∈ C und
a ∈ C, sodass

q(x) = a(x− λ1) · · · (x− λm)

und damit auch
q(A) = p(A)− λI = a(A− λ1) · · · (A− λm).

Wegen λ ∈ σ(p(A)) ist q(A) singulär, also muss es ein λi geben, i ∈ {1, . . . ,m}, sodass (A−λiI)
singulär ist. Das bedeutet aber genau λi ∈ σ(A). Für dieses λi gilt

p(λi)− λ = q(λi) = 0,

also p(λi) = λ und damit λ ∈ p(σ(A)). �

Bemerkung 1.14.

(i). Im ersten Beweisteil von Satz 1.13 haben wir gesehen, dass für jedes Eigenpaar

(λ, x) ∈ C× Cn, x 6= 0

von A gilt, dass (p(λ), x) ein Eigenpaar von p(A) ist. Insbesondere ist daher die geome-
trische Vielfachheit von p(λ) als Eigenwert von p(A) gröÿer oder gleich der geometrischen
Vielfachheit von λ als Eigenwert von A.

(ii). Sei λ ∈ C ein Eigenwert von A. Dann ist laut Bemerkung 1.9 der Hauptraum Hλ von A
zu λ unter A invariant und es gilt

σ(A|Hλ) = {λ}.

Daraus folgt aber, dass der lineare Unterraum Hλ auch unter p(A) invariant ist und mit
Satz 1.13 gilt

σ(p(A)|Hλ) = σ(p(A|Hλ)) = {p(λ)}.

Also muss Hλ ein Teilraum des Hauptraumes von p(A) zum Eigenwert p(λ) sein, insbe-
sondere muss die algebraische Vielfachheit von p(λ) gröÿer oder gleich der algebraischen
Vielfachheit von λ sein.

//
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Satz 1.15. Sei A ∈ Cn×n. Dann gilt limk→∞A
k = 0 genau dann, wenn r(A) < 1.

Beweis. Sei J ∈ Cn×n die Jordan'sche Normalform von A, d.h. A = PJP−1 für ein reguläres
P ∈ Cn×n. Dann gilt klarerweise wegen Ak = PJkP−1, dass limk→∞A

k = 0 genau dann, wenn
limk→∞ J

k = 0. Wir erinnern uns daran, dass in der Diagonale von J Jordan-Blöcke der Gestalt

Jm(λ) =



λ 1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1
0 · · · · · · 0 λ


∈ Cm×m

mit λ ∈ σ(A) und m ∈ N stehen. Damit gilt, dass limk→∞ J
k = 0 genau dann, wenn für alle

diese Blöcke Jm(λ) gilt, dass limk→∞ Jm(λ)
k = 0. Zu zeigen ist also, dass für jedes λ ∈ σ(A)

und m ∈ N, limk→∞ Jm(λ)
k = 0 genau dann gilt, wenn |λ| < 1. Für λ = 0 gilt Jm(λ)m = 0

(siehe (1.2)), daher ist die Aussage in diesem Fall trivial, und wir können uns im Folgenden auf
λ 6= 0 beschränken. Wegen dem Binomialsatz

(a+ b)k =

k∑
j=0

(
k

j

)
ajbk−j

gilt

xk = ((x− λ) + λ)k =
k∑
j=0

(
k

j

)
λk−j(x− λ)j .

Aus dieser Darstellung erhalten wir mit N := (Jm(λ)− λI) ∈ Cm×m

Jm(λ)
k =

k∑
j=0

(
k

j

)
λk−j(Jm(λ)− λI)j =

k∑
j=0

(
k

j

)
λk−jN j . (1.1)

Für die Matrix N gilt

N0 = I =



1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1


, N1 =



0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


,

N2 =



0 0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . 1

...
. . . 0

0 · · · · · · · · · · · · 0


, . . . , Nm−1 =



0 · · · · · · · · · 0 1
...

. . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · · · · · · · · · · 0


(1.2)

und N j = 0 für alle j ≥ m. Setzt man
(
k
j

)
= 0 für k < j, so erhält man aus (1.1)
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Jm(λ)
k =



λk
(
k
1

)
λ1

(
k
2

)
λ2 · · ·

(
k

m−1
)
λk−m+1

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
(
k
2

)
λ2

...
. . . . . .

(
k
1

)
λ1

0 · · · · · · 0 λk


. (1.3)

Gilt nun limk→∞ Jm(λ)
k = 0, so muss aufgrund der obigen Darstellung von Jm(λ)

k schon
limk→∞ λ

k = 0 gelten. Das aber impliziert wiederum |λ| < 1. Sei umgekehrt |λ| < 1. Für jedes
feste j ∈ {1, . . . ,m− 1} gilt (

k

j

)
=
k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
≤ kj

j!
.

Damit erhalten wir

|
(
k

j

)
λk−j | ≤ kj

j!
|λ|k−j .

De�niere nun die Funktionen
f(k) := kj

g(k) := |λ|−k,

dann gilt
f (j)(k) = j!

g(j) = (− ln|λ|)j |λ|−k.

Wegen |λ| < 1 gilt

lim
k→∞

j!

(− ln|λ|)j |λ|−k
= lim

k→∞

j!

(− ln|λ|)j
|λ|k = 0.

Daraus und aus j-maliger Anwendung der Regel von de L'Hospital folgt

0 = lim
k→∞

j!

(− ln|λ|)j |λ|−k
= lim

k→∞

f (j)(k)

g(j)(k)
= · · · = lim

k→∞

f(k)

g(k)
= lim

k→∞

kj

|λ|−k

und damit

lim
k→∞
|
(
k

j

)
λ(k−j)| ≤ lim

k→∞

kj

j!
|λ|k−j = lim

k→∞

|λ|−j

j!

kj

|λ|−k
= 0.

Also konvergiert jeder Eintrag von Jm(λ)
k für k → ∞ gegen 0, was limk→∞ Jm(λ)

k = 0 zur
Folge hat. �

Satz 1.16. Sei ‖·‖ eine Norm auf Cn und ‖·‖M die davon induzierte Matrixnorm. Seien
A,B ∈ Cn×n, dann gilt für den Spektralradius

(i). r(A) ≤ ‖A‖M

(ii). r(A) = limk→∞
∥∥Ak∥∥ 1

k

M

(iii). 0 ≤ A ≤ B ⇒ r(A) ≤ r(B)
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Beweis. ad (i): Sei (λ, x) ∈ C× Cn, x 6= 0 ein beliebiges Eigenpaar von A. Dann gilt

|λ| = |λ| ‖x‖
‖x‖

=
‖λx‖
‖x‖

=
‖Ax‖
‖x‖

≤ max
x∈Cn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= ‖A‖M ,

also |λ| ≤ ‖A‖M für alle λ ∈ σ(A). Daraus folgt aber insbesondere r(A) ≤ ‖A‖M .
ad (ii): Aus Satz 1.13 und (i) folgt

r(A)k =

(
max
λ∈σ(A)

|λ|
)k

= max
λ∈σ(A)

|λ|k = max
λ∈σ(A)

|λk| = max
λ∈σ(Ak)

|λ| = r(Ak) ≤
∥∥∥Ak∥∥∥

M

und damit r(A) ≤
∥∥Ak∥∥ 1

k . Sei nun ε > 0 beliebig und betrachte die Matrix B := A
r(A)+ε . Dann

gilt wieder wegen Satz 1.13

r(B) = max
λ∈σ(B)

|λ| = max
λ∈σ(A)

|λ|
r(A) + ε

=
r(A)

r(A) + ε
< 1.

Mit Satz 1.15 erhält man daraus, dass limk→∞B
k = 0 und damit

lim
k→∞

∥∥Ak∥∥
M

(r(A) + ε)k
= lim

k→∞

∥∥∥Bk
∥∥∥
M

= 0.

Das bedeutet aber, dass es zu ε > 0 einen Index Kε ∈ N gibt, sodass∥∥Ak∥∥
M

(r(A) + ε)k
< 1 für alle k ≥ Kε,

bzw. gleichbedeutend ∥∥∥Ak∥∥∥ 1
k

M
< r(A) + ε für alle k ≥ Kε.

Insgesamt gilt also

r(A) ≤
∥∥∥Ak∥∥∥ 1

k
< r(A) + ε für alle k ≥ Kε

und da ε > 0 beliebig war, folgt daraus r(A) = limk→∞
∥∥Ak∥∥ 1

k .
ad (iii): Die Aussage folgt nun unmittelbar aus der Darstellung des Spektralradius in (ii) über
die Zeilensummennorm (vgl. Beispiel 1.5), denn für 0 ≤ A ≤ B gilt sicher Ak ≤ Bk und damit∥∥∥Ak∥∥∥

∞
≤
∥∥∥Bk

∥∥∥
∞
,

∥∥∥Ak∥∥∥ 1
k

∞
≤
∥∥∥Bk

∥∥∥ 1
k

∞
.

Daraus folgt

r(A) = lim
k→∞

∥∥∥Ak∥∥∥ 1
k

∞
≤ lim

k→∞

∥∥∥Bk
∥∥∥ 1
k

∞
= r(B).

�
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Kapitel 2

Positive Matrizen, Satz von Perron

In diesem Abschnitt behandeln wir ausschlieÿlich positive Matrizen. Wie sich herausstellen wird,
liefert der Satz von Perron eine sehr gute Beschreibung ihres Spektrums. Wir werden sehen,
dass der Spektralradius r(A) ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1 ist und dass es
einen positiven Eigenvektor zu diesem Eigenwert gibt. Auÿerdem besagt der Satz von Perron,
dass es keine weiteren positiven Eigenvektoren geben kann und dass jeder andere Eigenwert
betragsmäÿig kleiner als r(A) ist. Die folgende grundlegende Bemerkung wird die Situation um
einiges vereinfachen.

Bemerkung 2.1. Für A ∈ Rn×n, A > 0 gilt stets r(A) > 0. Um das einzusehen, betrachte die
Jordan'sche Normalform von A, d.h. A = PJP−1 für ein reguläres P ∈ Cn×n. Nehmen wir an,
dass σ(A) = {0}. Dann wäre J nilpotent, d.h. es wäre Jn = 0 für hinreichend groÿes n ∈ N.
Wegen

An = PJnP−1 für alle n ∈ N

wäre aber auch An = 0 für n hinreichend groÿ. Da aber die Einträge von An endliche Summen
von endlichen Produkten der Einträge von A sind, ist das ein Widerspruch zu aij > 0 für alle
i, j = 1, . . . , n. Also muss r(A) > 0 gelten.

Betrachte nun die Matrix Ã := 1
r(A)A. Laut Satz 1.13 gilt dann r(Ã) = 1 und alle Resultate über

Eigenwerte und Eigenvektoren von Ã, die wir in den folgenden Abschnitten erhalten werden,
können direkt auf A übertragen werden. Daher können wir im Weiteren o.B.d.A. annehmen,
dass r(A) = 1. //

Bemerkung 2.2. Seien A ∈ Rn×n, x, y ∈ Rn. Es gelten folgende Implikationen:

A > 0, x ≥ 0, x 6= 0 =⇒ Ax > 0 (2.1)

A ≥ 0, x ≥ y ≥ 0 =⇒ Ax ≥ Ay (2.2)

A ≥ 0, x > 0, Ax = 0 =⇒ A = 0 (2.3)

A > 0, x > y > 0 =⇒ Ax > Ay (2.4)

Um (2.1) einzusehen, seien A > 0 und x ≥ 0, x 6= 0. Dann gibt es ein j0 ∈ {1, . . . , n} mit
xj0 > 0. Damit gilt für beliebiges i = 1, . . . , n

(Ax)i =

n∑
j=1

aijxj ≥ aij0xj0 > 0,

13



also Ax > 0. Seien nun A ≥ 0 und x ≥ y ≥ 0. Dann ist wegen xj ≥ yj für j ∈ {1, . . . , n}

(Ax)i =

n∑
j=1

aijxj ≥
n∑
j=1

aijyj = (Ay)i

für alle i = 1, . . . , n und damit Ax ≤ Ay und (2.2) gezeigt. Für die dritte Implikation seien
A ≥ 0, x > 0 und Ax = 0. Das liefert für alle i = 1, . . . , n

0 = (Ax)i =
n∑
j=1

aijxj

und da jeder Summand nichtnegativ ist, muss

aijxj = 0 für alle j = 1, . . . , n

gelten. Wegen x > 0 impliziert das aber A = 0. Schlieÿlich seien A > 0 und x > y > 0. Dann
gilt für jedes i = 1, . . . , n

(Ax)i =
n∑
j=1

aijxj >
n∑
j=1

aijyj = (Ay)i,

da aij > 0 und xj > yj für i, j = 1, . . . , n. Das bedeutet aber genau Ax > Ay.

Mit der Dreiecksungleichung gilt für A ∈ Cn×n und z ∈ Cn, dass

(|Az|)i = |
n∑
j=1

aijxj | ≤
n∑
j=1

|aij ||xj | = (|A||z|)i

für alle i = 1, . . . , n und damit
|Az| ≤ |A||z|. (2.5)

//

Der Beweis des Satzes von Perron ist eher länglich. Deswegen beweisen wir die Aussagen in
mehreren Lemmata, die dann am Ende dieses Abschnittes wiederholend in einem Satz zusam-
mengefasst sind.

Das nächste Lemma liefert uns die erste wesentliche Aussage über das Spektrum einer positiven
Matrix, nämlich dass der Spektralradius ein Eigenwert ist und es einen positiven Eigenvekor
dazu gibt.

Lemma 2.3. Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann gelten folgende Aussagen:

(i). r(A) ∈ σ(A)

(ii). x ∈ Cn\{0}, λ ∈ C mit |λ| = r(A) und Ax = λx ⇒ ( A|x| = r(A)|x| ∧ |x| > 0 )

A hat also ein Eigenpaar (r(A), y) ∈ R× Rn mit y > 0.

Beweis. Laut Bemerkung 2.1 können wir o.B.d.A. annehmen, dass r(A) = 1. Aussage (i) folgt
unmittelbar aus (ii). Sei also (λ, x) ∈ C×Cn ein beliebiges Eigenpaar von A mit |λ| = r(A) = 1
und x 6= 0. Dann gilt wegen (2.5) und wegen A > 0

|x| = |λ||x| = |λx| = |Ax| ≤ |A||x| = A|x|,
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also
|x| ≤ A|x|. (2.6)

Ziel ist es, die Gleichheit zu zeigen, denn dann hätten wir einen Eigenvektor von A, nämlich

|x| = A|x| > 0,

zum Eigenwert r(A) = 1 gefunden und somit (ii) gezeigt. Setze z := A|x| und y := z−|x|. Dann
bedeutet Gleichung (2.6) genau, dass y ≥ 0. Zu zeigen ist, dass y = 0. Nehmen wir also an, dass
y 6= 0. Daraus folgt aber mit (2.1), dass Ay > 0 und, weil |x| 6= 0, ebenso z = A|x| > 0. Wegen
Ay > 0 existiert ein ε > 0, sodass

Ay = Az −A|x| = Az − z > εz

und somit
A

1 + ε
z > z > 0.

Setzt man in dieser Ungleichung B := A
1+ε , dann schreibt sie sich als Bz > z, und man erhält

durch wiederholte Multiplikation mit B von links die Ungleichungen

B2z > Bz > z, B3z > Bz > z, . . .

also
Bnz > z für alle n ∈ N.

Laut Satz 1.16 (ii) und Satz 1.13 gilt aber

lim
n→∞

‖Bn‖
1
n = r(B) = r(

A

1 + ε
) =

1

1 + ε
r(A) =

1

1 + ε
< 1

und wegen Satz 1.15 folgt daraus
lim
n→∞

Bn = 0.

Also erhalten wir aus der obigen Ungleichung für n → ∞, dass 0 ≥ z. Wir haben aber oben
schon gesehen, dass z > 0 gilt, und das führt hier zu einem Widerspruch zu unserer Annahme
y 6= 0. Es gilt also

0 = y = z − |x| = A|x| − |x|

und daher A|x| = |x| > 0. �

Als nächstes zeigen wir, dass r(A) der einzige Eigenwert auf dem Kreis

{ z ∈ C | |z| = r(A) }

ist und dass index(r(A)) = 1 gilt. In der Jordan-Zerlegung treten also zum Eigenwert r(A) nur
Blöcke der Gröÿe 1 auf, was gleichbedeutend ist damit, dass die algebraische und geometrische
Vielfachheit von r(A) übereinstimmen.

Lemma 2.4. Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann gilt:

(i). r(A) ist der einzige Eigenwert von A, dessen Betrag gleich r(A) ist, d.h. aus λ ∈ σ(A),
|λ| = r(A) folgt λ = r(A).

(ii). index(r(A)) = 1; insbesondere stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes r(A) überein.
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Beweis. Es sei wieder o.B.d.A. r(A) = 1 (siehe Bemerkung 2.1).
ad (i): Aus Lemma 2.3 (ii) wissen wir, dass für jedes Eigenpaar (λ, x) ∈ C × Cn von A mit
|λ| = 1 und x 6= 0 gilt, dass 0 < |x| = A|x|. Also haben wir für ein beliebiges, aber festes
k ∈ {1, . . . , n}

0 < |xk| = (A|x|)k =
n∑
j=1

akj |xj |.

Es gilt aber auch

|xk| = |λ||xk| = |(λx)k| = |(Ax)k| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

akjxj

∣∣∣∣∣∣ ,
womit ∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

akjxj

∣∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

akj |xj | =
n∑
j=1

|akjxj |. (2.7)

Bekannterweise gilt für Vektoren z1, . . . , zn ∈ Cm\{0} die Gleichheit in der Dreiecksungleichung,
also ∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

zj

∥∥∥∥∥∥
2

=

n∑
j=1

‖zj‖2

genau dann, wenn es α2, . . . , αn ∈ (0,+∞) gibt, sodass zj = αjz1 für alle j = 2, . . . , n. Mit
m = 1 gilt diese Aussage speziell für Skalare aus C. Damit erhalten wir aus Gleichung (2.7),
dass es zu festem k ∈ {1, . . . , n} Zahlen αj(k) > 0, j = 2, . . . , n gibt, sodass

akjxj = αj(k)(ak1x1),

bzw. äquivalent dazu,

xj = πj(k)x1 mit πj(k) =
αj(k)ak1
akj

> 0.

Für jedes Eigenpaar (λ, x) mit |λ| = 1 und x 6= 0 gilt also x = x1p(k) mit

p(k) = (1, π2(k), . . . , πn(k))
T > 0.

Wegen λx = Ax folgt

λp(k) = Ap(k) = |Ap(k)| = |λp(k)| = |λ|p(k) = p(k).

Also gilt für jeden Eigenwert λ mit |λ| = 1 schon λ = 1 und somit ist (i) gezeigt.
ad (ii): Sei nun angenommen, dass index(r(A)) = m > 1. Betrachte die Jordan'sche Normalform
von A, A = PJP−1 und P ∈ Cn×n regulär. Dann bedeutet index(r(A)) = m > 1, dass J einen
m×m-Block

J̃ := Jm(r(A))

zu r(A) = 1 enthält, vgl. Satz 1.10. Wegen (1.3) gilt

J̃k =



1
(
k
1

) (
k
2

)
· · ·

(
k

m−1
)

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
(
k
2

)
...

. . . . . .
(
k
1

)
0 · · · · · · 0 1


∈ Cm×m,
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wobei wieder
(
k
j

)
= 0 für j > k gesetzt wird. An dieser Darstellung von J̃k erkennt man, dass

zumindest ∥∥∥J̃k∥∥∥
∞
≥
(
k

1

)
= k

gelten muss, was

lim
k→∞

∥∥∥J̃k∥∥∥
∞

=∞

und damit natürlich auch
lim
k→∞

∥∥∥Jk∥∥∥
∞

=∞

zur Folge hat. Wegen ∥∥∥Jk∥∥∥
∞

=
∥∥∥P−1AkP∥∥∥

∞
≤
∥∥P−1∥∥∞ ∥∥∥Ak∥∥∥∞ ‖P‖∞

gilt ∥∥∥Ak∥∥∥
∞
≥

∥∥Jk∥∥∞
‖P−1‖∞ ‖P‖∞

und somit auch limk→∞
∥∥Ak∥∥∞ = ∞. Für k ∈ N schreibe nun Ak = (akij)i,j=1,...,n und sei

ik ∈ {1, . . . , n} jener Zeilenindex, sodass∥∥∥Ak∥∥∥
∞

=
n∑
j=1

akikj .

Aus Lemma 2.3 wissen wir, dass es ein p ∈ Rn gibt, p > 0, mit p = Ap und daher auch p = Akp
für alle k ∈ N. Für so einen Eigenvektor p gilt nun

‖p‖∞ ≥ pik = (Akp)ik =
n∑
j=1

akikjpj ≥

 n∑
j=1

akikj

 ( min
i=1,...,n

pi) =
∥∥∥Ak∥∥∥

∞
( min
i=1,...,n

pi),

wobei die rechte Seite für k → ∞ gegen ∞ konvergiert Wir erhalten also im Grenzübergang
einen Widerspruch, da p ein konstanter Vektor in Rn ist. Also ist index(A) = 1, womit (ii)
gezeigt ist. �

Nun wissen wir bereits, dass algebraische und geometrische Vielfachheit von r(A) als Eigenwert
von A übereinstimmen. Das nächste Resultat sagt aus, dass diese Vielfachheiten beide gleich 1
sind, womit der zu r(A) gehörige Eigenraum eindimensional ist.

Lemma 2.5. Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann ist die algebraische Vielfachheit, und somit auch die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes r(A) gleich 1. r(A) ist also ein einfacher Eigenwert
von A und es gilt

dim(ker(A− r(A)I)) = 1.

Beweis. Sei wieder o.B.d.A. r(A) = 1 (vgl.Bemerkung 2.1). Angenommen, r(A) hat algebraische
Vielfachheit m > 1. Wir wissen bereits aus Lemma 2.4, dass die geometrische Vielfachheit von
r(A) mit der algebraischen übereinstimmt. Also gibt es m > 1 linear unabhängige Eigenvektoren
zum Eigenwert r(A) = 1. Sind x und y zwei linear unabhängige Eigenvektoren zum Eigenwert
1, so gilt x 6= αy für alle α ∈ C. Sei nun i ∈ {1, . . . , n} so, dass yi 6= 0, und setze

z := x− xi
yi
y.
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Dann gilt

Az = Ax− xi
yi
Ay = z,

und aus Lemma 2.3 folgt, dass auch A|z| = |z| > 0. Das ist aber ein Widerspruch zu

zi = xi −
xi
yi
yi = 0.

Damit haben wir gezeigt, dass m = 1 gelten muss. �

Bemerkung 2.6. Laut Satz 2.5 ist der Eigenraum zum Eigenwert r(A) eindimensional, d.h. es
gibt einen eindeutigen Eigenvektor

p ∈ ker(A− r(A)I), p > 0 und
n∑
j=1

pj = 1.

Es gilt auÿerdem A > 0 genau dann, wenn AT > 0 und auch r(A) = r(AT ). Die bisherigen
Resultate kann man also analog auf AT anwenden und erhält, dass es einen eindeutigen Vektor
q ∈ Rn gibt mit

AT q = r(A)q ( bzw. qTA = r(A)qT ), q > 0 und
n∑
j=1

qj = 1.

//

De�nition 2.7. Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann heiÿt r(A) die Perron-Wurzel von A. p ∈ Rn heiÿt
rechter Perron-Vektor zu A, falls

Ap = r(A)p, p > 0 und
n∑
j=1

pj = 1.

qT ∈ Rn heiÿt linker Perron-Vektor zu A, falls

qTA = r(A)qT , q > 0 und
n∑
j=1

qj = 1.

//

Laut Bemerkung 2.6 sind diese Vektoren eindeutig bestimmt und die De�nition damit sinnvoll.

Das nächste Lemma liefert das erstaunliche Resultat, dass A auÿer dem Perron-Vektor und
seinen positiven Vielfachen keine weiteren nichtnegativen Eigenvektoren mehr haben kann.

Lemma 2.8. Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann hat A auÿer dem rechten Perron-Vektor p und seinen
positiven Vielfachen keine weiteren nichtnegativen Eigenvektoren, egal zu welchem Eigenwert.

Beweis. Sei (λ, y) ∈ C × Rn ein beliebiges Eigenpaar von A mit y ≥ 0,y 6= 0. Sei q der linke
Perron-Vektor von A. Aus (2.1) folgt qT y > 0 und wegen r(A)qT = qTA auch

r(A)qT y = qTAy = λqT y.

Also muss λ = r(A) gelten und damit y > 0 ein positives Vielfaches des rechten Perron-Vektors
p sein. �
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Das folgende Lemma liefert einen hilfreichen Zusammenhang zwischen dem Spektralradius und
den Einträgen der Matrix A.

Lemma 2.9 (Collatz-Wielandt Formel). Sei A ∈ Rn×n, A > 0. Dann ist die Perron-Wurzel
gegeben durch r(A) = maxx∈N f(x), wobei

f(x) = min
1≤i≤n
xi 6=0

(Ax)i
xi

N = { x ∈ Rn |x ≥ 0 und x 6= 0 }

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f(x) ≤ r(A) für alle x ∈ N . Dazu sei x ∈ N beliebig und setze
ξ := f(x) > 0. Dann gilt

0 ≤ ξx ≤ Ax,
wobei die erste Ungleichung wegen x ∈ N und die zweite aus der De�nition von f folgt. Seien p
und q der jeweils rechte und linke Perron-Vektor von A. Wegen (2.1) gilt dann qTx > 0. Damit
und mit (2.2) folgt aus ξx ≤ Ax

0 < ξqTx ≤ qTAx = r(A)qTx.

Also gilt ξ ≤ r(A) und wir erhalten f(x) ≤ r(A) für alle x ∈ N .
Nachdem aber f(p) = r(A) und p ∈ N gilt, haben wir r(A) = maxx∈N f(x). �

Nun haben wir alle Aussagen des Satzes von Perron bewiesen. Zusammenfassend sind sie in dem
nächsten Satz noch einmal aufgelistet.

Satz 2.10 (Perron). Sei A ∈ Rn×n mit A > 0. Für r := r(A) gelten die folgenden Aussagen:

(i). r > 0

(ii). r ∈ σ(A) (r heiÿt die Perron-Wurzel von A)

(iii). r ist der einzige Eigenwert von A, dessen Betrag gleich r(A) ist.

(iv). r ist ein einfacher Eigenwert von A, d.h. die algebraische Vielfachheit von r ist 1.

(v). Es gibt einen Eigenvektor x ∈ Rn von A zum Eigenwert r mit x > 0.

(vi). Es gibt einen eindeutigen Eigenvektor p ∈ Rn von A mit

Ap = rp, p > 0, ‖p‖1 =
n∑
j=1

pj = 1

(p heiÿt rechter Perron-Vektor zu A).
Auÿer allen positiven Vielfachen von p hat A keine weiteren nichtnegativen Eigenvektoren.

(vii). (Collatz-Wielandt Formel) Es ist
r = max

x∈N
f(x)

mit

f(x) = min
1≤i≤n
xi 6=0

(Ax)i
xi

N = { x ∈ Rn |x ≥ 0 und x 6= 0 }
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Kapitel 3

Nichtnegative Matrizen, Satz von

Perron-Frobenius

In diesem Abschnitt wollen wir die Voraussetzungen abschwächen und auch Matrizen A ∈ Rn×n,
die nur A ≥ 0 erfüllen, zulassen. Ziel dieses Teils der Arbeit ist es, möglichst viele Aussagen des
vorigen Abschnittes auch unter diesen schwächeren Voraussetzungen zu beweisen. Das wird uns
allerdings nicht vollständig gelingen, die Eigenschaft (iii) aus Satz 2.10 wird gänzlich verloren
gehen und um die Eigenschaften (i), (iv), (v) und (vi) zu zeigen, werden wir die Voraussetzungen
noch verschärfen müssen, indem wir die Irreduzibilität der Matrix A fordern.

Das nächste Lemma zeigt, dass die Eigenschaften (ii) und (vii) aus Satz 2.10 erhalten bleiben,
wenn man zu nichtnegativen Matrizen übergeht und dass man zumindest die Existenz eines
nichtnegativen Eigenvektors zum Eigenwert r(A) nachweisen kann.

Lemma 3.1. Sei A ∈ Rn×n, A ≥ 0. Dann gilt:

(i). r(A) ∈ σ(A) (r(A) = 0 nicht ausgeschlossen)

(ii). Az = r(A)z für ein z ∈ N = { x ∈ Rn |x ≥ 0 und x 6= 0 }

(iii). r(A) = maxx∈N f(x), wobei

f(x) = min
1≤i≤n
xi 6=0

(Ax)i
xi

Beweis. ad (i): Sei E = (eij) mit eij = 1 für alle i, j = 1, . . . , n, und betrachte die Folge
Ak = A+ 1

kE, k ∈ N. Dann gilt

Ak ∈ Rn×n, Ak > 0 für alle k ∈ N.

Sind nun rk und pk jeweils die Perron-Wurzel und der rechte Perron-Vektor zu Ak, dann gilt

rk > 0, pk > 0 und ‖pk‖1 = 1 für alle k ∈ N.

Die Folge (pk)k∈N ist also in der Einheitssphäre des Rn enthalten, die nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass kompakt ist. Also gibt es eine konvergente Teilfolge (pki)i∈N von (pk)k∈N
mit limi→∞ pki = z für ein z ∈ Rn. Wegen limi→∞(pki)j = zj für alle j = 1, . . . , n folgt zj ≥ 0
für j = 1, . . . , n, also z ≥ 0, und wegen ‖pk‖1 = 1 für alle k ∈ N gilt auch ‖z‖1 = 1; insbesondere
z 6= 0. Wegen

A1 > A2 > A3 > · · · > A ≥ 0

21



und Satz 1.16 (iii) folgt
r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · ≥ r(A)

Also ist die Folge (rk)k∈N eine monoton fallende und durch r(A) nach unten beschränkte Folge
in R. Also ist sie gegen ein r∗ ≥ r(A) konvergent. Insbesondere konvergiert auch die Teilfolge
(rki)i∈N gegen r∗. Es gilt klarerweise limk→∞Ak = A und daher auch Aki → A für i→∞. Also
konvergiert auch Akipki , und zwar gegen Az und es gilt

Az = lim
i→∞

Akipki = lim
i→∞

rkipki = r∗z,

womit r∗ ∈ σ(A) und daher r∗ ≤ r(A). Insgesamt erhalten wir r∗ = r(A), Az = r(A)z und
z ≥ 0, z 6= 0. Damit sind (i) und gleichzeitig auch (ii) bewiesen.
ad (iii): Betrachte wieder die Folge (Ak)k∈N und die dazugehörige Folge der Perron-Wurzeln
(rk)k∈N. Betrachte auÿerdem die Folge der linken Perron-Vektoren (qTk )k∈N, d.h.

qTk Ak = r(Ak)q
T
k , qk > 0 für alle k ∈ N.

Damit gilt für jedes x ∈ N wegen (2.2), dass

0 ≤ f(x)x ≤ Ax ≤ Akx

und daher
0 ≤ f(x)qTk x ≤ qTk Akx = rkq

T
k x,

also f(x) ≤ rk für alle k ∈ N. Daraus folgt wegen rk → r∗ = r(A) für k →∞, dass f(x) ≤ r(A)
für alle x ∈ N . Wegen z ∈ N und f(z) = r(A) (siehe Beweisteil (i)) gilt daher

max
x∈N

f(x) = r(A).

�

In Lemma 3.1 haben wir gesehen, welche Eigenschaften sich ohne Verschärfung der Voraus-
setzungen auf den Fall der nichtnegativen Matrix übertragen lassen. Weiter kann man ohne
zusätzliche Voraussetzungen tatsächlich nicht gehen, wie das nächste Beispiel zeigt.

Beispiel 3.2. Betrachte die zwei nichtnegativen Matrizen

A1 =

(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
.

A1 hat einen Eigenwert λ1 = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2, es ist also σ(A1) = {0} und
damit auch r(A1) = 0. Die geometrische Vielfachheit von λ1 ist 1, der Eigenraum ist also
eindimensional und ein Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = 0 wäre zum Beispiel

x1 =

(
1
0

)
.

A2 hat die Eigenwerte λ2,1 = 1 und λ2,2 = −1, klarerweise beide mit algebraischer und geome-
trischer Vielfachheit 1. Damit ist σ(A2) = {−1, 1} und r(A2) = 1. Eigenvektoren zu λ2,1 und
λ2,2 wären zum Beispiel

x2,1 =

(
1
1

)
und x2,2 =

(
1
−1

)
.
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Anhand von A1 sieht man, dass die Eigenschaften (i), (iv) und (v) aus Satz 2.10 auf beliebige
nichtnegative Matrizen sicher nicht übertragbar sind. Die Matrix A2 zeigt, dass man (iii) auch
nicht retten kann. //

Beispiel 3.3. Betrachte die nichtnegativen Matrizen

A3 =

(
1 0
1 1

)
, A4 =

(
1 1
1 0

)
.

A3 hat den Eigenwert λ3 = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Daher ist σ(A3) = {1} und
r(A3) = 1. Der Eigenraum zu λ3 ist eindimensional, λ3 hat also geometrische Vielfachheit 1 und
ein Eigenvektor ist zum Beispiel

x3 =

(
0
1

)
.

A4 hat die Eigenwerte λ4,1 = 1+
√
5

2 und λ4,2 = 1−
√
5

2 , wobei geometrische und algebraische

Vielfachheit jeweils 1 betragen. Es gilt σ(A4) = {1−
√
5

2 , 1+
√
5

2 } und r(A4) =
1+
√
5

2 . Eigenvektoren
zu λ4,1 und λ4,2 wären zum Beispiel

x4,1 =

(
2√
5− 1

)
und x4,2 =

(
1−
√
5

2

)
.

Für A4 sind (iv) und (v) aus Satz 2.10 erfüllt, für A3 allerdings nicht. Das lässt vermuten,
dass vielleicht die Positionen der Nulleinträge eine wichtige Rolle spielen und dass wir unter
geeigneten Voraussetzungen noch weitere Eigenschaften aus Satz 2.10 zeigen können. //

Es stellt sich heraus, dass tatsächlich nicht die Nulleinträge an sich das Problem darstellen,
sondern die Positionen der Nullen. Um diese Vermutung zu konkretisieren und eine sinnvolle
Verschärfung der Voraussetzungen möglich zu machen, brauchen wir zunächst einige De�nitionen
und Hilfsresultate.

De�nition 3.4. Sei A ∈ Rn×n.

• P ∈ Rn×n, P = (pij)
n
i,j=1, heiÿt Permutationsmatrix, falls

pij ∈ {0, 1} für alle i, j = 1, . . . , n

und in jeder Zeile und jeder Spalte von P genau ein Einser steht.

• A heiÿt reduzibel, falls es eine Permutationsmatrix P gibt, sodass

P TAP =

(
X Y
0 Z

)
,

wobei X ∈ Rm×m, Y ∈ Rk×k mit m+ k = n.

• A heiÿt irreduzibel, wenn A nicht reduzibel ist.

//
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Bemerkung 3.5. Sei A ∈ Rn×n, P ∈ Rn×n eine Permutationsmatrix und setze

B := P TAP.

Dann gibt es eine zu P gehörige Permutation σ ∈ Sn, sodass B ∈ Rn×n genau jene Matrix
ist, die durch Permutation der Zeilen und Spalten gemäÿ der Permutaion σ aus A hervorgeht.
Genauer gilt

bij = aσ−1(i)σ−1(j) für alle i, j = 1, . . . , n.

//

Das nächste Lemma zeigt, dass die Irreduzibilität einer Matrix eng mit der Position ihrer Nul-
leinträge zusammenhängt.

Lemma 3.6. Sei A ∈ Rn×n. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i). A ist irreduzibel.

(ii). Für alle Indexpaare (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 gibt es ein l ∈ N und eine Abfolge von Indizes

k2, . . . , kl−1 ∈ {1, . . . , n},

sodass mit k1 = i, kl = j immer

aksks+1 6= 0, s = 1, . . . , l − 1

gilt.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Angenommen, es gibt ein Indexpaar (i0, j0) ∈ {1, . . . , n}2, für das es keine
solche Indexabfolge gibt. Wir zeigen, dass A dann reduzibel sein muss. Sei

I− := {h1, . . . , hr}, r ∈ N

die Menge aller Indizes h, sodass es keine solche Indexabfolge von i0 nach h ∈ I− gibt. Dabei
seien die hs, s = 1, . . . , r, so gewählt, dass h1 = j0. Weiters sei

I+ := {hr+1, . . . , hn−1}

die Menge aller Indizes h 6= i0, sodass es eine solche Indexabfolge von i0 nach h ∈ I+ gibt. Dann
kann es keine Indexabfolge von i ∈ I+ nach j ∈ I− geben. Denn angenommen, es gibt eine solche
Abfolge

i = k1, . . . , kl = j, l ∈ N

von i nach j und sei
i0 = l1, . . . , lm = i, m ∈ N

die wegen i ∈ I+ existente Abfolge von i0 nach i. Dann ist klarerweise

i0 = l1, . . . , lm = i = k1, . . . , kl = j

eine Indexabfolge von i0 nach j, was wegen j ∈ I− nicht möglich ist. Betrachte nun B := P TAP ,
wobei P ∈ Rn×n jene Permutationsmatrix sei, sodass

bij = aσ−1(i)σ−1(j) für alle i, j = 1, . . . , n (3.1)
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mit

σ(

=j0︷︸︸︷
h1 ) = 1, . . . , σ(hr) = r,

σ(hr+1) = r + 1, . . . , σ(hn−1) = n− 1, σ(i0) = n.

Dann gibt es für die MatrixB keine Abfolge von Indizes von i ∈ {r+1, . . . , n} nach j ∈ {1, . . . , r}.
Denn angenommen, es gäbe eine Indexabfolge von i ∈ {r + 1, . . . , n} nach j ∈ {1, . . . , r}, d.h.
es gäbe Indizes

i = k1, . . . , kl = j, l ∈ N

mit
bksks+1 6= 0, s = 1, . . . , l − 1.

Wegen (3.1) ist das aber gleichbedeutend mit

aσ−1(ks)σ−1(ks+1) 6= 0, s = 1, . . . , l − 1,

was bedeuten würde, dass es für A eine Abfolge von Indizes von σ−1(i) nach σ−1(j) geben würde.
Das ist aber wegen σ−1(i) ∈ I+ ∪ {i0} und σ−1(j) ∈ I− nicht möglich. Es gibt also für B keine
Abfolge von solchen Indizes von i ∈ {r + 1, . . . , n} nach j ∈ {1, . . . , r}, was klarerweise bij = 0
für i ∈ {r + 1, . . . , n} und j ∈ {1, . . . , r} impliziert. B hat also die Gestalt

B =

(
X Y
0 Z

)
mit X ∈ Rr×r, Z ∈ R(n−r)×(n−r) und Y ∈ Rr×(n−r). Das bedeutet aber, dass A reduzibel ist.
(ii) ⇒ (i): Sei P ∈ Rn×n eine Permutationsmatrix mit

P TAP = B =

(
X Y
0 Z

)
, X ∈ Rr×r, Z ∈ R(n−r)×(n−r), Y ∈ Rr×(n−r)

und
bij = aσ−1(i)σ−1(j) für alle i, j = 1, . . . , n

für eine zugehörige Permutation σ ∈ Sn. Angenommen, es gibt für i > r und j ≤ r Indizes

i = k1, . . . , kl = j, l ∈ N

mit
bksks+1 6= 0, s = 1, . . . , l − 1.

Da i = k1 > r ist, gilt bik = 0 für alle k ≤ r. Da aber bik2 6= 0 gilt, muss k2 > r sein. Verfährt
man so weiter, erhält man

km > r für alle m = 1, . . . , l.

Das führt aber wegen kl = j ≤ r zu einem Widerspruch. B erfüllt also nicht die Eigenschaft (ii),
d.h. es gibt ein Indexpaar (i0, j0), sodass es keine Abfolge von i0 nach j0 gibt. Dann gibt es aber
für die Matrix A ein Indexpaar, nämlich (σ−1(i0), σ

−1(j0)), das keine Indexabfolge verbindet.
Denn angenommen, es gäbe Indizes

σ−1(i0) = k1, . . . , kl = σ−1(j0), l ∈ N,

sodass
aksks+1 6= 0, s = 1, . . . , l − 1.
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Damit wäre aber auch
bσ(ks)σ(ks+1) 6= 0, s = 1, . . . , l − 1,

was aber ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. A erfüllt also nicht die Eigenschaft (ii). �

Das folgende Lemma ist der Schlüssel zum Beweis der weiteren Aussagen.

Lemma 3.7. Sei A ∈ Rn×n, A ≥ 0 irreduzibel. Dann ist (I +A)n−1 > 0.

Beweis. Da A irreduzibel ist, gibt es laut Lemma 3.6 zu jedem Paar (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 eine
Abfolge von Indizes

i = k1, . . . , kl = j, l ∈ N
mit

aksks+1 6= 0, s = 1, . . . , l − 1.

Nun gilt für die kleinste solche Zahl l sicher l ≤ n. Denn falls l > n gilt, gibt es einen Index i0,
der in der Abfolge doppelt vorkommt,

i = k1, . . . , km−1, km = i0, km+1, . . . , kp−1, kp = i0, kp+1, . . . , kl = j

mit m, p ∈ {1, . . . , l} und die Abfolge

i = k1, . . . , km−1, i0, kp+1, . . . , kl = j

wäre kürzer. Man kann also zu einem Indexpaar (i, j) eine Indexabfolge der Länge l ≤ n �nden.
Sei nun Ak = (akij) die k-te Potenz von A. Man erkennt aus

(A2)ij =

n∑
k=1

aikakj ,

(A3)ij =
n∑
l=1

(
n∑
k=1

aikakl

)
alj =

n∑
l=1

n∑
k=1

aikaklalj ,

...

dass der (i, j)-Eintrag von Ak gegeben ist durch

akij =

n∑
h1,...,hk−1=1

aih1ah1h2 · · · ahk−1j . (3.2)

Wegen A ≥ 0 gilt sicher akij ≥ 0, und aus Gleichung (3.2) erkennt man, dass akij > 0 genau dann
gilt, wenn es zu (i, j) Indizes i = h1, . . . , hk+1 = j gibt, sodass

aih2 > 0, ah2h3 > 0, . . . , ahkj > 0.

Wegen dem anfangs Gezeigten kann man zu jedem Paar (i, j) ein k �nden, für das akij > 0 gilt,
wobei dieses k die Ungleichung k + 1 ≤ n bzw. k ≤ n − 1 erfüllt. Daraus folgt für jedes Paar
(i, j), dass (

(I +A)n−1
)
ij

=

(
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
Ak

)
ij

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
akij > 0,

womit wir (I +A)n−1 > 0 gezeigt haben. �

Mit diesem Hilfslemma können wir nun den Satz von Perron-Frobenius beweisen. Die Aussage
des Satzes gleicht beinahe der des Satzes von Perron. Nur die Eigenschaft (iii) geht gänzlich
verloren. Die entscheidende Voraussetzung, die man neben der Nichtnegativität fordern muss,
ist die Irreduzibilität der Matrix A.
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Satz 3.8 (Perron-Frobenius). Sei A ∈ Rn×n, A ≥ 0 irreduzibel. Für r := r(A) gelten folgende
Aussagen:

(i). r > 0

(ii). r ∈ σ(A) (r heiÿt die Perron-Wurzel von A)

(iii). r ist ein einfacher Eigenwert von A, d.h. die algebraische Vielfachheit von r ist 1

(iv). Es gibt einen Eigenvektor x ∈ Rn von A zum Eigenwert r mit x > 0

(v). Es gibt einen eindeutigen Eigenvektor p ∈ Rn von A mit

Ap = rp, p > 0, ‖p‖1 =
n∑
j=1

pj = 1

(p heiÿt rechter Perron-Vektor zu A)
Auÿer allen positiven Vielfachen von p hat A keine weiteren nichtnegativen Eigenvektoren

(vi). (Collatz-Wielandt Formel) Es ist
r = max

x∈N
f(x)

mit

f(x) = min
1≤i≤n
xi 6=0

(Ax)i
xi

N = { x ∈ Rn |x ≥ 0 und x 6= 0 }

Beweis. ad (ii): Siehe Lemma 3.1, (i).
ad (iii): Sei B := (I +A)n−1 > 0 wie in Lemma 3.7. Dann gilt laut Satz 1.13 für r(B)

r(B) = max
µ∈σ(B)

|µ| = max
λ∈σ(A)

|(1 + λ)n−1| = max
λ∈σ(A)

|1 + λ|n−1 =
(

max
λ∈σ(A)

|1 + λ|
)n−1

.

Nun ist aber σ(A) in der Kreisscheibe mit Radius r enthalten und es gilt r ∈ σ(A). Es ist also
1 + σ(A) in der Kreisscheibe mit Radius 1 + r enthalten und 1 + r ∈ (1 + σ(A)). Daher ist

max
λ∈σ(A)

|1 + λ| = 1 + r

und somit
r(B) = (1 + r)n−1.

Weil B > 0 gilt, hat laut Satz 2.10 r(B) = (1 + r)n−1 ∈ σ(B) algebraische Vielfachheit 1. Laut
Bemerkung 1.14 (ii) hat auch r ∈ σ(A) algebraische Vielfachheit 1 und (iii) ist gezeigt.
ad (iv): Wegen Bemerkung 1.14 (i) gilt für jedes Eigenpaar (λ, x) ∈ C × Cn, x 6= 0 von A,
dass ((1 + λ)n−1, x) ein Eigenpaar von B ist. Aus Lemma 3.1 (ii) wissen wir bereits, dass es ein
x ∈ Rn, x ≥ 0 gibt, sodass x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert r ist. Dann ist x aber auch
ein Eigenvektor von B zum Eigenwert

(1 + r)n−1 = r(B).

Deswegen und wegen B > 0 sowie Satz 2.10 (v) muss x ein positives Vielfaches des rechten
Perron-Vektors zu B sein. Insbesondere gilt x > 0.
ad (i): Angenommen, es gilt r = 0. Laut (iv) gibt es ein x > 0 mit

Ax = rx = 0x = 0.
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Aus (2.3) würde aber dann A = 0 folgen und somit führt r = 0 auf einen Widerspruch.
ad (v): Siehe Beweis von Lemma 2.8.
ad (vi): Siehe Lemma 3.1. �

Bemerkung 3.9. Der Schlüssel zum Erhalt von (i), (iv), (v) und (vi) aus Satz 2.10 ist also, dass A
irreduzibel ist. In der Tat ist die Matrix A4 aus Beispiel 3.3 irreduzibel, die Matrix A3 hingegen
reduzibel. //
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