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1 Einleitung

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit dem Begriff der Beschrianktheit bzgl. topologi-
schen Vektorrdumen und versuchen dieses Konzept zu verallgemeinern. Die Elemente einer
Bornologie spiegeln die Eigenschaften von beschréankten Mengen wieder. Statten wir eine
Menge mit einer Bornologie aus, so erhalten wir einen bornologischen Raum. In diesem wird
der Begriff der Beschriinktheit einer Abbildung zwischen bornologischen Réumen, genauso
essentiell sein, wie der Begriff der Stetigkeit zwischen topologischen Rdumen. Weiterhin
werden wir einige Konzepte zur Konstruktion von Bornologien kennen- lernen, welche aus
der Topologie bekannt sind. Die Konvergenz einer Folge in bornologischen Rdumen wird
Anlass geben, den Begriff des bornologischen Abschlusses zu definieren. Im Nachhinein
werden wir die Dualitdt zwischen topologischen und bornologischen Rdumen genauer stu-
dieren und feststellen, dass fiir lokalkonvexe topologische Riéume eine zu dieser Topologie
kompatible Bornologie existiert, sodass die Beschréanktheit von linearen Funktionen bzgl.
der Bornologie, die Stetigkeit der Funktion bzgl. der Topologie impliziert.



2 Grundbegriffe

Um eine groBere Ubersichtlichkeit zu gewiihrleisten, werden wir uns in der gesamten Ar-
beit, wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, immer auf Vektorrdume iiber dem
Korper C der komplexen Zahlen beschrinken. Fast alle Ergebnisse gelten aber genauso fiir
Vektorrdume iiber R.

Definition 2.0.1. Sei X ein Vektorraum tber dem Kérper C und T eine Topologie auf X .
Wir sagen (X, T) ist ein topologischer Vektorraum, wenn gilt:

i) Die Abbildung
X xX X
Ny =ty

ist stetig, wobei X mit der Topologie T und X x X mit der Produkttopologie T x T
versehen ist.

i1) Die Skalarmultiplikation

CxX—=>X
(A, x) — \x

ist stetig, wobei C mit der iblichen Topologie £ und C x X mit der Produkttopologie
E x T wversehen ist.

Wenn nichts anderes explizit spezifiziert ist, fordern wir, dass die Topologie T Haus-
dorff ist.

Definition 2.0.2. Die Teilmenge A eines Vektorraumes X heifst
i) absorbierend, wenn es zu jedem x € X ein t > 0 gibt mit tx € A.
ii) symmetrisch, wenn gilt —A = A, wobei —A = {—x:x € A}.
i11) kreisformig, wenn fir alle x € A und A € C, |A| <1, auch Az € A gilt.
i) konvex, wenn fir alle z,y € A und t € [0,1] auch
tr+(1—-t)ye A
gilt.

Definition 2.0.3. Sei X ein Vektorraum und A, B C X Teilmengen. Dann absorbiert A
die Menge B, wenn ein € > 0 existiert mit A\B C A fir alle |\| < e.

Definition 2.0.4. Ein topologischer Vektorraum (X, T) heifst lokalkonvex, wenn es eine
Umgebungsbasis der Null gibt, die aus konvexen Mengen besteht.
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Proposition 2.0.5. Sei X ein Vektorraum und A C X eine kreisformige Menge. Fiir alle
A € C folgt NA = |A\|A und fiir ein € C mit |\ < |p| folgt NA C pA.

Beweis. Fiur A € C\ {0} gilt

A
A= Pl = A

da A kreisformig ist. Seien p, A € C\ {0} mit [\ < |u| bzw. % < 1. Dann folgt

AL,

= |l
Al ]

A C |plA = pA.

Wegen 0A = {0} ist der Fall 4 = 0 bzw. A = 0 klar.
O

Proposition 2.0.6. Sei X ein Vektorraum und A eine kreisformige absorbierende Menge.
Fiir jedes x € X existiert dann ein € > 0 mit tx € A fir alle |t| < e.

Beweis. Da A absorbierend ist, existiert fiir jedes x € X ein € > 0 mit ex € A. Da A
kreisformig ist, folgt mit Proposition 2.0.5 ex € A C £A und daher tx € A fiir 0 < [t| < e.
Der Fall t = 0 ist wieder klar. O

Satz 2.0.7. Sei X ein Vektorraum und O; C X firi=1,...,n mit n € N kreisformig.
Dann st auch

kreisformig.

Beweis. Seien O; C X, i = 1,...,n kreisformige Mengen und = € (), O; # 0. Fiir A € C
mit [A| <1 gilt Az € O; fiir alle i = 1,...,n, woraus Az € [, O; folgt. O

Definition 2.0.8. Sei X ein Vektorraum und A C X. Wir bezeichnen mit bal(A) die
kleinste kreisformige Menge in X, welche A enthdlt, und nennen bal(A) die kreisférmige
Hiille von A.

Lemma 2.0.9. Sei X ein Vektorraum und A C X. Fir die kreisformige Hiille von A gilt

bal(A) = | J M.
A<t

Beweis. C: Fiir a € [J)y<; A4 und A € C mit |A] <1 folgt aus [AX| < 1 im Fall |A| < 1,
dass -

dae () A c [ aa (2.1)

IA|<1 IA|<1

Also ist die Menge U A< AA kreisformig. Da bal(A) die kleinste kreisformige Menge ist,
die A enthélt, folgt bal (A) € Ujnj<1 AA

2: Wegen A € bal(A) und AA C Abal(4) C bal(A) fiir alle [A] < 1, folgt Uy<; A4 C
bal(A). - O
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Bemerkung 2.0.10. Aus obigem Lemma folgt direkt die Darstellung bal(A) = K1(0)A =
{da:|A <1l,a € A}

Proposition 2.0.11. Sei X ein Vektorraum und A C X. Dann ist co(bal(A)) eine
kreisformige konvexe Menge.

Beweis. Wir zeigen, dass co((bal(A))) kreisférmig ist. Sei A € C mit |A| < 1, dann gilt wegen
Lemma 2.0.9 und der Vertauschbarkeit des Hiillenoperators mit der Skalarmultiplikation

Aco (bal(A)) = co (Abal(A)) = co (bal(AA)) C co (bal(A)).
O

Satz 2.0.12. Seien (X,T) und (Y,V) topologische Vektorriume und f : X — Y eine
lineare Abbildung.

i) Falls A C X kreisformig in X ist, so ist f(A) kreisformig in Y .
ii) Falls B CY kreisformig in Y ist, dann ist f~1(B) kreisformig in X.
Beweis. 1) Fiir kreisféormiges A C X und |A| <1 gilt AA C A und wegen der Linearitét
von f auch \f(A) = f(AA) C f(A).
ii) Fu11“ kreisformiges B C Y und |\ < 1 gilt AB C B, womit A\f~}(B) = f~}(AB) C
f(B).

Lemma 2.0.13. Seien X ein Vektorraum, a,b > 0 und K C X konvex. Dann gilt (a +
b)K = aK + bK.

Beweis. Klarerweise haben wir (a+b)K C aK +bK. Fiir y € aK + bK existieren z,w € K
mit y = ax 4+ bw. Da K konvex ist, folgt

1 a n b c
= X w
atb? " arbt T avto

K.

O

Proposition 2.0.14. Sei X ein Vektorraum. Fiir eine konvexe und kreisformige Menge
ACX gilt
span (A) = | A =[] 4. (2.2)
AeC A>0
Beweis. Offenbar gilt

span (A4) 2 | J A4 2 [ 2
AeC A>0

Fiir a € span (A) existieren n € N, A1,..., A\, € Cund ay,...,a, € Amita =", Nia; C
MA+ ...+ AA Aus 2.0.5 und 2.0.13 erhalten wir

MA+ .+ XMA=MA+ .+ A= (M + - F DA,
womit a € (|[A1]+ ...+ [\n])A. O



3 Beschrankte Mengen

Fiir einen topologischen Vektorraum (X,7) bezeichnen wir mit Ux(0) die Menge aller
Nullumgebungen von (X, 7).

Definition 3.0.1. Sei (X,7) ein topologischer Vektorraum. Eine Menge S C X heifit
beschrinkt, wenn fiir alle Nullumgebungen U ein e > 0 mit tS C U fiir alle |t| < € existiert.

Bemerkung 3.0.2. Da jeder topologische Vektorraum eine Nullumgebungsbasis bestehend
aus kreisformigen Mengen hat, reicht es, die Bedingung aus Definition 3.0.1 fiir kreisformige
U nachzupriifen. Gilt fir ein solches U und ein € > 0 die Inklusion ¢S C U, so folgt
265 C EU CU fir|t| <e. Also ist S genau dann beschrinkt, wenn es zu jeder kreisformigen
Umgebung ein € > 0 mit ¢S C U gibt.

Jeder Singleton {x} C X eines topologischen Vektorraumes (X, 7)) ist beschriankt, da
jede Nullumgebungsbasis absorbierend ist.

Proposition 3.0.3. In einem topologischen Vektorraum (X, T) gelten folgende Eigenschaf-
ten fiir beschrinkte Mengen:

i) Der Abschluss einer beschrinkten Menge ist beschrinkt.
ii) Endliche Vereinigungen von beschrinkten Mengen sind beschrinkt.
iii) Jede Teilmenge einer beschrinkten Menge ist beschrinkt.

iv) Endliche Summen und skalare Vielfache von beschrinkten Mengen sind beschrinkt.

Beweis. Seien n € Nund B, B, ..., B, C X beschrinkt.

i) Da jeder topologische Vektorraum (73) erfiillt und somit eine Nullumgebungsbasis
C aus abgeschlossenen Nullumgebungen besitzt, existiert fir C' € C ein € > 0 mit
tB C C fiir |t| < ¢, weshalb tB =tB C C = C fiir alle [t| < e.

ii) Fir U € Ux(0) und ¢ € {1,...,n} existiert ¢, > 0 mit tB; C U fiir |[t| < ¢. € :=
min;—1 € erfiillt dann

t (OB,-) = OtB,- C U fiir |t| <e.
=1 =1

iii) Wegen der Beschrinktheit von B existiert fiir jede Nullumgebung U € Ux(0) ein
e >0 mit tB C U fiir alle |t| <e. Im Fall A C B folgt tA CtB C U fiir alle || < e.
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iv)

Zu U € Ux(0) existiert nach Lemma 2.1.8 | , Seite 20] eine symmetrische Nul-
lumgebung V C U mit

V+...+V CU.
N————

n-mal

Da alle B; beschrankt sind, existiert fiir jedes ¢ = 1,...,n ein ¢; > 0 mit tB; C V,
wenn [t| < ¢;. Fiir € := min;—; ¢ und |¢| < € erhalten wir

-----

tBi+...+tB, CV +...+V CU.

Zu B C X existiert ein € > 0 mit tB C V fiir alle |[t| < e. Im Fall A € C\ {0} und
lt] < r folgt [tA| < € und daher XtB C V. Fir A = 0 ist die Aussage tA\B C V
offenbar richtig.

O]

Satz 3.0.4. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum.

i) Fir eine streng monoton wachsende Folge (ry)nen aus (0, +00) mit lim, o 1, = 400

und eine Nullumgebung V in (X,T) gilt

X = G ™V
i=1

ii) Jede kompakte Menge ist beschrinkt.

Beweis. i) Offenbar kénnen wir V als offen annehmen. Da fiir gegebenes x € X die

ii)

Abbildung C 5 A\ — Az € X stetig ist, ist D := {A € C : \x € V} eine offene
Nullumgebung in C und enthélt somit 7% fir alle n > N fiir hinreichend grofles
N € N. Daraus folgt —1: eV bzw. z € r,V fiir alle n € N mit n > N.

Sei V eine Nullumgebung und W C V eine offene und kreisférmige Nullumgebung.
Nach (7) gilt

o0
KCX=|Jnw.
n=1
Da K kompakt ist, existieren nq,...,ns € N derart, dass K CniWuU...Un,W. Fiir
t := max;—1,..sn; und |w] < 1 erhalten wir aus Proposition 2.0.5

S
wK C aninthgthtV,
=1

womit AK C V fiir alle [A] < 1.
O

Satz 3.0.5. Fir einen topologischen Vektorraum (X,T) sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent:

i) S ist beschrinkt.
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it) Jede Folge (zyp)nen in S und jede Folge (€n)nen in R mit lim, o0 €, = 0 erfillt
lim,, o0 €y = 0.

iii) Fir jede Folge (xp)nen in S gilt limy, oo %xn =0.

Beweis.

(1) = (49): Sei U € Ux(0) und 6 > 0 mit ¢S C U fiir alle |t| < §. Fiir eine Folge (2, )nen
in S und eine Nullfolge (€,)nen existiert ein N € N derart, dass |e,| < ¢ fiir n > N und
damit €,x, € €,S C U fiir alle n > N.

(i) = (ii): Klar.

(791) == (i): Angenommen S ist nicht beschrdnkt. Dann existiert nach Lemma 2.1.8
[ , Seite 20] eine kreisformige offene Menge U € Ux (0) derart, dass es zu jedem € > 0
ein t mit |t| < e und tS Z U gibt, weshalb ¢ # 0 und wegen der Kreisférmigkeit %U - %U
und daher S & %U gilt. Fiir € = % folgt die Existenz von x,, € S\ nU # () fiir alle n € N.
Aus %xn ¢ U fir alle n € N folgt lim,,_, %mn #0. ]

Definition 3.0.6. Seien (X,T) und (Y,V) topologische Vektorriume. Eine Abbildung f :
X — Y heifst beschrinkt, falls fiir jede beschrinkte Menge B C X auch f(B) beschrdankt
mn'Y ust.

Satz 3.0.7. Sind (X,T),(Y,V) topologische Vektorrdume und T : X — Y eine stetig
lineare Abbildung, so ist T' beschrinkt.

Beweis. Sei S C X beschrankt, (y,)nen eine Folge in T'(S) und (2, )nen in S mit y, = T'(x,,)
fiir n € N. Dann folgt wegen der Stetigkeit

n—oo n n—oo n n—oo n

1 1 1
lim —y, = lim —T'(z,)= lim T (xn> =0.

aus Satz 3.0.5. Wieder aus Satz 3.0.5 folgt, dass T'(S) beschrénkt ist. O
Wenden wir diesen Satz auf die Identitéit an, so erhalten wir

Korollar 3.0.8. Sei X ein Vektorraum iiber C und T,V zwet Topologien mit T C V
derart, dass (X,T) und (X,V) topologische Vektorrdume sind. Dann ist jede bzgl. (X,V)
beschrinkte Menge auch bzgl. (X, T) beschrdinkt.

Im Allgemeinen sind Unterrdume U von topologischen Vektorrdumen (X, 7) nicht be-
schriankt, da diese Cx fiir ein x € U enthalten. Das n#chste Resultat charakterisiert be-
schrinkte Unterrdume von topologischen Vektorrdumen (X, 7 ), welche nicht das hausdorff-
sche Trennungsaxiom erfiillen.

Satz 3.0.9. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, welcher nicht das hausdorffsche Tren-
nungsaxiom erfillt. Fin Unterraum M C X ist genau dann beschrinkt, wenn
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Beweis. <:Ist M C X ein Unterraum mit M C m, so gilt A\M C M und folglich \M C U
fiir alle U € Ux (0) und alle A € C.

=: Angenommen, M ist ein beschrankter Unterraum von X und z € M mit =z & m
Da M beschrinkt ist und nxz € M fiir alle n € N folgt mit Satz 3.0.5 lim, (%) (nz) =
limy, s00 = 0, womit # € {0} im Widerspruch zur Annahme. Man beachte, dass, da (X, T)
nicht Hausdorff ist, eine Folge mehr als einen Grenzwert besitzen kann. O

Proposition 3.0.10. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum und M C X ein linea-
rer Unterraum. Dann ist B C M genau dann beschrinkt in (M, Tyr), wenn B in (X, T)
beschrinkt ist.

Beweis.

=: Angenommen B C M ist beschréinkt in M und V' € Ux(0). Dann gilt V-N M € Uy (0)
und es existiert ein € > 0 mit tB C VN M C V fiir |[t| < e. Also ist B auch in (X,7)
beschrankt.

<: Angenommen B C M ist in (X,7) beschrénkt. Sei U € Ups(0), dann existiert ein
V elUx(0) mit U =V N M. Da V eine Nullumgebung ist, existiert ein € > 0 mit tB C V
fiir [t| <e. Da B C M und M ein linearer Unterraum ist, gilt ¢tB C tM C M und infolge
tBCVNM=U fir [t| <e. ]
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Wir wollen den Begriff der Beschrianktheit von Menge verallgemeinern. Die gebrachten
Resultate entnehmen wir dem Buch | ].

Definition 4.0.1. Sei X eine Menge und B C P(X). Wir nennen B eine Bornologie, wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

i) X:UBG]EB'
it) Fir AC X und B €B mit A C B folgt A € B.
i) FirneNund B; € B, i=1,...,n, gilt U, B; € B.

Das Paar (X,B) wird bornologischer Raum genannt. Elemente von B werden als B-
beschrinkte Mengen oder nur als beschrinkte Mengen bezeichnet.

Beispiel 4.0.2. Fiir eine Menge X ist P(X) eine Bornologie auf X, welche auch die
diskrete Bornologie genannt wird.

Setzen wir (ii) vorraus, so ist (i) dquivalent zu {z} € B fiir alle x € X. Folglich ist der
Durchschnitt von Bornologien wieder eine solche.

Beispiel 4.0.3. Das Mengensystem U := {B C C|3C > 0: B C K¢(0)} ist eine Borno-
logie auf C, welche auch die kanonische Bornologie auf C genannt wird.

Definition 4.0.4. Sind B und By zwei Bornologien, dann heifit By feiner als By bzw. Bg
grober als By, falls B; C Bo.

Eine Teilmenge By C B heifst Basis von B, falls fiir jedes B € B ein A € By mit BC A
existiert.

Bemerkung 4.0.5. Im Gegensatz zu Topologien bedeutet fiir By feiner als Bo zu sein, dass
B1 weniger Mengen beinhaltet.

Ist X ein Vektorraum iiber den Skalarkorper C, so kénnen wir bornologische Strukturen
betrachten, welche mit der Addition und Skalarmultiplikation auf X vertréglich sind.

Definition 4.0.6. Sei X ein Vektorraum diber den Skalarkérper C. FEine Bornologie B auf
X heifit Vektorbornologie auf X, falls B folgende Eigenschaften erfillt:

o Fir A/BeB gilt A+ B € B.
o FirAeCund A€ B gilt \A € B.

o Fir A€ B gilt bal(A) € B.
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Wir nennen das Paar (X,B) einen bornologischen Vektorraum.
Offenbar ist der Durchschnitt von Vektorbornologien wieder eine Vektorbornologie.

Definition 4.0.7. Eine Vektorbornologie B auf einem Vektorraum X heifst konvexe Vek-
torbornologie, falls A € B auch co(A) € B nach sich zieht. Ein bornologischer Vektorraum
(X,B), dessen Vektorbornologie B konvex ist, heifst konvex bornologischer Vektorraum.

Genauso wie wir in topologischen Réumen stetige Abbildungen betrachten, wollen wir
fiir bornologische Rdume beschrinkte Abbildungen untersuchen.

Definition 4.0.8. Seien (X,Bx) und (Y,By) bornologische Rdume. Eine Abbildung f :
X — Y heifst beschrinkt, falls f(A) € By fir alle A € Bx. Fine bijektive Abbildung
f: X =Y heift bornologischer Isomorphismus, falls f und f~! beschrinkte Abbildungen
sind. Ist f : X — C eine beschrdankte lineare Abbildung in den Skalarkorper C versehen mit
der kanonischen Bornologie aus Beispiel .0.53, so nennen wir f ein beschrinktes lineares
Funktional.

Man erkennt, dass eine Bornologie B; genau dann feiner als eine Bornologie Bs ist, wenn
die Identitdt I von X mit der Bornologie B; nach X mit der Bornologie B beschrénkt ist.

4.1 Konstruktionen von Bornologien

Auf dhnliche Weise wie es uns moglich ist, Topologien zu konstruieren, lassen sich auch
Bornologien konstruieren. Das Analogon der initialen Topologie in topologischen Rédumen
ist die initiale Bornologie.

Definition 4.1.1. Sei X eine Menge und B C P(X). Die feinste Bornologie B auf X,
welche B enthilt, heifit die durch durch B induzierte Bornologie und wird mit [B] bezeichnet.

Bemerkung 4.1.2. [B] stimmt mit dem Schnitt aller B enthaltenden Bornologien, in denen
jedenfalls P(X) enthalten ist, iberein und ist daher selber eine Bornologie. Falls (i) und
(1) aus Definition 4.0.1 fir B zutrifft, besteht [B] aus \J,cz P(A).

Satz 4.1.3. Sei X eine Menge, I eine Indexmenge und (X;,B;)icr, eine Familie von bor-
nologischen Rdumen mit Abbildungen f; : X — X;, i € I. Sei B die Menge aller A C X
mit fi(A) € B; fir allei € I. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) B ist die grobste Bornologie auf X derart, dass f; fir alle i € I beschrdinkt sind.

it) Falls X ein Vektorraum ist, (X;,B;) fir alle i € I bornologische Vektorriume und
die f; firi € I linear sind, so ist B eine Vektorbornologie auf X .

Die Bornologie B wird auch die initiale Bornologie auf X bzgl. den Abbildungen f;, i € I,
genannt.

Beweis.

10
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i)

ii)

Fir A € B gilt fi(A) € B; fiir alle i € I. Aus B C A folgt f;(B) C fi(4), womit
f:(B) € B, fiir alle i € I und daher B € B. Sind By,..., B, € B, also f(B;) € B; fiir
1€lund j=1,...,n, so folgt

n n
j=1 j=1
womit f; (U}Ll Bj) € B fiir alle i € 1, also |JI, B; € B.
Da fir x € X immer f;j(z) € B;, i € I, erhalten wir {z} € B. Folglich ist B eine
Bornologie auf X.
Angenommen, es existiert eine Bornologie W mit B C W derart, dass f; fiir alle i € I
beschrénkt sind. Fiir B € W gilt f;(B) € B; fiir alle ¢ € I, weshalb auch B € B. Wir

erhalten W C B und insgesamt B = W. Damit ist B die grobste Bornologie, welche
(1) erfiillt.

Wegen der Linearitét folgt fiir A, B € Bund i € [
fi(A+ B) = fi(A) + fi(B) € By,
womit A + B € B. Fiir A € C folgt ebenso wegen der Linearitéit von f; fiir i € 1
fi(AA) = Afi(A) € B;,

womit AA € B. Aus der Linearitéit folgt wegen Lemma 2.0.9 und Satz 2.0.12 auch
bal(fi(A)) = fi(bal(A)) € B; fiir alle i € I. Also gilt bal(A4) € B.

O]

Lemma 4.1.4. Mit den selben Vorraussetzungen wie in Satz /.1.3 und f~1(B) = {f~1(A) :

A € B} ist die initiale Bornologie gegeben durch

(U @)

i€l

Beweis. C: Fiir B € B gilt f;(B) € B;, weshalb B C f;'(fi(B)) € f;'(B;) fiir alle i € I.
Damit gilt B € [f~1(B;)] fiir alle i € 1.

D: Fiir B € ;s [fi '(By)] gibt es wegen Bemerkung 4.1.2 A; € B; derart, dass B C
f7H(A;). Wir schlieBen auf f;(B) C A;, womit f;(B) € B; fiir alle i € T und infolge

B e B. O

Definition 4.1.5. Sei (X,Bx) ein bornologischer Raum, Y C X und ¢ : Y — X die
kanonische Einbettung. Die initiale Bornologie aufY beziiglich v nennen wir auch die durch
Bx aufY induzierte Bornologie By .

Die Menge Y versehen mit der Bornologie By induziert durch (X, Bx) wird auch als bor-
nologische Teilmenge von (X, Bx) bezeichnet. Falls (X, B) ein bornologischer Vektorraum
ist, ist die induzierte Bornologie By auf Y nach Satz 4.1.3 eine Vektorbornologie und Y

wird als bornologischer Unterraum von X bezeichnet. Da :~!(By) schon eine Bornologie

abgibt, folgt aus Lemma 4.1.4

11
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Proposition 4.1.6. Mit der Notation aus Definition 4.1.5 gilt
BY:{AQY2A€BX}.

Definition 4.1.7. Sei I eine Indexmenge und (X;,B;), i € I, eine Familie bornologischer
Réume. Dann nennen wir die initiale Bornologie Bry auf X := [Lic; Xi beziglich der
Projektionen m; : X — X; Produktbornologie.

Lemma 4.1.8. Die Produktbornologie einer Familie von bornologischen Riumen (X;,B;),
1 € I besitzt

als Basis.

Beweis. Fir B; € B;, 7 € I, gilt

B:=]][BieBy,
el

da WZ(B) =B, €B;. Aus A € BH fOlgt fiir B; := WZ(A) eB;,iel,

B .= ]‘_J:BZ S BH
el
und A C B.
[

Die letzte interessante Konstruktion einer Bornologie ist die einer finalen Bornologie.

Satz 4.1.9. Seien X eine Menge, (X;,B;), i € I, eine Familie bornologischer Réiume und
fi i Xi = X, i €I, Abbildungen. Wir nennen die Bornologie auf X induziert durch

A= fi(B)

i€l

die finale Bornologie Br von X. Die Bornologie Br ist die feinste Bornologie auf X,
sodass alle Abbildungen f;, i € I, beschrankt sind.

Sind (X;,B;), i € I, bornologische Vektorriume und sind die Abbildungen f;, i € I, linear,
so ist der Durchschnitt aller A enthaltenden Vektorbornologien auf X die feinste Vektor-
bornologie auf X, sodass alle f;, i € I, beschrdinkt sind.

Beweis. Per Definitionem ist By eine Bornologie mit f;(B) € A C Bp fir alle B € B;
und alle i € I. Also sind alle f; beschrinkt. Ist W eine Bornologie derart, dass f;(B) € W
fir alle B € By, i € I, so ist (J,c; fi(B;) in W enthalten, womit auch B C W. Sind
(X;,B;),i € I, bornologische Vektorraume und sind die Abbildungen f; fiir ¢ € I linear,
so zeigt man vom Durchschnitt aller Vektorbornologien, welche | J;c; fi(B;) enthalten, mit
dem selben Argument wie eben, dass dieser die feinste Vektorbornologie auf X ist, sodass
alle f; beschrankt und linear sind. O

12



4 Bornologien und bornologische Rdume

4.2 Eigenschaften und Beispiele von Bornologien

Lemma 4.2.1. Sei X ein Vektorraum und B eine Bornologie auf X. Dann sind folgenden
Aussagen dquivalent:

i) B ist eine Vektorbornologie.

i1) Sind A, Aq,..., A, mit n € N beschrinkt, dann sind auch Ay + ...+ A, und bal(A)
beschrankt.

iii) Sind C x X und X x X mit einer Produktbornologie ausgestattet, so sind die Skalar-
multiplikation (X, z) — \x und die Addition (z,y) — = +y beschrdnkte Abbildungen.

Beweis.
(7) = (i4): Wir fithren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach der Anzahl der Sum-
manden n € N. Fiir n = 2 ist die Aussage klar. Fiir n > 2 und Ay,..., A, € B gelte
A+ ...+ A, € B. Ist A,41 € B, so folgt, da B eine Vektorbornologie ist, B + A1 =
A+ ...+ A, + Apy1 € B und fiir A € B auch bal(A) € B.
(19) = (vit): Ist X x X mit der Produktbornologie versehen, dann gilt fir A,B € B
A x B € By und nach Vorraussetzung A+ B € B. Ist C € By, so existieren gemifl Lemma
4.1.8 A,B € B, sodass C C A x B, womit +(C) C A+ B € B und +(C) € B.
Sei B € B kreisformig und r > 0. Fiir ein n € N mit n > r > 0 folgt wegen Proposition
2.0.5
KS(0)BCnBCB+...+ BeB,
| L —
n—mal
womit K(0)B € B. Ist C x X mit der Produktbornologie Wit ausgestattet und C' € Wy,

so existieren wegen Lemma 4.1.8 B € B und A € U mit C C A x B. Nach Vorraussetzung
gilt bal(B) € B. Weil A beschriinkt ist, existiert ein r > 0 derart, dass A C K£(0), womit

(C) € KS(0)bal(B) € B.

Also ist die Skalarmultiplikation auf C x X eine beschrinkte Abbildung.
(7i7) = (i): Seien A, B € B und \ € C. Vorraussetzungsgeméi$ gilt +(A x B) = A+ B € B
und -({\} x A) = A € B. Fiir A € B gilt -(KF(0) x A) = bal(A) € B. O

Proposition 4.2.2. Die kanonische Bornologie U auf C ist eine Vektorbornologie.

Beweis. Seien A, B € U, dann existieren 71,79 > 0 mit A C K, (0) und B C K,,(0) und
infolge A+ B C K,,(0) + K,,(0) C Ky, 1,(0), womit A+ B € U. Fiir A € C\ {0} gilt
A C MK, (0) C K‘Trl (0) und falls A = 0 folgt AA = {0} C K,(0) fiir » > 0, womit AA € U
fiir A € C. Weiters gilt co (A) C co (K,,(0)) = K,,(0), womit co (A) € U. O

Definition 4.2.3. Ein bornologischer Vektorraum (X,B) heifit separierend, falls fiir alle
linearen Unterriume A € B immer A = {0} gilt.

Korollar 4.2.4. Sei X eine Menge, (X;,B;), ¢ € I, eine Familie von separierenden bor-
nologischen Vektorrdumen und fiir jedes i € I seien f; : X — X; lineare Abbildungen. Die
initiale Bornologie B auf X bzgl. der Abbildungen (f;)icr ist genau dann separierend, wenn
fiir jedes x € X mit x #0 ein j € I mit fj(x) # 0 existiert.

13
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Beweis.

=: Firx € X mit z # 0 gilt L := {Ax : A € C} ¢ B. Nach Definition der initialen
Bornologie existiert ein j € I mit f;(L) = {Afj(z) : A € C} ¢ B;, womit auch f;(z) # 0.
«:Ist M € B ein Unterraum von X, dann folgt f;(M) € B; fur alle: € I. Da (X;,B;), i € I,
separierende bornologische Vektorrdume sind, gilt f;(M) = {0} fiir alle ¢ € I und infolge
M = {0}. O

Im ersten Kapitel haben wir beschrankte Menge in einem topologischen Vektorraum als
jene Menge definiert, welche durch jede Nullumgebung absorbiert werden.

Satz 4.2.5. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum. Die Menge aller beschrinkten Men-
gen By bildet eine Vektorbornologie auf X. Falls (X, T) ein lokalkonvexer topologischer
Vektorraum ist, so ist By eine konvexe Vektorbornologie.

Beweis. Bezeichne V(0) die Menge aller kreisformigen offene Nullumgebungen (Lemma
2.1.8 | , Seite 20]). Fiir eine Teilmenge A C X gilt A € By genau dann, wenn fiir alle
V € V(0) ein € > 0 existiert, sodass tA C V fiir alle |t| < e. Da jede Nullumgebung absor-
bierend ist, gilt {z} € By fiir alle z € X, womit Jgcp, B = X. Nach Proposition 3.0.3 ist
jede Teilmenge einer beschrankten Menge und jede endliche Vereinigung von beschrénkten
Mengen beschrinkt. Damit ist By eine Bornologie. Gilt A, B € By und V € V(0), dann
existiert nach Lemma 2.1.8 | , Seite 20] eine symmetrische Menge W mit W+W C V.
Da A und B beschrinkt sind, existieren ¢; > 0 und €3 > 0 mit tA C W fiir alle |t] < ¢
und tB C W fiir alle [¢| < e3. Mit € := min{ey, €2} erhalten wir

t(A+B)=tA+tBC W+ W CV fir alle |t| <e.

Sei A € C\ {0}, A € By und U € Ux(0) mit e > 0 derart, dass tA C U fiir alle [t| < e.
Fiir € := ﬁ folgt aus |¢t| < € die Ungleichung [tA| < €, womit tAA C U fiir alle |t| < €, also
M € By. Fir A = 0 ist diese Tatsache klar.

Fir A € By und V € V(0) existiert ein € > 0 derart, dass tA C V fiir alle |[¢| < e. Da
fiir [t| < e die Menge bal(tA) die kleinste kreisformige Menge ist, welche tA enthélt, folgt
bal(tA) C V und wegen Proposition 2.0.9 tbal(A) C V fiir alle [¢| < e.

Ist (X,7) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so besitzt dieser eine Nullumge-
bungsbasis aus konvexen Mengen. Zu B € By existiert fiir jede konvexe Nullumgebung
U € Ux(0) ein € > 0 derart, dass tB C U fiir alle |[t| < e. Da U konvex ist, folgt
co(tB) =tco(B) Cco(U)="U fir alle |t| < e, womit co (B) € By. O

Die Bornologie By wird auch als die von Neumann Bornologie bezeichnet. Ein weitere
interessante Bornologie ist die der totalbeschrinkten Mengen.

Definition 4.2.6. Sei (X,7) ein topologischer Vektorraum. Eine Menge A C X heifit to-
talbeschrdankt, falls fiir jede Nullumgebung V' endlich viele Punkte a1, ...,a, € X existieren
mit

n
A C U a; + V.
i=1
Lemma 4.2.7. Seien (X,T) und (Y,V) topologische Vektorridume und f : X — Y eine

stetige lineare Abbildung. Falls A C X totalbeschrinkt in X ist, so ist f(A) totalbeschrinkt
mY.
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Beweis. Sei V € Uy (0). Da f stetig und linear ist, muss W = f~1(V) eine Nullumgebung
in X sein. Da A C X totalbeschrinkt ist, existieren aq,...,a, € X mit

Agoaz“‘Wa
=1

weshalb auch

O]

Satz 4.2.8. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum. Die Menge aller totalbeschrinkten
Menge Bt ist eine Vektorbornologie.

Beweis. Teilmengen von totalbeschrédnkten Mengen sind klarerweise totalbeschrankt. Da
fiir alle z € X das Singleton {z} totalbeschrénkt ist, folgt (i) aus Definition 4.0.1. Sind

A1, ..., Ap C Br, so existieren fiir V€ Ux (0) und j € {1,...,n} endlich viele a j, ..., an, ; €
X mit
n;
Ay Jaiy+v
i=1
und daher
n n nj
U Aj - U U Qag,j + V. (4.2)
j=1 j=li=1
Da die Vereinigung auf der rechten Seite in (4.2) endlich ist, folgt U?Zl Aj € Br. Seien
A,B € By und V € Ux(0). Dann existiert nach Lemma 2.1.8 | , Seite 20] eine
symmetrische Nullumgebung W C V mit W + W C V. Da A und B totalbeschriankt sind,
existieren aq,...,a, € X und by,...,b, € X mit

AQOai—i—WundBQij—i—W,
i=1 j=1

und folglich
A+Bc Y @+b+w+w)c|JJai+b+V,
i=1j=1 i=1j=1
also A+ B € Bp. Seien A € By, A € Cund V € Ux(0). Im Fall A = 0 ist AA = {0}

klarerweise totalbeschréinkt. Im Fall \ # 0 existiert fiir V € Ux (0) wegen 1V € Ux(0) ein
n € Nund ay,...,a, € X mit

AcUa+1v.
=1

wodurch
1

)\AQU)\aiJr)\)\
1=1

V=X +V.
=1

15
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Sei A € By, V € Ux(0) und W C V eine kreisférmige Nullumgebung mit W + W C V.
Dann existieren ai,...,a, € X mit A C J;_;a;+W. Fir D :={a; : i = 1,...,n} und
M = bal(D) folgt wegen Lemma 2.0.9

bal(A) C M + W. (4.3)
Wegen Bemerkung 2.0.10 gilt

M =bal(D) = KF(0)a; U...UKF(0)ay, .

n-mal

KF(0)a; ist das Bild unter der stetigen Funktion A + Aa; von KT (0) nach X. Da KF(0)
kompakt und damit totalbeschrankt ist, ist wegen Lemma 4.2.7 K (lc(())aj totalbeschréankt.
Also ist M totalbeschrinkt, weshalb myq, ..., m; € X existieren mit

l
McC | mj+w.
j=1

Wegen (4.3) erhalten wir

l l
bal(A) C | Jm; + W+W C | Jm;+V,
j=1 j=1

womit bal(A) totalbeschrinkt ist. O
Die Menge der relativ kompakten Mengen bildet auch eine Bornologie.

Definition 4.2.9. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Fine Menge A C X heifit relativ
kompakt, falls A kompakt ist.

Satz 4.2.10. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum. Die Menge Bgr aller relativ kom-
pakten Teilmengen A C X ist eine Vektorbornologie.

Beweis. Da wir (T3) vorraussetzen, ist jeder Singelton abgeschlossen und kompakt. Daraus
folgt die Uberdeckungseigenschaft. Fiir A € Bg und B C A gilt B C A. Folglich ist B als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Mengen kompakt, also B € Bg.

Fir A;,..., A, € By gilt

U A, = UZZ € Bg,
=1 i=1

da endliche Vereinigungen von kompakten Mengen kompakt sind. Damit ist By eine Bor-
nologie.
Fiir A, B € By folgt wegen der Stetigkeit der Addition und der Kompaktheit von A x B

A+ B CA+ B < Bp.

Da A+ B abgeschlossen ist, folgt A + B C A+ B. Da Bp eine Bornologie ist, folgt A + B €
Brg.
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Fiir A € C\ {0} ist AA = AA kompakt, da die Skalarmultiplikation stetig ist. Fiir A = 0 ist
AA = {0} = {0} kompakt.

4((: .
Wegen der Stetigkeit der Skalarmultiplikation und der Kompaktheit von KT(0) x A fiir
A € Bp ergibt sich die Kompaktheit von
KT(0)A = bal(A) = bal(A).
O

Definition 4.2.11. Seien (X, T) und (Y, V) topologische Vektorriume. Wir bezeichnen mit
L(X,Y) die Menge aller stetigen und linearen Abbildungen von X nachY . Eine Familie H
von Funktionen in L(X,Y') heifit gleichgradig stetig, falls fiir jede Nullumgebung V' € Uy (0)

() (V) € ux(0)

feH
gilt.

Lemma 4.2.12. Die Familie Bg := {H C L(X,Y) | H ist gleichgradig stetig } ist eine
Vektorbornologie auf L(X,Y). Falls (Y, Ty) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum ist,
ist Bg konvex. Diese Bornologie wird auch die gleichgradig stetige Bornologie von L(X,Y")
genannt.

Beweis. Da jedes Element von L(X,Y) stetig ist, gilt {f} € Bg fir f € L(X,Y). Folglich
iiberdeckt By die Menge L(X,Y). Klarerweise gilt fiir A € Bg und B C A auch B € Bg
und fiir endlich viele A; € Bg, i =1,...,n, ist J;~, A € Bg.

Wir wollen zeigen, dass Br unter Addition stabil ist. Sei Vy-(0) eine Basis von Y bestehend
aus kreisformigen Nullumgebungen in Y und Hi,He € Bg. Fir V' € Vy(0) existiert nach

Lemma 2.1.8 | , Seite 20] eine Nullumgebung W mit W + W C V. Da H; und Hq
gleichgradig stetig sind, folgt (1 ;cs, 7w, Nyet g (W) € Ux(0). Wegen
N wmn N g'wmc () G+ (V) (4.4)
feH gEH2 fet
gEH2

ist die Menge auf der rechten Seite eine Nullumgebung in X, also Hi + Hs € Bg.
Fir A € C\ {0} und H € Bg, sowie V € Vy(0) gilt

N V=N =5 N7 euxo).
FEXH FeH fer
Sei V € Vy(0) und = € (;ey f~1(V). Fiir alle A € KT(0) und alle f € H folgt f(z) € V
und weiter

A(z) €AV CV,

weshalb
re (1 AN = [ ¢V,
feH g€bal(H)
AeKT(0)
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siche Lemma 2.0.9. Aus (\;cy f~HV) € Ux(0) folgt daher Noebai(x) g H(V) € Ux(0).
Damit ist (L(X,Y),Bg) ein bornologischer Vektorraum.

Sei V eine konvexe Nullumgebung in Y, H € Bp und = € X mit f(z) € V fiir alle f € H.
Sind \; € [0,1] und h; e H fir i =1,...,nmit Y ;- ;A\ <Llund g:=> " \h; € co(H),
dann folgt g(z) = > Nihi(z) € V. Also

A rvme ) g,

fEH geco(H)

womit Br konvex ist. ]
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5 Bornologische Konvergenz und
bornologische Abgeschlossenheit

In jedem bornologischen Vektorraum (X,B) ldsst sich der Begriff der Konvergenz einer
Folge (xy)nen in X definieren, welcher nur von der bornologischen Struktur abhéngt.

Definition 5.0.1. Sei (X,B) ein bornologischer Vektorraum. Eine Folge (zp)neny in X
konvergiert bornologisch gegen 0, falls eine kreisformige beschrinkte Menge B C X und
eine Nullfolge (\p)nen in C existiert, sodass x, € \yB fiir alle n € N. Eine Folge (x)nen
konvergiert bornologisch gegen ein x € X, falls (x, —x)nen bornologisch gegen 0 konvergiert.

Der Begriff der bornologischen Konvergenz wird auch Mackey-Konvergenz genannt, be-
nannt nach G.W. Mackey. Wir bezeichnen mit x, M 2 die bornologische Konvergenz der
Folge (xn)nen gegen .

Lemma 5.0.2. Sei (X,7) ein topologischer Vektorraum und (x,)nen konvergiere bzgl.
der von Neumann Bornologie By auf X gegen x € X. Dann konvergiert (zp)nen auch
topologisch gegen x.

Beweis. Sei (x,,)nen eine Folge, welche 0.B.d.A. bornologisch gegen 0 konvergiert, womit
eine Nullfolge (Ap)nen in C und eine beschrinkte und kreisférmige Menge B € By mit
Tn € Ap B fiir alle n € N existiert. Da B beschrinkt bzgl. der von Neumann Bornologie ist,
wird B von jeder Nullumgebung absorbiert. Ist U € Ux (0) eine Nullumgebung und W C U
eine kreisférmige und offene Nullumgebung, dann existiert ein € > 0 mit tB C W fiir alle
|t| < e. Da (Ay)nen eine Nullfolge ist, existiert ein N € N mit |\,| < € fur alle n > N.
Wegen der Kreisformigkeit von W folgt aus Proposition 2.0.5

€ €

fir alle n > N. O

Lemma 5.0.3. Seien (X,B) ein bornologischer Vektorraum und (xn)nen, (Yn)nen gegen
x € X bzw. y € X bornologisch konvergente Folgen. Dann folgt (zy, + yn) Mo +y. Ist
(An)nen eine komplezwertige Folge mit A, — A fiir n — oo, so folgt Apxy, Mz

Beweis. Da (z,,)nen bornologisch gegen x € X konvergiert, existiert eine kreisférmige Men-
ge B, € B und eine Nullfolge (A,)nen in C derart, dass z, — x € A\, B, fiir alle n € N.
Analog existiert eine kreisformige beschréankte Menge B, € B und eine Nullfolge (itn)nen
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in C, sodass y, —y € u, B, fiir alle n € N.
Mit oy, := max{|\,|, |un|} folgt wegen Proposition 2.0.5

(@n+yn) —(@+y)=(xn —2)+ (Yo — y) € \yBy + By C (B, + By) € B

fiir alle n € N. Da B, + By kreisformig und beschrinkt ist, folgt x,, + y, M + .

Fiir die Abgeschlossenheit der Mackey-Konvergenz unter Skalarmultiplikation mit einer
konvergenten komplexwertigen Folge sei (A,)nen eine gegen A € C konvergente komplex-
wertige Folge und (x,)nen eine gegen z € X bornologisch konvergente Folge. Dann existiert
eine kreisformige beschrinkte Menge B € B und eine Nullfolge (ay,)nen in C derart, dass
Tn —x € apB fir alle n € N. Da (X,B) ein bornologischer Vektorraum ist, folgt wegen
{z} €B

ATy, — AT = A\p(Tn — ) + (A — Nz € Mo, B+ (A, — A)bal({z}) € B fiir alle n € N.
Fir pp := |An — A + [Ananl, n € N gilt limy, o pt, = 0 und wegen Proposition 2.0.5
AnanB + (A, — Mbal({z}) C u, (B + bal({z})).

Wegen
ATy — AT € ppn (B + bal({z}))
fiir alle n € N und da B + bal({z}) kreisférmig und nach Definition 4.0.6 beschrénkt ist,
M
folgt A\pxy, — Ax. ]

Lemma 5.0.4. Seien (X,Bx) und (Y,By) bornologische Vektorriume, (x,)nen €eine gegen
x € X bornologisch konvergente Folge und f : X — Y eine linear beschrinkte Abbildung.
Dann ist (f(zy))nen €ine in'Y gegen f(x) bornologisch konvergente Folge.

Beweis. Da (x,)nen bornologisch gegen z konvergiert, existiert eine kreisférmige beschrénkte
Menge B € Bx und eine Nullfolge (\,,)nen derart, dass z, — x € A\, B fiir alle n € N. Da
f eine beschrinkte lineare Abbildung und (Y, By ) ein bornologischer Vektorraum ist, gilt
f(zy, —x) € N\, f(B) € By fiir alle n € N. Da f(B) kreisférmig und beschrénkt ist, folgt

Flaa) B f(). 0

Definition 5.0.5. Sei A eine nichtleere, absorbierende Teilmenge eines Vektorraums X.
Wir definieren eine Abbildung pa : X — [0,00) als

1
pa(z) :=inf{t > 0: 7T € A}

Die Abbildung pa heifit das Minkowski-Funktional von A.

Bemerkung 5.0.6. Fiir einen Vektorraum X und eine konvexe und kreisformige Teil-
menge B ist B gemdj$ Proposition 2.0.1/ absorbierend in span (B) und nach Lemma 5.1.9
/ , Seite 71] bildet das Minkowski-Funktional up von B eine Seminorm auf span (B).

Proposition 5.0.7. Fir einen bornologischer Vektorraum (X,B), y € X und eine Folge
(n)nen in X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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i) Die Folge (xy)nen konvergiert bornologisch gegen y.

i1) Es existiert eine kreisformig beschrinkte Menge B C X mit y € B und eine monoton
fallende Nullfolge (ap)nen in RY mit z, —y € a, B fiir alle n € N.

i11) Es existiert eine kreisformig beschrinkte Menge B C X mit y € B, sodass fiir jedes
€ >0 ein N. € N existiert mit x,, —y € B fir alle n > N¢.

Falls (X,B) ein konvexer bornologischer Raum ist, dann sind (1), (i), (i1i) dquivalent zu:

iv) Es existiert eine beschrankte, konvexe und kreisformige Menge B C X mit y €
B derart, dass (zp)nen in span(B) enthalten ist und im semi-normierten Raum
(span (B), ug) gegen y konvergiert.

Beweis.

(i) = (ii): Da (xn)neny bornologisch gegen y konvergiert, existiert eine komplexwertige
Nullfolge (An)nen und beschrénkte kreisformige Menge B € B mit x,, —y € A, B fiir alle
n € N. Damit existiert fiir m € N ein N,,, € N mit |[\,| < % fir n > N,,. Da B kreisférmig
ist, gilt \,B C %B fir n > N;,. Wir wihlen V,,, minimal mit dieser Eigenschaft. Fiir
m1, moe € N mit m; > mo folgt wegen

1 1
An| < — < —

my ma ’

im Fall n > Np,,, dass Ny, > Np,,. Wir setzen M, := Ny, + m, o = % fir M, <
k < Mp41 und o = maxpen |[\p| + 1 fiir 1 < k < M;. Da B kreisformig ist, gilt fiir alle
1 < n < M; wegen Proposition 2.0.5

Ty — Y € A\yB = |A\y|B € max |\,|B C (max |\,| + 1)B = o, B.
neN neN
Im Fall M, <n < M, 41 folgt wegen |A,| < L und Proposition 2.0.10
1
Tn—Yy € MB=|\|BC —B = a,B. (5.1)
m

Die Folge (ay)nen ist die gesuchte monoton fallende Folge in RY. Da der Singleton {y}
beschrénkt und B eine Vektorbornologie ist, konnen wir B durch bal({y}) + B ersetzen,
sodass y € B und B eine beschrinkte und kreisférmige Menge ist, welche x, —y € o, B
fiir alle n € N erfiillt.

(i) = (i7i): Sei B C X eine kreisférmige beschrinkte Menge mit y € B und (o, )nen eine
monoton fallende Nullfolge mit o, > 0, n € N, derart, dass x, —y € «a,, B fiir allen € N. Da
(an)nen eine Nullfolge ist, existiert fiir jedes € > 0 ein N € N mit «, < € fiir alle n > N,
wodurch z,, —y € a,, B C €B.

(7i1) = (i): Fiir e = 1 existiert nach Vorraussetzung ein N; € N mit x,, —y € B fiir alle
n > Nj. Dadie Menge {z1—y,...,xn,—1—y} als endliche Vereinigung beschréinkter Mengen
beschrénkt ist, ist L := bal({z1 — y,...,xn,—1 — y}) beschrinkt. Da die endliche Vereini-
gung von beschrankten und kreisformigen Mengen wieder beschrankt und kreisférmig ist,
ist B := L U B beschrénkt und kreisformig mit y € B. Fiir jedes n € N definiere

~ 1
€n:=inf{e >0: 2, —y €eB} und A\, :=¢,+ —.
n
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5 Bornologische Konvergenz und bornologische Abgeschlossenheit

Nach Definition von B gilt {¢ > 0 : z, —y € d?} # () fiir alle n € N. Fiir € > 0 existiert
nach Vorraussetzung ein N <€ N mit z,, —y € §B fiir allen > N <, womit €y fir allen € N

wohldefiniert ist. Wegen Proposition 2.0.5 gilt z,, —y € B und folglich €, < 5 firn > N <.
Wir wéhlen M € N mit + < £ fiir allen > M. Fiirn > max{M, N¢} folgt A, = enti<e
Die Folge (Ap)nen konvergiert also gegen 0 und weil B kreisférmig ist, folgt wegen unserer
Wahl von ¢,, aus Proposition 2.0.5 x,, —y € A\, B fiir alle n € N.

(iv) = (i): Fiir jedes n € N sei

Da B kreisférmig ist, gilt z, —y € A\, B fiir alle n € N. Aus pug(z, —y) — 0 folgt A\, — 0

fiir n — oo, weshalb z,, M .

(1) = (iv): Es existiert eine kreisférmig beschrinkte Menge B C X mit y € B C span (B)
und eine monoton fallende Nullfolge (v, )neny mit z, — y € o, B C span(B) fiir alle n € N.
Nach Vorraussetzung ist die Menge B = co(B) beschrinkt und, da die konvexe Hiille einer
kreisformigen Menge kreisformig ist, ist B beschrinkt, kreisformig und konvex. Weiters ist

5 eine Seminorm auf span(3), wobei
,ué(xn—y):inf{t>0:xn—y€tB}§inf{t>0:azn—y€tB}San—>0fﬁrn—>oo.
]

Die Umkehrung von Lemma 5.0.2 gilt i.A. nicht wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 5.0.8. Seicg der Raum aller Nullfolge und X := Hzeco R mit der Produkttopologie
versehen. Definiere x, € X durch m,(x,) := p(n) fir alle p € co. Weil x,, komponenten-
weise gegen 0 konvergiert, konvergiert (xy)nen bzgl. der Topologie gegen 0. Wir zeigen, dass
(Tn)nen nicht bornologisch konvergiert.

Angenommen, es existiert eine beschrinkte kreisformige Menge B C X wund eine Folge
(An)nen mit |\p| — +oo fiir n — oo, sodass x,, € ﬁB fiir alle n € N. Sei k € ¢y definiert
durch k(n) := \/% Wir erhalten 7x(Ann) = VA, € 7o(B) im Widerspruch zur Tatsache,
dass m,(B) beschrinkt in R ist; siehe Satz 5.0.7.

Proposition 5.0.9. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum und A C X eine beschrinkte,
kreisformige und konvexe Menge. Dann ist das Minkowski-Funktional s von A eine Norm

auf (span (A), pa).

Beweis. Nach Lemma 5.1.9 | , Seite 71] ist das Minkowski-Funktional fiir absorbie-
rende, nichtleere, konvexe und kreisformige Mengen A eine Seminorm. Weiters ist A in
span (A) wegen Proposition 2.0.14 absorbierend, womit das Minkowski-Funktional von A
in span (A) wohldefiniert ist. Wir miissen nur nachweisen, dass p4(z) # 0 fiir alle  # 0.
Sei z € span (A) mit  # 0 und U eine Nullumgebung in X, sodass ¢ U. Da A beschrinkt
ist, existiert ein € > 0, sodass tA C U fiir alle |t| < ¢, woraus = ¢ €A und pa(x) > € >0
folgt. Damit ist p4 eine Norm auf span (A). O
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5 Bornologische Konvergenz und bornologische Abgeschlossenheit

Satz 5.0.10. Ist (X,T) ein topologischer Vektorraum und D C X eine konvere und
kreisformige Menge, so ist D genau dann beschrdnkt, wenn die Inklusionsabbildung ¢ :
(span (D), T,,) — (X, T) stetig ist.

Beweis.

=: Da D beschrénkt in (X, 7T) ist, existiert fiir jede Nullumgebung U € Ux(0) ein € > 0
mit tD C UNspan (D) fiir [t| < e. Daraus folgt U (0) C U Nspan (D) womit U Nspan (D)
offen bzgl. 7, ist. Also ist 7, feiner als Tp auf span (D), womit die Inklusionsabbildung
L stetig ist.

<: Falls die Inklusionsabbildung ¢ : (span (D), 7,,) — (X, T) bzgl. 7, stetig ist, existiert
fiir jede Nullumgebung U € Ux (0) ein § > 0 derart, dass (U} (0)) € U Nspan (D) und
infolge tD C U Nspan (D) fiir alle |t| < % Also ist D beschrankt in (X, 7). O

Proposition 5.0.11. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum, sodass fir jede bzgl. T
kompakte Menge K C X eine beschrinkte, konvere und kreisformige Menge B C X mit
K C span (B) und K kompakt bzgl. T, existiert. Dann konvergiert jede topologisch kon-
vergente Folge in (X,By) auch bornologisch.

Beweis. Fiir eine topologisch gegen 0 konvergente Folge (x,,)nen ist die Menge A := {z,, :
n € N}U{0} kompakt in X bzgl. T. Nach Vorraussetzung existiert eine beschréinkte, konve-
xe und kreisformige Menge B C X mit A C span(B). Da B kreisformig ist, gilt 0 € B. Die
Folge (n)nen konvergiert auch topologisch in (span (B), Tspan (5)) gegen 0. Nach Proposi-
tion 5.0.9 ist (span (B), up) ein normierter Raum und infolge (span (B),7,,) ein lokalkon-
vexer topologischer Vektorraum. Da B eine beschréinkte, konvexe und kreisférmige Menge
ist, ist wegen Satz 5.0.10 ¢ : (span (B), T.z) — (span (B), Topan ()) stetig. Nach Vorraus-
setzung ist A in span (B) bzgl. 7,,,; kompakt. Damit ist ¢|4 : (4, Tuzla) = (A, Tepan (B)la)
ein Homoéomorphismus. Also konvergiert (,)nen in span B bzgl. 7, gegen 0. Nach Pro-
position 5.0.7 konvergiert (x,)nen bornologisch in X bzgl. By gegen 0. O

Proposition 5.0.12. Ist (X,T) ein topologischer Vektorraum, der das erste Abzihlbar-
keitsaxiom erfillt, so konvergiert jede im topologischen Sinn konvergente Folge in X auch
bornologisch.

Beweis. Nach Vorraussetzung existiert eine abzéhlbare Basis B C Ux(0) von Nullumge-
bungen, die wir wegen Lemma 2.1.8 | , Seite 20] kreisférmig wéhlen konnen. Fiir
Sy =)=y Bi mit By,...,B, € B,n € N, gilt S, € B und Sp41 C S,. Wir kénnen also
eine abzéhlbare Basis bestehend aus kreisformigen Nullumgebungen S = {S,, : n € N} mit
Sp+1 € Sy, fiir n € N wihlen. Sei (zy,)nen eine Folge in X, welche im topologischen Sinn
gegen 0 konvergiert und setze A := {x,, : n € N}. Wir wollen zeigen, dass eine beschrinkte
und kreisférmige Menge B C X existiert, sodass fiir alle ¢ > 0 ein m € N mit ANS,, C eB
existiert.

Da die Folge (zy)nen im topologischen Sinne gegen 0 konvergiert und S,, kreisférmig und
absorbierend ist, existiert fiir jedes n € N ein A, > 0 mit A C \,S,,, also

AC ﬁ AnSh.

n=1
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5 Bornologische Konvergenz und bornologische Abgeschlossenheit

Sei (o )nen eine Nullfolge mit oy, > 0 fiir n € N und g, := 22. Wir zeigen, dass die Menge

an”

[ee]
B .= ﬂ LS -
n=1

beschrankt und kreisformig ist. Fiir U € Ux(0) existert ein m € N mit S,, C U. Fiir
z € oy inSn gilt Himx € Sm. Da S, kreisférmig ist, folgt fiir [A\| <1

:\xEASmQSmgU,

womit tx € U fir alle |t| < ‘T]';n| Jede Nullumgebung absorbiert also die Menge B, weshalb
B beschrinkt ist. Fiir [A| <1 gilt, da alle S, kreisférmig sind,

n=1

n=1 n=1

weshalb B kreisférmig ist. Wegen ’/(—: = i — oo fiir n — oo existiert zu gegebenen € > 0
ein N € N mit ’)\‘—Z > % bzw. A < ey fiir alle n > N. Wegen A C ()77, A\, S, folgt aus
Proposition 2.0.5 A C eu, S, fiir n > N. Da

V= m €ln Sy
n<N

eine Nullumgebung ist, existiert ein m € N mit S,, C Viy und infolge A NS, C epy, S, fir
alle n € N, wodurch

AﬂSerﬂunSn:eB.

n=1
Fiir € > 0 und N, € N derart, dass zp € 5, fir & > N gilt 2, € AN S, C eB. Nach
Proposition 5.0.7 konvergiert (z,),en bornologisch gegen 0. O

Proposition 5.0.13. Ein bornologischer Vektorraum (X,B) ist genau dann separierend,
wenn jede bornologisch konvergente Folge in X einen eindeutigen Grenzwert besitzt.

Beweis.

=: Ist (zp)nen eine in X gegen x € X und y € X bornologisch konvergente Folge, dann
konvergiert wegen Lemma 5.0.3 z, := z, — x, = 0, n € N, bornologisch gegen = — y. Wir
wollen zeigen, dass der einzige bornologische Grenzwert z der Folge (z;,)nen Null ist.
Nach Proposition 5.0.7 existiert eine positive reellwertige Nullfolge (\,)neny und B € B
kreisformig mit z — z,, = z € A\, B fiir alle n > 1. iz € B fiir alle n € N, impliziert wegen
ﬁ — 400 und wegen der Kreisféormigkeit von B pz € B fiir alle 4 € C. Das heifit Cz C B,
womit Cz € B im Widerspruch zur Annahme, dass (X, B) ein separierender bornologischer
Vektorraum ist.

<: Angenommen, alle Grenzwerte bornologisch konvergenter Folgen in X sind eindeutig
und es existiert ein Element z € X mit z # 0, sodass Cz € B. Dann gilt z € %Cz fiir alle
n > 1. Die Folge (zy)nen mit z, = z fiir n € N konvergiert damit bornologisch gegen 0
und wegen z, —z =0 € %(Cz fur alle n € N konvergiert z, bornologisch gegen z. Nach
Vorraussetzung folgt z = 0 im Widerspruch zur Annahme. O

24



5 Bornologische Konvergenz und bornologische Abgeschlossenheit

Mit der bornologischen Konvergenz lésst sich auch der Begriff der Abgeschlossenheit
einer Menge bzgl. der Bornologie definieren.

Definition 5.0.14. Sei (X,B) ein bornologischer Vektorraum. Eine Menge A C X ist
bornologisch abgeschlossen, falls fiir alle bornologisch konvergenten Folgen (xy)nen in A

mit x, M » € X der Grenzwert x in A enthalten ist.

Proposition 5.0.15. Ein bornologischer Vektorraum (X,B) ist genau dann separierend,
wenn der lineare Unterraum {0} bornologisch abgeschlossen ist.

Beweis.

=: Sei () nen eine Folge in {0}, welche bornologisch gegen ein Element = € X konvergiert.
Wegen x, = 0 fiir alle n € N konvergiert diese Folge auch gegen 0 € X, weshalb aus
Proposition 5.0.13 z = 0 folgt.

<: Angenommen, {0} ist bornologisch abgeschlossen in X und (xy)nen ist eine Folge,
welche bornologisch gegen = und y in X konvergiert. Die Folge =, — z, = 0, n € N,
konvergiert nach Vorraussetzung bornologisch gegen = — y € {0}, also # = y. Damit sind
bornologische Grenzwerte von Folgen in X eindeutig und wegen Proposition 5.0.13 ist
(X,B) separierend. O

Definition 5.0.16. Sei (X,B) ein bornologischer Vektorraum und A C X. Dann bezeich-
nen wir mit

A= ﬂ{B C X : B ist bornologisch abgeschlossen, A C B}.

den bornologischen Abschluss von A bzgl. B.

Klarerweise ist X bzgl. B eine bornologisch abgeschlossene Menge. Nach Definition ist
auch der Durchschnitt von bornologisch abgeschlossenen Mengen wieder bornologisch ab-
geschlossen. Der bornologische Abschluss ist nach Definition die kleinste bornologisch ab-
geschlossene Menge, welche A enthilt.

Lemma 5.0.17. Sei (X,B) ein konvexer bornologischer Vektorraum. Eine Menge A C
X ist genau dann bornologisch abgeschlossen, wenn fir jede beschrinkte, konvere und
kreisformige Menge B C X, A N span(B) abgeschlossen in span (B) beziglich der von
wup auf span (B) induzierten Topologie ist.

Beweis.

=-: Angenommen, A ist bornologisch abgeschlossen und B C X ist eine beschrinkte, konve-
xe und kreisférmige Menge. Sei (x,,)nen eine Folge in ANspan (B) mit y € span (B) derart,
dass pp(x, —y) — 0 fiir n — co. Wegen Proposition 5.0.7 konvergiert (z, —y)nen in X bor-
nologisch gegen 0. Da A bornologisch abgeschlossen ist, folgt y € A, womit y € ANspan (B).

<: Sei (zp)nen eine Folge in A und y € X mit z, M y. Nach Proposition 5.0.7 existiert
fiir (x,, — y)nen eine beschrinkte, konvexe und kreisférmige Menge B C X mit y € B der-
art, dass (, — y)nen in (span (B), up) bzgl. up gegen 0 konvergiert, womit y € span (B).
Vorraussetzungsgem#$ ist A Nspan (B) abgeschlossen in span (B). Da (x,)nen ein Folge in
A ist, gilt y € span (B) N A. O
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5 Bornologische Konvergenz und bornologische Abgeschlossenheit

Proposition 5.0.18. Sei (X,B) ein bornologischer Vektorraum. Der bornologische Ab-
schluss eines Unterraums von X ist wieder ein Unterraum von X.

Beweis. Nach Lemma 5.0.3 ist fiir jede bornologisch abgeschlossene Teilmenge A C X und
x € X die Menge A, := {z € X : 4+ z € A} eine bornologisch abgeschlossene Menge
in X. Sei U C X ein linearer Unterraum und a € U. Da UIE bornologisch abgeschlossen
in X ist und U C UIS gilt, folgt T C UIE, womit a +y € T fiir jedes y € U". Fiir ein
solches y € U gilt folglich U C T,", weshalb wieder U° C U, . Also gilt z +y € U fiir
T,y € U". Fir A € C ist M A« +— Ax eine beschrénkte lineare Abbildung. Lemma 5.0.4
impliziert M )\(UB) C WB, wobei WB C U fir \eC beliebig. Also ist T ein
Unterraum. O
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6 Volistindige Bornologien

Definition 6.0.1. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum. Fine Folge (xp)nen heifit
Cauchy-Folge in X, falls fiir jede Nullumgebung V € Ux(0) ein N € N existiert mit
Ty — Ty €V fiir allen,m > N.

Definition 6.0.2. Sei X ein Vektorraum und A C X eine konveze und kreisformige Menge.
Die Menge A heifit Banachscheibe, falls pa eine Norm auf span (A) und (span (A), ua) ein
Banachraum ist.

Proposition 6.0.3. Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum. Jede beschrinkte, konvexe
und kreisformige Menge A C X, sodass jede Cauchy-Folge (xy)nen in A bzgl. der Spurto-
pologie Ta gegen ein x € A konvergiert, ist eine Banachscheibe.

Beweis. Nach Proposition 5.0.9 ist (span (A), ua) ein normierter Raum. Sei (x,,)nen eine
Cauchy-Folge in span (A). Da A beschréinkt ist, ist nach Satz 5.0.10 die kanonische Einbet-
tung ¢ : (span (A4),7,,) — (X, T) linear und stetig, womit (x,)nen eine Cauchy-Folge in X
bzgl. T ist. Zudem existiert fiir € > 0 ein N, € N mit pa(z, — ) < € fiir alle n,m > N.
Fir m = N¢ gilt pa(zy, —xn) < € und, da g4 eine Norm auf span (A) ist, folgt mit der
unteren Dreiecksungleichung pa(x,) — pa(xny) < € bzw. pa(x,) < € + pa(zy) fiir alle
n > N. Wir erhalten pa(z,) < max{pa(z1),...,pa(xn-1),€ + palzy)} + 1 =: A fiir alle
n € N, womit {x,, : n € N} C AA. Da x +— Az ein linearer Homéomorphismus von (A, 74)
auf (AA, Tha) ist, konvergiert auch jede Cauchy-Folge in (AA, Ty4). Damit konvergiert die
Folge (zp)nen in span (A) bzgl. Tspan 4 gegen einen Punkt x € XA C span (A).

Wir zeigen, dass (zy,)nen auch bzgl. der Norm p4 gegen ein x konvergiert. Da (2, )nen eine
Cauchy-Folge in (span (A),7,,,) ist, existiert fiir € > 0 ein Ne € N mit ppa(xy, —2m) < € bzw.
Ty, — Ty, € €A fur alle m,n > N.. Fiir m > N¢ fest ist (2, — Tn)nen eine Cauchy-Folge in
(span (A), p14), denn fiir 6 > 0 existiert ein M € Nmit pa((€m—2n)—(Tm—2n)) = pa(zn —
xpn) < 4 fiir alle n,n’ > N. Nach dem ersten Teil des Beweises ist damit (2, — T )nen €ine
Cauchy-Folge in X bzgl. T und es existiert ein A > 0 mit {x,,, — z, : n € N} C AA. Nun
konvergiert (., — Tn)nen in span (A) bzgl. Topan (4) gegen xm — x € AA. Da 2, — 7 € €A
fiir n > N, gilt und jede Cauchy-Folge in €A bzgl. T4 konvergiert, folgt x,, — x € €A und
infolge pa(zy, — ) < € fir alle m > N.. O

Korollar 6.0.4. Sei (X,7T) ein topologischer Vektorraum und A C X eine absorbierende,
konveze, kreisformige und kompakte Menge. Dann ist A eine Banachscheibe.

Beweis. Nach Proposition 6.0.3 und Satz 3.0.4 reicht es, fiir jede kompakte, konvexe, ab-
sorbierende und kreisformige Menge A C X und jede Cauchy-Folge in A die Konvergenz
dieser bzgl. T4 gegen ein x € A zu zeigen.

Sei (zp)nen eine Cauchy-Folge in A und Fy := {z, :n > N}. Da A kompakt ist und
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6 Vollstandige Bornologien

Fy C A gilt, ist Fiy kompakt, womit
[e.@]
K= () Fn #0.
N=1

Sei € K. Wir zeigen, dass (z,,)nen bzgl. T gegen z konvergiert. Fiir eine Nullumgebung
V € Ux(0) existiert eine symmetrische Nullumgebung W C V mit W + W C V und ein
N € N mit x, — x,, € W fiir alle n,m > N. Wegen = € Fj existiert ein n > N mit
T, —x € W, woraus

T —x = (Tm —xp)+(tp—2) e WH+WCV

bzw. x,,, € x + V fiir alle m > N folgt. O

6.1 Volistandige konvexe bornologische Raume

Da die Eigenschaften einer Banachscheibe unabhéingig von der Topologie sind, kénnen wir
diese auch auf bornologischer Rdume iibertragen.

Definition 6.1.1. FEine konvexe Vektorbornologie B auf einen Vektorraum X heifst vollstindige
konvexe Bornologie, falls sie eine Basis im Sinne von 4.0.4 bestehend aus Banachscheiben
besitzt. Ein konvexer bornologischer Raum (X,B) heifit vollstindiger konvezer bornologi-
scher Raum, falls B eine vollstindige konvexe Bornologie ist.

Definition 6.1.2. Ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum (X, T) heifit bornologisch
vollstindig, falls die von Neumann Bornologie By auf X eine vollstindige konvexe Borno-
logie ist.

Proposition 6.1.3. Sei (X,B) ein separierender konvezer bornologischer Raum und (A, B 4)
ein bornologischer Unterraum von X ; vgl. Definition 4.1.5 . Dann gilt:

i) Falls (A,B4) ein vollstindig konvexer bornologischer Raum ist, so ist A bornologisch
abgeschlossen in X.

it) Falls (X,B) ein vollstandiger konvezer bornologischer Raum ist und A bornologisch
abgeschlossen, dann ist (A,B4) ein vollstindiger konvezer bornologischer Raum.

Beweis.

i) Sei (z,,)nen eine Folge in A, welche bornologisch gegen = € X konvergiert. Wegen
Proposition 5.0.7 existiert eine beschrinkte, konvexe und kreisformige Menge B C X,
sodass x,, — x € span (B) fiir n — oo in (span (B), up). Da B N A beschrénkt bzgl.
der Bornologie B 4 ist, existiert nach Vorraussetzung eine beschrinkte Banachscheibe
D C A, sodass BN A C D. Da (z)peny in A enthalten und eine Cauchy-Folge
in (span (B), up) ist, existiert fir € > 0 ein N, € N mit upg(z, — z,) < €, also
Ty — Ty, € €B fir n,m > N.. Daraus folgt =, — z,, € (BN A) C €D fiir alle
n,m > N. Damit ist (x,)nen eine Cauchy-Folge in (span (D), up). Fir n > Ny gilt
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6 Vollstandige Bornologien

ii)

insbesondere z, — zn, € D, also z,, € D 4 zy,. Da B4 eine Vektorbornologie ist,
folgt aus D, {zn, }, {x1,...,2N,—1} € Ba

DU (D +{zn}) U{z1,...,2N,—1} € Ba.

Da (A,B4) ein vollstandig konvexer bornologischer Raum ist, existiert eine beschrénkte
Banachscheibe W mit

DU (D + {LUNl}) U {ZCl,.. . ,le_l} CW.

Damit gilt x,, € W fiir alle n € N. Fiir n, m > N, erhalten wir x,, — x,, € eD C W
und infolge puw (z, — ) < €, weshalb (2, ),en eine Cauchy-Folge in (span (W), uw )
ist. Also folgt z, — y € span (W) bzgl. uw fir n — oo. Nach Proposition 5.0.7
konvergiert (x,)nen in A bornologisch gegen y und wegen Proposition 5.0.13 gilt

Y=z

Sei B eine Basis von B bestehend aus Banachscheiben. Nach Proposition 4.1.6 reicht
es zu zeigen, dass fiir jedes B € B die Menge B N A eine Banachscheibe in B4 ist.
Sei (zp)nen eine Cauchy-Folge in (span (B) N A, upna). Da A ein Unterraum ist,
gilt ppna(z) = up(z) fir z € A. Damit ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge in span (B)
und muss daher gegen einen Punkt z € span (B) konvergieren. Da A bornologisch
abgeschlossen ist, muss « € span(B) N A und z,, — z fiir n — oo in span(B) N A
bzgl. upna gelten.

O
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6 Vollstandige Bornologien

6.2 Bornologisch vollstandige topologische Vektorraume

Definition 6.2.1. Fiir eine Funktion a : N x N — C nennen wir (anm)mmyen? €ine
Doppelfolge in C. Wir nennen eine Doppelfolge (anm)mm)enxn konvergent gegen a € C,
falls zu jedem € > 0 ein N € N derart existiert, dass

|anm —al <€ fir alle n,m > N.

Wir bezeichnen die Konvergenz einer Doppelfolge gegen a auch mit lim, oo Gnm = a.
Sei (I,=) eine gerichtete Menge und eine Funktion a : I x I — C. Dann nennen wir
(aij)ajyerxr ein Doppelnetz in C. (ai ;)i jyerxr heift konvergent gegen a € C, falls es zu
jedem € > 0 ein ig € I derart, existiert, dass

la;j —al <€ firallei,j > ip.

Definition 6.2.2. Sei (X,B) ein bornologischer Vektorraum. Eine Folge (xp)nen in X
heifst Mackey-Cauchy Folge, falls eine beschrinkte und kreisformige Menge B C X und eine
Doppelfolge (Anm)m,myenz i C mit imy, 00 Anm = 0 derart existiert, dass xn, — Ty €
An,mB fiir alle n,m € N. Analog ldsst sich ein Mackey-Cauchy Netz (x;)icr in X tiber eine
gerichtete Menge (I, =) definieren.

Lemma 6.2.3. Sei (X, T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) Jedes Mackey-Cauchy Netz in (X,By) konvergiert topologisch in X .
i1) Jede Mackey-Cauchy Folge in (X,By) konvergiert topologisch in X .

i11) Fiir jede abgeschlossene, konvexe und kreisformige Menge B € By ist (span (B), ug)
ein Banachraum.

iv) Fir jede beschrinkte Menge B € By existiert eine abgeschlossene, beschrinkte, kreisformige
und konvexe Menge A mit B C A derart, dass (span (A), pa) ein Banachraum ist.

Beweis.

(1) = (i9): Klar.

(73) = (i1i): Sei B C X eine abgeschlossene, beschréinkte, konvexe und kreisférmige Menge
und (zp,)nen eine Cauchy-Folge in span (B). Da (span (B), up) wegen Proposition 5.0.9 ein
normierter Raum ist, reicht es, seine Vollstédndigkeit zu zeigen. Die Doppelfolge A, ,, :=
wp(xy —Tm) + % + %, (n,m) € N2, erfilllt z,, — 2, € Ay, B fiir alle n,m € N. Da (2 )nen
eine Cauchy-Folge in span (B) ist, gilt limy, 00 Anm = 0, womit (xy,)nen eine Mackey-
Cauchy Folge in (X, By) ist. Nach Vorraussetzung konvergiert diese in X bzgl. 7 gegen ein
x. Da (zp)nen eine Cauchy-Folge in (span (B), upg) ist, existiert fiir € > 0 ein N € N mit

T, — Ty € €eB fiir alle n,m > N.

Fiir m > N konvergiert die Folge (x,, — &y )nen bzgl. T gegen x — x,,,. Da mit B auch eB
abgeschlossen ist, erhalten wir  — x,, € eB. Also gilt up(x — x,,) < € fiir alle m > N.
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(7i1) = (iv): Wegen Proposition 2.0.11 ist co (bal(B)) eine kreisférmige und konvexe Men-
ge. Nach Lemma 2.1.7 | , Seite 19] ist der topologische Abschluss einer konvexen bzw.
kreisformigen Menge wieder konvex bzw. kreisformig, womit A := co (bal(B)) eine abge-
schlossene kreisféormige und konvexe Menge ist mit B C A. Da die von Neumann Bornologie
By eine lokalkonvexen topologischen Vektorraums eine konvexe Vektorbornologie ist, gilt
co(bal(B)) € By und geméaf Proposition 3.0.3 auch A € By. Nach Vorraussetzung ist
(span (A), ) ein Banachraum.

(tv) = (i): Ist (x;)ier ein Mackey-Cauchy Netz in (X,By), so existiert ein Doppelnetz
(ANij) i jyerz mit limg jer2 Aij = 0 sowie ein beschréinkte und kreisférmige Menge B mit
x; —x; € N ;B fiir alle 4,j € I. Nach Vorraussetzung existiert eine abgeschlossene, be-
schriinkte, kreisformige und konvexe Menge A mit B C A derart, dass (span(A), p4) ein
Banachraum ist. Aufgrund von z; —x; € \; ;B C \; ;A gilt

palz; —axj) < N; firalle 4,5 € 1.

Wegen lim; jyer2 Aij = 0 ist (2;)iesr eine Cauchy-Netz in (span (A), 14) und konvergiert
daher gegen ein x € span (A). Da A eine beschrinkte, konvexe und kreisférmige Menge ist,
ist nach Proposition 5.0.10 die Inklusionsabbildung ¢ : (span (A),7,,) = (X, T) stetig und
infolge konvergiert (x;);er in (X, 7T) gegen x. O

Proposition 6.2.4. FEin lokalkonvexer topologischer Vektorraum (X,T) ist genau dann
bornologisch vollstindig, wenn jede Mackey-Cauchy Folge in X im topologischen Sinn kon-
vergiert.

Beweis.

=: Sei (zp)nen eine Mackey-Cauchy Folge in X. Dann existiert eine beschrinkte und
kreisférmige Menge B und eine gegen Null konvergente Doppelfolge (A i) (,m)enz in C mit
Ty — Tm € ApmB fiir alle n,m € N. Da (X,7T) bornologisch vollsténdig ist, existiert eine
Basis B von By bestehend aus Banachscheiben. Folglich existiert eine Banachscheibe D € N
mit B C D, wodurch z, — &y, € AymD = [A\ym|D und daher pp(z, — xm) < |Ap pl fiir alle
n,m € N. Wegen limy, ;00 Ap,m = 0 ist (25 )nen eine Cauchy-Folge in (span (D), up). Da
(span (D), up) ein Banachraum ist, konvergiert (z,)nen bzgl. 1p gegen ein x € span (D).
Da D eine beschriankte, kreisformige und konvexe Menge ist folgt aus Satz 5.0.10, dass die
Inklusionsabbildung ¢ : (span (D), up) — (X, T) stetig ist. Damit konvergiert (z,,)nen auch
topologisch in X bzgl. T gegen z.

«: Falls jede Mackey-Cauchy Folge in X bzgl. T konvergiert folgt aus Lemma 6.2.3, dass es
fiir jede beschrinkte Menge B eine beschrinkte, abgeschlossene, konvexe und kreisférmige
Menge A mit B C A derart existiert, dass (span (A), pa) ein Banachraum ist. Das heifit,
By besitzt eine Basis bestehend aus abgeschlossenen Banachscheiben. O

Korollar 6.2.5. Ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum (X,T), in welchem jede Cauchy-
Folge konvergiert, ist bornologisch vollstdandig.

Beweis. Ist (x,)nen eine Mackey-Cauchy Folge in X, so existiert eine beschrinkte und
kreisformige Menge B C X sowie eine Doppelfolge (/\n,m)(n,m)eN2 mit 1imy, ;00 Anm = 0
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und z, — &y, € A\ B fiir alle n,m € N. Da B beschrénkt ist, existiert zu jeder Nullumge-
bung V € Ux(0) ein 6 > 0 mit tB C V fiir alle |t| < 6. Wegen limy, ;00 An,m = 0 existiert
ein N € N mit |\, | < ¢ fiir n,m > N. Geméafl Proposition 2.0.5 folgt

Ty, — Ty, € AgmB = |Apm|B C B,

womit x, — ,, € 0B C V fiir alle n,m > N. Da V € Ux(0) beliebig war, ist (x,)necn eine
Cauchy-Folge in X und konvergiert vorraussetzungsgeméfl gegen ein x. Damit konvergiert
jede Macky-Cauchy Folge in X im topologischen Sinn, weshalb nach Proposition 6.2.4
(X, T) bornologisch vollstindig ist. O

Korollar 6.2.5 zeigt, dass fiir einen lokalkonvexen topologischen Vektorraum (X, 7) bor-
nologische Vollstdndigkeit schwéicher als topologische Vollsténdigkeit ist. Bei den meisten
Problemen ist bornologische Vollstandigkeit ausreichend.
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