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1. EINLEITUNG

In vielen Anwendungen der Mathematik, insbesondere in der Physik, spielt die
Fouriertransformation eine wichtige Rolle. In dieser Arbeit wird der Begriff der
Fouriertransformation fiir Funktionen von R nach C auf komplexwertige Funktionen
auf beliebigen lokalkompakten abelschen Gruppen verallgemeinert.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Einfithrung in die Theorie der abstrakten harmoni-
schen Analysis auf lokalkompakten abelschen Gruppen. Dabei werden im ersten
Teil unitdre Darstellungen auf lokalkompakten nicht unbedingt abelschen Grup-
pen und dessen Zusammenhang mit Funktionen von positivem Typ behandelt. Im
zweiten Teil wird die Fouriertransformation auf lokalkompakten abelschen Gruppen
eingefiihrt. Die Hauptresultate sind dabei der Dualitdtssatz von Pontrjagin und die
Riicktransformationsformel.

Die Arbeit basiert hauptsichlich auf den ersten vier Kapiteln von [2]. Sie setzt
Grundkenntnisse in Analysis, Matheorie und Topologie voraus.

2. GRUNDLAGEN

Definition 2.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe (G, *,”!) versehen mit
einer Hausdorff-Topologie, sodass die Gruppenoperationen stetig sind, wobei G x G
mit der Produkttopologie versehen ist. Eine topologische Gruppe heif3t lokalkom-
pakt, falls ihre Topologie lokalkompakt ist. Dies bedeutet, dass es eine Basis aus
kompakten Mengen gibt.

Definition 2.2. Sei X ein topologischer Hausdorff-Raum. Ein Borelmaf§ ist ein
nichtnegatives Maf3 auf den Borelmengen von X, welches auf allen kompakten Men-
gen endlich ist. Ein Mafl auf den Borelmengen heif3t Riesz-reguldr, falls es fiir jede
Borelmenge von auflen und fiir jede offene Menge von innen regulér ist.

Definition 2.3. Sei X ein geordneter Vektorraum iiber C oder R. Dies ist ein Vek-
torraum versehen mit einer Halbordnung, welche mit den Vektorraumoperationen
vertraglich ist, d.h.:

r<y=z+z<y+z Vr,y,z€X
r<y=lx <Ay Va,ye X, \eCR)

Ein positives lineares Funktional ist eine lineare Abbildung A: X — C(R), sodass
A(z) > 0 fiir jedes € X mit x > 0 gilt.

Satz 2.4 (Darstellungssatz von Riesz). Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum.
Ist A: C.(X) = R ein positives lineares Funktional, dann gibt es ein eindeutiges
nichtnegatives, Riesz-requlires Borelmaf p: B(G) — [0, 00], sodass

A(f) = /fdu-

Umgekehrt erzeugt jedes michtnegative Borelmaf mit obigen Eigenschaften ein po-
sitives lineares Funktional.

Beweis. Siehe Satz 2.14 in [4]. O
Da wir in spéiteren Kapiteln Mafle, welche nicht unbedingt o-endlich sein miissen,

betrachten, benotigen wir eine Version des Satzes von Fubini fiir beliebige Borel-
mafe.
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Satz 2.5. Seien X1 und X5 topologische Hausdorff-Rdume und seien A1 und A
nicht unbedingt o-endliche Borelmafle darauf. Sei f: X1 x X9 — C eine beziiglich
den Borelmengen messbare Funktion, sodass supp(f) eine o-kompakte Menge ist.
Dabei bedeutet o-kompakt, dass es eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Men-
gen gibt, welche die Menge iiberdeckt. Weiters existiere [ [|f(z,y)|dMi(z)d a2 (y)
oder es ezistere [ [|f(x,y)|dA2(y) dMi(z). Dann folgt, dass f in L*(A1 x Ag) ist

und beide iterierten Integrale existieren und mit || f||11(x xy,x, x2,) Ubereinstimmen.

Weiters gilt

Beweis. Da die Projektion auf eine Komponente in einem Produktraum stetig ist
und kompakte Mengen unter stetigen Funktionen auf kompakte Mengen abgebildet
werden, sind Ey := 71 (supp(f)) und Fs := ma(supp(f)) zwei o-kompakte Mengen.
Betrachten wir die Mengen F; und E2 mit den Spurtopologien versehen und die
MaBe A1|g, und A2|g,, dann sehen wir, dass wegen der o-Kompaktheit von E; und
E, die Einschrinkungen der beiden Mafle o-endlich sind. Da supp(f) C F; x Es

gilt:
/ / ()] dha () dAa(y) = / / ()] A, () Aol s ()

Eq1 Eo

| [ir@mianmane = [ [ 1@l dele @ duls @
Es Eq

||f||L1(X><Y)\1><>\2) - ||f||L1(E1><E2 Al X A2 B,)

//f z,y) dAi(z) dXa(y //f z,y) dM|g, (z) dA2| g, (y)
E1 Es

//f z,y) dA2(y) dA (z //f z,y) dA2|g, (y) dAi ], (2)
Es Eq

Nun kénnen wir auf die rechten Seiten den Satz von Fubini anwenden und erhalten,
dass alle rechten Seiten existieren, die ersten drei iibereinstimmen und die letzten
zwei iibereinstimmen. Dasselbe gilt dann aber auch fiir die linken Seiten. (Il

Da der Raum L°° () fiir nicht o-endliche Mafle p in der Literatur unterschiedliche
Definitionen hat und wir gerne hitten, dass er auch fiir nicht o-endliche Mafle
der Dualraum des L'(u) ist, definieren wir nun als nichstes den Raum L (y) fiir
Riesz-reguldre Mafle p. Es ist leicht zu sehen, dass folgende Definition im Falle von
o-endlichen Maflen mit der herkémmlichen Definition tibereinstimmt.

Definition 2.6. Sei X ein topologischer Raum und p ein Riesz-regulidres Maf3 auf
X. Eine Menge A C X ist eine lokale Borelmenge, falls AN F fiir alle Borelmengen
F mit u(F) < oo eine Borelmenge ist. Wir nennen eine lokale Borelmenge A lokale
Nullmenge, falls f(A N F) = 0 fiir alle Borelmengen F mit u(F) < oo ist. Sei

L®(X, 1, C) = {f : X — C: f ist Borelmessbar,3C > 0: {x € X : |f(x)| > C}

ist eine lokale Nullmenge}. Nun definieren wir L= (X, u,C) = L>(X,u,C)/N

wobei A/ die Menge aller f € £>°(X,u,C), sodass {z € X : f(z) # 0} eine lokale
Nullmenge ist, ist. Wir versehen den L (X, i, C) mit der || - ||oo-Norm:

[ f 4+ Noo := inf {M >0:{z e X :|f(x)] > M} ist lokale Nullmenge}
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Mit dieser Norm bildet der Raum L>° (X, i, C) einen Banachraum. Wir werden auch
hier in Zukunft anstatt dem Element f + N € L*°(X, u, C) kurz nur f schreiben.

Satz 2.7. Sei X ein topologischer Raum und p ein Riesz-regulires Mafi auf X .
Dann ist die Abbildung ® : L (X, u,C) — (Ll(X,,u,(C))/ mit ®(f)(g) := [ fgdu

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Siehe Satz 9.4.8 in [1] O

Definition 2.8. Sei G eine topologische Gruppe, f eine Funktion von G in eine
beliebige Menge M und y € G, dann definieren wir die Linkstranslation L, von f
durch
Lyf: G— M,z f(y 'z).
Weiters definieren wir die Rechtstranslation Ry von f durch
R,f: G— M,z — f(zy).

Proposition 2.9. Sei G eine topologische Gruppe. Die Abbildungen y — L, und
y — Ry, sind beziiglich der Multiplikation vertrdglich, wenn wir im Bildraum die
Komposition als Multiplikation verwenden.

Beweis.
(LyL.f)(x) = L. f(y~'a) = f(z" 'y~ a) = f((y2) " 'a) = Ly f(x) Vf,Vyed

(RyR.f)(x) = R-f(zy) = f(ayz) = Ry f(x) Vf,VyeCG
(]

Definition 2.10. Sei G eine topologische Gruppe und f eine Funktion von G nach
C. Wir sagen f ist links (bzw. rechts) gleichmdflig stetig, falls

1 1
ILyf = flloc 2= 0 (bzw. [|Ryf — flloo < 0).

Proposition 2.11. Sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element e. Sei
weiters [ € C.(G). Dann ist f links und rechts gleichmdfig stetig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir L,, fiir R, ist der Beweis dhnlich. Sei € > 0
und K = supp(f). Fir jedes x € K gibt es eine Umgebung U, von e, sodass
|f(yz) — f(z)| < e fiir alle y € U,. Weiters sei V, eine symmetrische Umgebung
von x, sodass V,V,, C U,. So eine Umgebung finden wir immer, da die Multiplikation
und die Inversenbildung stetig sind. Dann iiberdecken die Mengen V,z fir x € K
die kompakte Menge K und somit gibt es endlich viele z1,...,x, aus K, sodass
K CUj_, Vaya;. Sei Vo= (j_, Vi, . Wir zeigen nun, dass ||Ly f — f|loo < € fiir alle
y € V gilt. Sei zunédchst x € K, dann gibt es ein j, sodass z € V,,x; und somit
gibt es ein zg € V;; C Uy, sodass x = zoz;. Dann ist aber x:vj_l € Vo, Also gilt
ylo = y’l(m:j_l)xj € VVy,x5 €V, Vo, x; C Uy, ay fiir alle y € V. Daher gibt es
ein yo € Uy,, sodass y 1

[fy™ @) = F@)] <If(yox;) — flap)l + £ (w) — ()]

1 1
=|f(yoxs) = f(2)| + 1 f(woz;) = flzj)] < ge+ ge=e
Ist hingegen y~ 'z € K, dann stubstituieren wir y~'z mit z € K und erhalten
|f(y~tz) — f(z)] = |f(2) — f(y2)| mit y € V und konnen somit den Beweis von
oben wiederholen. O

2 = yox;. Damit erhalten wir

1

Spéter werden wir noch folgendes Lemma benétigen:
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Lemma 2.12. Sei G eine topologische Gruppe. Dann ist jede offene Untergruppe
von G auch abgeschlossen und fiir zwei kompakte Teilmengen K1 und Ko von G ist
auch K1Ks kompakt.

Beweis. Sei H eine offene Untergruppe von G. Dann sind auch alle Nenbenklassen
xH mit x € G offen. Weiters gilt

H = |J «=H
rxeHe
und somit ist auch H¢ offen und damit H abgeschlossen. Fiir zwei kompakte Men-
gen K7 und Ks ist K1 K> kompakt, da K1 K5 genau das Bild unter der stetigen
Multiplikation von der kompakten Menge K7 x Ko ist. (I

Lemma 2.13. Sei X ein lokalkompakter topologischer Raum, K eine kompakte
Menge und U eine offene Menge, welche K enhdlt. Dann gibt es eine kompakte
Menge L und eine offene Menge V', sodass K CV C L CU.

Beweis. Fiir jeden Punkt = € K gibt es eine kompakte Umgebung L, C U. Da L,
eine Umgebung von x ist, gibt es weiters eine offene Menge V., sodass x € V,, C
L. Klarerweise gilt UI6 x Vz 2 K und somit gibt es endlich viele xy, ..., , mit
V.= U?Zl Ve, 2 K. Damit ist L := U?Zl Ly, 2 V eine kompakte Menge, welche
Teilmenge von U ist. O

Proposition 2.14. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, U C X offen und
K C U kompakt. Dann gibt es eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit kompaktem
Triger, supp(f) CU und f =1 auf K.

Beweis. Nach Lemma 2.13 gibt es eine kompakte Menge L und eine offene Menge
V, sodass K C V C L C U. Betrachten wir nun den Raum L versehen mit der
Spurtopologie, so ist dieser ein kompakter Hausdorff-Raum und somit normal. Also
konnen wir das Lemma von Uryson anwenden und erhalten eine stetige Funktion
g : L —[0,1] welche auf K konstant 1 ist und deren Triiger in V enthalten ist. Sei
f die Fortsetzung von g auf X, wobei f(z) = 0 fiir alle x € X \ L. Sei O C [0,1]
eine offene Menge, dann ist g~ 1(O) offen in L und somit gibt es eine offene Menge
W C X, sodass g71(0) = W N L =. Falls O die 0 nicht enthilt gilt f=1(0) =
g1 O)=WnNL=WnNLNV =WnNYV offen in X. Andernfalls, wenn O die 0
enthiilt, ist f~1(0) = g7 (O)UX \ L = W U X \ L auch wieder offen. Also ist f
eine stetige Funktion, welche alle Bedingungen erfiillt. (I

Im néchsten Kapitel werden wir auch bendtigen:

Lemma 2.15. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, p und v zwei Riesz-
regulire Borelmafe auf X und f: X — (0,00) eine stetige Funktion, sodass
Jodv = [ofdu fir ale ¢ € Co(X) gilt. Dann gilt v = fu, d.h. v(E) = [, fdu

fiir alle Borelmengen E.

Beweis. Wir betrachten das Mal 7(E) := [, f du. Da stetige Funktionen auf kom-
pakten Mengen beschriankt sind, ist 7 wieder ein Borel-Maf}. Wir werden jetzt zei-
gen, dass 7 von auflen regulir ist und auf allen offenen Mengen mit v iibereinstimmt.
Sei dazu E eine beliebige Borelmenge. Falls 7(E) = oo ist, approximiert die of-
fene Menge X die Menge E. Sei also 7(FE) < oo und € > 0 beliebig. Die offe-
nen Mengen V; := {z € X : 2772 < f(z) < 27} iiberdecken fiir j € Z den
Raum X. Also gilt mit E; := ENVj, dass B = UjeZ E;. Fiir jedes j € Z gilt
pw(E;) <2277 [ fdp = 22775(E) < oo und somit gibt es, da y von auBen reguléir
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ist, offene Mengen U; mit U; 2 E; und u(U; \ E;) < €2719177. Damit erhalten wir
fiir die offene Menge U := U, U; NV; 2 U;er B NVj = U, ez Ej = E-

JET
U\ AU\ E) < Y a0 nvAE) =Y. [ fdu
jez jEez I€L VA B,
} S L 1
Szzm(Uj NV\ E;) < 22%2 l9l=7 = Zez U< 2 = de
JEZL JEZ JEL

Also ist 7 von auflen regulér.

Sei nun U eine offene Menge und € > 0 beliebig. Wir betrachten zusétzlich die
offene Menge U, := {x € U : f(z) > €}. Da u und v auf allen offenen Mengen
von innen Regulér sind, gibt es eine Folge von kompakten Mengen K, C U, sodass
w(Ky) = wU), w(K, NU) = p(Ue) und v(K,) — v(U) gilt. Weiters existiert
nach Lemma 2.14 eine monoton steigende Folge von Funktionen ¢,, € C.(G), sodass
supp(¢,) CU,0 < ¢, <1, und ¢, = 1 auf K,, gilt. Damit gilt:

v(U) > /(bn dv > v(K,) — v(U)

Somit gilt lim [ ¢, dv = v(U). Klarerweise gilt auch:
lim/¢nduzlim/¢nfdu < /fduzD(U)
U

Also haben wir insbesondere v(U) < v(U) gezeigt.
Im Falle v(U) = oo sind wir somit fertig. Sei also v(U) < co. Es gilt:

R / buf dpp > / fdu> ep(U. N Ky) = eu(U)
UNKy

Somit gilt auch pu(U.) < co. Da pu(Ue N K,,) — p(Ue) gilt, ist die Menge
{z € X pufxuv. / xv.f} SUN |J Kn
neN

eine u-Nullmenge. Damit konnen wir den Satz von Beppo Levi anwenden und er-
halten:

)= [oufdn— [ fan
U. U.

Da € > 0 beliebig war erhalten wir v(U) > [ fdu fiir alle € > 0. Lassen wir nun
Ue
€ gegen 0 fallen so steigt U. gegen U und somit steigt . punktweise gegen xu .

Also gilt:
)= [ fdus [ fau=5w)
U. U

Da die offene Menge U beliebig war haben wir v(U) = v(U) fiir jede offene Menge
U gezeigt und damit erhalten wir insgesamt fiir eine beliebige messbare Menge E':

v(E) =inf{v(U) : U offen ,U 2 E} = inf{p(U) : U offen ,U D E} = V(E)
O

Satz 2.16 (allgemeiner Transformationssatz). Sei (2, A, ) ein Mafraum und (', A")
ein Messraum. Seien weiters G : Q — Q' und f : Q' — C messbar. Dann ist die
Abbildung pu& : A — R : A — p(G7Y(A)) ein Maf auf (', A’). Weiters ist f
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genau dann beziiglich uC integrierbar, wenn f o G bezgilich w integrierbar ist. In

diesem Full gilt:
[recan= [ rau

Beweis. Siehe Satz 8.2 und Satz 9.62 in [3]. O

3. DAs HAAR-MASS

In diesem Kapitel ist G immer eine lokalkompakte topologische Gruppe.

Definition 3.1. Ein linksinvariantes (bzw. rechtsinvariantes) Haar-Mafl ist ein
Riesz-reguléres Borelmafl A ungleich dem Nullmaf, welches fiir jedes z € G und fiir
jede Borelmenge F die Bedingung A(E) = A« FE)(bzw. A(F) = A(Ex)) erfiillt.

Satz 3.2. Es gibt ein bis auf eine positive Konstante eindeutiges linksinvariantes
Haar-Maf$ auf G.

Beweis. Siehe [2]. O

Wir konnen also ein linksinvariantes Haar-Maf A\ auf G finden. Sei dieses ab nun
fest gewahlt.

Beispiel 3.3. Sei G = R. Das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant und regulér.
Also ist es ein Haar-Maf3 auf R. In allen weiteren Beispielen in denen G = R ist sei
ab nun das Haar-Maf} immer das Lebesgue-Ma$.

Beispiel 3.4. Sei G = Z versehen mit der diskreten Topologie. Dann ist das
Zahlmafl ein Haar-Mafl. In allen weiteren Beispielen in denen G = Z ist sei ab
nun das Haar-Mafl immer das Z&hlmaf3.

Beispiel 3.5. Sei G = R/Z versehen mit der Faktortopologie. Dann ist das Maf}
A mit A(A+Z) := M(A) fiir alle A C [0,1) ein Haar-MaB, wobei das Mafl A auf der
rechten Seite das Lebesgue-Maf} auf R darstellt. Die Regularitéit folgt dann aus der
Regularitit des Lebesgue-Mafles und der Eigenschaft, dass die Abbildung x — x+7Z
von R nach R/Z stetig und offen ist. Die Translationsinvarianz folgt ebenfalls aus
der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes:
Mz+Z)+(A+2)=MNz+A)+Z)=X{z+a+Z:a€Az+a<l}
U{z+a—-1+Z:a€Az+a>1})
=M{a:a€Az+a<liU{a:a€e Az +a>1})
=MNA)=XA+2Z) Vzxel0,1),AC]0,1)

Proposition 3.6. Jede offene nichtleere Menge hat positives Mafs, d.h. A(U) > 0
fiir alle nichtleeren offenen Mengen U.

Beweis. Da X ungleich dem Nullmaf ist, gilt A(G) > 0. Da G offen ist, ist A auf G
von innen reguldr und somit gibt es eine kompakte Menge K mit A(K) > 0. Fiir
jede nichtleere offene Menge U gilt, dass |,y *U 2 K und somit gibt es endlich
viele z,, € X, sodass Uf:[:l 2, U D K. Also erhalten wir
N N
AMK) <M 2aU) 7 ManlU) = NAU)
n=1 n=1

und damit, dass A(U) > 0. O

Als néchstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen links- und rechtsinvarianten
Haar-Maflen herstellen.
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Proposition 3.7. Das Maf p(E) := A\(E~1) ist ein rechtsinvariantes Haar-Map.

Beweis.
p(Bx) = MN(Bx) ) =Xz 'E"H) =NE ) =p(E) V2€G Ec®
Weiters erbt p die Regularitétsaussagen von A, da z — ! ein Homdomorphismus

ist. Somit ist p(E) ein rechtsinvariantes Haar-Ma$. O

Proposition 3.8. Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und A ein Riesz-
requlires Maf. Dann ist die Menge C.(G) dicht im Raum LP(G,B,)\) fir p €
[1,00).

Beweis. Siehe Satz 3.14. in [4]. O

Lemma 3.9. Sei i ein Riesz-requlires Borelmafl auf G und x € G beliebig. Dann
ist das Maf p,(F) := u(Ex) wieder ein Riesz-requlires Borelmaf. Ist p zusdtzlich
linkstranslationsinvariant, so ist auch p, linkstranslationsinvariant.

Beweis. Weil die Multiplikation mit z ein Homéomorphismus auf G ist und somit
kompakte Mengen auf kompakte Mengen abbildet, ist p, klarerweise wieder ein
Borelmaf}. Weiters gilt

pz(E) =p(Ex) = inf{u(U) : Ex C U, U offen} = inf{u(U): E C Uz~", U offen}

=inf{pu(Vz): ECV, Voffen} = inf{pu,(V): ECV, Voffen} VE €‘B
1 (U) =u(Ux) = sup{p(K) : K C Uz, K kompakt}

=sup{u(K): Kz~* C U, K kompakt} = inf{u(Lz) : L C U, L kompakt}

=inf{py(L) : L CU, L kompakt} VU offen.
Somit ist u, Riesz-regulir. Sei nun g auch linkstranslationsinvariant, dann gilt

e (YE) = p((yE)z) = p(y(Ex)) = p(Ex) = pa(E) vy € G, E € B(G).
O
Proposition 3.10. Es gibt eine eindeutige Funktion A: G — (0,00), sodass fiir
alle linksinvarianten Haar-Mafle X\ gilt:
A(@)A(E) = \NFz) Ve el

Wir nennen die Funktion A auch Modulfunktion von G.

Beweis. Seien z € G und A, ein linksinvariantes Haar-Maf}, zunéchst fest. Betrachte
das Mafl \;(E) := A(Ez). Dieses ist nach Lemma 3.9 wieder ein linksinvariantes
Haar-Maf}, da A, natiirlich auch nicht konstant null ist. Wegen der Eindeutigkeit
von linksinvarianten Haar-Maflen bis auf eine Konstante gibt es eine positive Kon-
stante A(z) € (0,00), sodass A\, = A(x)A. Wir zeigen nun, dass diese Gleichheit
auch fiir jedes beliebige andere linksinvariante Haar-Maf hy gilt. Wieder aus der Ein-
deutigkeit der linksinvarianten Haar-Mafe folgt, dass es eine Konstante ¢ € (0, c0)
gibt, sodass X = cA. Damit folgt

Xo(E) = MEz) = cA(Ex) = cA(2)AE) = A(z)A(E).
O

Proposition 3.11. A ist ein stetiger Homomorphismus von G nach (Ry,-). Wei-
ters gilt fiir ein f € LY(G):

(3.12) /Ryfd)\: A(y‘l)/fd)\
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Beweis. Seien z,y € G und K eine kompakte Umgebung von e. Dann gilt, da K
kompakt und eine Obermenge einer nichtleeren offenen Menge ist, 0 < A(K) < oo.
Weiters gilt

Azy)MK) = MEzy) = Ay)A(Kz) = A(x)A(y) A(K)
und somit A(zy) = A(z)A(y), also ist A ein Gruppenhomomorphismus.

Betrachten wir die messbare Abbildung ¢, (z) = zy, so gilt nach dem allgemeinen
Transformationssatz der Maftheorie (Satz 2.16)

/Ryfd)\:/foqﬁyd/\:/fd/\aby’

wobei die rechte Seite genau dann existiert, wenn die linke Seite existiert und \®v
das Bildmaf} bezeichnet, d.h.

N (B) = Moy, H(E)) = NEBy ™) = A(y™HAE).

Also ist A% = A(y~1)A und somit [ R, fd\ = A(y~!) [ fd\. Da die rechte Seite
existiert, tut dies auch die linke Seite. Sei f € C.(G) \ {0}. Aus Proposition 2.11
folgt, dass die Abbildung y — R, f von G nach C.(G) stetig ist. Wir wollen nun
die Stetigkeit von A in yy € G zeigen. Sei dazu V' eine kompakte Umgebung von
Yo in G und C := {g € C.(G) : supp(g) C supp(f)V '} ein linearer Teilraum von
C.(G). Wir konnen nun die immer noch stetige Abbildung ¢: V — C,y — Ry, f
betrachten. Weiters betrachten wir das Integral als lineare Abbildung von C nach C,
g — [ gdA. Diese ist beschréinkt, da | [ gdA| < A((supp(f))V ~1)||gll und damit
stetig. Nun konnen wir die Abbildung A darstellen durch
[y dN [ Ry-1fdA

Y= y_l = "/J(y_l) = ffd)\ = ffd)\ = A(y)

Da alle verwendeten Abbildungen stetig sind ist A stetig. ]

Lemma 3.13. Sei A ein positives lineares Funktional von C.(G) nach C und nicht
konstant null. Weiters gelte A(Ry f) = A(f) fir alle f € C.(G). Dann ist das nach
dem Darstellungssatz von Riesz zu A gehirige Riesz-regulire Maf p ein rechtsin-
variantes Haar-Maf.

Beweis. Betrachten wir das MaB u, (E) := u(Fx), so ist p, nach Lemma 3.9 wieder
ein Riesz-reguliires Borelmafl. Nach dem allgemeinen Transformationssatz (Satz

2.16) gilt weiters, da pp = pv=v

/fdﬂm /f (y—yz ") du = /lefdu AR, f) = /fdu

Aus der Eindeutigkeit, welche sich aus dem Darstellungssatz von Riesz ergibt, folgt
also = p,. Klarerweise ist p nicht konstant 0, da A nicht konstant null ist. (|

Proposition 3. 14 Sei p( ) )\( 1Y) auf allen Borelmengen E. Dann gilt p =
A(HA, dh p(B) = [, A A(x).

Beweis. Nach Proposition 3.7 ist p ein rechtsinvariantes Haar-Maf3. Weiters gilt fiir

das positive lineare Funktional A(f) := [ f(z By d\(z) mit Hilfe von (3.12):
A = [ f(xy)A(w-1>dA<w> —AW) / F9)A () ) dA)
—A@) [ RUAC) A =AWAGT [ A =A()

Somit folgt nach Lemma 3.13, dass das zu A zugehorige Maf ein rechtsinvariantes
Haar-Ma#f ist. Da rechtsinvariante Haar-Mafle bis auf ein Vielfaches eindeutig sind,
gibt es eine positive Konstante ¢ > 0, sodass [ f(z)A(z™ Hd\(z) = = c [ fdp. Da
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g:xT— A(ITA) eine stetige Funktion von X nach (0, 00) ist, folgt aus Lemma 2.15
p = gA. Wir miissen also nur noch zeigen, dass ¢ = 1 gilt. Angenommen ¢ # 1, dann
finden wir wegen der Stetigkeit von A eine symmetrische Umgebung U von e in G,
sodass [A(z7!) — 1| < |c — 1| auf U. Allerdings folgt dann wegen der Symmetrie
A(U) = p(U) und somit

e =1A(U) = [ep(U) = AU)| =

1
/ A ~1dAa)| < gle—1IAD)
U
Dies ist aber ein Widerspruch, da nach Proposition 3.6 A(U) > 0 gilt. O

Proposition 3.15. Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und A ein links-
invariantes Haar-Mafs. Weiters sei f € LP(G,\) mit p € [1,00). Dann sind die
Abbildungen y — Ly f und y — Ry f stetige Abbildungen von G nach LP(G, ).

Beweis. Es ist klar, dass die Abbildungen wohldefiniert sind, da mit f auch L, f
und R, f in LP sind. Weiters gilt wegen der Linksinvarianz von A

ILyf = Lty = [ 1) = £ )P A(o)
= [ 157 52) = @I IN@) = L1y = T

Fiir die Rechtstranslation gilt wegen (3.12)
1Ryt = Refl = [ 17(aw) - @) dA(2)
— [ Bula o £y - f@)P) Ae)
A6 [ 1) = F)P @) = ARy = 11

Somit geniigt es die Stetigkeit bei 0 zu zeigen. Dazu fixieren wir eine kompakte
Umgebung V von e und nehmen zunichst an, dass g € C.(G) ist. Weiters sei K :=
supp(g)V UV supp(g) eine kompakte Menge. Fiir y € V gilt dann, supp(L,g) C K
und supp(Ryg) C K. Und somit gilt mit Proposition 2.11

y—e

ILyg = gllz» <A Lyg — glllc — 0

1Ryg — gll7, <AEK)||IRyg — gl[5, += 0.
Sei nun f € LP beliebig. Es gilt wegen der Linksinvarianz von A, dass ||Lyhl/z» =
|h|l» und wegen (3.12) ||Ryh|%, = A(y=Y)|Alf, fir alle h € LP(G) und fiir
alle y € V. Aus Proposition 3.8 erhalten wir, dass es ein g € C.(G) gibt, sodass
Ilf —gllLr < %. Damit folgt insgesamt

Ly f = flle SILyf = Lygllze + [1Lyg — glle + llg — flize
<2||f = gllr + ILyg = gllr <€ VyeV

fiir eine von € abhéngige Umgebung V" von e. Fiir die Rechtstranslation wahlen wir

V so, dass ||[Ryg — g||zr < § und A(y~') < 2 fiir alle y € V. Dies geht, da A nach
Proposition 3.11 stetig ist und A(e) = 1. Dann folgt

Ry f — fllzr <IIRyf — Ryglle + [|Ryg — glle + [lg — fllzv
_ € €
<A@ Y+ DIf = gller + 1 Lyg — gllze < 37t =¢ WeV
O
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3.1. Die Banach*-Algebra L!(G). In diesem Abschnitt wollen wir eine Faltung
und eine *-Involution auf L!(G) definieren, sodass dieser zu einer Banach*-Algebra
wird.

Um die Existenz der Faltung zu zeigen benétigen wir den Satz von Fubini. In
den néchsten Lemmata werden wir sehen, dass die Bedingung an den Tréger des
Integranden in Satz 2.5 fiir den Integrand einer Faltung erfiillt ist.

Lemma 3.16. Es gibt eine offene, abgeschlossen, o-kompakte Untergruppe H von
G.

Beweis. Sei V eine kompakte Umgebung von e, dann ist K := V NV ! eine sym-
metrische kompakte Umgebung von e. Sei K7 := K und K,41 := K, K und sei
H:=J,°, K,. H enthilt e und ist, da K symmetrisch ist, unter Inversenbildung
abgeschlossen. Weiters ist klar, dass fir z € K,, und y € K,, das Produkt xy in
K+ liegt und somit ist H eine Untergruppe von G. Da fiir jedes x € H die Menge
K C H eine Umgebung von x ist, ist H offen. Mit Lemma 2.12 folgt, dass H auch
abgeschlossen ist. Nochmal mit Lemma 2.12 folgt, dass die Mengen K, kompakt
sind und somit H o-kompakt ist. O

Lemma 3.17. Sei H eine Untergruppe, wie in Lemma 3.16. Weiters sei Y ein
Reprdsentantensystem aller Linksebenklassen von H und E eine Borelmenge, so-
dass die Menge Yg := {y € Y : ENyH # (0} diberabzihlbar ist. D.h. E hat mit
tiberabzihlbar vielen Nebenklassen von H nichtleeren Schnitt. Dann gilt A(E) = oo.

Beweis. Angenommen A(E) < oo, dann gibt es wegen der Regularitit von auflen
eine offene Menge U 2 E mit A(U) < co. Nach Proposition 3.6 gilt A(U NyH) >0
fur alle y € Yg C Yy. Da Yy iiberabzahlbar ist, gibt es ein ng € N, sodass die
Menge Y, :={y € Ye : A\(UNyH) > nl—o} iiberabzéhlbar ist, denn ansonsten wire
Ye = U,en Yn eine Vereinigung von abzéhlbar vielen abzihlbaren Mengen. Dann
folgt aber

' 1
XY= UnyH)= Y AUNyH) > > =,
YyEYn, IS YyEYn,

was ein Widerspruch zur Annahme ist. ([l

Lemma 3.18. Sei f € LP(G) fir ein p € (0,00). Dann ist supp(f) o-kompakt.

Beweis. Angenommen supp(f) wire nicht o-kompakt. Dann gibt es ein n € N,
sodass die Menge A, = {z € G : |f(z)|] > 1} ebenfalls nicht o-kompakt ist,
da ansonsten der Tréger als abzéhlbare Vereinigung von o-kompakten Mengen ge-
schrieben werden konnte. Sei H die Untergruppe aus Lemma 3.16, dann gilt, dass
A, NyH # ( fiir {iberabzéhlbar viele y € Y ist, da ansonsten A, als Vereini-
gung abzdhlbar vieler kompakten Mengen geschrieben werden koénnte. Also folgt
aus Lemma 3.17, dass A(A,) = oo ist. Somit erhalten wir

1 p
1) = [P @) = [1r@Faxo > [ (3) axe) =,
An An
was ein Widerspruch zur Annahme f € LP(G) ist. O

Proposition 3.19. Seien f und g in L*(G). Dann hat die Funktion h: G x G —
C, (z,y) = f(y)g(y~'z) einen o-kompakten Triger.
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Beweis. Aus Lemma 3.18 besitzt f einen o-kompakten Triger F; und g einen o-
kompakten Triger Fs. Der Triger von h ist eine Teilmenge von E1FEs x Ej. Da
das Produkt zweier kompakter Mengen wegen Lemma 2.12 wieder kompakt ist, ist
auch E1 Fy o-kompakt. Mit der selben Argumentation fiir das kartesische Produkt
erhalten wir, dass der Tréger von h o-kompakt ist. ([

Nun kénnen wir die Faltung auf L'(G) definieren.

Satz 3.20. Seien f,g € L*(G,\). Dann existiert die Faltung von f mit g

fro@) = [ F)aly ') A0
fiir fast alle x € G und ist in L*(G,\) enthalten. Zusitzlich gilt

(3.21) 1 * gl < Flzrllgloe

Beweis.

[ [1sta aiam e - [ [ 1t 91w ao
//|f z)| dA(z) dA(y) = [ fllrllgllzr < oo

Nach Proposition 3.19 ist der Tréger des Integranden U—kompakt, also kénnen wir
Satz 2.5 anwenden und erhalten, dass das innere Integral [ f(y)g(y~'z)dA(y) fiir
fast alle = existiert und aus Ll(G A) ist. (3.21) folgt schlieflich aus

J|[ st 03| o) < [ [ 1766 010w axo).

Proposition 3.22. Der Raum L*(G) mit der punktweisen Addition, der Faltung
als Multiplikation und der L'-Norm versehen bildet eine Banach-Algebra.

O

Beweis. Es ist bekannt, dass L'(G) mit der punktweisen Addition einen Banach-
raum iiber C bildet. Die Distributivgesetze gelten, da das Integral linear ist. Die
Assoziativitit der Faltung folgt aus:

(f % 9) % hiz) = / (f * 9))h(y™ / / F(2)g(z " y)h(y ") dA() dA(y)

- / £(2) / o(=" y)h(y~ z) dA(y) dA(2)
/f / (y~ 'z ) dM(y) dA(z) = /f(z)g « h(z71z) dA(2)

(g % h)(x)
Dabei durften wir, wegen Proposition 3.19 und, da |g| * |h| € L'(G) ist, den Satz
von Fubini anwenden. Weiters ist die Norm wegen (3.21) submultiplikativ. O

Als niichstes definieren wir eine *-Involution auf L'(G).

Proposition 3.23. Die Abbildung *: LY(G) — LYG),f — f* mit f*(z) =
Az~ f(z=1) idst eine *-Involution auf L*(G).

Beweis. Zunéchst gilt nach Proposition 3.14:

/|A )T dA(@) /A @A) /|f T dM) = ||l xcc
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Damit ist f* € L'(G). Weiters ist f — f* involutorisch, da sowohl die Konjugation
als auch die Inversenbildung involutorisch sind und A(z71)A((z71)71) = A(e) =1
ist. Zusétzlich gilt:

(f * ) (z) =A@ /f ylz-1) dA(y /f:z: 1y)g(y=1) dA(y)
/ A( () A Dglr- T dA®)
- / GO F @ 2) dA(y) = (g * £9) (@)

Somit ist die Faltung auch anti-multiplikativ. Die Antilinearitdt von f +— f* ist
wegen der punktweisen Definition der Addition und der skalaren Multiplikation
und wegen der Antilinearitét der Konjugation klar. ]

Korollar 3.24. Der L'(G) mit der Involution f — f* bildet eine Banach*-Algebra.

4. UNITARE DARSTELLUNGEN UND FUNKTIONEN VON POSITIVEM TYP

Dieses Kapitel behandelt unitéire Darstellungen auf lokalkompakten Gruppen und
dessen engen Zusammenhang zu Funktionen von positivem Typ. Die Erkenntnisse
aus der Darstellungstheorie bilden dann die Basis fiir die Fouriertransformation auf
lokalkompakten abelschen Gruppen. In diesem Kapitel sei G eine lokalkompakte
Gruppe.

4.1. Unitdre Darstellungen.

Definition 4.1. Eine unitire Darstellung von G ist ein stetiger Homomorphismus
7 von G in den Raum der unitéren Abbildungen U(H,) auf einem Hilbertraum H,
iiber C, wenn man den Raum U(H,) mit der starken Operatortopologie versieht.
D.h.

G = U(Hy), 7(zy) =7(2)7(y), n(a ") =n(z)t =7(z)* Va,yed
und die Abbildung x — 7(z)u ist fiir jedes u € H, stetig.
Beispiel 4.2. Wir betrachten die Abbildung 7y, (z)f := L, f mit x € G und f €

L?*(G). Fiir jedes z € G und f € L?*(Q) ist L,f wegen der Linksinvarianz von A
wieder in L?(G). Weiters ist 77, (z) = L, linear und es gilt:

g) = / @ 0w / FTE) dAy) = (f, 71(2) ")

Somit ist 7, (z) = L, € U(L?*(G)) fiir alle z € G. Wegen Proposition 2.9 ist 7, ein
Gruppenhomomorphismus von G nach U(L?). Die Stetigkeit von z + 7p(z)f =
L, f folgt schliefflich aus 3.15. Also ist w1 eine unitdre Darstellung von G mit

Hr, = L*(G).
Definition 4.3. Sei M ein abgeschlossener Unterraum von #H,. Wir nennen M
einen unter 7 invarianten Unterraum falls w(z)M C M fiir alle x € G.

Falls es nichttriviale unter 7 invariante Unterrdume gibt, nennen wir 7 reduzibel
und andernfalls irreduzibel.

Als néchstes wollen wir das Lemma von Schur herleiten, welches die irreduziblen
unitdren Darstellungen charakterisiert.

Lemma 4.4. Sei M ein unter © invarianter Unterraum, dann ist auch ML ein
solcher.
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Beweis. Fiir u € M und v € M+ gilt
(m(x)v,u) = (v, m(a" u) =0,
also ist 7(x)v € M. O

Definition 4.5. Seien m; und 7y unitdre Darstellungen von G und sei T: H,, —
‘Hr, eine beschrinkte lineare Abbildung. T' wird Verflechtungsoperator von m und
7o genannt, falls Tmy(x) = mo(x)T fiir alle z € G gilt. Die Menge aller Verflech-
tungsoperatoren von 71 und 72 bezeichnen wir mit C(7y, m2).

Lemma 4.6. Sei M ein abgeschlossener Unterraum von H, und sei P die Ortho-
gonalprojektion auf M. In diesem Fall ist M genau dann unter ™ invariant, wenn
P eC(m,m).
Beweis. Sei zundchst P € C(w,w) und v € M, dann gilt

m(x)v = w(x)Pv = Pr(z)v € M,

also ist M unter 7 invariant. Sei nun umgekehrt M unter 7 invariant. Dann ist
nach Lemma 4.4 auch M+ unter 7 invariant und fiir ein v € H, gilt:

Pr(z)v :PTF(I)(&—I— (Idy, —P)v)

emM em-
=Pn(xz)Pv+Pr(x)(Idy, —P)v =n(x)Pv+ 0= n(x)Pv
—— N—_— ———
eEM emt

O

Satz 4.7 (Lemma von Schur). Eine unitire Darstellung m von G ist genau dann
irreduzibel, wenn C(mw, ) nur skalare Vielfache der Identitit enthdlt.

Beweis. Sei w reduzibel. Dann gibt es einen nichttrivialen invarianten Unterraum
und somit nach Lemma 4.6 eine nichttriviale Projektion in C(mw,w). Diese kann
natiirlich kein Vielfaches der Identitéit sein. Sei umgekehrt T' € C(w,7) gegeben,
und sei T # ¢l fiir alle ¢ € C. Insbesondere folgt daraus, dass H, mehr als eine
Dimension hat. Mit 7" sind auch A := (T +T*) und B := 2-(T — T*) in C(m, ),
denn C(w,7) ist ein *-abgeschlossener linearer Raum. Da T' = A — B ist, kann
zumindest A oder B kein Vielfaches der Identitét sein. Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass
A kein Vielfaches der Identitét ist. Da A beschrankt und selbstadjungiert ist, kénnen
wir den Spektralsatz fiir beschréinkte selbstadjungierte Operatoren anwenden. Weil
m(x) fir jedes x € G mit A kommutiert, kommutiert m(z) auch mit F(A), dem
Spektralmaf} einer Borelmenge A. Da A kein Vielfaches der Identitéit ist, muss es
eine Borelmenge A geben, sodass E(A) € C(m,7) eine nicht triviale Projektion
ist. (]

Korollar 4.8. Wenn G eine abelsche Gruppe ist, dann ist fir jede irreduzible
unitdre Darstellung m von G der Hilbertraum H, eindimensional.

Beweis. Sei m eine Darstellung von G, dann kommutieren die Abbildungen (1)
und 7(z2) fiir x1, 22 € G miteinander, und somit ist 7(z) € C(w, w) fiir alle z € G.
Wenn nun 7 irreduzibel ist, dann muss nach Satz 4.7 7(z) fir jedes z € G ein
Vielfaches der Identitdt sein. Damit ist aber jeder eindimensionale Unterraum von
H, unter 7 invariant und deswegen muss H, eindimensional sein. [l

Jede unitiire Darstellung 7 induziert eine Abbildung von L'(G) nach H,. Dazu
benstigen wir aber ein Integral im schwachen Sinne.
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Lemma 4.9. Sei (X, A, n) ein beliebiger Mafiraum mit einem nichtnegativem Majf
w und sei H ein Skalarproduktraum iber C. Weiters sei ¢: X — L(H) messbar,
sodass © + ||¢(z)||x—n in LY(X, A, pn) liegt. Dann gibt es genau eine lineare be-
schrankte Abbildung F auf H mit

(Fu,v) = /((b(a:)u,v} dp(z) Yu,v € H.

Zusdtzlich gilt |F|| < |[(z = ||¢(x)]])|l1(x). Als Notation fir F verwenden wir
J ¢dp baw. [ ¢(x)du(x) und sprechen vom Integral im schwachen Sinne.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass das Integral auf der rechten Seite immer
existiert, da Folgendes gilt:

[(¢(@)u, v)| < [lp(@)ullllv]] < l[p(@)|n-nllulllv] € Ll(X A ) Vu,v € H.

Wir zeigen nun, dass die Abbildung (u,v) — [u,v] := [ ($(z)u,v) d\(z) eine be-
schrankte Sesquilinearform ist, um dann den Satz von Lax- M1lgram anzuwenden.
Die Linearitdt im ersten und die Antilinearitit im zweiten Argument ist klar, da
das Skalarprodukt dieselben Eigenschaften hat und da ¢(«) und das Integral linear
sind. Weiters gilt:

w0l < [ @y, o)ldu(e) < ol [ 19)lm du(o)

=[l(z = o) lr—2)llLr ) lull[[o]

Damit ist (u,v) — [u,v] eine beschrinkte Sesquilinearform und es gibt nach dem
Satz von Lax-Milgram einen eindeutigen beschrinkten linearen Operator F' € L(H)
mit

(Fu,v) = [u,v] = / (p(x)u,v)du(z) Yu,v € H.

Die Abschitzung folgt ebenfalls aus dem Satz von Lax-Milgram und der obigen
Abschétzung. O

Korollar 4.10. Sei 7 eine unitire Darstellung von G, dann gibt es fir jedes f €
LY(G) eine eindeutige beschrinkte lineare Abbildung 7(f) auf Hr, sodass 7(f) =
J f(@)m(x) dX(z) im Sinne von Satz 4.9 ist. Zusitzlich gilt |x(f)|| < ||l q)-

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.9 fir X =G, A=B, u= )\, H="H,
und ¢(z) = (u = f(z)w(x)u). Die Abschétzung ist richtig, da || f(z)n(z)|| = | f(z)]
fiir alle z € G gilt. O

Beispiel 4.11. Betrachten wir wieder 7, wie in Beispiel 4.2, dann kénnen wir
fir ein f € LY(G) die Linearform 7(f) auf H,, = L*(G) betrachten. Sei g €
LY(G)N L*(G) und h € C.(G), dann gilt

W= [ fa)ms@e.n) e = [ [ @y dAw) di)
— [ [ 1@ AT drz) drw) - / 7+ g(5)hlg) dA(y)

=(f*g,h)

Da h € C.(G) beliebig war und C,(G) nach Proposition 3.8 dicht in L?(G) ist und
das Skalarprodukt stetig ist, folgt die Gleichheit fiir alle h € L?(G) und somit folgt
7r(f)g = f * g. Dabei haben wir Satz 2.5 verwendet. Die Voraussetzungen sind
erfiillt, da sowohl der Trager von h als auch der Tréger von f o-kompakt ist und

da |f| * |g| € L*(G) und somit erst Recht |f| * |g||h| € L1 (G) ist.



16

Lemma 4.12. Mit den Voraussetzungen und der Notation von Satz 4.9 sei zusdtz-
lich A eine lineare beschrinkte Abbildung auf H. Dann gilt AF = [ A¢(z)du(z),
dies ist gleichbedeutend mit

(AFu,v) = /(A(b(:v)u,v) dp(x)  Yu,v e H.
Beweits.
(AFu,v) = (Fu, A*v) = / (p(z)u, A"v)du(z) = / (Ap(x)u,vydu(z) Yu,veH
O

Definition 4.13. Sei H ein Hilbertraum und A eine *-Algebra. Eine Abbildung
¢: A — L(H) heiBt x-Darstellung von A auf H, falls ¢ ein x*-Homomorphismus ist.
Weiters heiit ¢ nicht degeneriert, falls es keinen Vektor v € H \ {0} gibt, sodass

Tv =0 fir alle T € ¢(A )” |

Satz 4.14. Seiw eine unitire Darstellung von G. Dann ist die Abbildung f > w(f)
eine micht degenerierte x-Darstellung von L*(G) auf H.

Beweis. Da das Integral linear ist, ist klar, dass die Abbildung f — 7(f) linear ist.
Weiters gilt:

w7+ g)ue) = [ [ @l D) (e, 0) ) dAe)
/ / F ()9 (@) (m(y)u, v) dA(x) dA(y)
- / £(w) / () (g(@)m(2)u), v) AA(2) dA(y) Vau,v € Ho

Hier haben wir den Satz 2.5 verwendet. Die Voraussetzungen sind erfiillt, da nach
Proposition 3.19 der Triger des Integranden o-kompakt ist, da |f| * |g| € L' und
da |(m(x)u,v)| < |ull||v]] < co. Nun kénnen wir Lemma 4.12 mit A = 7(y) und
¢(z) = g(z)m(x) auf das innere Integral anwenden und erhalten:

(n(f * g)u,v) = / F(w)in(y) / o) () AN(z)u, v) dA(y)

/ e Ju, 0} dA(y)
(g)u vy Yu,v € Hy
Also ist 7 auch beziiglich der Multlphkatlon vertraglich. Schliellich folgt

w(#7)uro) = [ A FE T (o, o) d@)
— [ BT e e dA@)
/A (x)v, u) dA(z—1 314/f x)v,u) dA(z)

=(m(f)v,u) = (u, 7(f)v) Yu,v € Hy
und somit w(f*) = 7(f)*, die Vertriiglichkeit beziiglich der Involution.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung — 7(f) nicht degeneriert ist. Sei dazu
u € H, ungleich dem Nullvektor gegeben. Dann gibt es wegen der Stetigkeit der
Abbildung z — 7(z)u eine kompakte Umgebung V' von e, sodass ||7(x)u — /3, <
%Hu”%,r fiir alle x € V. Da V kompakt und Obermenge einer nichtleeren offenen
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Menge ist, gilt 0 < A(V) < oo und wir kénnen die Abbildung f := A\(V) " lxy €
L'(G) definieren. Dann gilt:

(m(fHu — u,v) :/)\(V)_1<7T(:v)u,v) dA(z) — //\(V)_1<u,v) dA(x)

\%4 \%4

=\V)! /(w(x)u — u,v)dA(z)
%
Betrachten wir die Abbildung ¢(x), mit ¢(x)u = w(z)u — u fiir £ € V und sonst
konstant 0. Dann ist ¢(x) fiir jedes z eine lineare beschréinkte Abbildung und
lo(x)||, <2firxz eV und ||¢(x)| s, =0 fiir a: §§ V. Somit ist H(b( M. € LYG)
und wir kénnen das Integral [, 7(z) —Id d\(z) == [ ¢(z ) definieren. Damit
folgt mit der Gleichung von oben, dass ( fgb d/\u ,U) = )\( )< (fHlu — u,v) ist,
also [ ¢(x)dXN = ANV )(n(f) —Id). Somit gilt:

() = ulla, =AV 1H/¢> ) dA(@)ullr, <AV 1H/¢ ) (@) [[ull2,

AV) i@ = lle@) DNz @ llulle,

Fir o € V gilt ||¢(x)ulla, = [|Im(@)u — ulls, < 3llulls, und somit [|¢(2)] <

fir x ¢ V gilt ||¢(x)|| = 0. Also erhalten wir insgesamt |[(z — ||¢(x)|)]L1(q §
FA(V) und damit [|7(f)u — ulls, < %|lulls,. Somit gilt insbesondere m(f)u # 0.
Daher ist 7 nicht degeneriert. O

N [=

—~

4.2. Funktionen von positivem Typ. Unitéire Darstellungen stehen in engem
Zusammenhang mit Funktionen von positivem Typ. In diesem Abschnitt werden
wir diesen Zusammenhang néher erldutern.

Definition 4.15. Es sei an die Definition des Raumes L>®(G) := L*°(G, \,C) in
Definition 2.6 erinnert. Sei ¢ € L°°(G). Dann heifit ¢ eine Funktion von positivem
Typ, wenn gilt:

/(f**f)¢d)\20 fiir alle f € L'(G)

Die Menge aller stetigen Funktionen von positivem Typ bezeichnen wir mit P(G)
oder kurz P.

Proposition 4.16. Seien f,g € L'(G) und ¢ € L=(G). Dann gilt:

[ goar= [ oo o i@ aw

Beweis. Wegen Proposition 3.19 ist der Triiger von f*(y)g(y~ ') o-kompakt und
somit auch der Triger von f*(y)g(y~tz)¢(z). Da weiters |f*| * |g| € L*(G) und
¢ € L>®(Q) ist, existiert das iterierte Integral in der Voraussetzung von Satz 2.5
und somit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz erfiillt und wir erhalten:

/(f**g)cbdAZ//f*(y)g(y‘lw)¢(w) dA(y) dA(z)
Z/A(y‘l)/f(y Dg(y~'z)¢(x) dA(z) dA(y)
— [ [ Twlstwarota) dra) axw)
— [ [ s@T@iota) dr) axw)
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Proposition 4.17. Sei ¢ von positivem Typ, dann ist auch ¢ von positivem Typ.

Beweis.

/(f**f)EdA =/<f**f>¢dA=/<7**7>¢dA
=/(7**7)¢dA20 vf e LY(G)

Wobei wir hier die Identitdt f* * f = 7* * f verwendet haben. Diese folgt aus
7@ = [ Ay T ) )
— [ A T T ) ax) =T+ 7.

O

Proposition 4.18. Sei 7 eine unitdre Darstellung von G und uw € H,. Dann ist
die Abbildung ¢: G — C,x — (n(x)u,u) eine Funktion von positivem Typ.

Beweis. ¢ ist stetig, da x — 7(z)u stetig ist und das Skalarprodukt stetig ist. Wei-
ters gilt ¢(y~1a) = (r(y~H)m(z)u, u) = (7(x)u, 7(y)u). Damit folgt mit Proposition
4.16:

[ epoar=[ [ r@fwow s i@ )
— [T [ #@)m@umloyu dx@ dxw)

— [ Fwia(pyu. o)) dAw) = [ )@ e(7)0) dAw)
=(n(flu,n(flu) = |7(flul* >0 Vfe LY(G)
Klarerweise ist ¢(z) < ||ul|? und somit ¢ € L>(G). O
Korollar 4.19. Sei f € L*(G)NL2(G) und sei f(z) := f(z~1). Dann gilt f+f € P.

Beweis. Betrachten wir die unitiare Darstellung 7, aus Beispiel 4.2. Dann erhalten
wir:

() fo ) = / Fa ) T) dA(y) = / F ) D () dA()

- [ Fur 01w i) = 7 Flo)

Also folgt mit Proposition 4.17 und Proposition 4.18, dass f * fNeine Funktion von
positivem Typ ist. (|

Als néchstes wollen wir fiir eine Funktion von positivem Typ eine zugehorige unitére

Darstellung finden. Dazu benétigen wir zunéchst einen zugehorigen Hilbertraum.

Lemma 4.20. Sei ¢ € P, ¢ ungleich der Nullfunktion. Dann ist die Abbildung

(f.9) > (frg)o = / (¢ * F)pdx

eine nichtnegative Sesquilinearform. Betrachten wir weiters den Teilraum N :=
{feL':{f, ) =0}. Dann kénnen wir die Sesquilinearform (-,-)y auch auf dem
Faktorraum L*(G)/N definieren, indem wir sie diber Reprisentanten definieren.
Diese Sesquilinearform bildet dann ein Skalarprodukt auf dem Faktorraum, welches
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wir ebenfalls mit (-,-)4 bezeichnen. Die Skalarproduktvervollstindigung dieses Fak-
torraums nennen wir Hy. Weiters gilt:

(421)  [(f+ N, g+Nol = £, 9)sl < lI8llcll flzrellglzre) YF g€ LN G)

Beweis. Die Sesquilinearitéit folgt aus der Antilinearitidt von *, der Bilinearitét der
Faltung und der Linearitéit des Integrals. Weiters ist die Sesquilinearform nichtnega-
tiv, da ¢ € P. Da die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch auf Sesquilinearformen
anwendbar ist, gilt f € A genau dann, wenn (f, g)s = 0 ist fiir alle g € L}(G).
Somit ist A ein linearer Teilraum von L!'(G). Seien nun f, f.9.9€ LY(G), sodass
f—f€eNund g—geN. Dann gilt:

(f.9)o = (F.9) + {(f9— Do+ {f — F.9)6 = ([ Do

0 0

Also kann man die Sesquilinearform auf dem Faktorraum mit Hilfe der Repré-
sentanten definieren. Klarerweise ist sie wieder eine nichtnegative Sesquilinearform.
Zusétzlich ist sie nun radikalfrei und somit ein Skalarprodukt. Die Ungleichung
(4.21) folgt schliefllich direkt aus der Darstellung von Proposition 4.16. (I

Lemma 4.22. Seien N, ¢ und Hy wie in Lemma 4.20 und bezeichne [f] := f+N €
LY/N die Nebenklasse einer Funktion f € L'. Dann sind die Abbildungen 74 (x)
mat

To(@)([f]) = [Laf] Vf e LYG)
fiir alle x € G wohldefiniert und unitdr, wobei wir L' /N mit der von dem Skalar-

produkt (-, )4 induzierten Norm | -||4 versehen . Damit kann man mg(z) fir jedes
x € G in eindeutiger Weise unitir auf He fortsetzen. Wir nennen diese Fortsetzung

().

Beweis. Seien f,g € L*(G). Dann gilt L, f — L,g € L*(G)) und wegen Proposition
4.16:

(Lot Laghs = [ (Lag)" + (LeD)6AN)

=//f(:v’1y)g(:v‘12)¢(z’ly) dA(y) dA(2)
/ / fy =) M) dA(Z) = (g

Gilt nun f — g € N, d.h. [f] = [g], dann gilt (L, f, Lg)e = (f,9)e = 0. Somit gilt
7o (2)([f]) = [Laf] = [Lag] = Tg(x)([g]), also ist 74 (x) wohldefiniert. Die Linearitét
folgt direkt aus der Linearitéit des Translationsoperators. Weiters ist m, () surjektiv
und wegen obiger Gleichung isometrisch und somit unitér. ([

Lemma 4.23. Mit der Notation aus Lemma 4.22 ist die Abbildung myp: G —
U(Hr),x — my(x) eine unitdre Darstellung von G in Hx.

Beweis. Wegen Lemma 4.22 gilt m4(x) € U(H ) fiir alle # € G. Die Homomorphis-
museigenschaft folgt aus der Homomorphismuseigenschaft von L,. Fiir die Stetig-
keit seien z € G, u € H, und € > 0 beliebig. Da L'(G)/N dicht in H, eingebettet
ist, gibt es ein f € L', sodass ||[f] — ull < § ist. Weiters ist nach Proposition 3.15
die Abbildung x — L, 1f stetig und somit gibt es eine offene Menge O C G, sodass

|Lyf — Lo fllov o)l 9l < § fir alle y € O gilt. Zusitzlich wissen wir, dass 74 ()
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fiir festes z unitér ist, und somit gilt mit (4.21) fiir jedes y € O:

7o (2)u = mg (y)ulls <|ms(@)[f] = 7o (W) [l + Ims (2)u — 7o (2)[Fll6
+ 7o ()] = 7o (Y)ully
SNLaf = Lyfllo + lImo () (w = [fDlls + lms () (1f] = w)lls

1 € €
SILof = Lyfllvoligllse +20[f] —ulls < 5 +25 =€

O

Proposition 4.24. Sei U eine Umgegbungsbasis von e in G, dann ist U versehen
mit der Obermengenrelation eine gerichtete Menge. Sei weiters (Vy)ueu ein Netz
mit Yy € Ce(G), Yu >0, supp(Yr) C U und [[YullLiq) =1 fir alle U € U, dann
gilt |y f— fllLi(ey = 0 fir alle f € L*(G). Wir nennen die Funktionen ¢y dabei
approzimative Einheit. Weiters existiert ein Netz mit diesen Eigenschaften immer.
Insbesondere ist die Menge {f * g : f,g € L'} dicht in L*(G).

Beweis. Seien f € L'(G) und € > 0 beliebig aber fest. Nach Proposition 3.15 ist
die Abbildung x — L, f stetig und somit gibt es eine kompakte Umgebung Uy € U,
sodass || L. f — f|lz: < € fiir alle z € Uy gilt. Fiir jede Umgebung U € U mit Uy O U
gilt dann:

o= £ = fllo) = [ 166w Nle) — F@)] axa)
-/ ] [ i - s
< / / o) |f(y~e) — f(2)] dA() dA(x)
= [ o) [ 1L, - @] dr@ ax0)
U

dA(x)

- / Yo @)1 Lyf — Fllo dA(y) < / bu(y)edAy) =«
U U

Also konvergiert das Netz gegen 0. In der Berechnung haben wir den Satz von
Fubini verwendet. Dies diirfen wir, da der Tréger des Integranden des iterierten
Integrals eine Teilmenge von U x (U supp(f) U supp(f)) ist und dies nach Lemma
3.18 eine o-kompakte Menge ist. Weiters ist wegen der Abschétzung von oben das
iterierte Integral kleiner € und somit kleiner unendlich.

Die Existenz eines solchen Netzes folgt direkt aus Proposition 2.14, denn {e} ist
eine kompakte Menge und somit gibt es eine stetige Funktion von G nach [0, 1],
welche bei e gleich 1 ist und dessen Tréger Teilmenge von einer vorgegebenen Um-
gebung U ist. Normieren wir diese Funktion beziiglich der L'-Norm erhalten wir
die gewiinschten Eigenschaften.

O

Definition 4.25. Sei 7 eine unitére Darstellung von G. Dann heifit ein Vektor
u € Hn ein zyklischer Vektor von 7, falls der von der Menge M, := {7(z)u : x € G}
aufgespannte Unterraum dicht in H ist. Falls es einen zyklischen Vektor von 7 gibt,
nennen wir 7 eine zyklische Darstellung.

Satz 4.26. Sei ¢ eine Funktion von positivem Typ. Sei Hqy wie in Lemma 4.20
und g wie in Lemma 4.22. Dann folgt mit der Notation aus Lemma 4.22, dass es
einen zyklischen Vektor u von 4 gibt, sodass wy(f)u = [f] fir alle f € LY(G) und
o(x) = (mg(x)u, u) fir fast alle z € G gelten.
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Beweis. Sei U eine Umgebungsbasis von e aus symmetrischen Mengen. Nach Pro-
position 4.24 gibt es ein Netz von approximativen Einheiten (g )yey. Betrach-
ten wir nun das Netz (¢} )veu, so gilt supp(¢f) C U™' = U,||[¢f]zr = 1 und
Vvi(z) = A(z)yy(z=t) > 0 fir alle x € G. Also sind die ¢f; ebenfalls wieder
approximative Einheiten. Also gilt fiir jedes f € L*:

() [ulbo = /(% v F)ddr /fcﬁd/\

Insbesondere gilt [[[Yu]l|} = [YvodA < [[Yullpi¢lee = [[@]loc und somit gilt

1
fir ein beliebiges v € Hy, dass |(v, [Yu])e| < |Jv]gll¢||& ist. Also ist das Netz
((v, [¥u])e) ein beschrianktes Netz in R. Wir zeigen nun, dass es sogar ein Cauchy-
netz und somit konvergent ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Es gibt ein f € L!(G), sodass

lv — [f]||<;5||gi)||éO < § gilt. Weiters gibt es ein Uy € U, sodass fiir alle Uy, Uz € U
mit Uy € Up und Uy C Uy die Differenz [([f], [Yv, — Yu,])¢| < § gilt. Insgesamt
erhalten wir:

(v, [Wo, — Yual)e] <KF) o, — Yusl)e] + [0 = [f] o, — Yua)) el
+ v = [flle(lvu lle + [Yv.lls)
1

fiir alle Uy, Uz € U mit Uy C U und Uy C U. Somit ist (v, [Yr])e als beschrénktes
Cauchynetz in R konvergent. Die Abbildung v — [ljlrrbll (v, [Yu])e ist damit auf ganz
€

=€

i €
+llv = [flle2llgllse < 5 +2

Hy wohldefiniert. Weiters ist sie klarerweise linear und wegen

| Jim (v, o)l < Jim 1o, [Wubel < Jim lollalltsollls < llllsléld

auch beschriankt. Also gibt es nach dem Darstellungssatz von Riesz-Fischer ein
u € Hey, sodass (v,u)y = éirrzi(v, [Yu])e fiir alle v € Hy ist. Insbesondere gilt fiir
€

f € LYG), dass ([f],u)y = }Jlg&([f], [Wul)e = [ fdN ist. Seien nun f,g € LY(G)

und y € G beliebig. Dann gilt:
(g} molw)ubs =(moly~)lol wbs = (Lyr9l,u)o = [ alye)ola) AN
— [ 9@ty 2 @)

Also erhalten wir mit Proposition 4.16:

(L), [fl)s = / / o(2) T @)y~ "2) dA(x) dA(y) = / T 9], 7o (u)u)s dA(y)

Da L'(G)/N dicht in H, liegt, gilt somit m4(f)u = [f] fiir alle f € L'(G).

Um zu zeigen, dass u ein zyklischer Vektor von my ist, sei v € H,, sodass
(v,mg(y)u)y = 0 fir alle y € G ist. Dann gibt es eine Folge von Funktionen
gn € LY(G), sodass g, in H, gegen v konvergiert. Wegen der Stetigkeit des Ska-
larproduktes gilt ([gn], mg(y)u)y — 0 fiir alle y € G. Da (gn)nen eine konvergente
Folge ist, ist sie insbesondere beschrankt und somit erhalten wir:

FW)lgn), ms@udo| < 1F1W)llgnllollulls < 1£1(y)C ¥neN, f e LY(G)
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Deswegen konnen wir den Satz der majorisierten Konvergenz anwenden und erhal-
ten:

(v, 1o = Jimn {lgal. (o = Jim | TG(gn), (s dAw)

n—00

= [t T llga): molyu)o dAw) =0 ¥ € L1(G)

n—oo

Da LY(G)/N dicht in H, ist muss somit v = 0 gelten. Also gilt M = {0} und
somit, dass der von M,, aufgespannte Unterraum dicht in H, liegt. Damit ist w ein
zyklischer Vektor von mg.

Schlussendlich erhalten wir noch:

[ uss ) axw) = [ fim (mao), o) sl ) X0)
= Jim [ mal)u, o)) o/ () ANw) = Jim (g (s [

—(mo(f)u s = ([f], u)p = / fodr Vfe Lt

Somit gilt ¢(y) = (74 (y)u, u)e fast sicher. Wir haben hier den Satz der majorisierten
Konvergenz angewendet, da fiir alle U € U gilt:

[ (), [0 o S )] < Nl ()l [0l £1(0) < llullgll ]2 1 £1(w)
O

Korollar 4.27. Jede Funktion von positivem Typ stimmt \-fast iberall mit einer
stetigen Funktion tberein.

Beweis. Sei ¢ eine beliebige Funktion von positivem Typ. Nach Satz 4.26 gibt es
eine unitédre Darstellung 7y und einen Vektor u € Hy, mit ¢(x) = (mg(x)u, u) fiir
fast alle x € G. Da die rechte Seite stetig in x ist, stimmt ¢ fast sicher mit einer
stetigen Funktion iiberein. O

Bemerkung 4.28. Wir kénnen also fiir jede Funktion von positivem Typ einen Re-
préasentanten wihlen, welcher stetig ist. Von nun an werden wir somit die Menge
der Funktionen von positivem Typ als Teilmenge der stetigen Funktionen auffassen.

Korollar 4.29. Jedes ¢ € P erfillt |¢|loc = ¢(e) und ¢(z~1) = ¢(z) fir alle
reGq.

Beweis. Sei ¢ € P und ¢(x) = (my(x)u, u) wie in Satz 4.26. Dann gilt
|6(2)] = (s (2)u, u)| < |lmg(@)ullllull = [[ull® = (Tg(e)u,u) = p(e) Vo e G
und somit erhalten wir ||¢||.c = ¢(e). Weiters gilt
oz = (m(z ™ YHu,u) = (u, 7(x)u) = p(z) VzeG.
(]
4.3. Satz von Gelfand-Raikov. Mithilfe der Charakterisierung iiber Funktionen

von positivem Typ werden wir zeigen, dass die unitdren Darstellungen punktetren-
nend auf G sind. Dazu untersuchen wir zunéchst zwei Teilrdume von P.

Definition 4.30.

Pri={¢€P:|¢llc =1} ={¢ € P: ¢(e) =1}
Po:={p €P:lglc <1} ={p€P:0<ge) <1}
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Satz 4.31. Sei ¢ € Py, dann ist ¢ genau dann in E(Py)wenn die zugehdrige Dar-
stellung my aus Satz 4.26 irreduzibel ist. Dabei bezeichnet E(P1) die Extremalpunkte
von P1.

Beweis. Sei zunéchst w4 reduzibel, d.h. es gibt einen unter 74 invarianten nicht-
trivialen Unterraum M von He. Es gilt: Hy = M & ML, Sei u € H, wie in Satz
4.26. Da u ein zyklischer Vektor ist und sowohl M als auch M~ unter 7, invariant
sind, kann w in keinem der beiden Réume liegen. Also gibt es ein v € M \ {0} und
ein w € ML\ {0}, sodass u = v + w ist. Damit erhalten wir:

d(x) = (mg(x)u, u) = (m(2)0,v) + (g (2)w, w) +2- 0 = 191 () + c2vb2(x)
mit ¢1 = ||v]|?, e2 == |Jw||?, Y1(z) = (ms(x)v,v)/c1 und a(z) = (mh(z)w, w)/co.
Es gilt ¢; + c2 = ||ul|> = ¢(e) = 1 und wegen Proposition 4.18 gilt 1; € P und
1y € P. Es gilt sogar 91(e) = [|[v]|?/c1 = 1 und 92(e) = ||w||?/c1 = 1 und somit
sind beide in P;. Da u ein zyklischer Vektor von m, ist, gibt es ein € G, sodass
gilt:

0 # (mo(@hu, 2 = 2) = (o) (v + ), = — 2)
_ <7r¢(9cc)v, v) N <7r¢(;vc)w,w> 20 = P (&) — va(e)

Somit gilt 11 # 1. Also ist ¢ eine nichttriviale Linearkombinationen zweier ver-
schiedener Elemente aus P; und damit kein Extremalpunkt.

Sei nun umgekehrt 7y irreduzibel und ¢ = ¥ + 12 mit 11,12 € P. Dann gilt:
(s Dwe = ([ o = (s Fhwe <AL, e Y € LY(G)

und damit

1(Fa 90wl < 1 Dol 2100, 9 |2 < I Fal 2 g, 9)ol® V.9 € LYG)

Bezeichnen wir mit [f] die Nebenklasse von f in H, so ist die Abbildung ([f], [g]) —
(f,9)yp, auf Hy x Hy und eine beschrénkte Sesquilinearform. Nach dem Lemma von
Lax Milgram gibt es also eine beschrénkte lineare Abbildung 7" : Hs — Hy, sodass
(Tf),[9))s = (f,9)y fiir alle f,g € L' (G) gilt. SchlieBlich erhalten wir mit Lemma
4.22 fiir beliebige = € G, f,g € L'(G):

(T (2)[f],19))e =(TLaf],[9))o = (Lafs 9)vr = (f, La19)y:
=(T(f], [La-1g])e = (T1f], me(x™lgle = (me(2)T(f], [g])e
Also gilt T € C (w4, mg) und mit dem Lemma von Schur(Satz 4.7) folgt, dass T' = cI
fiir ein ¢ € C und somit (f, g)y, = c([f], [g])e = c(f, )¢ fiir alle f,g € L1(G) ist.

Wegen Proposition 4.24 ist die Menge aller Faltungen von L!-Funktionen dicht in
L' und somit folgt, dass ¥, = c¢ gelten muss. Damit ist aber auch ¥y = ¢ — 1y =
(1 —c)¢p. Also ist ¢ € E(Py).

O

Definition 4.32. Da nach Satz 2.7 L>°(G) ~ L*(G)' gilt, kénnen wir auf L>(G)
die schwach*-Topologie definieren. Genauer gesagt, wenn ® den Isomorphismus
zwischen L und (L') bezeichnet, dann ist die schwach*-Topologie auf L>(G)
definiert durch die Urbilder beziiglich ® aller schwach*-offener Mengen in (L(G))’.
Die schwach*-Topologie auf P, Py, Py bezeichnet dann jeweils die Spurtopologie
beziiglich den jeweiligen Teilmengen.

Proposition 4.33. Es gilt £(Py) = E(P1) U{0}.
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Beweis. Es ist klar, dass E(P1) C E(Py). Denn aus 1 = ¢(e) = cp1(e) + (1 —c)p2(e)
mit ¢ € E(Py) und ¢1, 92 € Py folgt ¢d1(e) = ¢a(e) = 1 und somit ¢1,ps € Py.
Also gilt ¢1 = ¢2 = ¢, da ¢ ein Extremalpunkt in P; ist. Ist nun ¢ = 0 anstatt
¢ € E(P1), dann folgt aus 0 = ¢(e) = cp1(e) + (1 — ¢)¢pa(e), dass ¢1(e) = 0 und
¢2(e) = 0 ist und somit mit Lemma 4.29, dass ¢ = ¢ = 0 ist. Ist ¢ € P1 \ E(P1)
so ist es klarerweise auch nicht in £(Pp) enthalten. Sei also ¢ € Py \ (P1 U {0}).
Dann kann man ¢ durch eine nichttriviale Linearkombination darstellen:

= ei — (e
6= 6(e) gy + (1= 600

O

Die folgende Proposition erinnert an den Satz von Krein-Milman, allerdings kénnen
wir diesen nicht direkt auf P; anwenden, da P; nicht schwach*-abgeschlossen sein
muss.

Proposition 4.34. Die konveze Hiille von E(P1) ist schwach*-dicht in P;.

Beweis. Da P eine konvexe Menge ist, gilt dies auch fiir Py und P;. Wobei letzteres
gilt, da alle ¢ € P nach Korollar 4.29 ihre Supremumsnorm bei e annehmen. Ver-
sehen wir nun den L* mit der oben definierten schwach*-Topologie, so ist P und
somit auch Py abgeschlossen. Also ist Py als abgeschlossene Teilmenge der Einheits-
kugel nach dem Satz von Alaoglu eine schwach*-kompakte konvexe Menge. Wenden
wir darauf den Satz von Krein-Milman an, so erhalten wir, dass jedes Element von
Po und somit auch jedes Element von P; der Grenzwert eines Netzes (¢;)ics ist,
wobei ¢; fiir alle ¢ € I in der konvexen Hiille von £(Pp) enthalten ist. Das heifit ¢;
ist von der Gestalt

n;+1 nj+1
Sodvl, mit Y el =190 €E(Py) =EP)U{0} Vj=1.mi+1.
j=1 j=1

Wenn wir den Term mit 1/1{ = 0 weglassen erhalten wir folgende Darstellung:

¢i=> vl mit Y o <19l €E(Pr) Vj=1l.m

j=1 j=1
Da die Menge {f € L : || f|lL~ < 1 — €} fiir jedes € > 0 schwach*-abgeschlossen
ist, konvergiert ¢;(e) = ||¢|loo gegen 1 und somit gibt es einen Index iy, sodass gilt:

64(6) = 1910V loe = I90(l 1= > 3 Vi = o

Setzen wir ¢} = J{e) fiir alle ¢ 3= ig, so erhalten wir:

Uz

/71” 1 CJJ mL:L Je:¢1(€):
¢Z_;¢z(e) 171 ;(bz(e)cz (bz(e) Zczjd}z( ) ¢i(€) 1

Jj=1

Somit ist ¢} fiir jedes i = ip in der konvexen Hiille von P enthalten. Da ¢;(e) gegen
1 konvergiert, konvergiert ¢} gegen dasselbe Element wie ¢;. (Il

Definition 4.35. Sei X ein topologischer Raum und A C CX, d.h. A ist eine Teil-
menger aller Abbildungen von X nach C. Dann definieren wir auf A die Topologie
der kompakten Konvergenz, welche von folgenden Mengen erzeugt wird:

N(fo,e, K):={fe A:|f(z)— folx)| <eVzx € K}, fo € A,e >0,K C X kompakt

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass auf P; die schwach*-Topologie mit der
Topologie der kompakten Konvergenz iibereinstimmt.
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Lemma 4.36. Sei X ein Banachraum und B C X' eine beziiglich der Abbildungs-
norm beschrinkte Teilmenge von X'. Dann stimmt auf B die Topologie der kom-
pakten Konvergenz mit der schwach®-Topologie tberein.

Beweis. Die schwach*-Topologie ist die Topologie der punktweisen Konvergenz und
somit, da einelementige Mengen kompakt sind, ist die schwach*-Topologie gréber
oder gleich grob als die Topologie der kompakten Konvergenz. Um die Umkehrung
zu zeigen, seien z, € B, e > 0 und K C X kompakt. Da B beschrinkt beziiglich der
Abbildungsnorm ist, existiert ein C' > 0 mit ||2’|| < C fiir alle 2’ € B. Sei zusétzlich
§ 1= 3. Dann gibt es, weil K kompakt ist, endlich viele Punkte x1,...,z, € K,
sodass U?:l Us(xzj) 2 K. Seien 2/ € B und € K beliebig. Dann gibt es ein j,
sodass ||z — ;|| < 6. Damit folgt:

|2 (2) — g ()| < |2’ (2 — )|+ | (2" — 2) () + | (2 — )| < ZC% +(@" —x)(z))].

Also ist jedes 2’ € U := (_{z' € B : |(z' — x)(z;)| < §} auch in N(zj,¢, K).
Somit gilt U C N(z(,¢€, K). Da zf, € und K beliebig waren und U eine beziiglich
der schwach*-Topologie offene Teilmenge ist, miissen die Topologien gleich sein. [J

Lemma 4.37. Seien ¢g € P1, f € LY (G), € > 0 und K C G kompakt. Dann gibt
es eine schwach*-Umgebung U von ¢g, sodass |f * ¢(x) — f * ¢o(x)| < € fiir alle
oeUundzxe K.

Beweis. Wegen Korollar 4.29 folgt:
£rota) = [ 1oty a)a\w) = [ Fan)o ™) ) = [ Henidl) )
~ [ DT ).

Weiters folgt aus Proposition 3.15, dass die Menge {L,-1f : © € K} kompakt in
L'(G) ist. Sei ® wie in Definition 4.32 der Isomorphismus von L* nach (L')’. Dann

gilt somit f * ¢(x) = ®(¢p)(Ly-1f). Da Py beziiglich der L>°-Norm beschrinkt ist,
ist auch ®(P;) beziiglich der Abbildungsnorm beschréinkt. Also kénnen wir Lemma
4.36 anwenden und erhalten eine schwach* Umgebung V' von ®(¢y), sodass gilt:

|fx d(x) — [ ¢o(x)| = |P()(Laf) — ®(do) (L1 f)] <€ Vo€ KVped (V)
®~1(V) erfiillt dann das Gewiinschte. O

Lemma 4.38. Sei ¢ € Py. Dann gilt |¢(z) — é(y)|* < 2 — 2R(p(yxz~1)) fiir alle
z,y €G.

Beweis. Nach Satz 4.26 gibt es eine unitére Darstellung 7 und einen Vektor u € H,
sodass ¢(z) = (m(x)u, u) fiir alle * € G. In unserem Fall gilt ||ul|? = ¢(0) < 1. Damit
erhalten wir:

|6(x) = d(y)* =[(m(2) — m(y))u, w)|* = [{u, (7(@7") = 7(y™"))w)]?
<lulP (@™ u = 7y )ul®
<™l + Iy ull* — 2R (@™ u, 7y~ u))
=2ul® - 2R((n(yz ™ u, u)) <2 - 2R(¢(y2™")) Va,y e
O

Satz 4.39. AufP; stimmt die schwach®-Topologie mit der Topologie der kompakten
Konvergenz tiberein.
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Beweis. Sei f € LY(G), € > 0 und ¢g € P;. Aus Lemma 3.18 folgt, dass supp(f)
o-kompakt ist. Also gibt es eine monoton steigende Folge von kompakten Mengen
K,,, welche gegen supp(f) konvergiert. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass
J x, |[1dXA gegen | f|| 1 konvergiert und somit gibt es eine kompakte Menge Ky mit

fG\KN |fldX < . Fiir ¢ € Py mit [¢ — o < m auf K gilt somit:

€

2

=€

[uo-srona < [Ilo-alar+ [ ilo-elar< s+
K

G\K

Da die Mengen {¢ € P1 : | [(f¢— f¢o)dN| < €} mit f € LY(G), ¢ € Py und € > 0
eine Basis der schwach*-Topologie auf P; bilden, ist die Topologie der kompakten
Konvergenz feiner oder gleich der schwach*-Topologie.

Sei nun umgekehrt ¢g € Py, € > 0 und K C G kompakt. Wir miissen nun eine Um-
gebung U von ¢ beziiglich der schwach*-Topologie finden, sodass U C N (¢, €, K)
gilt, d.h. fiir alle ¢ € U und z € K gilt |¢(z) — ¢do(z)| < €. Sei dazu n > 0 fest.
Dann gibt es eine kompakte Umgebung V von e in G, sodass |¢g(z) — 1| < n fiir
alle z € V. Wir betrachten nun die Menge

U= gep: /(¢—¢0)d/\ <A(V)

v

{oer:| [owo-woa| <mm}.

Da V kompakt ist, ist xy € L'(G) und somit ist U; eine schwach*-Umgebung von
¢o. Zusétzlich gilt fiir jedes ¢ € Uy:

/(1—¢>>dA < /(1—¢0)d>\ + /(¢o—¢>dA < 2A(V)

14 |4 \4

Fiir ein ¢ € U; und ein « € G gilt unter Anwendung der Schwarzschen Ungleichung;:

v+ 9(a) = MV)o@)] = | [ 6ty 1) = o) drw)| < [ Joly o) - o()] dA(w)
\%4 \4

£l / (2 — 2R(6(y))) ¥ dA(y)

=R 2/1 —gdX | A(V)2 < (AnA(V))2A(V)?

SchlieBlich gibt es nach Lemma 4.37 noch eine zweite Umgebung Us von ¢q, sodass
Ixv *d(x) — xv *po(x)] < nA(V) fiir alle ¢ € Us und x € K ist. Insgesamt erhalten
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wir fiir ein beliebiges ¢ € Uy N Uz und z € K:
[¢(x) — ¢o(2)] Sﬁ (IA(VM(UC) = xv * ¢(@)| + [xv * (¢ — ¢o)(@)|

T I % dola) A<v>¢o<x>|)

gﬁ @AWV)nE + AV + 20(V)iE) = 1 + 4o

Waéhlen wir nun n so klein, dass n + 477% < €, s0 ist U := U; N Uy die gesuchte
Umgebung. O

Lemma 4.40. Seien f,g € C.(G), dann ist f*g in der linearen Hiille von C.(G)N
P(G) enthalten. Weiters ist C.(G) N P(Q) dicht in C.(G) und dicht in LP(G) mit
1<p<o0o.

Beweis. Nach Korollar 4.19 ist hx h € P fiir alle h € Co(G), wobei h(z) = h(z—1).
Da die Abbildung B : (hy,he) +— hy x ho eine Sesquilinearform auf C.(G) ist,

koénnen wir polarisieren und erhalten, wenn wir mit B(h) := B(h, h)bezeichnen,

fiir beliebige h1, ha € C.(G):
—~ 1
h,l * hQ = B(hl, hg) = Z (B(hl + h2) — B(h,l — hg) + ’LB(h,l + ’th) — ’LB(h,l — ’th))

Da fiir alle hl, hQ S OC(G) auch hl + hQ, hl — hQ, hl + ZhQ und h,l - ’th in CC(G)
sind, liegt hy * ;L\; in der linearen Hiille von P. Wihlen wir hy = f und hy = g
erhalten wir, dass f % g in P ist. Gem#fl Proposition 4.24 gibt es approximative
Einheiten und somit bilden alle Elemente der Form f x g mit f,g € C.(G) eine
dichte Teilmenge von C.(G). Daher ist auch C.(G) NP dicht in C.(G). Versehen
wir C¢(G) mit der p-Norm, so ist C.(G) NP klarerweise immer noch dicht in C.(G)
und somit auch dicht in LP(G), da C.(G) dicht in L?(G) ist. O

Satz 4.41 (Satz von Gelfand-Raikov). Die irreduziblen unitiren Darstellungen auf
G sind punktetrennend.

Beweis. Fiir z,y € G, x # y gibt es eine offene Menge O mit z € O und y ¢ O und
damit gibt es nach Proposition 2.14 eine Funktion f € C.(G) mit f(z) = 1 und
f(y) = 0. Nach Lemma 4.40 gibt es eine Funktion g in der linearen Hiille von C.(G)N
P(G) mit g(z) # g(y). Nach Proposition 4.34 liegt die konvexe Hiille von £(P;)
schwach*-dicht in P; und nach Satz 4.39 stimmt auf P; die schwach*-Topologie
mit der Topologie der kompakten Konvergenz iiberein. Also ist die konvexe Hiille
von £(P;) dicht beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz. Da die Menge
{2, y} kompakt ist, gibt es eine Funktion h = Y77, ¢;¢; mit ¢; € £(P1), sodass
|h(z) = g(2)| < 3lg(x) = g(y)| und |h(y) — g(y)| < 5lg(z) — g(y)|. Damit erhalten
wir h(xz) # h(y). Also muss es ein j € {1..n} geben, sodass ¢;(z) # ¢;(y). Die
damit verbundene Darstellung 7y, aus Lemma 4.22 ist nach Satz 4.31 irreduzibel
und erfiillt nach Satz 4.26:

(g, (x)u, u) = ¢5(x) # 65 (y) = (To,; (y)u, u)
Wobei u ein zyklischer Vektor wie in Satz 4.26 ist. Also gilt my, (z) # mg, (y). O
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5. FOURIERTRANSFORMATION

In diesem Kapitel behandeln wir die Fouriertransformation auf lokalkompakten
abelschen Gruppen. Sei dazu ab nun G immer eine lokalkompakte abelsche Gruppe
und A ein Haar-Maf} auf G. Es ist klar, dass nun jedes linksinvariante Haar-Maf3
auch rechtsinvariant ist und somit A(Ez) = A(z)A(E) = A(F), also ist A = 1.

5.1. Die Dualgruppe G.

Definition 5.1. Wir nennen einen stetigen Homomorphismus von G nach T :=
{z €C:|z|| = 1} cinen unitéiren Charakter von G und bezeichnen mit G die Menge
aller unitdren Charaktere von G. Dabei bildet T mit der euklidschen Topologie und
der multiplikativen Struktur eine topologische Gruppe. Anstatt £(x) schreiben wir
auch (z, &).

Definition 5.2. Wir nennen zwei unitidre Darstellungen 71 und e &quivalent,
falls es einen Isomoprhismus ® zwischen H,, und H, gibt, sodass ® o (m1(z)) =
(m2(x)) o @ fiir alle x € G.

Satz 5.3. Sei S die Menge der Aquivalenzklassen aller irreduziblen unitiren Dar-
stellungen beziiglich der in Definition 5.2 definierten Aquivalenzrelation. Die Ab-
bildung § — [me] mit me(x)(z) = (x,€)z ist eine Bijektion von G nach S. Hier
bezeichnet [r¢] die Aquivalenzklasse von me.

Beweis. Sei 7y eine irreduzible unitidre Darstellung von G. Dann ist nach Korollar
4.8 Hy, eindimensional. Wir finden also eine zu 7y dquivalente unitére Darstellung
7 mit H, = C. Da w(x) fiir jedes * € G linear ist, gibt es fiir jedes x € G
ein eindeutiges (z,§) := 7w(z)(1) € C, sodass m(z)(z) = (z,&)z ist. Wegen der
Homomorphieeigenschaft von 7 ist auch £ ein Homomorphismus von G nach C
und, da 7 stetig ist muss auch & stetig sein. Weiters gilt:

1 =7(2)" (r(2)(1) = () (D)r(2)(1) = (z,€){z,&) = (2,6
und somit folgt |(z,£)| = 1 und damit ¢ € G.

Umgekehrt gilt fiir jedes £ € G , dass die damit definierte Abbildung 7¢ eine unitére
Darstellung ist und, da C als eindimensionaler Vektorraum nur triviale Teilrdume
hat, ist m¢ auch irreduzibel. 0

Definition 5.4. Sei A eine kommutative Banach-Algebra. Dann nennen wir die
Menge o(A) := {h : A — C,h # 0, h ist Algebren-Homomorphismus} das Spek-
trum von A.

Satz 5.5. Die Abbildung

Wi G o oM@ E s (1o 8D = [T hw)
ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Die Linearitét von W(¢) ist wegen der Linearitdt des Integrals klar. Nach
Satz 4.14 ist die Abbildung f — m¢(f) eine nicht ausgeartete *-Darstellung von
LY(G) auf H,, = C. Also gilt:

E(N)E(g) =me(f)(V)me(9)(1) = & (f) (17Tg(9)(1)) = (mz(f)me(9))(1) = mz(f * g)(1)
=£(f * 9).

Weiters ist R(£(X[re>07)) > 0 und damit W(£) # 0, also ist ¥(£) € o(L'(G)). Die
Injektivitdt folgt aus der Tatsache, dass wenn (x,&1) # (x, &) ist, folgt (x, &) #
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(x, &) und dann gibt es wegen der Stetigkeit eine offene Menge O C G mit |(z, &) —
(x,6)] > ¢ Vo€ 0. Nun folgt |£&(xo) — E2(x0)| > MO)e > 0, also (&) # Ve,
Um die Surjektivitdt zu zeigen, sei ® € o(L'(G)) C (LY(G)) ~ L. Es gibt also
ein ¢ € L™, sodass ®(f) = [¢fdA. Sei f € L', sodass ®(f) # 0, dann gilt fiir
jedes g € L*:

a(f) / 69 A\ =0(f)@(g) = B(f * g)

//¢ )9(y) dA(y) dA(x)
= [ [ st x@t) axw)

- / (L, 1)g(y) dA(w)

Wobei der Satz von Fubini hier angewendet werden darf, da |f|*|g| € L', |¢| € L™
und der Integrand von f * g wegen Proposition 3.19 einen o-kompakten Tréger hat.
Also erhalten wir ¢(y) = ®(L,f)/®(f) fast tiberall. Durch Umdefinieren von ¢
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Gleichheit iiberall gilt. Aus Proposition
3.15 folgt, dass die Abbildung y — L, f stetig von G nach L' ist. Weiters ist die
Abbildung g — [ ¢gdX von L' nach C als lineare beschréankte Abbildung ebenfalls
stetig. Somit ist y — ®(L, f) stetig und damit auch ¢. Weiters erhalten wir:

P(xy)®(f) = ®(Layf) = ®(Lalyf) = o(x)2(Lyf) = (x)d(y)(f) Va,y e

und damit ¢(zy) = ¢(z)¢(y) fiir alle z,y € G. Also gilt auch ¢(z") = ¢(z)™ fiir
alle x € G und n € N und damit, da ¢ beschrinkt ist, |¢(z)| < 1 fiir alle x € G. Es
gilt auch ¢(z71) = ¢(z) ™! und somit folgt |¢p(z)| = 1 fiir alle z € G. Also ist ¢ und
auch ¢ ein unitirer Charakter von G und es gilt ¥(¢) = ®. O

Satz 5.6. G versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz und der punkt-
weisen Multiplikation, ist eine lokalkompakte abelsche Gruppe. Wir nennen sie die
Dualgruppe von G. Die Topologie der kompakten Konvergenz auf@ stimmt mit der
schwach* - Topologie iiberein (vgl. Definition 4.32).

Beweis. Sei € € G. Damn gilt (z,¢) = me(2)(1) = (me(x)(1),1)c. Damit folgt aus
Proposition 4.18, dass £ € P ist. Weiters gilt ||£]| = 1 und somit insgesamt GC P
Nun folgt aus Satz 4.39, dass die Topologie der kompakten Konvergenz auf G mit
der schwach*-Topologie iibereinstimmt. Damit folgt auch, dass G mit dieser To-
pologie eine topologische Gruppe ist, denn die schwach*-Topologie erzeugt immer
eine topologische Gruppe. Mit der punktweisen Multiplikation ist G klarerweise
auch abelsch. Aus Satz 5.5 folgt, dass \I!(@) U 0 gerade alle Homomorphismen von
L'(G) nach C sind. Da die Menge aller Homomorphismen unter punktweiser Kon-
vergenz abgeschlossen ist, ist ¥(G) U {0} in der schwach*-Topologie abgeschlossen.
Da die Abbildungsnorm aller Abbildungen in ¥(G)U{0} kleiner oder gleich 1 ist, ist
(@) U {0} eine abgeschlossene Teilmenge der nach dem Satz von Banach-Alaoglu
schwach* kompakten Einheitskugel und somit selbst schwach* kompakt. Also ist
\I!(G) zumindest lokalkompakt. Wir stellen nun fest, dass \II(G) mit dem Bild von
G unter dem Isomorphismus zwischen L> und (L!(G))’ iibereinstimmt. Also ist mit
\I!(CA?) auch G lokalkompakt beziiglich der schwach*-Topologie. Insgesamt erhalten
wir nun eine lokalkompakte abelsche Gruppe, welche wir die Dualgruppe von G
nennen. ]
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Beispiel 5.7. Sei G = (R, +). Wir wollen nun G = R bestimmen. Fiir jedes z € R
ist die Abbildung &, mit &, (x) := *™** ein Charakter. Umgekehrt sei ein Charakter
¢ von R nach T gegeben. Es gilt £(0) = ||€]|loc = 1 und somit gibt es ein a > 0,
sodass A := [ €dX # 0. Damit erhalten wir:

a-t+x

AE(x) = / £(@)o (1) dA(H) = / £+ 1) dA() = / £(t) dA(t)

Da ¢ stetig ist, ist somit £ nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung differenzierbar und es gilt:

€(x) = 5 (Ela+2) () = 5 (6@) - Dolx) Vo eR

Aus dieser Differentialgleichung folgt, dass £(z) = de®® mit ¢ = A~1(¢(a) — 1). Da
|€] = 1 folgt d = 1 und |e°| = 1, also gibt es ein z € R mit ¢ = 2wiz. Somit gilt
¢ = & und damit ist G = {& : 2z € R}. Weiters gilt &, 4, (z) = e2™@(1+z) —
e2miwzig2mizza - Algo ist die Abbildung U : z — &, ein Gruppenisomorphismus von
R nach R. Da jede kompakte Menge K C R beschrénkt ist, bilden die Mengen der
Bauart

Ur=1{& € R:|e2™* _1|<evz €R:|z| <R}, R€(0,00)

eine Umgebungsbasis von e in R. Im Fall € > 2 folgt U, = R. Ansonsten gilt
& ¢ Ue g fiir |2] > ﬁ. Somit erhalten wir:

1 1
2R 2R
- <{z € (- Ly jemiriel _q) < e}>

2R’ 2R

=T ((d(e, R), (e, R)))

Uer=Y({z € (- ): €™ — 1| < eVxz € R : |z| < R}Y)

Dabei ist d(e, R) von € und R abhingig und wird beliebig klein, wenn e genug
klein bzw. R genug grofl wird. Somit bildet ¥ eine Nullumgebungsbasis in R auf
eine Umgebungsbasis von e in R ab und ist damit ein Homoomorphismus. Also
kénnen wir R mittels ¥ mit R identifizieren. Dabei schreiben wir (z,€) := 2miat
mit z € R, € R =R.

Beispiel 5.8. Betrachten wir nun G = R/Z. Man sieht leicht, dass die Charaktere
von G genau mit jenen Charaktern von R identifiziert werden kénnen, welche auf
Z konstant sind. Das ist genau dann der Fall, wenn £ G/\Z ist, denn dann gilt
e2r(etm)e — g2maf2mms — 272 fiiyr alle m € Z. Also gilt R/Z = Z. SchlieBlich gilt
(x+Z,&) = e*™¢ fiir alle z € R.

Korollar 5.9. Die Bijektion U aus Satz 5.5 ist ein Homdomorphismus, wenn wir
o(LY(G)) C (LYG))" mit der schwach*-Topologie versehen.

Beweis. Die Abbildung & + £ ist klarerweise ein Homdomorphismus von G nach G.

Weiters ist die Abbildung & — ¥(&) genau die Einschrinkung des Isomorphismus
zwischen L°°(G) und (L*(GQ))’ auf G und somit ein Homdomorphismus. O

Satz 5.10. Sei G kompakt und A so, dass \(G) = 1. Dann ist G ein Orthonormal-
system in L?(G).
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Beweis. Sei ¢ € G, dann gilt [€]2 = 1 und somit ||€]| 2 = 1. Sei zusétzlich ) € G mit
n#¢& d h es gibt ein 7o € G, sodass (z9, &) # (0, n). Damit gilt (xg, &) {xe,n) " =
(wo,€én~ 1) # 1 und somit:

A= [ (z,&n ) dA(@) = (w0, &n™ ") [ (ag ', &) dA(x)
faan- [ /

(a6 [ (o6 dr@) = (o) [ emar
Also muss [ £7dA = 0 gelten. O
Satz 5.11. Sei G diskret. Dann ist G kompakt. Ist G kompakt, dann ist G diskret.

Beweis. Wenn G diskret ist, hat L(G) eine Einheit, nimlich die Funktion §, welche
bei e Eins ist und sonst 0. Fiir jedes £ € G gilt

07 0(1)A{1}) = £(6) = £(6 % 6) = £(6)€()
und somit £(0) = 1. Also ist 0 kein Hiufungspunkt von G beziiglich der schwach*-

Topologie. Und somit ist G als Teilmenge von L'(G)* schwach*-abgeschlossen, also
auch kompakt.

Ist nun G kompakt, dann ist die konstante 1-Funktion in L!. Sei A so, dass A\(G) = 1.
Dann ist {f € L> : | [ f-1dA| > 1} eine schwach* offene Menge. Aus Satz 5.10
folgt, dass [£-1dX\ =0 aber [1 d)\ = 1 ist. Und somit ist {1} eine offene Menge

von G und damit ist G diskret. O

5.2. Die Fouriertransformation auf lokalkompakten abelschen Gruppen.

Definition 5.12. Wir sind nun soweit, um die Fouriertransformation auf L!(G)
zu definieren:

F1(©) = 9= 80) = [ @O @)d\w)
Wir nennen fdie Fouriertransformierte von f.

Beispiel 5.13. Sei G = R. In Beispiel 5.7 haben wir gesehen dass wir R mit R
identifizieren kénnen. Damit erhalten wir fiir ein f € LY(G

flo = [marwne = [ / F()e2mi7 dA(z)

Also erhalten wir die uns bereits bekannte Fourietransformation fiir Funktionen auf
R. Somit ist die oben definierte Fouriertransformation eine Verallgemeinerung der
Fouriertransformation fiir Funktionen auf R

Beispiel 5.14. Sei f : R — C eine 1-periodische Funktion, sodass f|o,1; Lebesgue-
integrierbar ist. Dann kénnen wir f als Funktion von R/Z nach C auffassen. Da
flio,1) Lebesgue-integrierbar ist und das Haar-Mafl auf R/Z dem Lebesgue-Maf
eingeschrinkt auf [0, 1] entspricht, gilt f € L*(R/Z). Nach Beispiel 5.8 gilt R/Z ~ Z
und somit erhalten wir als Fouriertransformierte von f:
1
fon) = [@F Eml (e + )N +2) = [ F7 () \(w)

0

:/e_%mmf(a:) dA(z)
0
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Satz 5.15. Die Fouriertransformation ist ein *-Homomorphismus von L*(G) nach

~

Co(G). Dabei ist das Bild der Fouriertransformation eine dichte Teilmenge von

~

Co(Q), versehen mit der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz. Weiters gilt:
[ flloe < I fllz1(a)

Beweis. F ist klarerweise linear, die Homomorphieeigenschaft folgt aus Satz 5.5:

F(f *9)(€) = &(f  9) = E(F)E(g) = F(f)©)F(9)(©).
Die x-Homomorphieeigenschaft folgt direkt aus Satz 4.14:

F(f)(©) =&(f7) = me(f)(1) = me( (1) = &(f) = F(£)(&)

Fiir ein festes f € L*(G) betrachten wir nun die Abbildung «(f): (LY(G))" — C
mit ¢(f)(h) = h(f) fiir alle h € (L*(G))’. Klarerweise ist diese Abbildung schwach*
stetig, da die schwach*-Topologie genau die initiale Topologie beziiglich der Abbil-
dungen ¢(f) ist. Nun gilt aber mit der Abbildung ¥ aus Satz 5.5:

(5.16) F& =uN@E) = (f) o Wo (x »T)(&) VE€G

Somit ist f als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig. Im Beweis von Satz

=

5.6 haben wir gezeigt, dass ¥(G) U {0} schwach*-kompakt ist. Weiters gibt es
wegen der Stetigkeit von «(f) fiir jedes € > 0 eine offene Menge U um 0 in
LY(G), sodass |(f)(h)] < € fiir alle h € U ist. Da U offen ist, ist die Menge
K = ¥(G)\ U = (¥(G) U {0}) \ U kompakt. Die Abbildungen ¥ und z + T
sind sogar Homoomorphismen und somit ist die Menge L := (¥ o (z — 7)) "1 (K)
ebenfalls kompakt und es gilt fiir alle £ € G \ L, dass ¥(£) € U sein muss. Also gilt:

FOI=1N(PE) <e VEeG\L
Damit ist f in Co(G).

Um die Dichtheit zu beweisen wollen wir den Satz von Stone-Weierstrass anwenden.
Dazu betrachten wird die Menge

A= {ufly@ugy +¢: f € L(G),ceC}CC(U(G)U{0}).

Es gilt wegen der Homomorphieeigenschaft von F fiir f,g € L'(G),c,d € C,£ € G:

-~ —

(e(f) + ) (W () (e(g) + d)(¥(&)) =(f(§) +c)(g(&) + d)

— — o~

=F % 9(€) + c(€) + df(€) + ed
=((f * g+ cg+ fd) +cd)(¥(E))
Weiters gilt auch (¢(f) +¢)(0)(e(g9) + d)(0) = ed = (¢(f * g + cg + fd) + ¢d)(0) und
somit gilt:
(L(f)|\p(@)u{0} + C)(L(9)|\p(@)u{o} +d)=u(f*xg+cg+ df)|\1/(é)u{o} + cd.
Also ist A unter Komposition abgeschlossen. Weiters ist sie auch ein Teieraum, da
L' ein Vektorraum ist und ¢ linear ist. Also ist A eine Teilalgebra von C(¥(G)U{0}).

Wegen der x-Homomorphieeigenschaft ist A unter Konjugation abgeschlossen:

(D) =@ +e=TE) +e= (/) +D)(V(E) VfeL'(G).cel
Weiters gilt (c(f) + ¢)(0) =2 = ((f*) +2)(0). Fiir & # & € G gibt es ein f € LY,
sodass mit der Notation aus Satz 5.5 gilt:

o~

W) (W(&) = f(&) = &(f) # &(f) = (/) (¥(&))
Wir wissen, dass ¥(§) nie gleich der Nullfunktion ist, und somit gibt es fiir jedes

¢ € Gein f € LYG), sodass o(f)(T(£)) = W(E)(f) # 0 = o(f)(0). Also ist A
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punktetrenned. Da ¢(0) +1 = 1 € A ist, ist A nirgends verschwindend. Somit
konnen wir den Satz von Stone-Weierstrass anwenden und erhalten, dass A dicht
in C(¥(G)U{0}) beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz ist. Da ¥(G)U
{0} kompakt ist stimmt die Topologie der kompakten Konvergenz mit der Topologie
der gleichméfligen Konvergenz iiberein.

Nun kénnen wir den Raum C(G) in den Raum C/(¥(G)U{0}) einbetten, indem wir
eine Funktion i € Co(G) mit H identifizieren, wobei H|y, g := ho (Vo (z — 7))~}

ist, d.h. H(¥(£)) = h(§) und H(0) := 0. H ist wieder stetig, da h auBerhalb einer
kompakten Teilmenge beliebig klein sein muss und somit in einer offenen Menge
um 0 beliebig klein sein muss. Diese Einbettung x ist beziiglich der Norm || - ||co
isometrisch. Dabei gilt nach (5.16):

K(FLYG))) = {u(f) : f € LY(G)} = {h € A: h(0) = 0}
Somit ist «(F(L'(G))) dicht im abgeschlossenen Teilraum T := {g € C(¥(G) U

{0}) : g(0) = 0} und, da x : Co(G) — K(Co(G)) C T ein Hombomorphismus ist

folgt daraus, dass F(L*(GQ)) dicht in Co(G) ist.
Die Ungleichung der Normen folgt schliellich aus

17(9)] S/Imf(:r)ldk(fr) :/If(I)IdA(I) = [l fllzs

O
Zwei wichtige Eingeschaften der Fouriertransformation sind:
Proposition 5.17.
(5.18) L,J(&) =,/ ](€) YfeL'G)yeG Eeq,
(5.19) nf(€) =L, f(§) VfeL'(G)&ned
Beweis.
01O = [ @O0 de) = [T 8@ i) = 876
11O = [ TG @@ = [T 9@ e = L7
O

5.3. Satz von Bochner. In diesem Kapitel charakterisieren wir die Funktionen
von positivem Typ mittels einer Darstellung durch ein Integral eines endlichen
nichtnegativen Riesz-reguldaren Mafles auf G.

~

Definition 5.20. M(G) sei die Menge aller komplexwertiger Riesz-regulirer Mafle
auf G. Sei p € M(G). Dann definieren wir

¢u:G—=Cx— /(:17,§> du(§).

~

Satz 5.21. Die Abbildung (1 — ¢, ist eine lineare injektive Abbildung von M(G) in
den Raum der beschrinkten stetigen Funktionen auf G. Weiters gilt ||dp|loo < ||pt]]-

Beweis. Um die Stetigkeit von ¢, zu beweisen, sei € > 0 und g € G beliebig. Da
w1 auf allen offenen Mengen und insbesondere auf G von innen regulér ist, gibt es
eine kompakte Menge K C G, sodass (G \ K) < { gilt. Weiters gibt es, da alle
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¢ e G stetige Abbildungen sind, fiir jedes £ € K eine Umgebung V¢ von e in G,
sodass gilt:

[(z,8) = (L] =[(z,§) — 1] < Vo € Ve

€
4p(K)
Da G lokalkompakt ist, konnen wir Ve kompakt wéhlen. Wir betrachten nun die
offenen Mengen U; := N(¢, W,Vg) C G aus Definition 4.35. Klarerweise gilt
UgeK Ue O K und somit gibt es endlich viele &, ..., &, in K, sodass U?:1 Ug, 2 K.
Die Menge V := NJ_; Vg, ist damit eine kompakte Umgebung von e. Fiir jedes
§ € K gibt es also ein j € {1,...,n}, sodass & € Ug,. Also erhalten wir fiir ein
beliebiges © € V' C V,:

.8 =11 < I(2,€) = &) +16(@) ~ 1| S 20 = 5

Insgesamt ergibt sich fiir ein beiebiges x € 2oV
6u(2) = Sulan)| < [ 1(2.) = (a0, )| au(©) = [ It "2.) = 1] (e
s/|<wa 2.€) = 11du(e) + 20(G \ K)
K

<u(K) +2u(G\K) < - +

=€

[ NN e
[ NCNeY

2p(K)

Also ist ¢, fiir jedes pu € M(CA?) stetig. Die Linearitét von u — ¢, folgt aus der
Tatsache:

/ (e, €) Alpir + epa) (€) = / () dun (€) + ¢ / (1, €) dps(€)

Sei nun ¢, = 0, dann gilt:

0—//f (x,&) du(&) dA(x //f W, &) dA\(x) du(€ /f

fiir jedes f € L'(G). Wenn pu 75 0 wiére, folgt aus dem Darstellungssatz von Riesz,
dass es eine Funktion f € C. (G) C CO(G) gibt, sodass [ fdpu # 0 ist. Da aber
F(LY(G)) dicht im Co(é) liegt, ist dies ein Widerspruch und somit p = 0, also
ist die Abbildung auch injektiv. Die Beschréinktheit und die Ungleichung fiir die
Normen folgt aus

6u(2)] < / (€| dlul(¢ / 1d[ul(€) = |ul(G) = |l VzeG.

O
Lemma 5.22. Sei f € LY(G) und X ein Riesz-regulires Borelmafl. Dann ist das
Maf fX mit (fA)(A fA fdAX ein Riesz-reguldres endliches Maf. Das heifit f\ €
M(G).

Beweis. Klarerweise ist fA ein endliches Maf mit [fA[(G) < [[fL1(g). Um die
Regularitatseigenschaften zu zeigen sei ¢ > 0 beliebig. Nach Proposition 3.8 liegt
C.(G) dicht in L'(G) und somit gibt es ein g € C.(G), sodass |||f| — g|| < 5. Sei
K := supp(g) kompakt und A eine beliebige Borelmenge. Dann gilt A(K N A) <
AK) < oo. Somit gibt es, wegen der duBeren Regularitit von X eine offene Menge
UDKNAmit \(U\(KNA)) < el Insgesamt erhalten wir fiir die offene
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Menge U U K*¢:

AU UK A) = / fldr= / fl—gdr+ / gdA

(UUKe)\A (UUKe)\A (UUKe)\A
€ €
<ifi=glo+ [ gdh< G+ gy =
2" 1l
U\(KNA)

Da € und A beliebig waren, ist f\ von auflen regulér. Sei nun U eine offene Menge.
Da AMUNK) < A(K) < oo gilt und A von auflen regulér ist, gibt es eine offene
Menge V D U N K mit A(V) < oo. Klarerweise gilt dann auch A(U NV) < oo und
UNV 2DUNK. Da A auf allen offenen Mengen von innen regulér ist, gibt es eine

kompakte Menge L C UNV C U mit A(UNV)\ L) < 57— Damit erhalten wir:

NwND = [ia= [if-gie [gnn<is [ gan

U\L U\L U\L UNK\L

€ €
<+ lglloAU N KN L) < £+ lgllA NV L)

<5+ lglloogr—

— 4 glloo=—— =€

2 2||glloo

Also ist fA auch auf allen offenen Mengen von innen regulér. O

Proposition 5.23. Seien f,g € Ll(@), X ein Riesz-requliires Borelmaf auf G und
es gelte fir alle x € G:

/ (2. €) F(€) AN(E) = / (2. €)9(€) AN(E)

Dann gilt f = g.

Beweis. Nach Lemma 5.22 sind die MaSie fA und gX in M(G). Damit gilt:

6@ = [@OFONO = [(@.89 NG =opr(x) VoG
Aus Satz 5.21 folgt somit f = g. O

~

Satz 5.24. Sei p € M(G) ein nichtnegatives Maf, dann ist ¢, eine Funktion von
positivem Typ.
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Beweis. Sei f € L1(G) beliebig, dann folgt:

/ (" # £y dA = / / T £ (5 )6, (2) dA(y) dA(2)

~ [ [T, @ e i)
= [ [T i@ drw)
~ [ [TWr@s. 0 dxe) axw)
— [ [ [T a6 due i) arw)

:///Wf(x)@,@ du(€) dA(z) dA(y)

- / / F@).€) dA@w) / F(2) (. €) () du(€)
=/|f<£>|2du<s> >0

Wobei hier drei mal der Satz von Fubini angewendet wurde. Die Voraussetzungen
fiir die erste Anwendung sind erfiillt, da f* x f nach Proposition 3.19 o-kompakten
Tréger hat, |f|* = |f| € L'(G) und ¢, beschrénkt ist. Fiir die zweite und dritte
Anwendung kénnen wir nicht den Satz 2.5 verwenden, weil (z,&) — f(z)(z,€)
nicht unbedingt o-kompakten Trager haben muss. Allerdings ist 1 endlich und somit
insbesondere g-endlich. Es geniigt uns also in einer Dimension einen o-kompakten
Tréger zu fordern. Dies ist erfiillt, weil z — f(z) und somit auch x — f(x)(z, &)
nach Lemma 3.18 einen o-kompakten Triger in G hat.

Die Umkehrung liefert uns nun folgender

Satz 5.25 (Satz von Bochner). Sei ¢ € P(G). Dann gibt es ein eindeutiges nicht-
negatives Mafy pg € M(G) mit ¢ = ¢, .

Beweis. Die Eindeutigkeit von pu, folgt aus Satz 5.21. Sei nun ¢ € P(G) gege-
ben. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ||¢]lcc < 1, da wir ansonsten normieren
konnen und das daraus resultierende Maf schlussendlich wieder mit der Norm mul-
tiplizieren kénnen. Also sei ¢ € Py und sei M die Menge aller nichtnegativen Mafle
p€ M(G) mit u(@) < 1. Jedes pn € M(G) induziert eine Linearform auf Co(G)
mittels f — [ fdu und somit kann M(G) als Teilmenge von (Co(G))’ betrachtet
werden. Diese Teilmenge entspricht nach dem Darstellungssatz von Riesz gerade den
positiven linearen Funktionalen auf Co(é). Die positiven linearen Funktionale sind
klarerweise eine beziiglich der punktweisen Konvergenz abgeschlossene Teilmenge
der linearen Funktionale. Da die 1-Funktion in L!(G, i) beliebig gut durch Funktio-
nen aus Co(é) approximiert werden kann, ist die Menge Py der durch My induzier-
ten Funktionale gerade die Menge aller positiven Funktionale mit Abbildungsnorm
kleiner oder gleich 1, also ebenfalls eine beziiglich der punktweisen Konvergenz abge-
schlossene Teilmenge von (Cy(G))’. Damit ist P, eine schwach*-abgeschlossene Teil-
menge der Einheitskugel und somit nach dem Satz von Banach-Alaoglu schwach*-
kompakt. Wir kénnen also iiber diese Identifikation die schwach*-Topologie auf
M (G) definieren und mit dieser bildet My eine konvexe, kompakte Teilmenge. Wir
wollen nun zeigen, dass die Menge K := {¢,, : p € Mo} C Py C L>®(G) ~ (LY(G))’
kompakt beziiglich der schwach*-Topologie von L>°(G) ist. Dazu sei (¢, )icr ein
Netz in K. Dann ist (p;);es ein Netz in My und somit gibt es ein Teilnetz Iy C T
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und ein p € My, sodass (pi,)icer, gegen u konvergiert. Dann gilt aber fiir alle

fe LY (G):

/f@%dkh//f (0.6) s (€ @) = [ [ 7(0)(0.€) aAw) iy 6)
[ J e hdme mehl/f au©) = [ 16,0

€Co(G)

Also konvergiert ¢, gegen ¢, und somit ist K kompakt. Weiters ist K konvex, weil
My konvex ist. Wir wollen nun zeigen, dass K alle Extrempunkte von Py enthélt.
Nach Proposition 4.33 sind das genau alle Extrempunkte von P; zusammen mit
0. ¢o = 0 ist in K enthalten. Nach Satz 4.31 ist ¢ € £(P1) genau dann, wenn
mg irreduzibel ist. Das bedeutet aber genau, dass ms durch einen Charakter &g
dargestellt werden kann. Aus Satz 4.26 folgt, dass es einen zyklischen Vektor u € C
gibt, sodass gilt:
$(x) = (mp(@)u, u) = E(x)|uf® = (lu[*€s)(2)

Da ¢ € Py ist, muss ||¢]loc = 1 und somit |u| = 1 gelten. Also gilt G = E(Py).
Klarerweise ist G in K enthalten. Denn fiir ¢ € G ist das DiracmaB d¢, welches
auf der Menge {¢} eins und auf {£} null ist, in My enthalten und es gilt: ¢s, =
¢ € K. Also ist K eine kompakte, konvexe Menge, welche £(Py) enthilt. Da fiir
f € LYG) die Faltung f* x f € LY(G) ist, ist auch Py schwach*-abgeschlossen
und als Teilmenge der Einheitskugel somit kompakt. Zusétzlich ist er konvex und

eine Teilmenge des lokalkonvexen Raumes L (G). Also kénnen wir den Satz von
Krein-Milman anwenden und erhalten, dass K = Py ist. Somit gibt es ein p € M

mit ¢ = . O

5.4. Riicktransformationsformel fiir Funktionen aus B!. In diesem Abschnitt
leiten wir eine Riicktransformationsformel fiir eine gewisse Teilmenge von L!(G)
her. Diese wird dann Grundlage fiir die allgemeine Riicktransformationsformel sein.
Im Weiteren werden wir folgende Rdume verwenden:

Definition 5.26.
Bi=B(G) :={¢u: n € M(G)} € C(G)
Fiir p € [1,00) definieren wir weiters:
B? .= BP(G) := B(G)N LP(G)
Korollar 5.27. P(G) C B(G)

Beweis. Folgt direkt aus dem Satz von Bochner. ([

Lemma 5.28. Sei K C G kompakt. Dann gibt es ein f € Co(G)N'P mit >0 auf
G und f >0 auf K.

Beweis. Sei zundichst h € Co(G) mit 2(1) = 1 beliebig und sei g = h* * h. Da die
Fouriertransformation ein *-Homomorphismus ist, folgt § = hh = |?L|2 > 0. Daraus
folgt, dass g(1) = 1 und somit gibt es eine Umgebung V von e in G, sodass g > 0

auf V. Die Vereinigung aller ¢V fiir € € K iiberdeckt klarerweise K und somit
gibt es endlich viele &1, ..., &,, sodass U 1 &V 2 K ist. Wir betrachten nun die

Abbildung
= (Z &g
j=1
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Dann gilt mit (5.19):
TGRS =2t
=1 =1 =1

Da es fiir jedes £ € K ein j € {1...n} gibt, sodass §j_1§ € Vist, ist f > 0 auf K.
Natiirlich gilt sowieso fz 0. Nach Korollar 4.19 ist g € P und somit kénnen wir g
nach Korollar 4.27 stetig wiahlen. Es gilt:

o) = h* * hiz) = / Twh(yz) dA(y)

und somit ist supp(g) C supp(f)supp(f)~'. Denn aus g(z) # 0 folgt, dass es
ein y € supp(f) geben muss, sodass yxr € supp(f) ist. Das bedeutet aber, dass
x € supp(f)y~! C supp(f)supp(f)~!. Da sowohl die Multiplikation als auch die
Inversenbildung stetig sind, ist supp(g) kompakt und somit g € C.(G) N P. Somit
ist auch f € C.(G) NP, denn es gilt:

/fa xad\ = Z// a()&; (Y& (x) gy~ a) dA(y) dA(z)

Zn: 1a) >0 VacL'(G)

O

Lemma 5.29. Fir f,g € B! gilt fug = guy, das heift, dass [, fdug = [pany
fiir alle Borelmengen B ist.

Beweis. Sei h € L'(G), dann gilt:

/hduf—// - ) dpug (€ // &) dug(§h(x) dA(z)
= [ éusla hla) dAa) = / Bw) f(z) dA(w) = b+ £(1)

Hier haben wir den Satz von Fubini verwendet. Die Voraussetzungen sind erfiillt,
da |h| € L'(G) ist, s endlich ist und da h einen o-kompakten Tréger in G hat.
Ersetzen wir in der obigen Gleichung i mit h % g und mit h * f und verwenden
die Kommutativitidt und die Assoziativitdt der Faltung, so erhalten wir fiir ein
beliebiges h € LY(G):

/ﬁﬁdﬂf:/fl/*\gdﬂf:(h*g)*f(l):(h*f)*g(l):/md)\g:/ﬁfd)\g

Weiters ist klar, dass die Abbildungen v +— fz/Jg dpy und ¢ — fz/Jf dpg beide
beschrénkt und linear und somit stetig auf Co(G) sind. Da F(L') dicht in Co(G)
ist folgt die Aussage. O

Lemma 5.30. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und seien p,v € M(X)
und es gelte [ ¢dp = [¢dv fir alle ¢ € Ce(X), so gilt p=v.

Beweis. Sei A eine beliebige messbare Menge und € > 0. Dann gibt es wegen der
duBeren Regularitéit von p und v eine offene Menge U D A, sodass (|u|+|v|)(U\A) <
5 gilt. Weiters gibt es, wegen der inneren Regularitit auf offenen Mengen von p
und v eine kompakte Menge K C U mit (|u| + [v[)(U \ K) < 5. Weiters gibt es
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nach Lemma 2.14 eine Funktion ¢ € Cc(é), sodass supp(¢) C U, 0 < ¢ <1 und
¢ =1 auf K gilt. Damit erhalten wir:

(=) (A =[(n = V)(K) + (= V)(A\ K) = (u = v)(K \ 4)|

<|fotn- [oar—| [oan- [ oav
ﬁ/—’ U\K U\K
+ (el + W)U\ K) + (lul + [v)(U\ A)
<2(lpl + W)U\ K) + (lul + [v)(U\ A) <€
Da e beliebig war folgt u(A) = v(A) und da A beliebig war folgt u = v. O

Satz 5.31 (Riicktransformationsformel fiir Funktionen aus B'). Sei f € Bl. Dann
ist f € Ll(é) und fiir ein geeignet skaliertes Haar-Mafs h) auf G gilt py = f;\\
Dabei hingt die Skalierung des Mafles X nur von der Wahl des Haar-Mafles auf G
ab. Die zweite Aussage bedeutet:

-~

fa) = / (.6 F©)dNe) Veed

Beweis. Zunéchst kcinstruieren wir uns ein Eranslationsinvariantes positves lineares
Funktional auf C.(G). Sei dazu ¢ € C.(G). Nach Lemma 5.28 gibt es ein f €
LY(G)NP mit f > 0 auf supp(¢)). Sei I : Co(G) — C mit

1= [ %dw-

supp(%))

Nach dem Satz von Bochner ist P C B und somit ist f insbesondere in B! enthalten.
Sei g eine weitere Funktion aus B! mit g > 0 auf supp(t). Dann gilt nach Lemma

5.29:
Y (P Y~ Y
/ ?duf = fTAg dps = fTAf dpg = 7 dpg-
supp() supp(%)) g supp(%) g supp()

Also ist die Definition von I(¢)) unabhiingig von der gewiithlten Funktion f € B*,
solange f > 0 auf supp(v) ist. Seien nun ¢ € C.(G), 12 € C.(G) und ¢ € C. Dann
gibt es nach Lemma 5.28 ein f € B! mit f > 0 auf supp(¢1) Usupp(t/2) und damit

folgt:
(Y1 4 cipg) = / @ dpy = / Yt Y —}sz dpy

supp(1-+cy2) supp(¥1)Usupp(¢2)

= / z/J—Alduf—i—c / w_zdﬂf

supp(t1)Usupp(92) supp(¥1)Usupp(2)

- / %dw +c / %dﬂf =1(¢1) + cl(2),
supp(¥1) supp(v2)

also ist I linear. Sei ¢ > 0 und f € L*(G)NP mit f>0auf supp(v), dann folgt, da
f € P ist, aus dem Satz von Bochner, dass iy ein nichtnegatives Maf ist. Insgesamt
erhalten wir I(¢)) > 0 und somit, dass I ein positives lineares Funktional ist. Sei

~

nun g € P\ {0} beliebig. Dann ist p, € M(G) nach dem Satz von Bochner ein
nichtnegatives Maf, welches nicht trivial ist, weil g # 0 ist. Es gilt also pg(G) > 0.

~

Da puy € M(G) auf allen offenen Mengen und somit auf G von innen regulir ist,
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gibt es eine kompakte Menge K mit ugy(K) > 0. Nach Proposition 2.14 gibt es ein
¢ : G — [0,1] mit ¥(K) = {1} und mit ¢ € C.(G). Da § stetig ist gilt Gy € Co(G).
Wir erhalten mit Lemma 5.29:

63 1GH- [ %ﬁdﬂf: I S F = / by

supp(v) supp(w) supp(
> /wdﬂg = pg(K) >0

und somit, dass I nichttrivial ist. Nun wollen wir noch zeigen, dass I translations-
invariant ist. Sei dazu n € G, dann gilt:

PAspis (nA) :/<$7§>duf(77§) :/<I,77_1€> dps (&) = (z,0) f(2) = (7f) ()

und somit (A — pf(nA)) = pms . Weiters wissen wir aus Lemma 5.17, dass (%]7) =

f(f > né) ist. Wenn wir f € B! so withlen, dass f> 0 auf supp(v) U supp(L,1)
gilt, erhalten wir somit:

1w~ | ‘/’(fﬂ(;) / 1/’ 11 E)

supp(Ly1) <w>

A CEN
= [ ZLa9=1w
Supp/(w) ane

Wobei die letzte Gleichheit gilt, da if € B und
n7(6) = F(n€) >0 Ve € {&: nE € supp(Ly)} = supp(¥).

Also ist I auch translationsinvariant. Somit gibt es nach Lemma 3.13 ein Haar-Maf}
A, sodass I(¢) = [+ d) fiir alle ¢ € C.(G) gilt. Also gilt fiir ein f € B! und ein
1 € C.(G) unter Anwendung von (5.32):

/wfdA—wa /wduf /wduf<||w||oo||uf||

supp(%))

Da f stetig und beschrénkt ist, ist die Menge U := {€ € G : |f(£)| > 0} offen und
die Mengen K, := {£ € G : |f|(£) > 1} sind kompakt. Nach Lemma 2.14 gibt es

Funktionen ¢,, € C'c(é), sodass ¢, = 1 auf K, 0 < ¢, <1 und supp(¢,,) C U fiir
alle n € N gilt. Weiters kénnen wir die ¢,, so wéhlen, dass sie monoton steigend
sind. Da supp(¢,,) C U gilt, ist die Funktion, welche auflerhalb von U konstant 0

ist und innerhalb gleich gbn—A ist, in Ce(@) enthalten. Damit erhalten wir unter

Verwendung des Satzes der monotonen Konvergenz:

i [di= [ i o= i [ suih= i [ 17
/|f|dA—U/|f|dA [t o,1flaR = i [ o,lflak = 1 /¢ Fax

/]
= lim [ ¢, 7 dug < sup lgnfloolliesll = sl < o0

n—oo

Also ist f € L*. Damit ist fA nach Lemma 5.22 in M(CA?) enthalten. Mit Lemma
5.30 erhalten wir fA = py. Somit folgt auch:

f(2) = by, (z) = / () dpg (€) = / (&) FdX(e)
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5.5. Dualitatssatz von Pontrjagin. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass
lokalkompakte abelsche Gruppen in einem gewissen Sinne reflexiv sind, das heifit,
dass die Bidualgruppe einer lokalkompakten abelschen Gruppe wieder die Gruppe
selbst ist. Da wir A am Anfang dieses Kapitels fixiert haben, kénnen wir nun fiir
diesen Abschnitt ein Haar-MaB X auf G so fixieren, dass Satz 5.31 gilt.

Zuniichst wollen wir die Fouriertransformation auch auf dem Raum L?(G) definie-
ren:

Satz 5.33 (Satz von Plancherel). FEs gibt einen eindeutigen isometrischen Iso-

morphimus F von L*(G,\) nach LQ(CA?,:\\), welcher die Fourietransformation auf
LY(G) N L3(Q) fortsetzt. Wir nennen diesen ebenfalls Fouriertransformation.

Beweis. Sei f € LY(G)NL?(G), dann ist f*f* nach Korollar 4.19in L*(G)NP C B*.
Wegen der *- Homomorphieeigenschaft der Fouriertransformation von L'(G) nach

Co(G ) gilt f fr=Fff = |]?|2 Damit folgt mit Satz 5.31:
Jitran=re5 = [nafaFedie - [17Pedie

Also ist die Fouriertransformation von L!(G) N L%(G) nach L%(G) eine Isometrie.
Somit gibt es eine eindeutige Isometrie, welche die Fouriertransformation auf L?(G)
fortsetzt. Wir miissen nun nur noch zeigen, dass diese sogar ein Isomorphismus ist.
Sei dazu ¢ € L2(G) orthogonal auf alle f mit f € L*(G) N L2(G). Da mit f auch
L, f fiir jedes x € G in LY(G) N L?(G) liegt, folgt mit (5.18):

0 / VLT = / (2, €)0(€)

Da nach der H6lder-Ungleichung 1/)? eL! (@) ist, ist das MaB} p := 1/1% mit u(A) :=
N 1/1de nach Lemma 5.22 in M (@) enthalten. Damit gilt mit obiger Gleichung

¢u(z) = 0 fiir alle z € G. Nach Satz 5.21 folgt ¢ = 0 und somit 1/Jf: 0 fast sicher.
Angenommen es gibt eine Borelmenge A C G mit positivem MaB, sodass v # 0 auf
A. Dann gibt es wegen der dufleren Regularitéit eine offene Obermenge O von A mit
endlichem Maf}. Wegen der inneren Regularitit dieser offenen Obermenge muss es
schlieflich eine kompakte Teilmenge K von O geben, sodass pu(O\K) < u(A) ist und
somit (K NA) > 0ist. Nach Lemma 5.28 gibt es eine Funktion f € L'(G)NL*(G),
sodass f> 0 auf K. Dann wiirde aber wf;é 0 auf K N A gelten. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme und somit ist ¢ = 0 fast sicher. Wir haben also gezeigt,
dass das Bild der Fouriertransformation von L(G) N L2(G) dicht in L%(G) liegt
und somit muss, da das isometrische Bild eines vollstdndigen metrischen Raumes
wieder vollstandig ist, die Fortsetzung surjektiv sein. (I

=

(€)dX(©)

Lemma 5.34. Seien ¢, € Cc(@). dann gibt es ein h € BY(G), sodass ¢ * 1 = h.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen f, g und % mit
f@)i= [@ &0
@) = [ (@A)
ha) i= [ (.80 x )ORE)

Da die Abbildungen ¢, v und (¢ * ¥) in L'(G) sind, sind die Mage éN, YA und
(¢ * w))\ nach Lemma 5.22 in M(G) und damit sind die Abbildungen f, g und A in
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B(G). Fiir ein k € LY(G) N L*(G) gilt weiters mit dem Satz von Plancherel:

}/J%dx | [wosera —W/¢@)/@@ﬂmwmmX@>

= ‘/Wﬁ d)“ < ||¢HL2(§)H]€||L2(§) = ||¢|‘L2(@)||k”L2(G)

Dabei haben wir den Satz von Fubini angewendet. Dies diirfen wir, da ¢ einen
kompakten Trager in G hat und k € L'(G) ist und somit einen o-kompakten
Tréger in G hat. Da L'(G) N L*(G) dicht in L*(G) liegt, folgt f € L?(G). Analog
folgt g € L?(G). Weiters gilt:

=//@@w@*wmmﬂmﬂa
://@@wmwmﬁ@ﬁm:meM‘meG

Dabei durften wir den Satz von Fubini wegen Proposition 3.19 anwenden. Somit
ist h € LY(G) und damit in B(G). Mit Satz 5.31 erhalten wir somit:

/@@wxwmﬂazmm:/&@ﬂwﬂa Ve d

Nach Satz 5.21 folgt schlieBlich, da sowohl ¢ %1 als auch hin L! (@) liegen, ¢px 1) =
h. O

Lemma 5.35. Sei H eine Untergruppe von G, sodass H versehen mit der Spurto-
pologie lokalkompakt ist. Dann ist H abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Lokalkompaktheit gibt es eine Umgebung U von e in G, sodass
der Abschluss K := UNH " kompakt in H ist. Dann ist K aber auch kompakt in
G und somit abgeschlossen in G. Also muss K = UNH “ gelten. Sei nun z € H
gegeben. Dann gibt es ein Netz (2;);cr in H, welches gegen x konvergiert. Sel 1%
eine Umgebung von e, sodass VV C U. Da H eine Untergruppe ist, ist 2= € H
und somit gilt Vo' N H # (. Sei y € Vo=! N H. Dann gibt es einen Index
igp € I, sodass z; € zV ist und damit auch yz; € (V=) (V) = VV C U fiir
alle i = i9. Da yx; € H fir alle ¢ € [ ist, gilt yx; € UNH C K fiir alle i = ip.
Klarerweise konvergiert yx; gegen yx und damit gilt yr € K C H. Dann gilt aber
auch z = y~tyxr € HH = H. Also ist H abgeschlossen. O

Satz 5.36 (Dualitiitssatz von Pontrjagin). Die Abbildung ® : G — é mit
(&, (x)) = @(2)(§) = &(x) = (x,)

ist ein homdéomorpher Isomorphismus.

Beweis. Klarerweise ist ®(z) fiir jedes 2 € G ein Charakter auf G. Nach dem Satz
von Raikov-Gelfand(Satz 4.41) ist die Menge aller Charaktere punktetrennend und
somit ist ® injektiv. Um zu zeigen, dass ® ein Homoéomorphismus ist, zeigen wir,
dass ein Netz (x;);er in G genau dann konvergiert, wenn ®(z;);cs in G konvergiert.
Dazu zeigen wir in Schritten die Aquivalenz folgender vier Punkte:

(1) z; >z €G.

(2) (Iz)—>f( ) VfGBI( )

(3) J{@i ) ( = [(2,&F(©)d\E) V[ e BY(G).
(4)

1) ®(z;) - <> d
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Da alle f € BY(G) nach Satz 5.21 stetig sind, folgt aus (1) klarerweise (2). Wenn
umgekehrt z; 4 x gilt, dann gibt es eine Umgebung U von x, sodass es fiir jedes ig €
I ein i %= 4o mit z; ¢ U gibt. Nach Proposition 2.14 gibt es eine Funktion h € C.(G)
mit supp(h) C U, h(z) = 1. Da Nach Lemma 4.40 die Menge C.(G) N P(G) dicht
in C.(G) ist, gibt es somit ein f € C.(G)NP C LY(G)NP C B mit || f — hloo < 2
Damit folgt aber f < % auf U¢ und f(x) > 2. Somit folgt f(z;) # f(x) und damit
(1) & (2). Nach Satz 5.31 gilt fiir jedes f € B:

~

Fa) = / (@, F(€)dNE) Vie T, ud f(z) = / (&) F(©) dN(E)

Also gilt auch (2) < (3). Da ®(y)(&) = (y, &) gilt, ‘bedeutet (3) gerade [ ®(x;) )fdX —
J®(z f d) fiir alle f € Bl. Die Topologie auf G ist die schwach*-Topologie wenn

wir & als Teilmenge von L>(G) auffassen. Damit folgt (3) aus (4). Nach Lemma
5.34 ist die Menge aller Faltungen von Funktionen aus Cc(@) eine Teilmenge von
F(B') und im Beweis von Lemma 4.40 haben wir gesehen, dass die Menge aller
Faltungen von Funktionen aus Cc(@) dicht in Ll(é) ist. Also gibt es fiir jede Funk-

tion g € L'(G) eine Funktion f € B, sodass ||f— gllpr < € ist. Insgesamt folgt aus

| / B (i) dX / B(x)g d| <] / B(r:)g — B(a:)f N + | / B(:)f — () f N

+|/ (x)g AN

§2/|9—f|d)\+6§36 fiir ¢ genug grof.

Da € beliebig war, gilt somit [ ®(x; )gdA — [ ®(x )g dX. Daher gilt auch (3) < (4).
Insgesamt erhalten wir (1) < (4) und das zeigt, dass ® ein Homéomorphismus von
G nach ®(G) ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass ®(G) = G gilt. Da ® von G nach ®(G) ein
Homdoomorphismus ist, ist ®(G) wieder lokalkompakt. Also folgt mit Lemma 5.35,

dass ®(G) abgeschlossen ist. Nehmen wir nun an, dass es ein z € G\ ®(G) gibt. Dann
koénnen wir wegen der Abgeschlossenheit von ®(G) eine Umgebung V' von e finden,

sodass zVVN®(G) = () ist. Nach Proposition 2.14 gibt es Funktionen ¢, € C’C(G),
sodass 0 < ¢, < 1, ¢(x) = (1) = 1, supp(¢) C 2V und supp(¢p) C V ist. Die
Funktion y — ¢(y)y(y~ ') ist eine nichtnegative stetige Funktion, welche bei y =
Eins ist. Somit ist ¢*1) # 0 und supp(¢p*1) C supp(d) supp(v)) C V'V ist disjunkt
zu ®(G). Nach Lemma 5.34 gibt es eine Funktion h € BY(G), sodass ¢ ¢ = h.
Damit erhalten wir fiir alle x € G:

~

0= g @z ) = h@()) = / (€. B () h(€) dN(E) = / (2. £)h(€) AA(E)

Da h € L*(G) ist, ist das MaB hX in M (G) enthalten und somit folgt nach Satz 5.21,
dass hA = 0 und somit h = 0 fast sicher. Da h stetig ist, folgt h = 0. Damit wiirde

aber h = ¢+ 1) = 0 folgen. Das ist aber ein Widerspruch. Also muss ®(G) = é
gelten. (I

Schlussendlich erhalten wir noch die allgemeine Riicktransformationsformel.

Satz 5.37 (Riicktransformationsformel). Sei f € L}(G), sodass auch f € L'(G).

Dann gilt f(z) = fo ®(z~1) fast sicher. Wenn f stetig ist, gilt die Gleichheit fiir
allez € G.
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Beweis. Mithilfe des allgemeinen Transformationssatzes(Satz 2.16) gilt:
fio) = [warae = [ 9@ e = [@ore ) dw)
= [(€. 0@ x@ = [ (€ B s(@ @) ) e
= [t i)t

Da nach Satz 5.36 ® ein hqméomorpher Isomorphismus ist, ist A® ein Haar-Maf} ur}d
fod® Yz 1) € L'(G, ). Somit ist das MaB f o & '(z — z~)A® in M(G)
und damit ist f € BY(G). Nach der Riicktransformationsformel fiir Funktionen in

B! (Satz 5.31) gilt fiir ein geeignetes Haar-Maf} )i auf é:
i) = [teniwi)

Da A\® ebenfalls ein Haar-Ma8 ist, gibt es ein ¢ > 0, sodass cA® = . Dabei ist das
S

¢ nicht von dem gewiéhlten f € L'(G) abhiingig. Weiter ist auch fA € M (&) und
somit gilt nach Satz 5.21:

fod Yz HA? = fA= ch)\<I>

Damit erhalten wir f = ¢f o ®(z — x~!) Mfast sicher. Wir miissen nur noch
zeigen, dass ¢ = 1 gilt. Da die Konstante ¢ nicht von dem gew#hlten f € L(G) mit

f € L'(G) abhiingt, kénnen wir ein f aus B'(G) \ {0} wahlen. Aus Satz 5.31 folgt
f € LYG) und es gilt:

f(z) = / (. €) F(€) AN(E) = / RO /() dAE) = f(B(x 1) Vred

Da f # 0 ist, muss somit ¢ = 1 gelten. Ist schlussendlich f stetig, so gilt die
Gleichheit iiberall, da f o ®(z — 2~ 1) sowieso stetig ist. O

Beispiel 5.38. Sei f : R — C eine 27-periodische Funktion, sodass f[ 2. Le-
besgue-integrierbar ist. Dann ist die Abbildung g :  — f(27x) 1-periodisch und
nach Beispiel 5.14 kénnen wir g als Abbildung von R/Z nach C auffassen und
erhalten mithilfe des Transformationssatzes:

1 1
G(m) = / e~ 2t g (1) dA(t) = / e~ 2mitm (ot dA(t)
0

0
2m
1 )
== / e (1) dA(1)
0

Sei nun angenommen, dass g intergrierbar ist, das heifit ., [g(m)| < co. Da
wir wissen, dass das Zéhlmafl £ ein Haar-Mafl auf Z ist, konnen wir die Riick-
transformationsformel anwenden und erhalten fiir ein gewisses ¢ > 0:

T

£@) = a(5) =G0 W(=2) = [ (=5mam)gm) deg(m) = ¢ 3 *"gm)

2w
meZ
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Fassen wir jeweils einen positiven und einen negativen Index zusammen so erhalten
wir:

2w
f@) = 3 e mgm) = G(0) + 5= 3 [ 4 e @0 ane
0

meZ neN
Nach dem Additionstheorem gilt fiir n € N:
@t o=@ — 9 cos(n(x — t)) = 2(cos(nx) cos(nt) + sin(nz) sin(nt))

Damit erhalten wir:

2m
f(z) =cg(0) + % Z /(cos(n:v) cos(nt) + sin(nx) sin(nt)) f (¢) dA(t)
neN
’ 2 2
=cg(0) + % Z cos(nx) / cos(nt) f(t) dA(t) + sin(nz) / sin(nt) f(t) dA(¢)
neN 0 0
=c <% + %cos(nx)an + sin(nx)bn>
mit
2

ap, = %/cos(nt)f(t) dA(t) n=0,1,2,..

0
27

by = %/sin(nt)f(t) A\ n=1,2,..
0
Dabei gilt die Gleichheit A-fast sicher auf [0, 27]. Da sowohl die linke als auch die
rechte Seite 2m-periodisch sind, gilt die Gleichheit sogar auf ganz R fast sicher.
Wenn f stetig ist, gilt sie sogar iiberall. Betrachten wir nun die stetige Funktion
f = 1, so erhalten wir g(m) = 0 fiir alle m # 0. Damit folgt g € L'(Z) und
an = b, = 0 fiir n > 1 und somit ergibt sich:

27
_ —to_ ¢ -
1—f(:v)—c2 2ﬂ_/1d)\ ¢
0

Somit gilt ¢ = 1 und wir haben die klassische Darstellung der Fourierreihe herge-
leitet.

Korollar 5.39. Die Fouriertransformation von L*(G) nach Co(G) ist injektiv.

Beweis. Angenommen f,g € L'(G) und fA = g. Dann folgt f —g € L'(G) und
f-g=f-g=0¢ Ll(é). Also kénnen wir Satz 5.37 anwenden und erhalten:

—
j———

f—g=f—godz—a)=00d(z—2"!)=0
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