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1. Einleitung

In vielen Anwendungen der Mathematik, insbesondere in der Physik, spielt die
Fouriertransformation eine wichtige Rolle. In dieser Arbeit wird der Begriff der
Fouriertransformation für Funktionen vonR nachC auf komplexwertige Funktionen
auf beliebigen lokalkompakten abelschen Gruppen verallgemeinert.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Einführung in die Theorie der abstrakten harmoni-
schen Analysis auf lokalkompakten abelschen Gruppen. Dabei werden im ersten
Teil unitäre Darstellungen auf lokalkompakten nicht unbedingt abelschen Grup-
pen und dessen Zusammenhang mit Funktionen von positivem Typ behandelt. Im
zweiten Teil wird die Fouriertransformation auf lokalkompakten abelschen Gruppen
eingeführt. Die Hauptresultate sind dabei der Dualitätssatz von Pontrjagin und die
Rücktransformationsformel.

Die Arbeit basiert hauptsächlich auf den ersten vier Kapiteln von [2]. Sie setzt
Grundkenntnisse in Analysis, Maßtheorie und Topologie voraus.

2. Grundlagen

Definition 2.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe (G, ∗,−1 ) versehen mit
einer Hausdorff-Topologie, sodass die Gruppenoperationen stetig sind, wobei G×G
mit der Produkttopologie versehen ist. Eine topologische Gruppe heißt lokalkom-
pakt, falls ihre Topologie lokalkompakt ist. Dies bedeutet, dass es eine Basis aus
kompakten Mengen gibt.

Definition 2.2. Sei X ein topologischer Hausdorff-Raum. Ein Borelmaß ist ein
nichtnegatives Maß auf den Borelmengen von X , welches auf allen kompakten Men-
gen endlich ist. Ein Maß auf den Borelmengen heißt Riesz-regulär, falls es für jede
Borelmenge von außen und für jede offene Menge von innen regulär ist.

Definition 2.3. Sei X ein geordneter Vektorraum über C oder R. Dies ist ein Vek-
torraum versehen mit einer Halbordnung, welche mit den Vektorraumoperationen
verträglich ist, d.h.:

x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z ∀x, y, z ∈ X

x ≤ y ⇒ λx ≤ λy ∀x, y ∈ X,λ ∈ C(R)

Ein positives lineares Funktional ist eine lineare Abbildung Λ: X → C(R), sodass
Λ(x) ≥ 0 für jedes x ∈ X mit x ≥ 0 gilt.

Satz 2.4 (Darstellungssatz von Riesz). Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum.
Ist Λ: Cc(X) → R ein positives lineares Funktional, dann gibt es ein eindeutiges
nichtnegatives, Riesz-reguläres Borelmaß µ : B(G) → [0,∞], sodass

Λ(f) =

∫
f dµ.

Umgekehrt erzeugt jedes nichtnegative Borelmaß mit obigen Eigenschaften ein po-
sitives lineares Funktional.

Beweis. Siehe Satz 2.14 in [4]. �

Da wir in späteren Kapiteln Maße, welche nicht unbedingt σ-endlich sein müssen,
betrachten, benötigen wir eine Version des Satzes von Fubini für beliebige Borel-
maße.
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Satz 2.5. Seien X1 und X2 topologische Hausdorff-Räume und seien λ1 und λ2
nicht unbedingt σ-endliche Borelmaße darauf. Sei f : X1 ×X2 → C eine bezüglich
den Borelmengen messbare Funktion, sodass supp(f) eine σ-kompakte Menge ist.
Dabei bedeutet σ-kompakt, dass es eine abzählbare Vereinigung von kompakten Men-
gen gibt, welche die Menge überdeckt. Weiters existiere

∫ ∫
|f(x, y)| dλ1(x) dλ2(y)

oder es existere
∫ ∫

|f(x, y)| dλ2(y) dλ1(x). Dann folgt, dass f in L1(λ1 × λ2) ist
und beide iterierten Integrale existieren und mit ‖f‖L1(X×Y,λ1×λ2) übereinstimmen.
Weiters gilt

∫ ∫
f(x, y) dλ1(x) dλ2(y) =

∫ ∫
f(x, y) dλ2(y) dλ1(x)

Beweis. Da die Projektion auf eine Komponente in einem Produktraum stetig ist
und kompakte Mengen unter stetigen Funktionen auf kompakte Mengen abgebildet
werden, sind E1 := π1(supp(f)) und E2 := π2(supp(f)) zwei σ-kompakte Mengen.
Betrachten wir die Mengen E1 und E2 mit den Spurtopologien versehen und die
Maße λ1|E1

und λ2|E2
, dann sehen wir, dass wegen der σ-Kompaktheit von E1 und

E2 die Einschränkungen der beiden Maße σ-endlich sind. Da supp(f) ⊆ E1 × E2

gilt: ∫ ∫
|f(x, y)| dλ1(x) dλ2(y) =

∫

E1

∫

E2

|f(x, y)| dλ1|E1
(x) dλ2|E2

(y)

∫ ∫
|f(x, y)| dλ2(y) dλ1(x) =

∫

E2

∫

E1

|f(x, y)| dλ2|E2
(y) dλ1|E1

(x)

‖f‖L1(X×Y,λ1×λ2) = ‖f‖L1(E1×E2,λ1|E1
×λ2|E2

)∫ ∫
f(x, y) dλ1(x) dλ2(y) =

∫

E1

∫

E2

f(x, y) dλ1|E1
(x) dλ2|E2

(y)

∫ ∫
f(x, y) dλ2(y) dλ1(x) =

∫

E2

∫

E1

f(x, y) dλ2|E2
(y) dλ1|E1

(x)

Nun können wir auf die rechten Seiten den Satz von Fubini anwenden und erhalten,
dass alle rechten Seiten existieren, die ersten drei übereinstimmen und die letzten
zwei übereinstimmen. Dasselbe gilt dann aber auch für die linken Seiten. �

Da der Raum L∞(µ) für nicht σ-endliche Maße µ in der Literatur unterschiedliche
Definitionen hat und wir gerne hätten, dass er auch für nicht σ-endliche Maße
der Dualraum des L1(µ) ist, definieren wir nun als nächstes den Raum L∞(µ) für
Riesz-reguläre Maße µ. Es ist leicht zu sehen, dass folgende Definition im Falle von
σ-endlichen Maßen mit der herkömmlichen Definition übereinstimmt.

Definition 2.6. Sei X ein topologischer Raum und µ ein Riesz-reguläres Maß auf
X . Eine Menge A ⊆ X ist eine lokale Borelmenge, falls A∩F für alle Borelmengen
F mit µ(F ) <∞ eine Borelmenge ist. Wir nennen eine lokale Borelmenge A lokale
Nullmenge, falls µ(A ∩ F ) = 0 für alle Borelmengen F mit µ(F ) < ∞ ist. Sei

L∞(X,µ,C) :=

{
f : X → C : f ist Borelmessbar, ∃C > 0 : {x ∈ X : |f(x)| > C}

ist eine lokale Nullmenge

}
. Nun definieren wir L∞(X,µ,C) := L∞(X,µ,C)/N

wobei N die Menge aller f ∈ L∞(X,µ,C), sodass {x ∈ X : f(x) 6= 0} eine lokale
Nullmenge ist, ist. Wir versehen den L∞(X,µ,C) mit der ‖ · ‖∞-Norm:

‖f +N‖∞ := inf

{
M > 0 : {x ∈ X : |f(x)| > M} ist lokale Nullmenge

}
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Mit dieser Norm bildet der Raum L∞(X,µ,C) einen Banachraum.Wir werden auch
hier in Zukunft anstatt dem Element f +N ∈ L∞(X,µ,C) kurz nur f schreiben.

Satz 2.7. Sei X ein topologischer Raum und µ ein Riesz-reguläres Maß auf X.

Dann ist die Abbildung Φ : L∞(X,µ,C) →
(
L1(X,µ,C)

)′
mit Φ(f)(g) :=

∫
fg dµ

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Siehe Satz 9.4.8 in [1] �

Definition 2.8. Sei G eine topologische Gruppe, f eine Funktion von G in eine
beliebige Menge M und y ∈ G, dann definieren wir die Linkstranslation Ly von f
durch

Lyf : G→ M,x 7→ f(y−1x).

Weiters definieren wir die Rechtstranslation Ry von f durch

Ryf : G→M,x 7→ f(xy).

Proposition 2.9. Sei G eine topologische Gruppe. Die Abbildungen y 7→ Ly und
y 7→ Ry sind bezüglich der Multiplikation verträglich, wenn wir im Bildraum die
Komposition als Multiplikation verwenden.

Beweis.

(LyLzf)(x) = Lzf(y
−1x) = f(z−1y−1x) = f((yz)−1x) = Lyzf(x) ∀f, ∀y ∈ G

(RyRzf)(x) = Rzf(xy) = f(xyz) = Ryzf(x) ∀f, ∀y ∈ G

�

Definition 2.10. Sei G eine topologische Gruppe und f eine Funktion von G nach
C. Wir sagen f ist links (bzw. rechts) gleichmäßig stetig, falls

‖Lyf − f‖∞
y→1
−−−→ 0 (bzw. ‖Ryf − f‖∞

y→1
−−−→ 0).

Proposition 2.11. Sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element e. Sei
weiters f ∈ Cc(G). Dann ist f links und rechts gleichmäßig stetig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage für Ly, für Ry ist der Beweis ähnlich. Sei ǫ > 0
und K = supp(f). Für jedes x ∈ K gibt es eine Umgebung Ux von e, sodass
|f(yx) − f(x)| < 1

2ǫ für alle y ∈ Ux. Weiters sei Vx eine symmetrische Umgebung
von x, sodass VxVx ⊆ Ux. So eine Umgebung finden wir immer, da die Multiplikation
und die Inversenbildung stetig sind. Dann überdecken die Mengen Vxx für x ∈ K
die kompakte Menge K und somit gibt es endlich viele x1, ..., xn aus K, sodass
K ⊆

⋃n
j=1 Vxj

xj . Sei V :=
⋂n
j=1 Vxj

. Wir zeigen nun, dass ‖Lyf − f‖∞ < ǫ für alle
y ∈ V gilt. Sei zunächst x ∈ K, dann gibt es ein j, sodass x ∈ Vxj

xj und somit

gibt es ein x0 ∈ Vxj
⊆ Uxj

, sodass x = x0xj . Dann ist aber xx−1
j ∈ Vxj

. Also gilt

y−1x = y−1(xx−1
j )xj ∈ V Vxj

xj ⊆ Vxj
Vxj

xj ⊆ Uxj
xj für alle y ∈ V . Daher gibt es

ein y0 ∈ Uxj
, sodass y−1x = y0xj . Damit erhalten wir

|f(y−1x)− f(x)| ≤|f(y0xj)− f(xj)|+ |f(xj)− f(x)|

=|f(y0xj)− f(xj)|+ |f(x0xj)− f(xj)| ≤
1

2
ǫ+

1

2
ǫ = ǫ.

Ist hingegen y−1x ∈ K, dann stubstituieren wir y−1x mit z ∈ K und erhalten
|f(y−1x) − f(x)| = |f(z) − f(yz)| mit y ∈ V und können somit den Beweis von
oben wiederholen. �

Später werden wir noch folgendes Lemma benötigen:
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Lemma 2.12. Sei G eine topologische Gruppe. Dann ist jede offene Untergruppe
von G auch abgeschlossen und für zwei kompakte Teilmengen K1 und K2 von G ist
auch K1K2 kompakt.

Beweis. Sei H eine offene Untergruppe von G. Dann sind auch alle Nenbenklassen
xH mit x ∈ G offen. Weiters gilt

Hc =
⋃

x∈Hc

xH

und somit ist auch Hc offen und damit H abgeschlossen. Für zwei kompakte Men-
gen K1 und K2 ist K1K2 kompakt, da K1K2 genau das Bild unter der stetigen
Multiplikation von der kompakten Menge K1 ×K2 ist. �

Lemma 2.13. Sei X ein lokalkompakter topologischer Raum, K eine kompakte
Menge und U eine offene Menge, welche K enhält. Dann gibt es eine kompakte
Menge L und eine offene Menge V , sodass K ⊆ V ⊆ L ⊆ U .

Beweis. Für jeden Punkt x ∈ K gibt es eine kompakte Umgebung Lx ⊆ U . Da Lx
eine Umgebung von x ist, gibt es weiters eine offene Menge Vx, sodass x ∈ Vx ⊆
Lx. Klarerweise gilt

⋃
x∈K Vx ⊇ K und somit gibt es endlich viele x1, ..., xn mit

V :=
⋃n
j=1 Vxj

⊇ K. Damit ist L :=
⋃n
j=1 Lxj

⊇ V eine kompakte Menge, welche
Teilmenge von U ist. �

Proposition 2.14. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, U ⊆ X offen und
K ⊆ U kompakt. Dann gibt es eine stetige Funktion f : X → [0, 1] mit kompaktem
Träger, supp(f) ⊆ U und f = 1 auf K.

Beweis. Nach Lemma 2.13 gibt es eine kompakte Menge L und eine offene Menge
V , sodass K ⊆ V ⊆ L ⊆ U . Betrachten wir nun den Raum L versehen mit der
Spurtopologie, so ist dieser ein kompakter Hausdorff-Raum und somit normal. Also
können wir das Lemma von Uryson anwenden und erhalten eine stetige Funktion
g : L→ [0, 1] welche auf K konstant 1 ist und deren Träger in V enthalten ist. Sei
f die Fortsetzung von g auf X , wobei f(x) = 0 für alle x ∈ X \ L. Sei O ⊆ [0, 1]
eine offene Menge, dann ist g−1(O) offen in L und somit gibt es eine offene Menge
W ⊆ X , sodass g−1(O) = W ∩ L =. Falls O die 0 nicht enthält gilt f−1(O) =
g−1(O) = W ∩ L = W ∩ L ∩ V = W ∩ V offen in X . Andernfalls, wenn O die 0
enthält, ist f−1(O) = g−1(O) ∪ X \ L = W ∪ X \ L auch wieder offen. Also ist f
eine stetige Funktion, welche alle Bedingungen erfüllt. �

Im nächsten Kapitel werden wir auch benötigen:

Lemma 2.15. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, µ und ν zwei Riesz-
reguläre Borelmaße auf X und f : X → (0,∞) eine stetige Funktion, sodass∫
φdν =

∫
φf dµ für alle φ ∈ Cc(X) gilt. Dann gilt ν = fµ, d.h. ν(E) =

∫
E
f dµ

für alle Borelmengen E.

Beweis. Wir betrachten das Maß ν̃(E) :=
∫
E
f dµ. Da stetige Funktionen auf kom-

pakten Mengen beschränkt sind, ist ν̃ wieder ein Borel-Maß. Wir werden jetzt zei-
gen, dass ν̃ von außen regulär ist und auf allen offenen Mengen mit ν übereinstimmt.
Sei dazu E eine beliebige Borelmenge. Falls ν̃(E) = ∞ ist, approximiert die of-
fene Menge X die Menge E. Sei also ν̃(E) < ∞ und ǫ > 0 beliebig. Die offe-
nen Mengen Vj := {x ∈ X : 2j−2 < f(x) < 2j} überdecken für j ∈ Z den
Raum X . Also gilt mit Ej := E ∩ Vj , dass E =

⋃
j∈Z

Ej . Für jedes j ∈ Z gilt

µ(Ej) < 22−j
∫
E
f dµ = 22−j ν̃(E) < ∞ und somit gibt es, da µ von außen regulär
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ist, offene Mengen Uj mit Uj ⊇ Ej und µ(Uj \ Ej) < ǫ2−|j|−j . Damit erhalten wir
für die offene Menge U :=

⋃
j∈Z

Uj ∩ Vj ⊇
⋃
j∈Z

Ej ∩ Vj =
⋃
j∈Z

Ej = E:

ν̃(U \ E) ≤ν̃(
⋃

j∈Z

Uj ∩ Vj \ Ej) ≤
∑

j∈Z

ν̃(Uj ∩ Vj \ Ej) =
∑

j∈Z

∫

Uj∩Vj\Ej

f dµ

≤
∑

j∈Z

2jµ(Uj ∩ Vj \ Ej) <
∑

j∈Z

2jǫ2−|j|−j =
∑

j∈Z

ǫ2−|j| ≤ ǫ2
1

1− 2−1
= 4ǫ

Also ist ν̃ von außen regulär.

Sei nun U eine offene Menge und ǫ > 0 beliebig. Wir betrachten zusätzlich die
offene Menge Uǫ := {x ∈ U : f(x) > ǫ}. Da µ und ν auf allen offenen Mengen
von innen Regulär sind, gibt es eine Folge von kompakten Mengen Kn ⊆ U , sodass
µ(Kn) → µ(U), µ(Kn ∩ Uǫ) → µ(Uǫ) und ν(Kn) → ν(U) gilt. Weiters existiert
nach Lemma 2.14 eine monoton steigende Folge von Funktionen φn ∈ Cc(G), sodass
supp(φn) ⊆ U ,0 ≤ φn ≤ 1, und φn = 1 auf Kn gilt. Damit gilt:

ν(U) ≥

∫
φn dν ≥ ν(Kn) → ν(U)

Somit gilt lim
∫
φn dν = ν(U). Klarerweise gilt auch:

lim

∫
φn dν = lim

∫
φnf dµ ≤

∫

U

f dµ = ν̃(U)

Also haben wir insbesondere ν(U) ≤ ν̃(U) gezeigt.

Im Falle ν(U) = ∞ sind wir somit fertig. Sei also ν(U) <∞. Es gilt:

ν(U) ≥

∫
φnf dµ ≥

∫

Uǫ∩Kn

f dµ ≥ ǫµ(Uǫ ∩Kn) → ǫµ(Uǫ)

Somit gilt auch µ(Uǫ) <∞. Da µ(Uǫ ∩Kn) → µ(Uǫ) gilt, ist die Menge

{x ∈ X : φnfχUǫ
6→ χUǫ

f} ⊆ Uǫ \
⋃

n∈N

Kn

eine µ-Nullmenge. Damit können wir den Satz von Beppo Levi anwenden und er-
halten:

ν(U) ≥

∫

Uǫ

φnf dµ→

∫

Uǫ

f dµ

Da ǫ > 0 beliebig war erhalten wir ν(U) ≥
∫
Uǫ

f dµ für alle ǫ > 0. Lassen wir nun

ǫ gegen 0 fallen so steigt Uǫ gegen U und somit steigt χUǫ
punktweise gegen χU .

Also gilt:

ν(U) ≥

∫

Uǫ

f dµ→

∫

U

f dµ = ν̃(U)

Da die offene Menge U beliebig war haben wir ν(U) = ν̃(U) für jede offene Menge
U gezeigt und damit erhalten wir insgesamt für eine beliebige messbare Menge E:

ν(E) = inf{ν(U) : U offen , U ⊇ E} = inf{ν̃(U) : U offen , U ⊇ E} = ν̃(E)

�

Satz 2.16 (allgemeiner Transformationssatz). Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und (Ω′,A′)
ein Messraum. Seien weiters G : Ω → Ω′ und f : Ω′ → C messbar. Dann ist die
Abbildung µG : A′ → R : A 7→ µ(G−1(A)) ein Maß auf (Ω′,A′). Weiters ist f
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genau dann bezüglich µG integrierbar, wenn f ◦ G bezgülich µ integrierbar ist. In
diesem Fall gilt: ∫

f ◦Gdµ =

∫
f dµG

Beweis. Siehe Satz 8.2 und Satz 9.62 in [3]. �

3. Das Haar-Maß

In diesem Kapitel ist G immer eine lokalkompakte topologische Gruppe.

Definition 3.1. Ein linksinvariantes (bzw. rechtsinvariantes) Haar-Maß ist ein
Riesz-reguläres Borelmaß λ ungleich dem Nullmaß, welches für jedes x ∈ G und für
jede Borelmenge E die Bedingung λ(E) = λ(xE)(bzw. λ(E) = λ(Ex)) erfüllt.

Satz 3.2. Es gibt ein bis auf eine positive Konstante eindeutiges linksinvariantes
Haar-Maß auf G.

Beweis. Siehe [2]. �

Wir können also ein linksinvariantes Haar-Maß λ auf G finden. Sei dieses ab nun
fest gewählt.

Beispiel 3.3. Sei G = R. Das Lebesgue-Maß ist translationsinvariant und regulär.
Also ist es ein Haar-Maß auf R. In allen weiteren Beispielen in denen G = R ist sei
ab nun das Haar-Maß immer das Lebesgue-Maß.

Beispiel 3.4. Sei G = Z versehen mit der diskreten Topologie. Dann ist das
Zählmaß ein Haar-Maß. In allen weiteren Beispielen in denen G = Z ist sei ab
nun das Haar-Maß immer das Zählmaß.

Beispiel 3.5. Sei G = R/Z versehen mit der Faktortopologie. Dann ist das Maß
λ mit λ(A+Z) := λ(A) für alle A ⊆ [0, 1) ein Haar-Maß, wobei das Maß λ auf der
rechten Seite das Lebesgue-Maß auf R darstellt. Die Regularität folgt dann aus der
Regularität des Lebesgue-Maßes und der Eigenschaft, dass die Abbildung x 7→ x+Z

von R nach R/Z stetig und offen ist. Die Translationsinvarianz folgt ebenfalls aus
der Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes:

λ((x + Z) + (A+ Z)) =λ
(
(x+A) + Z) = λ({x+ a+ Z : a ∈ A, x+ a < 1}

∪ {x+ a− 1 + Z : a ∈ A, x + a ≥ 1}
)

=λ({a : a ∈ A, x+ a < 1} ∪ {a : a ∈ A, x+ a ≥ 1})

=λ(A) = λ(A+ Z) ∀x ∈ [0, 1), A ⊆ [0, 1)

Proposition 3.6. Jede offene nichtleere Menge hat positives Maß, d.h. λ(U) > 0
für alle nichtleeren offenen Mengen U .

Beweis. Da λ ungleich dem Nullmaß ist, gilt λ(G) > 0. Da G offen ist, ist λ auf G
von innen regulär und somit gibt es eine kompakte Menge K mit λ(K) > 0. Für
jede nichtleere offene Menge U gilt, dass

⋃
x∈X xU ⊇ K und somit gibt es endlich

viele xn ∈ X , sodass
⋃N
n=1 xnU ⊇ K. Also erhalten wir

λ(K) ≤ λ(

N⋃

n=1

xnU) ≤
N∑

n=1

λ(xnU) = Nλ(U)

und damit, dass λ(U) > 0. �

Als nächstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen links- und rechtsinvarianten
Haar-Maßen herstellen.
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Proposition 3.7. Das Maß ρ(E) := λ(E−1) ist ein rechtsinvariantes Haar-Maß.

Beweis.

ρ(Ex) = λ((Ex)−1) = λ(x−1E−1) = λ(E−1) = ρ(E) ∀x ∈ G,E ∈ B

Weiters erbt ρ die Regularitätsaussagen von λ, da x 7→ x−1 ein Homöomorphismus
ist. Somit ist ρ(E) ein rechtsinvariantes Haar-Maß. �

Proposition 3.8. Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und λ ein Riesz-
reguläres Maß. Dann ist die Menge Cc(G) dicht im Raum Lp(G,B, λ) für p ∈
[1,∞).

Beweis. Siehe Satz 3.14. in [4]. �

Lemma 3.9. Sei µ ein Riesz-reguläres Borelmaß auf G und x ∈ G beliebig. Dann
ist das Maß µx(E) := µ(Ex) wieder ein Riesz-reguläres Borelmaß. Ist µ zusätzlich
linkstranslationsinvariant, so ist auch µx linkstranslationsinvariant.

Beweis. Weil die Multiplikation mit x ein Homöomorphismus auf G ist und somit
kompakte Mengen auf kompakte Mengen abbildet, ist µx klarerweise wieder ein
Borelmaß. Weiters gilt

µx(E) =µ(Ex) = inf{µ(U) : Ex ⊆ U, U offen} = inf{µ(U) : E ⊆ Ux−1, U offen}

= inf{µ(V x) : E ⊆ V, V offen} = inf{µx(V ) : E ⊆ V, V offen} ∀E ∈ B

µx(U) =µ(Ux) = sup{µ(K) : K ⊆ Ux, K kompakt}

=sup{µ(K) : Kx−1 ⊆ U, K kompakt} = inf{µ(Lx) : L ⊆ U, L kompakt}

= inf{µx(L) : L ⊆ U, L kompakt} ∀U offen.

Somit ist µx Riesz-regulär. Sei nun µ auch linkstranslationsinvariant, dann gilt

µx(yE) = µ((yE)x) = µ(y(Ex)) = µ(Ex) = µx(E) ∀y ∈ G,E ∈ B(G).

�

Proposition 3.10. Es gibt eine eindeutige Funktion ∆: G → (0,∞), sodass für
alle linksinvarianten Haar-Maße λ gilt:

∆(x)λ(E) = λ(Ex) ∀x ∈ G

Wir nennen die Funktion ∆ auch Modulfunktion von G.

Beweis. Seien x ∈ G und λ, ein linksinvariantes Haar-Maß, zunächst fest. Betrachte
das Maß λx(E) := λ(Ex). Dieses ist nach Lemma 3.9 wieder ein linksinvariantes
Haar-Maß, da λx natürlich auch nicht konstant null ist. Wegen der Eindeutigkeit
von linksinvarianten Haar-Maßen bis auf eine Konstante gibt es eine positive Kon-
stante ∆(x) ∈ (0,∞), sodass λx = ∆(x)λ. Wir zeigen nun, dass diese Gleichheit

auch für jedes beliebige andere linksinvariante Haar-Maß λ̃ gilt. Wieder aus der Ein-
deutigkeit der linksinvarianten Haar-Maße folgt, dass es eine Konstante c ∈ (0,∞)

gibt, sodass λ̃ = cλ. Damit folgt

λ̃x(E) = λ̃(Ex) = cλ(Ex) = c∆(x)λ(E) = ∆(x)λ̃(E).

�

Proposition 3.11. ∆ ist ein stetiger Homomorphismus von G nach (R+, ·). Wei-
ters gilt für ein f ∈ L1(G):

(3.12)

∫
Ryf dλ = ∆(y−1)

∫
f dλ
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Beweis. Seien x, y ∈ G und K eine kompakte Umgebung von e. Dann gilt, da K
kompakt und eine Obermenge einer nichtleeren offenen Menge ist, 0 < λ(K) <∞.
Weiters gilt

∆(xy)λ(K) = λ(Kxy) = ∆(y)λ(Kx) = ∆(x)∆(y)λ(K)

und somit ∆(xy) = ∆(x)∆(y), also ist ∆ ein Gruppenhomomorphismus.

Betrachten wir die messbare Abbildung φy(x) = xy, so gilt nach dem allgemeinen
Transformationssatz der Maßtheorie (Satz 2.16)∫

Ryf dλ =

∫
f ◦ φy dλ =

∫
f dλφy ,

wobei die rechte Seite genau dann existiert, wenn die linke Seite existiert und λφy

das Bildmaß bezeichnet, d.h.

λφy (E) = λ(φ−1
y (E)) = λ(Ey−1) = ∆(y−1)λ(E).

Also ist λφy = ∆(y−1)λ und somit
∫
Ryf dλ = ∆(y−1)

∫
f dλ. Da die rechte Seite

existiert, tut dies auch die linke Seite. Sei f ∈ Cc(G) \ {0}. Aus Proposition 2.11
folgt, dass die Abbildung y 7→ Ryf von G nach Cc(G) stetig ist. Wir wollen nun
die Stetigkeit von ∆ in y0 ∈ G zeigen. Sei dazu V eine kompakte Umgebung von
y0 in G und C := {g ∈ Cc(G) : supp(g) ⊆ supp(f)V −1} ein linearer Teilraum von
Cc(G). Wir können nun die immer noch stetige Abbildung ψ : V → C, y 7→ Ryf
betrachten. Weiters betrachten wir das Integral als lineare Abbildung von C nach C,
g 7→

∫
g dλ. Diese ist beschränkt, da

∣∣∫ g dλ
∣∣ ≤ λ((supp(f))V −1)‖g‖∞ und damit

stetig. Nun können wir die Abbildung ∆ darstellen durch

y 7→ y−1 7→ ψ(y−1) 7→

∫
ψ(y−1) dλ∫
f dλ

=

∫
Ry−1f dλ∫
f dλ

= ∆(y).

Da alle verwendeten Abbildungen stetig sind ist ∆ stetig. �

Lemma 3.13. Sei Λ ein positives lineares Funktional von Cc(G) nach C und nicht
konstant null. Weiters gelte Λ(Rxf) = Λ(f) für alle f ∈ Cc(G). Dann ist das nach
dem Darstellungssatz von Riesz zu Λ gehörige Riesz-reguläre Maß µ ein rechtsin-
variantes Haar-Maß.

Beweis. Betrachten wir das Maß µx(E) := µ(Ex), so ist µx nach Lemma 3.9 wieder
ein Riesz-reguläres Borelmaß. Nach dem allgemeinen Transformationssatz (Satz

2.16) gilt weiters, da µx = µy 7→yx−1

:∫
f dµx =

∫
f ◦ (y 7→ yx−1) dµ =

∫
Rx−1f dµ = Λ(Rx−1f) = Λ(f) =

∫
f dµ

Aus der Eindeutigkeit, welche sich aus dem Darstellungssatz von Riesz ergibt, folgt
also µ = µx. Klarerweise ist µ nicht konstant 0, da Λ nicht konstant null ist. �

Proposition 3.14. Sei ρ(E) := λ(E−1) auf allen Borelmengen E. Dann gilt ρ =
∆(·−1)λ, d.h. ρ(E) =

∫
E
∆(x−1) dλ(x).

Beweis. Nach Proposition 3.7 ist ρ ein rechtsinvariantes Haar-Maß. Weiters gilt für
das positive lineare Funktional Λ(f) :=

∫
f(x)∆(x−1) dλ(x) mit Hilfe von (3.12):

Λ(Ryf) =

∫
f(xy)∆(x−1) dλ(x) = ∆(y)

∫
f(xy)∆((xy)−1) dλ(x)

=∆(y)

∫
Ry(f∆(·−1)) dλ = ∆(y)∆(y−1)

∫
f∆(·−1) dλ = Λ(f)

Somit folgt nach Lemma 3.13, dass das zu Λ zugehörige Maß ein rechtsinvariantes
Haar-Maß ist. Da rechtsinvariante Haar-Maße bis auf ein Vielfaches eindeutig sind,
gibt es eine positive Konstante c > 0, sodass

∫
f(x)∆(x−1) dλ(x) = c

∫
f dρ. Da
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g : x 7→ ∆(x−1)
c

eine stetige Funktion von X nach (0,∞) ist, folgt aus Lemma 2.15
ρ = gλ. Wir müssen also nur noch zeigen, dass c = 1 gilt. Angenommen c 6= 1, dann
finden wir wegen der Stetigkeit von ∆ eine symmetrische Umgebung U von e in G,
sodass |∆(x−1) − 1| ≤ 1

2 |c− 1| auf U . Allerdings folgt dann wegen der Symmetrie
λ(U) = ρ(U) und somit

|c− 1|λ(U) = |cρ(U)− λ(U)| =

∣∣∣∣
∫

U

∆(x−1)− 1 dλ(x)

∣∣∣∣ ≤
1

2
|c− 1|λ(U)

Dies ist aber ein Widerspruch, da nach Proposition 3.6 λ(U) > 0 gilt. �

Proposition 3.15. Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe und λ ein links-
invariantes Haar-Maß. Weiters sei f ∈ Lp(G, λ) mit p ∈ [1,∞). Dann sind die
Abbildungen y 7→ Lyf und y 7→ Ryf stetige Abbildungen von G nach Lp(G, λ).

Beweis. Es ist klar, dass die Abbildungen wohldefiniert sind, da mit f auch Lyf
und Ryf in Lp sind. Weiters gilt wegen der Linksinvarianz von λ

‖Lyf − Lzf‖
p
Lp =

∫
|f(y−1x)− f(z−1x)|p dλ(x)

=

∫
|f(y−1zx)− f(x)|p dλ(x) = ‖Lz−1yf − f‖pLp.

Für die Rechtstranslation gilt wegen (3.12)

‖Ryf −Rzf‖
p
Lp =

∫
|f(xy)− f(xz)|p dλ(x)

=

∫
Rz(x 7→ |f(xz−1y)− f(x)|p) dλ(x)

=∆(z−1)

∫
|f(xz−1y)− f(x)|p dλ(x) = ∆(z−1)‖Rz−1yf − f‖pLp.

Somit genügt es die Stetigkeit bei 0 zu zeigen. Dazu fixieren wir eine kompakte
Umgebung V von e und nehmen zunächst an, dass g ∈ Cc(G) ist. Weiters sei K :=
supp(g)V ∪ V supp(g) eine kompakte Menge. Für y ∈ V gilt dann, supp(Lyg) ⊆ K
und supp(Ryg) ⊆ K. Und somit gilt mit Proposition 2.11

‖Lyg − g‖pLp ≤λ(K)‖Lyg − g‖p∞
y→e
−−−→ 0

‖Ryg − g‖pLp ≤λ(K)‖Ryg − g‖p∞
y→e
−−−→ 0.

Sei nun f ∈ Lp beliebig. Es gilt wegen der Linksinvarianz von λ, dass ‖Lyh‖Lp =
‖h‖Lp und wegen (3.12) ‖Ryh‖

p
Lp = ∆(y−1)‖h‖pLp für alle h ∈ Lp(G) und für

alle y ∈ V . Aus Proposition 3.8 erhalten wir, dass es ein g ∈ Cc(G) gibt, sodass
‖f − g‖Lp ≤ ǫ

4 . Damit folgt insgesamt

‖Lyf − f‖Lp ≤‖Lyf − Lyg‖Lp + ‖Lyg − g‖Lp + ‖g − f‖Lp

≤2‖f − g‖Lp + ‖Lyg − g‖Lp ≤ ǫ ∀y ∈ V

für eine von ǫ abhängige Umgebung V von e. Für die Rechtstranslation wählen wir
V so, dass ‖Ryg − g‖Lp < ǫ

4 und ∆(y−1) < 2 für alle y ∈ V . Dies geht, da ∆ nach
Proposition 3.11 stetig ist und ∆(e) = 1. Dann folgt

‖Ryf − f‖Lp ≤‖Ryf −Ryg‖Lp + ‖Ryg − g‖Lp + ‖g − f‖Lp

≤(∆(y−1) + 1)‖f − g‖Lp + ‖Lyg − g‖Lp ≤ 3
ǫ

4
+
ǫ

4
= ǫ ∀y ∈ V

�
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3.1. Die Banach∗-Algebra L1(G). In diesem Abschnitt wollen wir eine Faltung
und eine ∗-Involution auf L1(G) definieren, sodass dieser zu einer Banach∗-Algebra
wird.

Um die Existenz der Faltung zu zeigen benötigen wir den Satz von Fubini. In
den nächsten Lemmata werden wir sehen, dass die Bedingung an den Träger des
Integranden in Satz 2.5 für den Integrand einer Faltung erfüllt ist.

Lemma 3.16. Es gibt eine offene, abgeschlossen, σ-kompakte Untergruppe H von
G.

Beweis. Sei V eine kompakte Umgebung von e, dann ist K := V ∩ V −1 eine sym-
metrische kompakte Umgebung von e. Sei K1 := K und Kn+1 := KnK und sei
H :=

⋃∞
n=1Kn. H enthält e und ist, da K symmetrisch ist, unter Inversenbildung

abgeschlossen. Weiters ist klar, dass für x ∈ Kn und y ∈ Km das Produkt xy in
Kn+m liegt und somit ist H eine Untergruppe von G. Da für jedes x ∈ H die Menge
xK ⊆ H eine Umgebung von x ist, ist H offen. Mit Lemma 2.12 folgt, dass H auch
abgeschlossen ist. Nochmal mit Lemma 2.12 folgt, dass die Mengen Kn kompakt
sind und somit H σ-kompakt ist. �

Lemma 3.17. Sei H eine Untergruppe, wie in Lemma 3.16. Weiters sei Y ein
Repräsentantensystem aller Linksebenklassen von H und E eine Borelmenge, so-
dass die Menge YE := {y ∈ Y : E ∩ yH 6= ∅} überabzählbar ist. D.h. E hat mit
überabzählbar vielen Nebenklassen von H nichtleeren Schnitt. Dann gilt λ(E) = ∞.

Beweis. Angenommen λ(E) < ∞, dann gibt es wegen der Regularität von außen
eine offene Menge U ⊇ E mit λ(U) <∞. Nach Proposition 3.6 gilt λ(U ∩ yH) > 0
für alle y ∈ YE ⊆ YU . Da YE überabzählbar ist, gibt es ein n0 ∈ N, sodass die
Menge Yn0

:= {y ∈ YE : λ(U ∩ yH) > 1
n0

} überabzählbar ist, denn ansonsten wäre

YE =
⋃
n∈N

Yn eine Vereinigung von abzählbar vielen abzählbaren Mengen. Dann
folgt aber

λ(U) ≥ λ(
⋃̇

y∈Yn0

U ∩ yH) =
∑

y∈Yn0

λ(U ∩ yH) ≥
∑

y∈Yn0

1

n0
= ∞,

was ein Widerspruch zur Annahme ist. �

Lemma 3.18. Sei f ∈ Lp(G) für ein p ∈ (0,∞). Dann ist supp(f) σ-kompakt.

Beweis. Angenommen supp(f) wäre nicht σ-kompakt. Dann gibt es ein n ∈ N,
sodass die Menge An := {x ∈ G : |f(x)| ≥ 1

n
} ebenfalls nicht σ-kompakt ist,

da ansonsten der Träger als abzählbare Vereinigung von σ-kompakten Mengen ge-
schrieben werden könnte. Sei H die Untergruppe aus Lemma 3.16, dann gilt, dass
An ∩ yH 6= ∅ für überabzählbar viele y ∈ Y ist, da ansonsten An als Vereini-
gung abzählbar vieler kompakten Mengen geschrieben werden könnte. Also folgt
aus Lemma 3.17, dass λ(An) = ∞ ist. Somit erhalten wir

‖f‖p
Lp(G) =

∫
|f(x)|p dλ(x) ≥

∫

An

|f(x)|p dλ(x) ≥

∫

An

(
1

n

)p
dλ(x) = ∞,

was ein Widerspruch zur Annahme f ∈ Lp(G) ist. �

Proposition 3.19. Seien f und g in L1(G). Dann hat die Funktion h : G×G →
C, (x, y) 7→ f(y)g(y−1x) einen σ-kompakten Träger.



12

Beweis. Aus Lemma 3.18 besitzt f einen σ-kompakten Träger E1 und g einen σ-
kompakten Träger E2. Der Träger von h ist eine Teilmenge von E1E2 × E1. Da
das Produkt zweier kompakter Mengen wegen Lemma 2.12 wieder kompakt ist, ist
auch E1E2 σ-kompakt. Mit der selben Argumentation für das kartesische Produkt
erhalten wir, dass der Träger von h σ-kompakt ist. �

Nun können wir die Faltung auf L1(G) definieren.

Satz 3.20. Seien f, g ∈ L1(G, λ). Dann existiert die Faltung von f mit g

f ∗ g(x) :=

∫
f(y)g(y−1x) dλ(y)

für fast alle x ∈ G und ist in L1(G, λ) enthalten. Zusätzlich gilt

(3.21) ‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1

Beweis.∫ ∫
|f(y)g(y−1x)| dλ(y) dλ(x) =

∫ ∫
|f(y)g(y−1x)| dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫
|f(y)g(x)| dλ(x) dλ(y) = ‖f‖L1‖g‖L1 <∞

Nach Proposition 3.19 ist der Träger des Integranden σ-kompakt, also können wir
Satz 2.5 anwenden und erhalten, dass das innere Integral

∫
f(y)g(y−1x) dλ(y) für

fast alle x existiert und aus L1(G, λ) ist. (3.21) folgt schließlich aus
∫ ∣∣∣∣
∫
f(y)g(y−1x) dλ(y)

∣∣∣∣ dλ(x) ≤
∫ ∫

|f(y)g(y−1x)| dλ(y) dλ(x).

�

Proposition 3.22. Der Raum L1(G) mit der punktweisen Addition, der Faltung
als Multiplikation und der L1-Norm versehen bildet eine Banach-Algebra.

Beweis. Es ist bekannt, dass L1(G) mit der punktweisen Addition einen Banach-
raum über C bildet. Die Distributivgesetze gelten, da das Integral linear ist. Die
Assoziativität der Faltung folgt aus:

(f ∗ g) ∗ h(x) =

∫
(f ∗ g)(y)h(y−1x) dλ(y) =

∫ ∫
f(z)g(z−1y)h(y−1x) dλ(z) dλ(y)

=

∫
f(z)

∫
g(z−1y)h(y−1x) dλ(y) dλ(z)

=

∫
f(z)

∫
g(y)h(y−1z−1x) dλ(y) dλ(z) =

∫
f(z)g ∗ h(z−1x) dλ(z)

=f ∗ (g ∗ h)(x)

Dabei durften wir, wegen Proposition 3.19 und, da |g| ∗ |h| ∈ L1(G) ist, den Satz
von Fubini anwenden. Weiters ist die Norm wegen (3.21) submultiplikativ. �

Als nächstes definieren wir eine ∗-Involution auf L1(G).

Proposition 3.23. Die Abbildung ∗ : L1(G) → L1(G), f 7→ f∗ mit f∗(x) :=

∆(x−1)f(x−1) ist eine ∗-Involution auf L1(G).

Beweis. Zunächst gilt nach Proposition 3.14:
∫

|∆(x)−1f(x−1)| dλ(x) =

∫
∆(x)|f(x)| dλ(x−1) =

∫
|f(x)| dλ(x) = ‖f‖L1(G).
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Damit ist f∗ ∈ L1(G). Weiters ist f 7→ f∗ involutorisch, da sowohl die Konjugation
als auch die Inversenbildung involutorisch sind und ∆(x−1)∆((x−1)−1) = ∆(e) = 1
ist. Zusätzlich gilt:

(f ∗ g)∗(x) =∆(x−1)

∫
f(y)g(y−1x−1) dλ(y) = ∆(x−1)

∫
f(x−1y)g(y−1) dλ(y)

=

∫
∆((y−1x)−1)f ((y−1x)−1)∆(y−1)g(y−1) dλ(y)

=

∫
g∗(y)f∗(y−1x) dλ(y) = (g∗ ∗ f∗)(x)

Somit ist die Faltung auch anti-multiplikativ. Die Antilinearität von f 7→ f∗ ist
wegen der punktweisen Definition der Addition und der skalaren Multiplikation
und wegen der Antilinearität der Konjugation klar. �

Korollar 3.24. Der L1(G) mit der Involution f 7→ f∗ bildet eine Banach∗-Algebra.

4. Unitäre Darstellungen und Funktionen von positivem Typ

Dieses Kapitel behandelt unitäre Darstellungen auf lokalkompakten Gruppen und
dessen engen Zusammenhang zu Funktionen von positivem Typ. Die Erkenntnisse
aus der Darstellungstheorie bilden dann die Basis für die Fouriertransformation auf
lokalkompakten abelschen Gruppen. In diesem Kapitel sei G eine lokalkompakte
Gruppe.

4.1. Unitäre Darstellungen.

Definition 4.1. Eine unitäre Darstellung von G ist ein stetiger Homomorphismus
π von G in den Raum der unitären Abbildungen U(Hπ) auf einem Hilbertraum Hπ

über C, wenn man den Raum U(Hπ) mit der starken Operatortopologie versieht.
D.h.

π : G→ U(Hπ), π(xy) = π(x)π(y), π(x−1) = π(x)−1 = π(x)∗ ∀x, y ∈ G

und die Abbildung x 7→ π(x)u ist für jedes u ∈ Hπ stetig.

Beispiel 4.2. Wir betrachten die Abbildung πL(x)f := Lxf mit x ∈ G und f ∈
L2(G). Für jedes x ∈ G und f ∈ L2(G) ist Lxf wegen der Linksinvarianz von λ
wieder in L2(G). Weiters ist πL(x) = Lx linear und es gilt:

〈πL(x)f, g〉 =

∫
f(x−1y)g(y) dλ(y) =

∫
f(y)g(xy) dλ(y) = 〈f, πL(x)

−1g〉

Somit ist πL(x) = Lx ∈ U(L2(G)) für alle x ∈ G. Wegen Proposition 2.9 ist πL ein
Gruppenhomomorphismus von G nach U(L2). Die Stetigkeit von x 7→ πL(x)f =
Lxf folgt schließlich aus 3.15. Also ist πL eine unitäre Darstellung von G mit
HπL

= L2(G).

Definition 4.3. Sei M ein abgeschlossener Unterraum von Hπ. Wir nennen M
einen unter π invarianten Unterraum falls π(x)M ⊆ M für alle x ∈ G.

Falls es nichttriviale unter π invariante Unterräume gibt, nennen wir π reduzibel
und andernfalls irreduzibel.

Als nächstes wollen wir das Lemma von Schur herleiten, welches die irreduziblen
unitären Darstellungen charakterisiert.

Lemma 4.4. Sei M ein unter π invarianter Unterraum, dann ist auch M⊥ ein
solcher.
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Beweis. Für u ∈ M und v ∈ M⊥ gilt

〈π(x)v, u〉 = 〈v, π(x−1)u〉 = 0,

also ist π(x)v ∈ M⊥. �

Definition 4.5. Seien π1 und π2 unitäre Darstellungen von G und sei T : Hπ1
→

Hπ2
eine beschränkte lineare Abbildung. T wird Verflechtungsoperator von π1 und

π2 genannt, falls Tπ1(x) = π2(x)T für alle x ∈ G gilt. Die Menge aller Verflech-
tungsoperatoren von π1 und π2 bezeichnen wir mit C(π1, π2).

Lemma 4.6. Sei M ein abgeschlossener Unterraum von Hπ und sei P die Ortho-
gonalprojektion auf M. In diesem Fall ist M genau dann unter π invariant, wenn
P ∈ C(π, π).

Beweis. Sei zunächst P ∈ C(π, π) und v ∈ M, dann gilt

π(x)v = π(x)Pv = Pπ(x)v ∈ M,

also ist M unter π invariant. Sei nun umgekehrt M unter π invariant. Dann ist
nach Lemma 4.4 auch M⊥ unter π invariant und für ein v ∈ Hπ gilt:

Pπ(x)v =Pπ(x)( Pv︸︷︷︸
∈M

+(IdHπ
−P )v︸ ︷︷ ︸

∈M⊥

)

=P π(x)Pv︸ ︷︷ ︸
∈M

+P π(x)(IdHπ
−P )v︸ ︷︷ ︸

∈M⊥

= π(x)Pv + 0 = π(x)Pv

�

Satz 4.7 (Lemma von Schur). Eine unitäre Darstellung π von G ist genau dann
irreduzibel, wenn C(π, π) nur skalare Vielfache der Identität enthält.

Beweis. Sei π reduzibel. Dann gibt es einen nichttrivialen invarianten Unterraum
und somit nach Lemma 4.6 eine nichttriviale Projektion in C(π, π). Diese kann
natürlich kein Vielfaches der Identität sein. Sei umgekehrt T ∈ C(π, π) gegeben,
und sei T 6= cI für alle c ∈ C. Insbesondere folgt daraus, dass Hπ mehr als eine
Dimension hat. Mit T sind auch A := 1

2 (T + T ∗) und B := 1
2i(T − T ∗) in C(π, π),

denn C(π, π) ist ein ∗-abgeschlossener linearer Raum. Da T = A − iB ist, kann
zumindest A oderB kein Vielfaches der Identität sein. Nehmen wir o.B.d.A. an, dass
A kein Vielfaches der Identität ist. Da A beschränkt und selbstadjungiert ist, können
wir den Spektralsatz für beschränkte selbstadjungierte Operatoren anwenden. Weil
π(x) für jedes x ∈ G mit A kommutiert, kommutiert π(x) auch mit E(∆), dem
Spektralmaß einer Borelmenge ∆. Da A kein Vielfaches der Identität ist, muss es
eine Borelmenge ∆ geben, sodass E(∆) ∈ C(π, π) eine nicht triviale Projektion
ist. �

Korollar 4.8. Wenn G eine abelsche Gruppe ist, dann ist für jede irreduzible
unitäre Darstellung π von G der Hilbertraum Hπ eindimensional.

Beweis. Sei π eine Darstellung von G, dann kommutieren die Abbildungen π(x1)
und π(x2) für x1, x2 ∈ G miteinander, und somit ist π(x) ∈ C(π, π) für alle x ∈ G.
Wenn nun π irreduzibel ist, dann muss nach Satz 4.7 π(x) für jedes x ∈ G ein
Vielfaches der Identität sein. Damit ist aber jeder eindimensionale Unterraum von
Hπ unter π invariant und deswegen muss Hπ eindimensional sein. �

Jede unitäre Darstellung π induziert eine Abbildung von L1(G) nach Hπ. Dazu
benötigen wir aber ein Integral im schwachen Sinne.
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Lemma 4.9. Sei (X,A, µ) ein beliebiger Maßraum mit einem nichtnegativem Maß
µ und sei H ein Skalarproduktraum über C. Weiters sei φ : X → L(H) messbar,
sodass x 7→ ‖φ(x)‖H→H in L1(X,A, µ) liegt. Dann gibt es genau eine lineare be-
schränkte Abbildung F auf H mit

〈Fu, v〉 =

∫
〈φ(x)u, v〉dµ(x) ∀u, v ∈ H.

Zusätzlich gilt ‖F‖ ≤ ‖(x 7→ ‖φ(x)‖)‖L1(X). Als Notation für F verwenden wir∫
φdµ bzw.

∫
φ(x) dµ(x) und sprechen vom Integral im schwachen Sinne.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass das Integral auf der rechten Seite immer
existiert, da Folgendes gilt:

|〈φ(x)u, v〉| ≤ ‖φ(x)u‖‖v‖ ≤ ‖φ(x)‖H→H‖u‖‖v‖ ∈ L1(X,A, µ) ∀u, v ∈ H.

Wir zeigen nun, dass die Abbildung (u, v) 7→ [u, v] :=
∫
〈φ(x)u, v〉dλ(x) eine be-

schränkte Sesquilinearform ist, um dann den Satz von Lax-Milgram anzuwenden.
Die Linearität im ersten und die Antilinearität im zweiten Argument ist klar, da
das Skalarprodukt dieselben Eigenschaften hat und da φ(x) und das Integral linear
sind. Weiters gilt:

|[u, v]| ≤

∫
|〈φ(x)u, v〉| dµ(x) ≤ ‖u‖‖v‖

∫
‖φ(x)‖H→H dµ(x)

=‖(x 7→ ‖φ(x)‖H→H)‖L1(X)‖u‖‖v‖

Damit ist (u, v) 7→ [u, v] eine beschränkte Sesquilinearform und es gibt nach dem
Satz von Lax-Milgram einen eindeutigen beschränkten linearen Operator F ∈ L(H)
mit

〈Fu, v〉 = [u, v] =

∫
〈φ(x)u, v〉dµ(x) ∀u, v ∈ H.

Die Abschätzung folgt ebenfalls aus dem Satz von Lax-Milgram und der obigen
Abschätzung. �

Korollar 4.10. Sei π eine unitäre Darstellung von G, dann gibt es für jedes f ∈
L1(G) eine eindeutige beschränkte lineare Abbildung π(f) auf Hπ, sodass π(f) =∫
f(x)π(x) dλ(x) im Sinne von Satz 4.9 ist. Zusätzlich gilt ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖L1(G).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.9 für X = G, A = B, µ = λ, H = Hπ

und φ(x) = (u 7→ f(x)π(x)u). Die Abschätzung ist richtig, da ‖f(x)π(x)‖ = |f(x)|
für alle x ∈ G gilt. �

Beispiel 4.11. Betrachten wir wieder πL wie in Beispiel 4.2, dann können wir
für ein f ∈ L1(G) die Linearform π(f) auf HπL

= L2(G) betrachten. Sei g ∈
L1(G) ∩ L2(G) und h ∈ Cc(G), dann gilt

〈πL(f)g, h〉 =

∫
f(x)〈πL(x)g, h〉dλ(x) =

∫ ∫
f(x)g(x−1y)h(y) dλ(y) dλ(x)

=

∫ ∫
f(x)g(x−1y)h(y) dλ(x) dλ(y) =

∫
f ∗ g(y)h(y) dλ(y)

=〈f ∗ g, h〉

Da h ∈ Cc(G) beliebig war und Cc(G) nach Proposition 3.8 dicht in L2(G) ist und
das Skalarprodukt stetig ist, folgt die Gleichheit für alle h ∈ L2(G) und somit folgt
πL(f)g = f ∗ g. Dabei haben wir Satz 2.5 verwendet. Die Voraussetzungen sind
erfüllt, da sowohl der Träger von h als auch der Träger von f σ-kompakt ist und
da |f | ∗ |g| ∈ L1(G) und somit erst Recht |f | ∗ |g||h| ∈ L1(G) ist.
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Lemma 4.12. Mit den Voraussetzungen und der Notation von Satz 4.9 sei zusätz-
lich A eine lineare beschränkte Abbildung auf H. Dann gilt AF =

∫
Aφ(x) dµ(x),

dies ist gleichbedeutend mit

〈AFu, v〉 =

∫
〈Aφ(x)u, v〉dµ(x) ∀u, v ∈ H.

Beweis.

〈AFu, v〉 = 〈Fu,A∗v〉 =

∫
〈φ(x)u,A∗v〉dµ(x) =

∫
〈Aφ(x)u, v〉dµ(x) ∀u, v ∈ H

�

Definition 4.13. Sei H ein Hilbertraum und A eine ∗-Algebra. Eine Abbildung
φ : A → L(H) heißt ∗-Darstellung von A auf H, falls φ ein ∗-Homomorphismus ist.
Weiters heißt φ nicht degeneriert, falls es keinen Vektor v ∈ H \ {0} gibt, sodass

Tv = 0 für alle T ∈ φ(A)
‖·‖

.

Satz 4.14. Sei π eine unitäre Darstellung von G. Dann ist die Abbildung f 7→ π(f)
eine nicht degenerierte ∗-Darstellung von L1(G) auf Hπ.

Beweis. Da das Integral linear ist, ist klar, dass die Abbildung f 7→ π(f) linear ist.
Weiters gilt:

〈π(f ∗ g)u, v〉 =

∫ ∫
f(y)g(y−1x)〈π(x)u, v〉dλ(y) dλ(x)

=

∫ ∫
f(y)g(x)〈π(yx)u, v〉dλ(x) dλ(y)

=

∫
f(y)

∫
〈π(y)(g(x)π(x)u), v〉dλ(x) dλ(y) ∀u, v ∈ Hπ

Hier haben wir den Satz 2.5 verwendet. Die Voraussetzungen sind erfüllt, da nach
Proposition 3.19 der Träger des Integranden σ-kompakt ist, da |f | ∗ |g| ∈ L1 und
da |〈π(x)u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ < ∞. Nun können wir Lemma 4.12 mit A = π(y) und
φ(x) = g(x)π(x) auf das innere Integral anwenden und erhalten:

〈π(f ∗ g)u, v〉 =

∫
f(y)〈π(y)

∫
g(x)π(x) dλ(x)u, v〉dλ(y)

=

∫
f(y)〈π(y)π(g)u, v〉dλ(y)

=〈π(f)π(g)u, v〉 ∀u, v ∈ Hπ

Also ist π auch bezüglich der Multiplikation verträglich. Schließlich folgt

〈π(f∗)u, v〉 =

∫
∆(x−1)f(x−1)〈π(x)u, v〉dλ(x)

=

∫
∆(x−1)f(x−1)〈π(x−1)v, u〉dλ(x)

=

∫
∆(x)f(x)〈π(x)v, u〉dλ(x−1)

3.14
=

∫
f(x)〈π(x)v, u〉dλ(x)

=〈π(f)v, u〉 = 〈u, π(f)v〉 ∀u, v ∈ Hπ

und somit π(f∗) = π(f)∗, die Verträglichkeit bezüglich der Involution.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung 7→ π(f) nicht degeneriert ist. Sei dazu
u ∈ Hπ ungleich dem Nullvektor gegeben. Dann gibt es wegen der Stetigkeit der
Abbildung x 7→ π(x)u eine kompakte Umgebung V von e, sodass ‖π(x)u− u‖Hπ

≤
1
2‖u‖Hπ

für alle x ∈ V . Da V kompakt und Obermenge einer nichtleeren offenen
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Menge ist, gilt 0 < λ(V ) < ∞ und wir können die Abbildung f := λ(V )−1χV ∈
L1(G) definieren. Dann gilt:

〈π(f)u − u, v〉 =

∫

V

λ(V )−1〈π(x)u, v〉dλ(x) −

∫

V

λ(V )−1〈u, v〉dλ(x)

=λ(V )−1

∫

V

〈π(x)u − u, v〉dλ(x)

Betrachten wir die Abbildung φ(x), mit φ(x)u = π(x)u − u für x ∈ V und sonst
konstant 0. Dann ist φ(x) für jedes x eine lineare beschränkte Abbildung und
‖φ(x)‖Hπ

≤ 2 für x ∈ V und ‖φ(x)‖Hπ
= 0 für x /∈ V . Somit ist ‖φ(x)‖Hπ

∈ L1(G)
und wir können das Integral

∫
V
π(x) − Id dλ(x) :=

∫
φ(x) dλ(x) definieren. Damit

folgt mit der Gleichung von oben, dass 〈
∫
φ(x) dλu, v〉 = λ(V )〈π(f)u − u, v〉 ist,

also
∫
φ(x) dλ = λ(V )(π(f)− Id). Somit gilt:

‖π(f)u− u‖Hπ
=λ(V )−1‖

∫
φ(x) dλ(x)u‖Hπ

≤ λ(V )−1‖

∫
φ(x) dλ(x)‖‖u‖Hπ

≤λ(V )−1‖(x 7→ ‖φ(x)‖)‖L1(G)‖u‖Hπ

Für x ∈ V gilt ‖φ(x)u‖Hπ
= ‖π(x)u− u‖Hπ

≤ 1
2‖u‖Hπ

und somit ‖φ(x)‖ ≤ 1
2 und

für x /∈ V gilt ‖φ(x)‖ = 0. Also erhalten wir insgesamt ‖(x 7→ ‖φ(x)‖)‖L1(G) ≤
1
2λ(V ) und damit ‖π(f)u − u‖Hπ

≤ 1
2‖u‖Hπ

. Somit gilt insbesondere π(f)u 6= 0.
Daher ist π nicht degeneriert. �

4.2. Funktionen von positivem Typ. Unitäre Darstellungen stehen in engem
Zusammenhang mit Funktionen von positivem Typ. In diesem Abschnitt werden
wir diesen Zusammenhang näher erläutern.

Definition 4.15. Es sei an die Definition des Raumes L∞(G) := L∞(G, λ,C) in
Definition 2.6 erinnert. Sei φ ∈ L∞(G). Dann heißt φ eine Funktion von positivem
Typ, wenn gilt: ∫

(f∗ ∗ f)φdλ ≥ 0 für alle f ∈ L1(G)

Die Menge aller stetigen Funktionen von positivem Typ bezeichnen wir mit P(G)
oder kurz P .

Proposition 4.16. Seien f, g ∈ L1(G) und φ ∈ L∞(G). Dann gilt:
∫

(f∗ ∗ g)φdλ =

∫ ∫
g(x)f(y)φ(y−1x) dλ(x) dλ(y)

Beweis. Wegen Proposition 3.19 ist der Träger von f∗(y)g(y−1x) σ-kompakt und
somit auch der Träger von f∗(y)g(y−1x)φ(x). Da weiters |f∗| ∗ |g| ∈ L1(G) und
φ ∈ L∞(G) ist, existiert das iterierte Integral in der Voraussetzung von Satz 2.5
und somit sind alle Voraussetzungen für den Satz erfüllt und wir erhalten:

∫
(f∗ ∗ g)φdλ =

∫ ∫
f∗(y)g(y−1x)φ(x) dλ(y) dλ(x)

=

∫
∆(y−1)

∫
f(y−1)g(y−1x)φ(x) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫
f(y)g(yx)φ(x) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫
g(x)f(y)φ(y−1x) dλ(x) dλ(y)

�
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Proposition 4.17. Sei φ von positivem Typ, dann ist auch φ von positivem Typ.

Beweis. ∫
(f∗ ∗ f)φdλ =

∫
(f∗ ∗ f)φdλ =

∫
(f

∗
∗ f)φdλ

=

∫
(f

∗
∗ f)φdλ ≥ 0 ∀f ∈ L1(G)

Wobei wir hier die Identität f∗ ∗ f = f
∗
∗ f verwendet haben. Diese folgt aus

f∗ ∗ f(x) =

∫
∆(y−1)f(y−1)f(y−1x) dλ(y)

=

∫
∆(y−1)f(y−1)f(y−1x) dλ(y) = f

∗
∗ f.

�

Proposition 4.18. Sei π eine unitäre Darstellung von G und u ∈ Hπ. Dann ist
die Abbildung φ : G→ C, x 7→ 〈π(x)u, u〉 eine Funktion von positivem Typ.

Beweis. φ ist stetig, da x 7→ π(x)u stetig ist und das Skalarprodukt stetig ist. Wei-
ters gilt φ(y−1x) = 〈π(y−1)π(x)u, u〉 = 〈π(x)u, π(y)u〉. Damit folgt mit Proposition
4.16:∫

(f∗ ∗ f)φdλ =

∫ ∫
f(x)f(y)φ(y−1x) dλ(x) dλ(y)

=

∫
f(y)

∫
f(x)〈π(x)u, π(y)u〉dλ(x) dλ(y)

=

∫
f(y)〈π(f)u, π(y)u〉dλ(y) =

∫
f(y)〈π(y)u, π(f)u〉dλ(y)

=〈π(f)u, π(f)u〉 = ‖π(f)u‖2 > 0 ∀f ∈ L1(G)

Klarerweise ist φ(x) ≤ ‖u‖2 und somit φ ∈ L∞(G). �

Korollar 4.19. Sei f ∈ L1(G)∩L2(G) und sei f̃(x) := f(x−1). Dann gilt f ∗f̃ ∈ P.

Beweis. Betrachten wir die unitäre Darstellung πL aus Beispiel 4.2. Dann erhalten
wir:

〈πL(x)f, f〉 =

∫
f(x−1y)f(y) dλ(y) =

∫
f((y−1x)−1)f(y) dλ(y)

=

∫
f̃(y−1x)f(y) dλ(y) = f ∗ f̃(x)

Also folgt mit Proposition 4.17 und Proposition 4.18, dass f ∗ f̃ eine Funktion von
positivem Typ ist. �

Als nächstes wollen wir für eine Funktion von positivem Typ eine zugehörige unitäre
Darstellung finden. Dazu benötigen wir zunächst einen zugehörigen Hilbertraum.

Lemma 4.20. Sei φ ∈ P, φ ungleich der Nullfunktion. Dann ist die Abbildung

(f, g) 7→ 〈f, g〉φ :=

∫
(g∗ ∗ f)φdλ

eine nichtnegative Sesquilinearform. Betrachten wir weiters den Teilraum N :=
{f ∈ L1 : 〈f, f〉φ = 0}. Dann können wir die Sesquilinearform 〈·, ·〉φ auch auf dem
Faktorraum L1(G)/N definieren, indem wir sie über Repräsentanten definieren.
Diese Sesquilinearform bildet dann ein Skalarprodukt auf dem Faktorraum, welches
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wir ebenfalls mit 〈·, ·〉φ bezeichnen. Die Skalarproduktvervollständigung dieses Fak-
torraums nennen wir Hφ. Weiters gilt:

(4.21) |〈f +N , g +N〉φ| = |〈f, g〉φ| ≤ ‖φ‖∞‖f‖L1(G)‖g‖L1(G) ∀f, g ∈ L1(G)

Beweis. Die Sesquilinearität folgt aus der Antilinearität von ∗, der Bilinearität der
Faltung und der Linearität des Integrals. Weiters ist die Sesquilinearform nichtnega-
tiv, da φ ∈ P . Da die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch auf Sesquilinearformen
anwendbar ist, gilt f ∈ N genau dann, wenn 〈f, g〉φ = 0 ist für alle g ∈ L1(G).

Somit ist N ein linearer Teilraum von L1(G). Seien nun f, f̃ , g, g̃ ∈ L1(G), sodass

f − f̃ ∈ N und g − g̃ ∈ N . Dann gilt:

〈f, g〉φ = 〈f̃ , g̃〉φ + 〈f̃ , g − g̃〉φ︸ ︷︷ ︸
0

+ 〈f − f̃ , g〉φ︸ ︷︷ ︸
0

= 〈f̃ , g̃〉φ.

Also kann man die Sesquilinearform auf dem Faktorraum mit Hilfe der Reprä-
sentanten definieren. Klarerweise ist sie wieder eine nichtnegative Sesquilinearform.
Zusätzlich ist sie nun radikalfrei und somit ein Skalarprodukt. Die Ungleichung
(4.21) folgt schließlich direkt aus der Darstellung von Proposition 4.16. �

Lemma 4.22. Seien N , φ und Hφ wie in Lemma 4.20 und bezeichne [f ] := f+N ∈
L1/N die Nebenklasse einer Funktion f ∈ L1. Dann sind die Abbildungen π̃φ(x)
mit

π̃φ(x)([f ]) := [Lxf ] ∀f ∈ L1(G)

für alle x ∈ G wohldefiniert und unitär, wobei wir L1/N mit der von dem Skalar-
produkt 〈·, ·〉φ induzierten Norm ‖ · ‖φ versehen . Damit kann man π̃φ(x) für jedes
x ∈ G in eindeutiger Weise unitär auf Hφ fortsetzen. Wir nennen diese Fortsetzung
πφ(x).

Beweis. Seien f, g ∈ L1(G). Dann gilt Lxf −Lxg ∈ L1(G)) und wegen Proposition
4.16:

〈Lxf, Lxg〉φ =

∫
(Lxg)

∗ ∗ (Lxf)φdλ(x)

=

∫ ∫
f(x−1y)g(x−1z)φ(z−1y) dλ(y) dλ(z)

=

∫ ∫
f(y)g(z)φ(xz−1xy) dλ(y) dλ(z) = 〈f, g〉φ

Gilt nun f − g ∈ N , d.h. [f ] = [g], dann gilt 〈Lxf, Lxg〉φ = 〈f, g〉φ = 0. Somit gilt
π̃φ(x)([f ]) = [Lxf ] = [Lxg] = π̃φ(x)([g]), also ist π̃φ(x) wohldefiniert. Die Linearität
folgt direkt aus der Linearität des Translationsoperators.Weiters ist π̃φ(x) surjektiv
und wegen obiger Gleichung isometrisch und somit unitär. �

Lemma 4.23. Mit der Notation aus Lemma 4.22 ist die Abbildung πφ : G →
U(Hπ), x 7→ πφ(x) eine unitäre Darstellung von G in Hπ.

Beweis. Wegen Lemma 4.22 gilt πφ(x) ∈ U(Hπ) für alle x ∈ G. Die Homomorphis-
museigenschaft folgt aus der Homomorphismuseigenschaft von Lx. Für die Stetig-
keit seien x ∈ G, u ∈ Hπ und ǫ > 0 beliebig. Da L1(G)/N dicht in Hφ eingebettet
ist, gibt es ein f ∈ L1, sodass ‖[f ]− u‖φ <

ǫ
3 ist. Weiters ist nach Proposition 3.15

die Abbildung x 7→ Lxf stetig und somit gibt es eine offene Menge O ⊆ G, sodass

‖Lyf − Lxf‖L1(G)‖φ‖
1

2

∞ < ǫ
3 für alle y ∈ O gilt. Zusätzlich wissen wir, dass πφ(x)
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für festes x unitär ist, und somit gilt mit (4.21) für jedes y ∈ O:

‖πφ(x)u − πφ(y)u‖φ ≤‖πφ(x)[f ]− πφ(y)[f ]‖φ + ‖πφ(x)u − πφ(x)[f ]‖φ

+ ‖πφ(y)[f ]− πφ(y)u‖φ

≤‖Lxf − Lyf‖φ + ‖πφ(x)(u − [f ])‖φ + ‖πφ(y)([f ]− u)‖φ

≤‖Lxf − Lyf‖L1(G)‖φ‖
1

2

∞ + 2‖[f ]− u‖φ ≤
ǫ

3
+ 2

ǫ

3
= ǫ

�

Proposition 4.24. Sei U eine Umgegbungsbasis von e in G, dann ist U versehen
mit der Obermengenrelation eine gerichtete Menge. Sei weiters (ψU )U∈U ein Netz
mit ψU ∈ Cc(G), ψU ≥ 0, supp(ψU ) ⊆ U und ‖ψU‖L1(G) = 1 für alle U ∈ U , dann
gilt ‖ψU ∗f−f‖L1(G) → 0 für alle f ∈ L1(G). Wir nennen die Funktionen ψU dabei
approximative Einheit. Weiters existiert ein Netz mit diesen Eigenschaften immer.
Insbesondere ist die Menge {f ∗ g : f, g ∈ L1} dicht in L1(G).

Beweis. Seien f ∈ L1(G) und ǫ > 0 beliebig aber fest. Nach Proposition 3.15 ist
die Abbildung x 7→ Lxf stetig und somit gibt es eine kompakte Umgebung U0 ∈ U ,
sodass ‖Lxf −f‖L1 < ǫ für alle x ∈ U0 gilt. Für jede Umgebung U ∈ U mit U0 ⊇ U
gilt dann:

‖ψU ∗ f − f‖L1(G) =

∫
|(ψU ∗ f)(x)− f(x)| dλ(x)

=

∫ ∣∣∣∣
∫
ψU (y)f(y

−1x) dλ(y) − f(x)

∣∣∣∣ dλ(x)

≤

∫ ∫
ψU (y)

∣∣f(y−1x)− f(x)
∣∣ dλ(y) dλ(x)

=

∫

U

ψU (y)

∫
|Lyf(x)− f(x)| dλ(x) dλ(y)

=

∫

U

ψU (y)‖Lyf − f‖L1 dλ(y) ≤

∫

U

ψU (y)ǫ dλ(y) = ǫ.

Also konvergiert das Netz gegen 0. In der Berechnung haben wir den Satz von
Fubini verwendet. Dies dürfen wir, da der Träger des Integranden des iterierten
Integrals eine Teilmenge von U × (U supp(f) ∪ supp(f)) ist und dies nach Lemma
3.18 eine σ-kompakte Menge ist. Weiters ist wegen der Abschätzung von oben das
iterierte Integral kleiner ǫ und somit kleiner unendlich.

Die Existenz eines solchen Netzes folgt direkt aus Proposition 2.14, denn {e} ist
eine kompakte Menge und somit gibt es eine stetige Funktion von G nach [0, 1],
welche bei e gleich 1 ist und dessen Träger Teilmenge von einer vorgegebenen Um-
gebung U ist. Normieren wir diese Funktion bezüglich der L1-Norm erhalten wir
die gewünschten Eigenschaften.

�

Definition 4.25. Sei π eine unitäre Darstellung von G. Dann heißt ein Vektor
u ∈ Hπ ein zyklischer Vektor von π, falls der von der MengeMu := {π(x)u : x ∈ G}
aufgespannte Unterraum dicht inHπ ist. Falls es einen zyklischen Vektor von π gibt,
nennen wir π eine zyklische Darstellung.

Satz 4.26. Sei φ eine Funktion von positivem Typ. Sei Hφ wie in Lemma 4.20
und πφ wie in Lemma 4.22. Dann folgt mit der Notation aus Lemma 4.22, dass es
einen zyklischen Vektor u von πφ gibt, sodass πφ(f)u = [f ] für alle f ∈ L1(G) und
φ(x) = 〈πφ(x)u, u〉 für fast alle x ∈ G gelten.
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Beweis. Sei U eine Umgebungsbasis von e aus symmetrischen Mengen. Nach Pro-
position 4.24 gibt es ein Netz von approximativen Einheiten (ψU )U∈U . Betrach-
ten wir nun das Netz (ψ∗

U )U∈U , so gilt supp(ψ∗
U ) ⊆ U−1 = U ,‖ψ∗

U‖L1 = 1 und

ψ∗
U (x) = ∆(x)ψU (x−1) ≥ 0 für alle x ∈ G. Also sind die ψ∗

U ebenfalls wieder
approximative Einheiten. Also gilt für jedes f ∈ L1:

〈[f ], [ψU ]〉φ =

∫
(ψ∗
U ∗ f)φdλ→

∫
fφdλ

Insbesondere gilt ‖[ψU ]‖2φ =
∫
ψUφdλ ≤ ‖ψU‖L1‖φ‖∞ = ‖φ‖∞ und somit gilt

für ein beliebiges v ∈ Hφ, dass |〈v, [ψU ]〉φ| ≤ ‖v‖φ‖φ‖
1

2

∞ ist. Also ist das Netz
(〈v, [ψU ]〉φ) ein beschränktes Netz in R. Wir zeigen nun, dass es sogar ein Cauchy-
netz und somit konvergent ist. Sei dazu ǫ > 0 beliebig. Es gibt ein f ∈ L1(G), sodass

‖v − [f ]‖φ‖φ‖
1

2

∞ < ǫ
4 gilt. Weiters gibt es ein U0 ∈ U , sodass für alle U1, U2 ∈ U

mit U1 ⊆ U0 und U2 ⊆ U0 die Differenz |〈[f ], [ψU1
− ψU2

]〉φ| <
ǫ
2 gilt. Insgesamt

erhalten wir:
∣∣〈v, [ψU1

− ψU2
]〉φ
∣∣ ≤
∣∣〈[f ], [ψU1

− ψU2
]〉φ
∣∣+
∣∣〈v − [f ], [ψU1

− ψU2
]〉φ
∣∣

≤
ǫ

2
+ ‖v − [f ]‖φ(‖ψU1

‖φ + ‖ψU2
‖φ)

≤
ǫ

2
+ ‖v − [f ]‖φ2‖φ‖

1

2

∞ ≤
ǫ

2
+ 2

ǫ

4
= ǫ

für alle U1, U2 ∈ U mit U1 ⊆ U und U2 ⊆ U . Somit ist 〈v, [ψU ]〉φ als beschränktes
Cauchynetz in R konvergent. Die Abbildung v 7→ lim

U∈U
〈v, [ψU ]〉φ ist damit auf ganz

Hφ wohldefiniert. Weiters ist sie klarerweise linear und wegen

| lim
U∈U

〈v, [ψU ]〉φ| ≤ lim
U∈U

|〈v, [ψU ]〉φ| ≤ lim
U∈U

‖v‖φ‖[ψU ]‖φ ≤ ‖v‖φ‖φ‖
1

2

∞

auch beschränkt. Also gibt es nach dem Darstellungssatz von Riesz-Fischer ein
u ∈ Hφ, sodass 〈v, u〉φ = lim

U∈U
〈v, [ψU ]〉φ für alle v ∈ Hφ ist. Insbesondere gilt für

f ∈ L1(G), dass 〈[f ], u〉φ = lim
U∈U

〈[f ], [ψU ]〉φ =
∫
fφdλ ist. Seien nun f, g ∈ L1(G)

und y ∈ G beliebig. Dann gilt:

〈[g], πφ(y)u〉φ =〈πφ(y
−1)[g], u〉φ = 〈[Ly−1g], u〉φ =

∫
g(yx)φ(x) dλ(x)

=

∫
g(x)φ(y−1x) dλ(x)

Also erhalten wir mit Proposition 4.16:

〈[g], [f ]〉φ =

∫ ∫
g(x)f(y)φ(y−1x) dλ(x) dλ(y) =

∫
f(y)〈[g], πφ(y)u〉φ dλ(y)

=〈[g], πφ(f)u〉φ ∀f, g ∈ L1(G)

Da L1(G)/N dicht in Hφ liegt, gilt somit πφ(f)u = [f ] für alle f ∈ L1(G).

Um zu zeigen, dass u ein zyklischer Vektor von πφ ist, sei v ∈ Hπ, sodass
〈v, πφ(y)u〉φ = 0 für alle y ∈ G ist. Dann gibt es eine Folge von Funktionen
gn ∈ L1(G), sodass gn in Hπ gegen v konvergiert. Wegen der Stetigkeit des Ska-
larproduktes gilt 〈[gn], πφ(y)u〉φ → 0 für alle y ∈ G. Da (gn)n∈N eine konvergente
Folge ist, ist sie insbesondere beschränkt und somit erhalten wir:

∣∣∣f(y)〈[gn], πφ(y)u〉φ
∣∣∣ ≤ |f |(y)‖gn‖φ‖u‖φ ≤ |f |(y)C ∀n ∈ N, f ∈ L1(G)
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Deswegen können wir den Satz der majorisierten Konvergenz anwenden und erhal-
ten:

〈v, [f ]〉φ = lim
n→∞

〈[gn], [f ]〉φ = lim
n→∞

∫
f(y)〈[gn], πφ(y)u〉φ dλ(y)

=

∫
lim
n→∞

f(y)〈[gn], πφ(y)u〉φ dλ(y) = 0 ∀f ∈ L1(G)

Da L1(G)/N dicht in Hπ ist muss somit v = 0 gelten. Also gilt M⊥
u = {0} und

somit, dass der von Mu aufgespannte Unterraum dicht in Hφ liegt. Damit ist u ein
zyklischer Vektor von πφ.

Schlussendlich erhalten wir noch:∫
〈πφ(y)u, u〉φf(y) dλ(y) =

∫
lim
U∈U

〈πφ(y)u, [ψU ]〉φf(y) dλ(y)

= lim
U∈U

∫
〈πφ(y)u, [ψU ]〉φf(y) dλ(y) = lim

U∈U
〈πφ(f)u, [ψU ]〉φ

=〈πφ(f)u, u〉φ = 〈[f ], u〉φ =

∫
fφdλ ∀f ∈ L1

Somit gilt φ(y) = 〈πφ(y)u, u〉φ fast sicher. Wir haben hier den Satz der majorisierten
Konvergenz angewendet, da für alle U ∈ U gilt:

|〈πφ(y)u, [ψU ]〉φf(y)| ≤ ‖πφ(y)u‖φ‖[ψU ]‖φ|f |(y) ≤ ‖u‖φ‖φ‖
1

2

∞|f |(y)

�

Korollar 4.27. Jede Funktion von positivem Typ stimmt λ-fast überall mit einer
stetigen Funktion überein.

Beweis. Sei φ eine beliebige Funktion von positivem Typ. Nach Satz 4.26 gibt es
eine unitäre Darstellung πφ und einen Vektor u ∈ Hπφ

mit φ(x) = 〈πφ(x)u, u〉 für
fast alle x ∈ G. Da die rechte Seite stetig in x ist, stimmt φ fast sicher mit einer
stetigen Funktion überein. �

Bemerkung 4.28. Wir können also für jede Funktion von positivem Typ einen Re-
präsentanten wählen, welcher stetig ist. Von nun an werden wir somit die Menge
der Funktionen von positivem Typ als Teilmenge der stetigen Funktionen auffassen.

Korollar 4.29. Jedes φ ∈ P erfüllt ‖φ‖∞ = φ(e) und φ(x−1) = φ(x) für alle
x ∈ G.

Beweis. Sei φ ∈ P und φ(x) = 〈πφ(x)u, u〉 wie in Satz 4.26. Dann gilt

|φ(x)| = |〈πφ(x)u, u〉| ≤ ‖πφ(x)u‖‖u‖ = ‖u‖2 = 〈πφ(e)u, u〉 = φ(e) ∀x ∈ G

und somit erhalten wir ‖φ‖∞ = φ(e). Weiters gilt

φ(x−1) = 〈π(x−1)u, u〉 = 〈u, π(x)u〉 = φ(x) ∀x ∈ G.

�

4.3. Satz von Gelfand-Raikov. Mithilfe der Charakterisierung über Funktionen
von positivem Typ werden wir zeigen, dass die unitären Darstellungen punktetren-
nend auf G sind. Dazu untersuchen wir zunächst zwei Teilräume von P .

Definition 4.30.

P1 :={φ ∈ P : ‖φ‖∞ = 1} = {φ ∈ P : φ(e) = 1}

P0 :={φ ∈ P : ‖φ‖∞ ≤ 1} = {φ ∈ P : 0 ≤ φ(e) ≤ 1}
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Satz 4.31. Sei φ ∈ P1, dann ist φ genau dann in E(P1)wenn die zugehörige Dar-
stellung πφ aus Satz 4.26 irreduzibel ist. Dabei bezeichnet E(P1) die Extremalpunkte
von P1.

Beweis. Sei zunächst πφ reduzibel, d.h. es gibt einen unter πφ invarianten nicht-
trivialen Unterraum M von Hφ. Es gilt: Hφ = M⊕M⊥. Sei u ∈ Hφ wie in Satz
4.26. Da u ein zyklischer Vektor ist und sowohl M als auch M⊥ unter πφ invariant
sind, kann u in keinem der beiden Räume liegen. Also gibt es ein v ∈ M\ {0} und
ein w ∈ M⊥ \ {0}, sodass u = v + w ist. Damit erhalten wir:

φ(x) = 〈πφ(x)u, u〉 = 〈πφ(x)v, v〉 + 〈πφ(x)w,w〉 + 2 · 0 = c1ψ1(x) + c2ψ2(x)

mit c1 := ‖v‖2, c2 := ‖w‖2, ψ1(x) := 〈πφ(x)v, v〉/c1 und ψ2(x) := 〈πφ(x)w,w〉/c2 .
Es gilt c1 + c2 = ‖u‖2 = φ(e) = 1 und wegen Proposition 4.18 gilt ψ1 ∈ P und
ψ2 ∈ P . Es gilt sogar ψ1(e) = ‖v‖2/c1 = 1 und ψ2(e) = ‖w‖2/c1 = 1 und somit
sind beide in P1. Da u ein zyklischer Vektor von πφ ist, gibt es ein x ∈ G, sodass
gilt:

0 6= 〈πφ(x)u,
v

c1
−
w

c2
〉 =〈πφ(x)(v + w),

v

c1
−
w

c2
〉

=
〈πφ(x)v, v〉

c1
+

〈πφ(x)w,w〉

c2
+ 2 · 0 = ψ1(x)− ψ2(x)

Somit gilt ψ1 6= ψ2. Also ist φ eine nichttriviale Linearkombinationen zweier ver-
schiedener Elemente aus P1 und damit kein Extremalpunkt.

Sei nun umgekehrt πφ irreduzibel und φ = ψ1 + ψ2 mit ψ1, ψ2 ∈ P . Dann gilt:

〈f, f〉ψ1
= 〈f, f〉φ − 〈f, f〉ψ2

≤ 〈f, f〉φ ∀f ∈ L1(G)

und damit

|〈f, g〉ψ1
| ≤ |〈f, f〉ψ1

|
1

2 |〈g, g〉ψ1
|
1

2 ≤ |〈f, f〉φ|
1

2 |〈g, g〉φ|
1

2 ∀f, g ∈ L1(G)

Bezeichnen wir mit [f ] die Nebenklasse von f inHφ, so ist die Abbildung ([f ], [g]) 7→
〈f, g〉ψ1

auf Hφ×Hφ und eine beschränkte Sesquilinearform. Nach dem Lemma von
Lax Milgram gibt es also eine beschränkte lineare Abbildung T : Hφ → Hφ, sodass
〈T [f ], [g]〉φ = 〈f, g〉ψ für alle f, g ∈ L1(G) gilt. Schließlich erhalten wir mit Lemma
4.22 für beliebige x ∈ G, f, g ∈ L1(G):

〈Tπφ(x)[f ], [g]〉φ =〈T [Lxf ], [g]〉φ = 〈Lxf, g〉ψ1
= 〈f, Lx−1g〉ψ1

=〈T [f ], [Lx−1g]〉φ = 〈T [f ], πφ(x
−1)[g]〉φ = 〈πφ(x)T [f ], [g]〉φ

Also gilt T ∈ C(πφ, πφ) und mit dem Lemma von Schur(Satz 4.7) folgt, dass T = cI
für ein c ∈ C und somit 〈f, g〉ψ1

= c〈[f ], [g]〉φ = c〈f, g〉φ für alle f, g ∈ L1(G) ist.

Wegen Proposition 4.24 ist die Menge aller Faltungen von L1-Funktionen dicht in
L1 und somit folgt, dass ψ1 = cφ gelten muss. Damit ist aber auch ψ2 = φ− ψ1 =
(1− c)φ. Also ist φ ∈ E(P1).

�

Definition 4.32. Da nach Satz 2.7 L∞(G) ≃ L1(G)′ gilt, können wir auf L∞(G)
die schwach∗-Topologie definieren. Genauer gesagt, wenn Φ den Isomorphismus
zwischen L∞ und (L1)′ bezeichnet, dann ist die schwach∗-Topologie auf L∞(G)
definiert durch die Urbilder bezüglich Φ aller schwach∗-offener Mengen in (L1(G))′.
Die schwach∗-Topologie auf P , P1, P0 bezeichnet dann jeweils die Spurtopologie
bezüglich den jeweiligen Teilmengen.

Proposition 4.33. Es gilt E(P0) = E(P1) ∪ {0}.
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Beweis. Es ist klar, dass E(P1) ⊆ E(P0). Denn aus 1 = φ(e) = cφ1(e)+(1−c)φ2(e)
mit φ ∈ E(P1) und φ1, φ2 ∈ P0 folgt φ1(e) = φ2(e) = 1 und somit φ1, φ2 ∈ P1.
Also gilt φ1 = φ2 = φ, da φ ein Extremalpunkt in P1 ist. Ist nun φ = 0 anstatt
φ ∈ E(P1), dann folgt aus 0 = φ(e) = cφ1(e) + (1 − c)φ2(e), dass φ1(e) = 0 und
φ2(e) = 0 ist und somit mit Lemma 4.29, dass φ1 = φ2 = 0 ist. Ist φ ∈ P1 \ E(P1)
so ist es klarerweise auch nicht in E(P0) enthalten. Sei also φ ∈ P0 \ (P1 ∪ {0}).
Dann kann man φ durch eine nichttriviale Linearkombination darstellen:

φ = φ(e)
φ

φ(e)
+ (1 − φ(e))0.

�

Die folgende Proposition erinnert an den Satz von Krein-Milman, allerdings können
wir diesen nicht direkt auf P1 anwenden, da P1 nicht schwach∗-abgeschlossen sein
muss.

Proposition 4.34. Die konvexe Hülle von E(P1) ist schwach
∗-dicht in P1.

Beweis. Da P eine konvexe Menge ist, gilt dies auch für P0 und P1. Wobei letzteres
gilt, da alle φ ∈ P nach Korollar 4.29 ihre Supremumsnorm bei e annehmen. Ver-
sehen wir nun den L∞ mit der oben definierten schwach∗-Topologie, so ist P und
somit auch P0 abgeschlossen. Also ist P0 als abgeschlossene Teilmenge der Einheits-
kugel nach dem Satz von Alaoglu eine schwach∗-kompakte konvexe Menge. Wenden
wir darauf den Satz von Krein-Milman an, so erhalten wir, dass jedes Element von
P0 und somit auch jedes Element von P1 der Grenzwert eines Netzes (φi)i∈I ist,
wobei φi für alle i ∈ I in der konvexen Hülle von E(P0) enthalten ist. Das heißt φi
ist von der Gestalt

ni+1∑

j=1

cjiψ
j
i , mit

nj+1∑

j=1

cji = 1, ψji ∈ E(P0) = E(P1) ∪ {0} ∀j = 1...ni + 1.

Wenn wir den Term mit ψji = 0 weglassen erhalten wir folgende Darstellung:

φi =

ni∑

j=1

cjiψ
j
i , mit

ni∑

j=1

cji ≤ 1, ψji ∈ E(P1) ∀j = 1...ni

Da die Menge {f ∈ L∞ : ‖f‖L∞ ≤ 1 − ǫ} für jedes ǫ > 0 schwach∗-abgeschlossen
ist, konvergiert φi(e) = ‖φ‖∞ gegen 1 und somit gibt es einen Index i0, sodass gilt:

φi(e) = ‖φi(e)‖∞ = ‖φi(e)‖L∞ ≥
1

2
∀i < i0

Setzen wir φ′i =
φi

φi(e)
für alle i < i0, so erhalten wir:

φ′i =

ni∑

j=1

1

φi(e)
cjiψ

j
i ,

ni∑

j=1

1

φi(e)
cji =

1

φi(e)

ni∑

j=1

cjiψ
j
i (e) =

φi(e)

φi(e)
= 1

Somit ist φ′i für jedes i < i0 in der konvexen Hülle von P1 enthalten. Da φi(e) gegen
1 konvergiert, konvergiert φ′i gegen dasselbe Element wie φi. �

Definition 4.35. Sei X ein topologischer Raum und A ⊆ CX , d.h. A ist eine Teil-
menger aller Abbildungen von X nach C. Dann definieren wir auf A die Topologie
der kompakten Konvergenz, welche von folgenden Mengen erzeugt wird:

N(f0, ǫ,K) := {f ∈ A : |f(x)− f0(x)| < ǫ ∀x ∈ K} , f0 ∈ A, ǫ > 0,K ⊆ X kompakt

Unser nächstes Ziel ist es zu zeigen, dass auf P1 die schwach∗-Topologie mit der
Topologie der kompakten Konvergenz übereinstimmt.
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Lemma 4.36. Sei X ein Banachraum und B ⊆ X ′ eine bezüglich der Abbildungs-
norm beschränkte Teilmenge von X ′. Dann stimmt auf B die Topologie der kom-
pakten Konvergenz mit der schwach∗-Topologie überein.

Beweis. Die schwach∗-Topologie ist die Topologie der punktweisen Konvergenz und
somit, da einelementige Mengen kompakt sind, ist die schwach∗-Topologie gröber
oder gleich grob als die Topologie der kompakten Konvergenz. Um die Umkehrung
zu zeigen, seien x′0 ∈ B, ǫ > 0 und K ⊆ X kompakt. Da B beschränkt bezüglich der
Abbildungsnorm ist, existiert ein C > 0 mit ‖x′‖ < C für alle x′ ∈ B. Sei zusätzlich
δ := ǫ

3C . Dann gibt es, weil K kompakt ist, endlich viele Punkte x1, ..., xn ∈ K,

sodass
⋃n
j=1 Uδ(xj) ⊇ K. Seien x′ ∈ B und x ∈ K beliebig. Dann gibt es ein j,

sodass ‖x− xj‖ < δ. Damit folgt:

|x′(x)−x′0(x)| ≤ |x′(x−xj)|+ |(x′−x)(xj)|+ |x′0(xj −x)| ≤ 2C
ǫ

3C
+ |(x′−x)(xj)|.

Also ist jedes x′ ∈ U :=
⋂n
j=1{x

′ ∈ B : |(x′ − x)(xj)| <
ǫ
3} auch in N(x′0, ǫ,K).

Somit gilt U ⊆ N(x′0, ǫ,K). Da x′0, ǫ und K beliebig waren und U eine bezüglich
der schwach∗-Topologie offene Teilmenge ist, müssen die Topologien gleich sein. �

Lemma 4.37. Seien φ0 ∈ P1, f ∈ L1(G), ǫ > 0 und K ⊆ G kompakt. Dann gibt
es eine schwach∗-Umgebung U von φ0, sodass |f ∗ φ(x) − f ∗ φ0(x)| < ǫ für alle
φ ∈ U und x ∈ K.

Beweis. Wegen Korollar 4.29 folgt:

f ∗ φ(x) =

∫
f(y)φ(y−1x) dλ(y) =

∫
f(xy)φ(y−1) dλ(y) =

∫
f(xy)φ(y) dλ(y)

=

∫
(Lx−1f)(y)φ(y) dλ(y).

Weiters folgt aus Proposition 3.15, dass die Menge {Lx−1f : x ∈ K} kompakt in
L1(G) ist. Sei Φ wie in Definition 4.32 der Isomorphismus von L∞ nach (L1)′. Dann
gilt somit f ∗ φ(x) = Φ(φ)(Lx−1f). Da P1 bezüglich der L∞-Norm beschränkt ist,
ist auch Φ(P1) bezüglich der Abbildungsnorm beschränkt. Also können wir Lemma
4.36 anwenden und erhalten eine schwach∗ Umgebung V von Φ(φ0), sodass gilt:

|f ∗ φ(x) − f ∗ φ0(x)| = |Φ(φ)(Lxf)− Φ(φ0)(Lx−1f)| < ǫ ∀x ∈ K∀φ ∈ Φ−1(V )

Φ−1(V ) erfüllt dann das Gewünschte. �

Lemma 4.38. Sei φ ∈ P0. Dann gilt |φ(x) − φ(y)|2 ≤ 2 − 2ℜ(φ(yx−1)) für alle
x, y ∈ G.

Beweis. Nach Satz 4.26 gibt es eine unitäre Darstellung π und einen Vektor u ∈ Hπ ,
sodass φ(x) = 〈π(x)u, u〉 für alle x ∈ G. In unserem Fall gilt ‖u‖2 = φ(0) ≤ 1. Damit
erhalten wir:

|φ(x) − φ(y)|2 =|〈(π(x) − π(y))u, u〉|2 = |〈u, (π(x−1)− π(y−1))u〉|2

≤‖u‖2‖‖π(x−1)u− π(y−1)u‖2

≤‖π(x−1)u‖2 + ‖π(y−1)u‖2 − 2ℜ(〈π(x−1)u, π(y−1)u〉)

=2‖u‖2 − 2ℜ(〈π(yx−1)u, u〉) ≤ 2− 2ℜ(φ(yx−1)) ∀x, y ∈ G

�

Satz 4.39. Auf P1 stimmt die schwach∗-Topologie mit der Topologie der kompakten
Konvergenz überein.
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Beweis. Sei f ∈ L1(G), ǫ > 0 und φ0 ∈ P1. Aus Lemma 3.18 folgt, dass supp(f)
σ-kompakt ist. Also gibt es eine monoton steigende Folge von kompakten Mengen
Kn, welche gegen supp(f) konvergiert. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass∫
Kn

|f | dλ gegen ‖f‖L1 konvergiert und somit gibt es eine kompakte Menge KN mit∫
G\KN

|f | dλ < ǫ
4 . Für φ ∈ P1 mit |φ− φ0| <

ǫ
2‖f‖L1

auf K gilt somit:

∣∣∣∣
∫
(fφ− fφ0) dλ

∣∣∣∣ ≤
∫

K

|f ||φ− φ0| dλ+

∫

G\K

|f ||φ− φ0| dλ <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

Da die Mengen {φ ∈ P1 : |
∫
(fφ− fφ0) dλ| < ǫ} mit f ∈ L1(G), φ0 ∈ P1 und ǫ > 0

eine Basis der schwach∗-Topologie auf P1 bilden, ist die Topologie der kompakten
Konvergenz feiner oder gleich der schwach∗-Topologie.

Sei nun umgekehrt φ0 ∈ P1, ǫ > 0 und K ⊆ G kompakt. Wir müssen nun eine Um-
gebung U von φ0 bezüglich der schwach∗-Topologie finden, sodass U ⊆ N(φ0, ǫ,K)
gilt, d.h. für alle φ ∈ U und x ∈ K gilt |φ(x) − φ0(x)| < ǫ. Sei dazu η > 0 fest.
Dann gibt es eine kompakte Umgebung V von e in G, sodass |φ0(x) − 1| < η für
alle x ∈ V . Wir betrachten nun die Menge

U1 :=



φ ∈ P1 :

∣∣∣∣∣∣

∫

V

(φ − φ0) dλ

∣∣∣∣∣∣
< ηλ(V )





=

{
φ ∈ P1 :

∣∣∣∣
∫
(χV φ− χV φ0) dλ

∣∣∣∣ < ηλ(V )

}
.

Da V kompakt ist, ist χV ∈ L1(G) und somit ist U1 eine schwach∗-Umgebung von
φ0. Zusätzlich gilt für jedes φ ∈ U1:

∣∣∣∣∣∣

∫

V

(1− φ) dλ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

∫

V

(1 − φ0) dλ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

∫

V

(φ0 − φ) dλ

∣∣∣∣∣∣
< 2ηλ(V )

Für ein φ ∈ U1 und ein x ∈ G gilt unter Anwendung der Schwarzschen Ungleichung:

|χV ∗ φ(x) − λ(V )φ(x)| =

∣∣∣∣∣∣

∫

V

φ(y−1x)− φ(x) dλ(y)

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

V

∣∣φ(y−1x)− φ(x)
∣∣ dλ(y)

4.38
≤

∫

V

(2− 2ℜ(φ(y)))
1

2 dλ(y)

≤



∫

V

2− 2ℜ(φ(y)) dλ(y)




1

2

λ(V )
1

2

=ℜ


2

∫

V

1− φdλ




1

2

λ(V )
1

2 ≤ (4ηλ(V ))
1

2 λ(V )
1

2

=2λ(V )η
1

2

Schließlich gibt es nach Lemma 4.37 noch eine zweite Umgebung U2 von φ0, sodass
|χV ∗φ(x)−χV ∗φ0(x)| < ηλ(V ) für alle φ ∈ U2 und x ∈ K ist. Insgesamt erhalten
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wir für ein beliebiges φ ∈ U1 ∩ U2 und x ∈ K:

|φ(x) − φ0(x)| ≤
1

λ(V )

(
|λ(V )φ(x) − χV ∗ φ(x)| + |χV ∗ (φ − φ0)(x)|

+ |χV ∗ φ0(x)− λ(V )φ0(x)|

)

≤
1

λ(V )

(
2λ(V )η

1

2 + λ(V )η + 2λ(V )η
1

2

)
= η + 4η

1

2

Wählen wir nun η so klein, dass η + 4η
1

2 < ǫ, so ist U := U1 ∩ U2 die gesuchte
Umgebung. �

Lemma 4.40. Seien f, g ∈ Cc(G), dann ist f ∗g in der linearen Hülle von Cc(G)∩
P(G) enthalten. Weiters ist Cc(G) ∩ P(G) dicht in Cc(G) und dicht in Lp(G) mit
1 ≤ p <∞.

Beweis. Nach Korollar 4.19 ist h ∗ h̃ ∈ P für alle h ∈ Cc(G), wobei h̃(x) = h(x−1).

Da die Abbildung B : (h1, h2) 7→ h1 ∗ h̃2 eine Sesquilinearform auf Cc(G) ist,
können wir polarisieren und erhalten, wenn wir mit B(h) := B(h, h)bezeichnen,
für beliebige h1, h2 ∈ Cc(G):

h1 ∗ h̃2 = B(h1, h2) =
1

4
(B(h1 + h2)−B(h1 − h2) + iB(h1 + ih2)− iB(h1 − ih2))

Da für alle h1, h2 ∈ Cc(G) auch h1 + h2, h1 − h2, h1 + ih2 und h1 − ih2 in Cc(G)

sind, liegt h1 ∗ h̃2 in der linearen Hülle von P . Wählen wir h1 = f und h2 = g̃
erhalten wir, dass f ∗ g in P ist. Gemäß Proposition 4.24 gibt es approximative
Einheiten und somit bilden alle Elemente der Form f ∗ g mit f, g ∈ Cc(G) eine
dichte Teilmenge von Cc(G). Daher ist auch Cc(G) ∩ P dicht in Cc(G). Versehen
wir Cc(G) mit der p-Norm, so ist Cc(G)∩P klarerweise immer noch dicht in Cc(G)
und somit auch dicht in Lp(G), da Cc(G) dicht in L

p(G) ist. �

Satz 4.41 (Satz von Gelfand-Raikov). Die irreduziblen unitären Darstellungen auf
G sind punktetrennend.

Beweis. Für x, y ∈ G, x 6= y gibt es eine offene Menge O mit x ∈ O und y /∈ O und
damit gibt es nach Proposition 2.14 eine Funktion f ∈ Cc(G) mit f(x) = 1 und
f(y) = 0. Nach Lemma 4.40 gibt es eine Funktion g in der linearen Hülle von Cc(G)∩
P (G) mit g(x) 6= g(y). Nach Proposition 4.34 liegt die konvexe Hülle von E(P1)
schwach∗-dicht in P1 und nach Satz 4.39 stimmt auf P1 die schwach∗-Topologie
mit der Topologie der kompakten Konvergenz überein. Also ist die konvexe Hülle
von E(P1) dicht bezüglich der Topologie der kompakten Konvergenz. Da die Menge
{x, y} kompakt ist, gibt es eine Funktion h =

∑n
j=1 cjφj mit φj ∈ E(P1), sodass

|h(x) − g(x)| < 1
2 |g(x) − g(y)| und |h(y) − g(y)| < 1

2 |g(x) − g(y)|. Damit erhalten
wir h(x) 6= h(y). Also muss es ein j ∈ {1...n} geben, sodass φj(x) 6= φj(y). Die
damit verbundene Darstellung πφj

aus Lemma 4.22 ist nach Satz 4.31 irreduzibel
und erfüllt nach Satz 4.26:

〈πφj
(x)u, u〉 = φj(x) 6= φj(y) = 〈πφj

(y)u, u〉

Wobei u ein zyklischer Vektor wie in Satz 4.26 ist. Also gilt πφj
(x) 6= πφj

(y). �
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5. Fouriertransformation

In diesem Kapitel behandeln wir die Fouriertransformation auf lokalkompakten
abelschen Gruppen. Sei dazu ab nun G immer eine lokalkompakte abelsche Gruppe
und λ ein Haar-Maß auf G. Es ist klar, dass nun jedes linksinvariante Haar-Maß
auch rechtsinvariant ist und somit λ(Ex) = ∆(x)λ(E) = λ(E), also ist ∆ = 1.

5.1. Die Dualgruppe Ĝ.

Definition 5.1. Wir nennen einen stetigen Homomorphismus von G nach T :=

{z ∈ C : ‖z‖ = 1} einen unitären Charakter von G und bezeichnen mit Ĝ die Menge
aller unitären Charaktere von G. Dabei bildet T mit der euklidschen Topologie und
der multiplikativen Struktur eine topologische Gruppe. Anstatt ξ(x) schreiben wir
auch 〈x, ξ〉.

Definition 5.2. Wir nennen zwei unitäre Darstellungen π1 und π2 äquivalent,
falls es einen Isomoprhismus Φ zwischen Hπ1

und Hπ2
gibt, sodass Φ ◦ (π1(x)) =

(π2(x)) ◦Φ für alle x ∈ G.

Satz 5.3. Sei S die Menge der Äquivalenzklassen aller irreduziblen unitären Dar-
stellungen bezüglich der in Definition 5.2 definierten Äquivalenzrelation. Die Ab-

bildung ξ 7→ [πξ] mit πξ(x)(z) := 〈x, ξ〉z ist eine Bijektion von Ĝ nach S. Hier

bezeichnet [πξ] die Äquivalenzklasse von πξ.

Beweis. Sei π0 eine irreduzible unitäre Darstellung von G. Dann ist nach Korollar
4.8 Hπ0

eindimensional. Wir finden also eine zu π0 äquivalente unitäre Darstellung
π mit Hπ = C. Da π(x) für jedes x ∈ G linear ist, gibt es für jedes x ∈ G
ein eindeutiges 〈x, ξ〉 := π(x)(1) ∈ C, sodass π(x)(z) = 〈x, ξ〉z ist. Wegen der
Homomorphieeigenschaft von π ist auch ξ ein Homomorphismus von G nach C

und, da π stetig ist muss auch ξ stetig sein. Weiters gilt:

1 = π(x)∗(1)π(x)(1) = π(x)(1)π(x)(1) = 〈x, ξ〉〈x, ξ〉 = |〈x, ξ〉|2

und somit folgt |〈x, ξ〉| = 1 und damit ξ ∈ Ĝ.

Umgekehrt gilt für jedes ξ ∈ Ĝ, dass die damit definierte Abbildung πξ eine unitäre
Darstellung ist und, da C als eindimensionaler Vektorraum nur triviale Teilräume
hat, ist πξ auch irreduzibel. �

Definition 5.4. Sei A eine kommutative Banach-Algebra. Dann nennen wir die
Menge σ(A) := {h : A → C, h 6= 0, h ist Algebren-Homomorphismus} das Spek-
trum von A.

Satz 5.5. Die Abbildung

Ψ: Ĝ→ σ(L1(G)), ξ 7→

(
f 7→ ξ(f) :=

∫
〈x, ξ〉f(x) dλ(x)

)

ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Die Linearität von Ψ(ξ) ist wegen der Linearität des Integrals klar. Nach
Satz 4.14 ist die Abbildung f 7→ πξ(f) eine nicht ausgeartete ∗-Darstellung von
L1(G) auf Hπξ

= C. Also gilt:

ξ(f)ξ(g) =πξ(f)(1)πξ(g)(1) = πξ(f)
(
1πξ(g)(1)

)
= (πξ(f)πξ(g))(1) = πξ(f ∗ g)(1)

=ξ(f ∗ g).

Weiters ist ℜ(ξ(χ[ℜξ>0])) > 0 und damit Ψ(ξ) 6= 0, also ist Ψ(ξ) ∈ σ(L1(G)). Die

Injektivität folgt aus der Tatsache, dass wenn 〈x, ξ1〉 6= 〈x, ξ2〉 ist, folgt 〈x, ξ1〉 6=
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〈x, ξ2〉 und dann gibt es wegen der Stetigkeit eine offene Menge O ⊆ G mit |〈x, ξ1〉−
〈x, ξ2〉| > ǫ ∀x ∈ O. Nun folgt |ξ1(χO)− ξ2(χO)| > λ(O)ǫ > 0, also Ψ(ξ1) 6= Ψξ2.

Um die Surjektivität zu zeigen, sei Φ ∈ σ(L1(G)) ⊆ (L1(G))′ ≃ L∞. Es gibt also
ein φ ∈ L∞, sodass Φ(f) =

∫
φf dλ. Sei f ∈ L1, sodass Φ(f) 6= 0, dann gilt für

jedes g ∈ L1:

Φ(f)

∫
φg dλ =Φ(f)Φ(g) = Φ(f ∗ g)

=

∫ ∫
φ(x)f(xy−1)g(y) dλ(y) dλ(x)

=

∫ ∫
φ(x)f(xy−1) dλ(x)g(y) dλ(y)

=

∫
Φ(Lyf)g(y) dλ(y)

Wobei der Satz von Fubini hier angewendet werden darf, da |f | ∗ |g| ∈ L1, |φ| ∈ L∞

und der Integrand von f ∗g wegen Proposition 3.19 einen σ-kompakten Träger hat.
Also erhalten wir φ(y) = Φ(Lyf)/Φ(f) fast überall. Durch Umdefinieren von φ
können wir o.B.d.A. annehmen, dass die Gleichheit überall gilt. Aus Proposition
3.15 folgt, dass die Abbildung y 7→ Lyf stetig von G nach L1 ist. Weiters ist die
Abbildung g 7→

∫
φg dλ von L1 nach C als lineare beschränkte Abbildung ebenfalls

stetig. Somit ist y 7→ Φ(Lyf) stetig und damit auch φ. Weiters erhalten wir:

φ(xy)Φ(f) = Φ(Lxyf) = Φ(LxLyf) = φ(x)Φ(Lyf) = φ(x)φ(y)Φ(f) ∀x, y ∈ G

und damit φ(xy) = φ(x)φ(y) für alle x, y ∈ G. Also gilt auch φ(xn) = φ(x)n für
alle x ∈ G und n ∈ N und damit, da φ beschränkt ist, |φ(x)| ≤ 1 für alle x ∈ G. Es
gilt auch φ(x−1) = φ(x)−1 und somit folgt |φ(x)| = 1 für alle x ∈ G. Also ist φ und
auch φ ein unitärer Charakter von G und es gilt Ψ(φ) = Φ. �

Satz 5.6. Ĝ versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz und der punkt-
weisen Multiplikation, ist eine lokalkompakte abelsche Gruppe. Wir nennen sie die

Dualgruppe von G. Die Topologie der kompakten Konvergenz auf Ĝ stimmt mit der
schwach∗-Topologie überein (vgl. Definition 4.32).

Beweis. Sei ξ ∈ Ĝ. Dann gilt 〈x, ξ〉 = πξ(x)(1) = (πξ(x)(1), 1)C. Damit folgt aus

Proposition 4.18, dass ξ ∈ P ist. Weiters gilt ‖ξ‖ = 1 und somit insgesamt Ĝ ⊆ P1.

Nun folgt aus Satz 4.39, dass die Topologie der kompakten Konvergenz auf Ĝ mit

der schwach*-Topologie übereinstimmt. Damit folgt auch, dass Ĝ mit dieser To-
pologie eine topologische Gruppe ist, denn die schwach∗-Topologie erzeugt immer

eine topologische Gruppe. Mit der punktweisen Multiplikation ist Ĝ klarerweise

auch abelsch. Aus Satz 5.5 folgt, dass Ψ(Ĝ) ∪ 0 gerade alle Homomorphismen von
L1(G) nach C sind. Da die Menge aller Homomorphismen unter punktweiser Kon-

vergenz abgeschlossen ist, ist Ψ(Ĝ)∪ {0} in der schwach*-Topologie abgeschlossen.

Da die Abbildungsnorm aller Abbildungen in Ψ(Ĝ)∪{0} kleiner oder gleich 1 ist, ist

Ψ(Ĝ) ∪ {0} eine abgeschlossene Teilmenge der nach dem Satz von Banach-Alaoglu
schwach∗ kompakten Einheitskugel und somit selbst schwach∗ kompakt. Also ist

Ψ(Ĝ) zumindest lokalkompakt. Wir stellen nun fest, dass Ψ(Ĝ) mit dem Bild von

Ĝ unter dem Isomorphismus zwischen L∞ und (L1(G))′ übereinstimmt. Also ist mit

Ψ(Ĝ) auch Ĝ lokalkompakt bezüglich der schwach∗-Topologie. Insgesamt erhalten
wir nun eine lokalkompakte abelsche Gruppe, welche wir die Dualgruppe von G
nennen. �
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Beispiel 5.7. Sei G = (R,+). Wir wollen nun Ĝ = R̂ bestimmen. Für jedes z ∈ R

ist die Abbildung ξz mit ξz(x) := e2πixz ein Charakter. Umgekehrt sei ein Charakter
ξ von R nach T gegeben. Es gilt ξ(0) = ‖ξ‖∞ = 1 und somit gibt es ein a > 0,
sodass A :=

∫ a
0
ξ dλ 6= 0. Damit erhalten wir:

Aξ(x) =

a∫

0

ξ(x)φ(t) dλ(t) =

a∫

0

ξ(x+ t) dλ(t) =

a+x∫

x

ξ(t) dλ(t)

Da ξ stetig ist, ist somit ξ nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung differenzierbar und es gilt:

ξ′(x) =
1

A
(ξ(a+ x)− ξ(x)) =

1

A
(ξ(a)− 1)φ(x) ∀x ∈ R

Aus dieser Differentialgleichung folgt, dass ξ(x) = dect mit c = A−1(φ(a) − 1). Da
|ξ| = 1 folgt d = 1 und |ec| = 1, also gibt es ein z ∈ R mit c = 2πiz. Somit gilt

ξ = ξz und damit ist Ĝ = {ξz : z ∈ R}. Weiters gilt ξz1+z2(x) = e2πix(z1+z2) =
e2πixz1e2πixz2 . Also ist die Abbildung Ψ : z 7→ ξz ein Gruppenisomorphismus von

R nach R̂. Da jede kompakte Menge K ⊆ R beschränkt ist, bilden die Mengen der
Bauart

Uǫ,R = {ξz ∈ R̂ : |e2πixz − 1| < ǫ∀x ∈ R : |x| ≤ R}, R ∈ (0,∞)

eine Umgebungsbasis von e in R̂. Im Fall ǫ > 2 folgt Uǫ,R = R. Ansonsten gilt
ξz /∈ Uǫ,R für |z| ≥ 1

2R . Somit erhalten wir:

Uǫ,R =Ψ({z ∈ (−
1

2R
,
1

2R
) : |e2πixz − 1| < ǫ∀x ∈ R : |x| ≤ R})

=Ψ

(
{z ∈ (−

1

2R
,
1

2R
) : |e2πiR|z| − 1| < ǫ}

)

=Ψ((δ(ǫ, R), δ(ǫ, R)))

Dabei ist δ(ǫ, R) von ǫ und R abhängig und wird beliebig klein, wenn ǫ genug
klein bzw. R genug groß wird. Somit bildet Ψ eine Nullumgebungsbasis in R auf

eine Umgebungsbasis von e in R̂ ab und ist damit ein Homöomorphismus. Also

können wir R̂ mittels Ψ mit R identifizieren. Dabei schreiben wir 〈x, ξ〉 := e2πixξ

mit x ∈ R, ξ ∈ R = R̂.

Beispiel 5.8. Betrachten wir nun G = R/Z. Man sieht leicht, dass die Charaktere
von G genau mit jenen Charaktern von R identifiziert werden können, welche auf
Z konstant sind. Das ist genau dann der Fall, wenn ξ ∈ Z ist, denn dann gilt

e2π(x+m)ξ = e2πxξe2πmξ = e2πxξ für alle m ∈ Z. Also gilt R̂/Z = Z. Schließlich gilt
〈x+ Z, ξ〉 = e2πixξ für alle x ∈ R.

Korollar 5.9. Die Bijektion Ψ aus Satz 5.5 ist ein Homöomorphismus, wenn wir
σ(L1(G)) ⊆ (L1(G))′ mit der schwach∗-Topologie versehen.

Beweis. Die Abbildung ξ 7→ ξ ist klarerweise ein Homöomorphismus von Ĝ nach Ĝ.
Weiters ist die Abbildung ξ 7→ Ψ(ξ) genau die Einschränkung des Isomorphismus

zwischen L∞(G) und (L1(G))′ auf Ĝ und somit ein Homöomorphismus. �

Satz 5.10. Sei G kompakt und λ so, dass λ(G) = 1. Dann ist Ĝ ein Orthonormal-
system in L2(G).
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Beweis. Sei ξ ∈ Ĝ, dann gilt |ξ|2 = 1 und somit ‖ξ‖L2 = 1. Sei zusätzlich η ∈ Ĝ mit
η 6= ξ, d.h. es gibt ein x0 ∈ G, sodass 〈x0, ξ〉 6= 〈x0, η〉. Damit gilt 〈x0, ξ〉〈x0, η〉−1 =
〈x0, ξη−1〉 6= 1 und somit:

∫
ξη dλ =

∫
〈x, ξη−1〉dλ(x) = 〈x0, ξη

−1〉

∫
〈x−1

0 x, ξη−1〉dλ(x)

=〈x0, ξη
−1〉

∫
〈x, ξη−1〉dλ(x) = 〈x0, ξη

−1〉

∫
ξη dλ.

Also muss
∫
ξη dλ = 0 gelten. �

Satz 5.11. Sei G diskret. Dann ist Ĝ kompakt. Ist G kompakt, dann ist Ĝ diskret.

Beweis. Wenn G diskret ist, hat L1(G) eine Einheit, nämlich die Funktion δ, welche

bei e Eins ist und sonst 0. Für jedes ξ ∈ Ĝ gilt

0 6= δ(1)λ({1}) = ξ(δ) = ξ(δ ∗ δ) = ξ(δ)ξ(δ)

und somit ξ(δ) = 1. Also ist 0 kein Häufungspunkt von Ĝ bezüglich der schwach*-

Topologie. Und somit ist Ĝ als Teilmenge von L1(G)∗ schwach*-abgeschlossen, also
auch kompakt.

Ist nun G kompakt, dann ist die konstante 1-Funktion in L1. Sei λ so, dass λ(G) = 1.
Dann ist {f ∈ L∞ : |

∫
f · 1 dλ| > 1

2} eine schwach* offene Menge. Aus Satz 5.10
folgt, dass

∫
ξ · 1 dλ = 0 aber

∫
1 dλ = 1 ist. Und somit ist {1} eine offene Menge

von Ĝ und damit ist Ĝ diskret. �

5.2. Die Fouriertransformation auf lokalkompakten abelschen Gruppen.

Definition 5.12. Wir sind nun soweit, um die Fouriertransformation auf L1(G)
zu definieren:

Ff(ξ) := f̂(ξ) := ξ(f) =

∫
〈x, ξ〉f(x) dλ(x)

Wir nennen f̂ die Fouriertransformierte von f .

Beispiel 5.13. Sei G = R. In Beispiel 5.7 haben wir gesehen, dass wir R̂ mit R

identifizieren können. Damit erhalten wir für ein f ∈ L1(G):

f̂(ξ) =

∫
〈x, ξ〉f(x) dλ(x) =

∫
e2πixξf(x) dλ(x) =

∫
f(x)e−2πixξ dλ(x)

Also erhalten wir die uns bereits bekannte Fourietransformation für Funktionen auf
R. Somit ist die oben definierte Fouriertransformation eine Verallgemeinerung der
Fouriertransformation für Funktionen auf R

Beispiel 5.14. Sei f : R → C eine 1-periodische Funktion, sodass f |[0,1] Lebesgue-
integrierbar ist. Dann können wir f als Funktion von R/Z nach C auffassen. Da
f |[0,1] Lebesgue-integrierbar ist und das Haar-Maß auf R/Z dem Lebesgue-Maß

eingeschränkt auf [0, 1] entspricht, gilt f ∈ L1(R/Z). Nach Beispiel 5.8 gilt R̂/Z ≃ Z

und somit erhalten wir als Fouriertransformierte von f :

f̂(m) =

∫
〈x+ Z,m〉f(x+ Z) dλ(x + Z) =

1∫

0

e2πixmf(x) dλ(x)

=

1∫

0

e−2πixmf(x) dλ(x)
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Satz 5.15. Die Fouriertransformation ist ein ∗-Homomorphismus von L1(G) nach

C0(Ĝ). Dabei ist das Bild der Fouriertransformation eine dichte Teilmenge von

C0(Ĝ), versehen mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz. Weiters gilt:

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖L1(G)

Beweis. F ist klarerweise linear, die Homomorphieeigenschaft folgt aus Satz 5.5:

F(f ∗ g)(ξ) = ξ(f ∗ g) = ξ(f)ξ(g) = F(f)(ξ)F(g)(ξ).

Die ∗-Homomorphieeigenschaft folgt direkt aus Satz 4.14:

F(f∗)(ξ) = ξ(f∗) = πξ(f
∗)(1) = πξ(f)(1) = ξ(f) = F(f)(ξ)

Für ein festes f ∈ L1(G) betrachten wir nun die Abbildung ι(f) : (L1(G))′ → C

mit ι(f)(h) = h(f) für alle h ∈ (L1(G))′. Klarerweise ist diese Abbildung schwach∗

stetig, da die schwach∗-Topologie genau die initiale Topologie bezüglich der Abbil-
dungen ι(f) ist. Nun gilt aber mit der Abbildung Ψ aus Satz 5.5:

(5.16) f̂(ξ) = ι(f)(Ψ(ξ)) = (ι(f) ◦Ψ ◦ (x 7→ x))(ξ) ∀ξ ∈ Ĝ

Somit ist f̂ als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig. Im Beweis von Satz

5.6 haben wir gezeigt, dass Ψ(Ĝ) ∪ {0} schwach∗-kompakt ist. Weiters gibt es
wegen der Stetigkeit von ι(f) für jedes ǫ > 0 eine offene Menge U um 0 in
L1(G), sodass |ι(f)(h)| < ǫ für alle h ∈ U ist. Da U offen ist, ist die Menge

K := Ψ(Ĝ) \ U = (Ψ(Ĝ) ∪ {0}) \ U kompakt. Die Abbildungen Ψ und x 7→ x
sind sogar Homöomorphismen und somit ist die Menge L := (Ψ ◦ (x 7→ x))−1(K)

ebenfalls kompakt und es gilt für alle ξ ∈ Ĝ\L, dass Ψ(ξ) ∈ U sein muss. Also gilt:

|f̂(ξ)| = |ι(f)(Ψ(ξ))| < ǫ ∀ξ ∈ Ĝ \ L

Damit ist f̂ in C0(Ĝ).

Um die Dichtheit zu beweisen wollen wir den Satz von Stone-Weierstrass anwenden.
Dazu betrachten wird die Menge

A := {ι(f)|Ψ(Ĝ)∪{0} + c : f ∈ L1(G), c ∈ C} ⊆ C(Ψ(Ĝ) ∪ {0}).

Es gilt wegen der Homomorphieeigenschaft von F für f, g ∈ L1(G), c, d ∈ C, ξ ∈ Ĝ:

(ι(f) + c)(Ψ(ξ))(ι(g) + d)(Ψ(ξ)) =(f̂(ξ) + c)(ĝ(ξ) + d)

=f̂ ∗ g(ξ) + cĝ(ξ) + df̂(ξ) + cd

=(ι(f ∗ g + cg + fd) + cd)(Ψ(ξ))

Weiters gilt auch (ι(f) + c)(0)(ι(g) + d)(0) = cd = (ι(f ∗ g + cg + fd) + cd)(0) und
somit gilt:

(ι(f)|Ψ(Ĝ)∪{0} + c)(ι(g)|Ψ(Ĝ)∪{0} + d) = ι(f ∗ g + cg + df)|Ψ(Ĝ)∪{0} + cd.

Also ist A unter Komposition abgeschlossen. Weiters ist sie auch ein Teilraum, da

L1 ein Vektorraum ist und ι linear ist. Also istA eine Teilalgebra von C(Ψ(Ĝ)∪{0}).
Wegen der ∗-Homomorphieeigenschaft ist A unter Konjugation abgeschlossen:

(ι(f) + c)(Ψ(ξ)) = f̂(ξ) + c = f̂∗(ξ) + c = (ι(f∗) + c)(Ψ(ξ)) ∀f ∈ L1(G), ξ ∈ Ĝ

Weiters gilt (ι(f) + c)(0) = c = (ι(f∗) + c)(0). Für ξ1 6= ξ2 ∈ Ĝ gibt es ein f ∈ L1,
sodass mit der Notation aus Satz 5.5 gilt:

ι(f)(Ψ(ξ1)) = f̂(ξ1) = ξ1(f) 6= ξ2(f) = ι(f)(Ψ(ξ2))

Wir wissen, dass Ψ(ξ) nie gleich der Nullfunktion ist, und somit gibt es für jedes

ξ ∈ Ĝ ein f ∈ L1(G), sodass ι(f)(Ψ(ξ)) = Ψ(ξ)(f) 6= 0 = ι(f)(0). Also ist A
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punktetrenned. Da ι(0) + 1 = 1 ∈ A ist, ist A nirgends verschwindend. Somit
können wir den Satz von Stone-Weierstrass anwenden und erhalten, dass A dicht

in C(Ψ(Ĝ)∪{0}) bezüglich der Topologie der kompakten Konvergenz ist. Da Ψ(G)∪
{0} kompakt ist stimmt die Topologie der kompakten Konvergenz mit der Topologie
der gleichmäßigen Konvergenz überein.

Nun können wir den Raum C0(Ĝ) in den Raum C(Ψ(Ĝ)∪{0}) einbetten, indem wir

eine Funktion h ∈ C0(Ĝ) mit H identifizieren, wobei H |Ψ(Ĝ) := h◦ (Ψ ◦ (x 7→ x))−1

ist, d.h. H(Ψ(ξ)) = h(ξ) und H(0) := 0. H ist wieder stetig, da h außerhalb einer
kompakten Teilmenge beliebig klein sein muss und somit in einer offenen Menge
um 0 beliebig klein sein muss. Diese Einbettung κ ist bezüglich der Norm ‖ · ‖∞
isometrisch. Dabei gilt nach (5.16):

κ(F(L1(G))) = {ι(f) : f ∈ L1(G)} = {h ∈ A : h(0) = 0}

Somit ist κ(F(L1(G))) dicht im abgeschlossenen Teilraum T := {g ∈ C(Ψ(Ĝ) ∪

{0}) : g(0) = 0} und, da κ : C0(Ĝ) → κ(C0(Ĝ)) ⊆ T ein Homöomorphismus ist

folgt daraus, dass F(L1(G)) dicht in C0(Ĝ) ist.

Die Ungleichung der Normen folgt schließlich aus

|f̂(ξ)| ≤

∫
|〈x, ξ〉f(x)| dλ(x) =

∫
|f(x)| dλ(x) = ‖f‖L1

�

Zwei wichtige Eingeschaften der Fouriertransformation sind:

Proposition 5.17.

(5.18) L̂yf(ξ) = 〈y, ξ〉f̂(ξ) ∀f ∈ L1(G), y ∈ G, ξ ∈ Ĝ,

(5.19) η̂f(ξ) = Lηf̂(ξ) ∀f ∈ L1(G), ξ, η ∈ Ĝ

Beweis.

L̂yf(ξ) =

∫
〈x, ξ〉f(y−1x) dλ(x) =

∫
〈yx, ξ〉f(x) dλ(x) = 〈y, ξ〉f̂(ξ)

η̂f(ξ) =

∫
〈x, ξ〉〈x, η〉f(x) dλ(x) =

∫
〈x, η−1ξ〉f(x) dλ(x) = Lηf̂(ξ)

�

5.3. Satz von Bochner. In diesem Kapitel charakterisieren wir die Funktionen
von positivem Typ mittels einer Darstellung durch ein Integral eines endlichen

nichtnegativen Riesz-regulären Maßes auf Ĝ.

Definition 5.20. M(Ĝ) sei die Menge aller komplexwertiger Riesz-regulärer Maße

auf Ĝ. Sei µ ∈M(Ĝ). Dann definieren wir

φµ : G→ C, x 7→

∫
〈x, ξ〉dµ(ξ).

Satz 5.21. Die Abbildung µ 7→ φµ ist eine lineare injektive Abbildung von M(Ĝ) in
den Raum der beschränkten stetigen Funktionen auf G. Weiters gilt ‖φµ‖∞ ≤ ‖µ‖.

Beweis. Um die Stetigkeit von φµ zu beweisen, sei ǫ > 0 und x0 ∈ G beliebig. Da

µ auf allen offenen Mengen und insbesondere auf Ĝ von innen regulär ist, gibt es

eine kompakte Menge K ⊆ Ĝ, sodass µ(Ĝ \K) < ǫ
4 gilt. Weiters gibt es, da alle
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ξ ∈ Ĝ stetige Abbildungen sind, für jedes ξ ∈ K eine Umgebung Vξ von e in G,
sodass gilt:

|〈x, ξ〉 − 〈1, ξ〉| = |〈x, ξ〉 − 1| <
ǫ

4µ(K)
∀x ∈ Vξ

Da G lokalkompakt ist, können wir Vξ kompakt wählen. Wir betrachten nun die

offenen Mengen Uξ := N(ξ, ǫ
4µ(K) , Vξ) ⊆ Ĝ aus Definition 4.35. Klarerweise gilt⋃

ξ∈K Uξ ⊇ K und somit gibt es endlich viele ξ1, ..., ξn in K, sodass
⋃n
j=1 Uξj ⊇ K.

Die Menge V := ∩nj=1Vξj ist damit eine kompakte Umgebung von e. Für jedes
ξ ∈ K gibt es also ein j ∈ {1, ..., n}, sodass ξ ∈ Uξj . Also erhalten wir für ein
beliebiges x ∈ V ⊆ Vξj :

|〈x, ξ〉 − 1| ≤ |〈x, ξ〉 − ξj(x)|+ |ξj(x)− 1| ≤ 2
ǫ

4µ(K)
=

ǫ

2µ(K)

Insgesamt ergibt sich für ein beiebiges x ∈ x0V :

|φµ(x) − φµ(x0)| ≤

∫
|〈x, ξ〉 − 〈x0, ξ〉| dµ(ξ) =

∫
|〈x−1

0 x, ξ〉 − 1| dµ(ξ)

≤

∫

K

|〈x−1
0 x, ξ〉 − 1| dµ(ξ) + 2µ(Ĝ \K)

≤µ(K)
ǫ

2µ(K)
+ 2µ(Ĝ \K) ≤

ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

Also ist φµ für jedes µ ∈ M(Ĝ) stetig. Die Linearität von µ 7→ φµ folgt aus der
Tatsache:

∫
〈x, ξ〉d(µ1 + cµ2)(ξ) =

∫
〈x, ξ〉dµ1(ξ) + c

∫
〈x, ξ〉dµ2(ξ)

Sei nun φµ = 0, dann gilt:

0 =

∫ ∫
f(x)〈x, ξ〉dµ(ξ) dλ(x) =

∫ ∫
f(x)〈x, ξ〉dλ(x) dµ(ξ) =

∫
f̂(ξ−1) dµ(ξ)

für jedes f ∈ L1(G). Wenn µ 6= 0 wäre, folgt aus dem Darstellungssatz von Riesz,

dass es eine Funktion f ∈ Cc(Ĝ) ⊆ C0(Ĝ) gibt, sodass
∫
f dµ 6= 0 ist. Da aber

F(L1(G)) dicht im C0(Ĝ) liegt, ist dies ein Widerspruch und somit µ = 0, also
ist die Abbildung auch injektiv. Die Beschränktheit und die Ungleichung für die
Normen folgt aus

|φµ(x)| ≤

∫
|〈x, ξ〉| d|µ|(ξ) =

∫
1 d|µ|(ξ) = |µ|(G) = ‖µ‖ ∀x ∈ G.

�

Lemma 5.22. Sei f ∈ L1(G) und λ ein Riesz-reguläres Borelmaß. Dann ist das
Maß fλ mit (fλ)(A) :=

∫
A
f dλ ein Riesz-reguläres endliches Maß. Das heißt fλ ∈

M(G).

Beweis. Klarerweise ist fλ ein endliches Maß mit |fλ|(G) ≤ ‖f‖L1(G). Um die
Regularitätseigenschaften zu zeigen sei ǫ > 0 beliebig. Nach Proposition 3.8 liegt
Cc(G) dicht in L1(G) und somit gibt es ein g ∈ Cc(G), sodass ‖|f | − g‖ < ǫ

2 . Sei
K := supp(g) kompakt und A eine beliebige Borelmenge. Dann gilt λ(K ∩ A) ≤
λ(K) <∞. Somit gibt es, wegen der äußeren Regularität von λ eine offene Menge
U ⊇ K ∩ A mit λ(U \ (K ∩ A)) < ǫ

2‖g‖∞
. Insgesamt erhalten wir für die offene
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Menge U ∪Kc:

|fλ|((U ∪Kc) \A) =

∫

(U∪Kc)\A

|f | dλ =

∫

(U∪Kc)\A

|f | − g dλ+

∫

(U∪Kc)\A

g dλ

≤‖|f | − g‖L1 +

∫

U\(K∩A)

g dλ ≤
ǫ

2
+ ‖g‖∞

ǫ

2‖g‖∞
= ǫ

Da ǫ und A beliebig waren, ist fλ von außen regulär. Sei nun U eine offene Menge.
Da λ(U ∩ K) ≤ λ(K) < ∞ gilt und λ von außen regulär ist, gibt es eine offene
Menge V ⊇ U ∩K mit λ(V ) < ∞. Klarerweise gilt dann auch λ(U ∩ V ) < ∞ und
U ∩ V ⊇ U ∩K. Da λ auf allen offenen Mengen von innen regulär ist, gibt es eine
kompakte Menge L ⊆ U ∩V ⊆ U mit λ((U ∩V ) \L) < ǫ

2‖g‖∞
. Damit erhalten wir:

|fλ|(U \ L) =

∫

U\L

|f | dλ =

∫

U\L

|f | − g dλ+

∫

U\L

g dλ <
ǫ

2
+

∫

U∩K\L

g dλ

≤
ǫ

2
+ ‖g‖∞λ(U ∩K \ L) ≤

ǫ

2
+ ‖g‖∞λ(U ∩ V \ L)

<
ǫ

2
+ ‖g‖∞

ǫ

2‖g‖∞
= ǫ

Also ist fλ auch auf allen offenen Mengen von innen regulär. �

Proposition 5.23. Seien f, g ∈ L1(Ĝ), λ ein Riesz-reguläres Borelmaß auf Ĝ und
es gelte für alle x ∈ G:

∫
〈x, ξ〉f(ξ) dλ(ξ) =

∫
〈x, ξ〉g(ξ) dλ(ξ)

Dann gilt f = g.

Beweis. Nach Lemma 5.22 sind die Maße fλ und gλ in M(Ĝ). Damit gilt:

φfλ(x) =

∫
〈x, ξ〉f(ξ) dλ(ξ) =

∫
〈x, ξ〉g(ξ) dλ(ξ) = φgλ(x) ∀x ∈ G

Aus Satz 5.21 folgt somit f = g. �

Satz 5.24. Sei µ ∈M(Ĝ) ein nichtnegatives Maß, dann ist φµ eine Funktion von
positivem Typ.
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Beweis. Sei f ∈ L1(G) beliebig, dann folgt:
∫

(f∗ ∗ f)φµ dλ =

∫ ∫
f(y−1)f(y−1x)φµ(x) dλ(y) dλ(x)

=

∫ ∫
f(y)f(yx)φµ(x) dλ(y

−1) dλ(x)

=

∫ ∫
f(y)f(yx)φµ(x) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫
f(y)f(x)φµ(y

−1x) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫ ∫
f(y)f(x)〈y−1x, ξ〉dµ(ξ) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫ ∫
f(y)〈y, ξ〉f(x)〈x, ξ〉dµ(ξ) dλ(x) dλ(y)

=

∫ ∫
f(y)〈y, ξ〉dλ(y)

∫
f(x)〈x, ξ〉dλ(x) dµ(ξ)

=

∫
|f̂(ξ)|2 dµ(ξ) ≥ 0

Wobei hier drei mal der Satz von Fubini angewendet wurde. Die Voraussetzungen
für die erste Anwendung sind erfüllt, da f∗ ∗ f nach Proposition 3.19 σ-kompakten
Träger hat, |f |∗ ∗ |f | ∈ L1(G) und φµ beschränkt ist. Für die zweite und dritte
Anwendung können wir nicht den Satz 2.5 verwenden, weil (x, ξ) 7→ f(x)〈x, ξ〉
nicht unbedingt σ-kompakten Träger haben muss. Allerdings ist µ endlich und somit
insbesondere σ-endlich. Es genügt uns also in einer Dimension einen σ-kompakten
Träger zu fordern. Dies ist erfüllt, weil x 7→ f(x) und somit auch x 7→ f(x)〈x, ξ〉
nach Lemma 3.18 einen σ-kompakten Träger in G hat. �

Die Umkehrung liefert uns nun folgender

Satz 5.25 (Satz von Bochner). Sei φ ∈ P(G). Dann gibt es ein eindeutiges nicht-

negatives Maß µφ ∈M(Ĝ) mit φ = φµφ
.

Beweis. Die Eindeutigkeit von µφ folgt aus Satz 5.21. Sei nun φ ∈ P(G) gege-
ben. Wir können o.B.d.A. annehmen, dass ‖φ‖∞ ≤ 1, da wir ansonsten normieren
können und das daraus resultierende Maß schlussendlich wieder mit der Norm mul-
tiplizieren können. Also sei φ ∈ P0 und seiM0 die Menge aller nichtnegativen Maße

µ ∈ M(Ĝ) mit µ(Ĝ) ≤ 1. Jedes µ ∈ M(Ĝ) induziert eine Linearform auf C0(Ĝ)

mittels f 7→
∫
f dµ und somit kann M(Ĝ) als Teilmenge von (C0(Ĝ))

′ betrachtet
werden. Diese Teilmenge entspricht nach dem Darstellungssatz von Riesz gerade den

positiven linearen Funktionalen auf C0(Ĝ). Die positiven linearen Funktionale sind
klarerweise eine bezüglich der punktweisen Konvergenz abgeschlossene Teilmenge
der linearen Funktionale. Da die 1-Funktion in L1(G,µ) beliebig gut durch Funktio-

nen aus C0(Ĝ) approximiert werden kann, ist die Menge P0 der durchM0 induzier-
ten Funktionale gerade die Menge aller positiven Funktionale mit Abbildungsnorm
kleiner oder gleich 1, also ebenfalls eine bezüglich der punktweisen Konvergenz abge-

schlossene Teilmenge von (C0(Ĝ))
′. Damit ist P0 eine schwach

∗-abgeschlossene Teil-
menge der Einheitskugel und somit nach dem Satz von Banach-Alaoglu schwach∗-
kompakt. Wir können also über diese Identifikation die schwach*-Topologie auf

M(Ĝ) definieren und mit dieser bildet M0 eine konvexe, kompakte Teilmenge. Wir
wollen nun zeigen, dass die Menge K := {φµ : µ ∈M0} ⊆ P0 ⊆ L∞(G) ≃ (L1(G))′

kompakt bezüglich der schwach*-Topologie von L∞(G) ist. Dazu sei (φµi
)i∈I ein

Netz in K. Dann ist (µi)i∈I ein Netz in M0 und somit gibt es ein Teilnetz I0 ⊆ I
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und ein µ ∈ M0, sodass (µi0 )i0∈I0 gegen µ konvergiert. Dann gilt aber für alle
f ∈ L1(G):

∫
fφµi0

dλ =

∫ ∫
f(x)〈x, ξ〉dµi0 (ξ) dλ(x) =

∫ ∫
f(x)〈x, ξ〉dλ(x) dµi0(ξ)

=

∫
f̂︸︷︷︸

∈C0(Ĝ)

(ξ−1) dµi0(ξ)
i0∈I0−−−→

∫
f̂(ξ−1) dµ(ξ) =

∫
fφµ dλ

Also konvergiert φµi0
gegen φµ und somit istK kompakt. Weiters istK konvex, weil

M0 konvex ist. Wir wollen nun zeigen, dass K alle Extrempunkte von P0 enthält.
Nach Proposition 4.33 sind das genau alle Extrempunkte von P1 zusammen mit
0. φ0 = 0 ist in K enthalten. Nach Satz 4.31 ist φ ∈ E(P1) genau dann, wenn
πφ irreduzibel ist. Das bedeutet aber genau, dass πφ durch einen Charakter ξφ
dargestellt werden kann. Aus Satz 4.26 folgt, dass es einen zyklischen Vektor u ∈ C

gibt, sodass gilt:

φ(x) = 〈πφ(x)u, u〉 = ξφ(x)|u|
2 = (|u|2ξφ)(x)

Da φ ∈ P1 ist, muss ‖φ‖∞ = 1 und somit |u| = 1 gelten. Also gilt Ĝ = E(P1).

Klarerweise ist Ĝ in K enthalten. Denn für ξ ∈ Ĝ ist das Diracmaß δξ, welches
auf der Menge {ξ} eins und auf {ξ}c null ist, in M0 enthalten und es gilt: φδξ =
ξ ∈ K. Also ist K eine kompakte, konvexe Menge, welche E(P0) enthält. Da für
f ∈ L1(G) die Faltung f∗ ∗ f ∈ L1(G) ist, ist auch P0 schwach∗-abgeschlossen
und als Teilmenge der Einheitskugel somit kompakt. Zusätzlich ist er konvex und
eine Teilmenge des lokalkonvexen Raumes L∞(G). Also können wir den Satz von
Krein-Milman anwenden und erhalten, dass K = P0 ist. Somit gibt es ein µ ∈ M0

mit φ = φµ. �

5.4. Rücktransformationsformel für Funktionen aus B1. In diesem Abschnitt
leiten wir eine Rücktransformationsformel für eine gewisse Teilmenge von L1(G)
her. Diese wird dann Grundlage für die allgemeine Rücktransformationsformel sein.
Im Weiteren werden wir folgende Räume verwenden:

Definition 5.26.

B := B(G) := {φµ : µ ∈M(Ĝ)} ⊆ C(G)

Für p ∈ [1,∞) definieren wir weiters:

Bp := Bp(G) := B(G) ∩ Lp(G)

Korollar 5.27. P(G) ⊆ B(G)

Beweis. Folgt direkt aus dem Satz von Bochner. �

Lemma 5.28. Sei K ⊆ Ĝ kompakt. Dann gibt es ein f ∈ Cc(G)∩P mit f̂ ≥ 0 auf

Ĝ und f̂ > 0 auf K.

Beweis. Sei zunächst h ∈ Cc(G) mit ĥ(1) = 1 beliebig und sei g = h∗ ∗ h. Da die

Fouriertransformation ein ∗-Homomorphismus ist, folgt ĝ = ĥĥ = |ĥ|2 ≥ 0. Daraus

folgt, dass ĝ(1) = 1 und somit gibt es eine Umgebung V von e in Ĝ, sodass ĝ > 0
auf V . Die Vereinigung aller ξV für ξ ∈ K überdeckt klarerweise K und somit
gibt es endlich viele ξ1, ..., ξn, sodass

⋃n
j=1 ξjV ⊇ K ist. Wir betrachten nun die

Abbildung

f := (
n∑

j=1

ξj)g



38

Dann gilt mit (5.19):

f̂(ξ) =

n∑

j=1

ξ̂jg(ξ) =

n∑

j=1

(Lξj ĝ)(ξ) =

n∑

j=1

ĝ(ξ−1
j ξ)

Da es für jedes ξ ∈ K ein j ∈ {1...n} gibt, sodass ξ−1
j ξ ∈ V ist, ist f̂ > 0 auf K.

Natürlich gilt sowieso f̂ ≥ 0. Nach Korollar 4.19 ist g ∈ P und somit können wir g
nach Korollar 4.27 stetig wählen. Es gilt:

g(x) = h∗ ∗ h(x) =

∫
h(y)h(yx) dλ(y)

und somit ist supp(g) ⊆ supp(f) supp(f)−1. Denn aus g(x) 6= 0 folgt, dass es
ein y ∈ supp(f) geben muss, sodass yx ∈ supp(f) ist. Das bedeutet aber, dass
x ∈ supp(f)y−1 ⊆ supp(f) supp(f)−1. Da sowohl die Multiplikation als auch die
Inversenbildung stetig sind, ist supp(g) kompakt und somit g ∈ Cc(G) ∩ P . Somit
ist auch f ∈ Cc(G) ∩ P , denn es gilt:

∫
fa∗ ∗ a dλ =

n∑

j=1

∫ ∫
a(x)a(y)ξj(y)ξj(x)g(y

−1x) dλ(y) dλ(x)

=
n∑

j=1

g(ξja)
∗ ∗ (ξja) ≥ 0 ∀a ∈ L1(G)

�

Lemma 5.29. Für f, g ∈ B1 gilt f̂µg = ĝµf , das heißt, dass
∫
B
f̂ dµg =

∫
B
ĝµf

für alle Borelmengen B ist.

Beweis. Sei h ∈ L1(G), dann gilt:
∫
ĥ dµf =

∫ ∫
〈x−1, ξ〉h(x) dλ(x) dµf (ξ) =

∫ ∫
〈x−1, ξ〉dµf (ξ)h(x) dλ(x)

=

∫
φµf

(x−1)h(x) dλ(x) =

∫
h(x)f(x−1) dλ(x) = h ∗ f(1)

Hier haben wir den Satz von Fubini verwendet. Die Voraussetzungen sind erfüllt,
da |h| ∈ L1(G) ist, µf endlich ist und da h einen σ-kompakten Träger in G hat.
Ersetzen wir in der obigen Gleichung h mit h ∗ g und mit h ∗ f und verwenden
die Kommutativität und die Assoziativität der Faltung, so erhalten wir für ein
beliebiges h ∈ L1(G):
∫
ĥĝ dµf =

∫
ĥ ∗ g dµf = (h ∗ g) ∗ f(1) = (h ∗ f) ∗ g(1) =

∫
ĥ ∗ f dλg =

∫
ĥf̂ dλg

Weiters ist klar, dass die Abbildungen ψ 7→
∫
ψĝ dµf und ψ 7→

∫
ψf̂ dµg beide

beschränkt und linear und somit stetig auf C0(Ĝ) sind. Da F(L1) dicht in C0(Ĝ)
ist folgt die Aussage. �

Lemma 5.30. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und seien µ, ν ∈M(X)
und es gelte

∫
φdµ =

∫
φdν für alle φ ∈ Cc(X), so gilt µ = ν.

Beweis. Sei A eine beliebige messbare Menge und ǫ > 0. Dann gibt es wegen der
äußeren Regularität von µ und ν eine offene Menge U ⊇ A, sodass (|µ|+|ν|)(U\A) <
ǫ
3 gilt. Weiters gibt es, wegen der inneren Regularität auf offenen Mengen von µ
und ν eine kompakte Menge K ⊆ U mit (|µ| + |ν|)(U \ K) < ǫ

3 . Weiters gibt es
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nach Lemma 2.14 eine Funktion φ ∈ Cc(Ĝ), sodass supp(φ) ⊆ U , 0 ≤ φ ≤ 1 und
φ = 1 auf K gilt. Damit erhalten wir:

|(µ− ν)(A)| =|(µ− ν)(K) + (µ− ν)(A \K)− (µ− ν)(K \A)|

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
φdµ−

∫
φdν

︸ ︷︷ ︸
0

−



∫

U\K

φdµ−

∫

U\K

φdν




∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (|µ|+ |ν|)(U \K) + (|µ|+ |ν|)(U \A)

≤2(|µ|+ |ν|)(U \K) + (|µ|+ |ν|)(U \A) < ǫ

Da ǫ beliebig war folgt µ(A) = ν(A) und da A beliebig war folgt µ = ν. �

Satz 5.31 (Rücktransformationsformel für Funktionen aus B1). Sei f ∈ B1. Dann

ist f̂ ∈ L1(Ĝ) und für ein geeignet skaliertes Haar-Maß λ̂ auf Ĝ gilt µf = f̂ λ̂.

Dabei hängt die Skalierung des Maßes λ̂ nur von der Wahl des Haar-Maßes auf G
ab. Die zweite Aussage bedeutet:

f(x) =

∫
〈x, ξ〉f̂ (ξ) dλ̂(ξ) ∀x ∈ G

Beweis. Zunächst konstruieren wir uns ein translationsinvariantes positves lineares

Funktional auf Cc(Ĝ). Sei dazu ψ ∈ Cc(Ĝ). Nach Lemma 5.28 gibt es ein f ∈

L1(G) ∩ P mit f̂ > 0 auf supp(ψ). Sei I : Cc(Ĝ) → C mit

I(ψ) =

∫

supp(ψ)

ψ

f̂
dµf .

Nach dem Satz von Bochner ist P ⊆ B und somit ist f insbesondere in B1 enthalten.
Sei g eine weitere Funktion aus B1 mit ĝ > 0 auf supp(ψ). Dann gilt nach Lemma
5.29: ∫

supp(ψ)

ψ

f̂
dµf =

∫

supp(ψ)

ψ

f̂ĝ
ĝ dµf =

∫

supp(ψ)

ψ

f̂ ĝ
f̂ dµg =

∫

supp(ψ)

ψ

ĝ
dµg.

Also ist die Definition von I(ψ) unabhängig von der gewählten Funktion f ∈ B1,

solange f > 0 auf supp(ψ) ist. Seien nun ψ1 ∈ Cc(Ĝ), ψ2 ∈ Cc(Ĝ) und c ∈ C. Dann

gibt es nach Lemma 5.28 ein f ∈ B1 mit f̂ > 0 auf supp(ψ1)∪ supp(ψ2) und damit
folgt:

I(ψ1 + cψ2) =

∫

supp(ψ1+cψ2)

ψ1 + cψ2

f̂
dµf =

∫

supp(ψ1)∪supp(ψ2)

ψ1 + cψ2

f̂
dµf

=

∫

supp(ψ1)∪supp(ψ2)

ψ1

f̂
dµf + c

∫

supp(ψ1)∪supp(ψ2)

ψ2

f̂
dµf

=

∫

supp(ψ1)

ψ1

f̂
dµf + c

∫

supp(ψ2)

ψ2

f̂
dµf = I(ψ1) + cI(ψ2),

also ist I linear. Sei ψ ≥ 0 und f ∈ L1(G)∩P mit f̂ > 0 auf supp(ψ), dann folgt, da
f ∈ P ist, aus dem Satz von Bochner, dass µf ein nichtnegatives Maß ist. Insgesamt
erhalten wir I(ψ) ≥ 0 und somit, dass I ein positives lineares Funktional ist. Sei

nun g ∈ P \ {0} beliebig. Dann ist µg ∈ M(Ĝ) nach dem Satz von Bochner ein
nichtnegatives Maß, welches nicht trivial ist, weil g 6= 0 ist. Es gilt also µg(G) > 0.

Da µg ∈ M(Ĝ) auf allen offenen Mengen und somit auf G von innen regulär ist,
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gibt es eine kompakte Menge K mit µg(K) > 0. Nach Proposition 2.14 gibt es ein

ψ : Ĝ→ [0, 1] mit ψ(K) = {1} und mit ψ ∈ Cc(Ĝ). Da ĝ stetig ist gilt ĝψ ∈ Cc(Ĝ).
Wir erhalten mit Lemma 5.29:

(5.32) I(ĝψ) =

∫

supp(ψ)

ψ

f̂
ĝ dµf =

∫

supp(ψ)

ψ

f̂
f̂ dµg =

∫

supp(ψ)

ψ dµg

≥

∫

K

ψ dµg = µg(K) > 0

und somit, dass I nichttrivial ist. Nun wollen wir noch zeigen, dass I translations-

invariant ist. Sei dazu η ∈ Ĝ, dann gilt:

φA 7→µf (ηA) =

∫
〈x, ξ〉dµf (ηξ) =

∫
〈x, η−1ξ〉dµf (ξ) = 〈x, η〉f(x) = (ηf)(x)

und somit (A 7→ µf (ηA)) = µηf . Weiters wissen wir aus Lemma 5.17, dass (̂ηf) =

f̂(ξ 7→ ηξ) ist. Wenn wir f ∈ B1 so wählen, dass f̂ > 0 auf supp(ψ) ∪ supp(Lηψ)
gilt, erhalten wir somit:

I(Lηψ) =

∫

supp(Lηψ)

ψ(η−1ξ)

f̂(ξ)
dµf (ξ) =

∫

supp(ψ)

ψ(ξ)

f̂(ηξ)
dµf (ηξ)

=

∫

supp(ψ)

ψ(ξ)

(̂ηf)(ξ)
dµηf (ξ) = I(ψ)

Wobei die letzte Gleichheit gilt, da ηf ∈ B1 und

η̂f(ξ) = f̂(ηξ) > 0 ∀ξ ∈ {ξ : ηξ ∈ supp(Lηψ)} = supp(ψ).

Also ist I auch translationsinvariant. Somit gibt es nach Lemma 3.13 ein Haar-Maß

λ̂, sodass I(ψ) =
∫
ψ dλ̂ für alle ψ ∈ Cc(Ĝ) gilt. Also gilt für ein f ∈ B1 und ein

ψ ∈ Cc(Ĝ) unter Anwendung von (5.32):∫
ψf̂ dλ̂ = I(ψf̂) =

∫

supp(ψ)

ψ dµf =

∫
ψ dµf ≤ ‖ψ‖∞‖µf‖

Da f̂ stetig und beschränkt ist, ist die Menge U := {ξ ∈ Ĝ : |f̂(ξ)| > 0} offen und

die Mengen Kn := {ξ ∈ Ĝ : |f̂ |(ξ) ≥ 1
n
} sind kompakt. Nach Lemma 2.14 gibt es

Funktionen φn ∈ Cc(Ĝ), sodass φn = 1 auf Kn, 0 ≤ φn ≤ 1 und supp(φn) ⊆ U für
alle n ∈ N gilt. Weiters können wir die φn so wählen, dass sie monoton steigend
sind. Da supp(φn) ⊆ U gilt, ist die Funktion, welche außerhalb von U konstant 0

ist und innerhalb gleich φn
|f̂ |

f̂
ist, in Cc(Ĝ) enthalten. Damit erhalten wir unter

Verwendung des Satzes der monotonen Konvergenz:
∫

|f̂ | dλ̂ =

∫

U

|f̂ | dλ̂ =

∫
lim
n→∞

φn|f̂ | dλ̂ = lim
n→∞

∫
φn|f̂ | dλ̂ = lim

n→∞

∫
φn

|f̂ |

f̂
f̂ dλ̂

= lim
n→∞

∫
φn

|f̂ |

f̂
dµf ≤ sup

n∈N

‖φn‖∞‖µf‖ = ‖µf‖ <∞

Also ist f̂ ∈ L1. Damit ist f̂ λ̂ nach Lemma 5.22 in M(Ĝ) enthalten. Mit Lemma

5.30 erhalten wir f̂ λ̂ = µf . Somit folgt auch:

f(x) = φµf
(x) =

∫
〈x, ξ〉dµf (ξ) =

∫
〈x, ξ〉f̂ dλ̂(ξ)

�
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5.5. Dualitätssatz von Pontrjagin. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass
lokalkompakte abelsche Gruppen in einem gewissen Sinne reflexiv sind, das heißt,
dass die Bidualgruppe einer lokalkompakten abelschen Gruppe wieder die Gruppe
selbst ist. Da wir λ am Anfang dieses Kapitels fixiert haben, können wir nun für

diesen Abschnitt ein Haar-Maß λ̂ auf Ĝ so fixieren, dass Satz 5.31 gilt.

Zunächst wollen wir die Fouriertransformation auch auf dem Raum L2(G) definie-
ren:

Satz 5.33 (Satz von Plancherel). Es gibt einen eindeutigen isometrischen Iso-

morphimus F von L2(G, λ) nach L2(Ĝ, λ̂), welcher die Fourietransformation auf
L1(G) ∩ L2(G) fortsetzt. Wir nennen diesen ebenfalls Fouriertransformation.

Beweis. Sei f ∈ L1(G)∩L2(G), dann ist f∗f∗ nach Korollar 4.19 in L1(G)∩P ⊆ B1.
Wegen der ∗-Homomorphieeigenschaft der Fouriertransformation von L1(G) nach

C0(Ĝ) gilt f̂ ∗ f∗ = f̂ f̂∗ = |f̂ |2. Damit folgt mit Satz 5.31:
∫

|f |2 dλ = f ∗ f∗(1) =

∫
〈1, ξ〉f̂ ∗ f∗(ξ) dλ̂(ξ) =

∫
|f̂ |2(ξ) dλ̂(ξ)

Also ist die Fouriertransformation von L1(G) ∩ L2(G) nach L2(Ĝ) eine Isometrie.
Somit gibt es eine eindeutige Isometrie, welche die Fouriertransformation auf L2(G)
fortsetzt. Wir müssen nun nur noch zeigen, dass diese sogar ein Isomorphismus ist.

Sei dazu ψ ∈ L2(Ĝ) orthogonal auf alle f̂ mit f ∈ L1(G) ∩ L2(G). Da mit f auch
Lxf für jedes x ∈ G in L1(G) ∩ L2(G) liegt, folgt mit (5.18):

0 =

∫
ψL̂xf dλ̂ =

∫
〈x, ξ〉ψ(ξ)f̂ (ξ) dλ̂(ξ)

Da nach der Hölder-Ungleichung ψf̂ ∈ L1(Ĝ) ist, ist das Maß µ := ψf̂ λ̂mit µ(A) :=∫
A
ψf̂ dλ̂ nach Lemma 5.22 in M(Ĝ) enthalten. Damit gilt mit obiger Gleichung

φµ(x) = 0 für alle x ∈ G. Nach Satz 5.21 folgt µ = 0 und somit ψf̂ = 0 fast sicher.

Angenommen es gibt eine Borelmenge A ⊆ Ĝ mit positivem Maß, sodass ψ 6= 0 auf
A. Dann gibt es wegen der äußeren Regularität eine offene Obermenge O von A mit
endlichem Maß. Wegen der inneren Regularität dieser offenen Obermenge muss es
schließlich eine kompakte TeilmengeK vonO geben, sodass µ(O\K) < µ(A) ist und
somit µ(K∩A) > 0 ist. Nach Lemma 5.28 gibt es eine Funktion f ∈ L1(G)∩L2(G),

sodass f̂ > 0 auf K. Dann würde aber ψf̂ 6= 0 auf K ∩ A gelten. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme und somit ist ψ = 0 fast sicher. Wir haben also gezeigt,

dass das Bild der Fouriertransformation von L1(G) ∩ L2(G) dicht in L2(Ĝ) liegt
und somit muss, da das isometrische Bild eines vollständigen metrischen Raumes
wieder vollständig ist, die Fortsetzung surjektiv sein. �

Lemma 5.34. Seien φ, ψ ∈ Cc(Ĝ). dann gibt es ein h ∈ B1(G), sodass φ ∗ ψ = ĥ.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen f , g und h mit

f(x) :=

∫
〈x, ξ〉φ(ξ)λ̂(ξ)

g(x) :=

∫
〈x, ξ〉ψ(ξ)λ̂(ξ)

h(x) :=

∫
〈x, ξ〉(φ ∗ ψ)(ξ)λ̂(ξ)

Da die Abbildungen φ, ψ und (φ ∗ ψ) in L1(Ĝ) sind, sind die Maße φλ̂, ψλ̂ und

(φ ∗ψ)λ̂ nach Lemma 5.22 in M(Ĝ) und damit sind die Abbildungen f , g und h in



42

B(G). Für ein k ∈ L1(G) ∩ L2(G) gilt weiters mit dem Satz von Plancherel:
∣∣∣∣
∫
fk dλ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∫

〈x, ξ〉φ(ξ)k(x)λ̂(ξ)λ(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫
φ(ξ)

∫
〈x, ξ〉k(x)λ(x)λ̂(ξ)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫
φk̂ dλ̂

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖
L2(Ĝ)‖k̂‖L2(Ĝ) = ‖φ‖

L2(Ĝ)‖k‖L2(G)

Dabei haben wir den Satz von Fubini angewendet. Dies dürfen wir, da φ einen

kompakten Träger in Ĝ hat und k ∈ L1(G) ist und somit einen σ-kompakten
Träger in G hat. Da L1(G) ∩ L2(G) dicht in L2(G) liegt, folgt f ∈ L2(G). Analog
folgt g ∈ L2(G). Weiters gilt:

h(x) =

∫ ∫
〈x, ξ〉φ(ξη−1)ψ(η) dλ̂(η)λ̂(ξ)

=

∫ ∫
〈x, ξη〉φ(ξ)ψ(η) dλ̂(ξ)λ̂(η) = f(x)g(x) ∀x ∈ G

Dabei durften wir den Satz von Fubini wegen Proposition 3.19 anwenden. Somit
ist h ∈ L1(G) und damit in B1(G). Mit Satz 5.31 erhalten wir somit:

∫
〈x, ξ〉(φ ∗ ψ)(ξ)λ̂(ξ) = h(x) =

∫
〈x, ξ〉ĥ(ξ)λ̂(ξ) ∀x ∈ G

Nach Satz 5.21 folgt schließlich, da sowohl φ ∗ψ als auch ĥ in L1(Ĝ) liegen, φ ∗ψ =

ĥ. �

Lemma 5.35. Sei H eine Untergruppe von G, sodass H versehen mit der Spurto-
pologie lokalkompakt ist. Dann ist H abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Lokalkompaktheit gibt es eine Umgebung U von e in G, sodass

der Abschluss K := U ∩H
H

kompakt in H ist. Dann ist K aber auch kompakt in

G und somit abgeschlossen in G. Also muss K = U ∩H
G

gelten. Sei nun x ∈ H
gegeben. Dann gibt es ein Netz (xi)i∈I in H , welches gegen x konvergiert. Sei V
eine Umgebung von e, sodass V V ⊆ U . Da H eine Untergruppe ist, ist x−1 ∈ H
und somit gilt V x−1 ∩ H 6= ∅. Sei y ∈ V x−1 ∩ H . Dann gibt es einen Index
i0 ∈ I, sodass xi ∈ xV ist und damit auch yxi ∈ (V x−1)(xV ) = V V ⊆ U für
alle i < i0. Da yxi ∈ H für alle i ∈ I ist, gilt yxi ∈ U ∩ H ⊆ K für alle i < i0.
Klarerweise konvergiert yxi gegen yx und damit gilt yx ∈ K ⊆ H . Dann gilt aber
auch x = y−1yx ∈ HH = H . Also ist H abgeschlossen. �

Satz 5.36 (Dualitätssatz von Pontrjagin). Die Abbildung Φ : G→
ˆ̂
G mit

〈ξ,Φ(x)〉 = Φ(x)(ξ) = ξ(x) = 〈x, ξ〉

ist ein homöomorpher Isomorphismus.

Beweis. Klarerweise ist Φ(x) für jedes x ∈ G ein Charakter auf Ĝ. Nach dem Satz
von Raikov-Gelfand(Satz 4.41) ist die Menge aller Charaktere punktetrennend und
somit ist Φ injektiv. Um zu zeigen, dass Φ ein Homöomorphismus ist, zeigen wir,

dass ein Netz (xi)i∈I in G genau dann konvergiert, wenn Φ(xi)i∈I in
ˆ̂
G konvergiert.

Dazu zeigen wir in Schritten die Äquivalenz folgender vier Punkte:

(1) xi → x ∈ G.
(2) f(xi) → f(x) ∀f ∈ B1(G).

(3)
∫
〈xi, ξ〉f̂(ξ) dλ̂(ξ) →

∫
〈x, ξ〉f̂(ξ) dλ̂(ξ) ∀f ∈ B1(G).

(4) Φ(xi) → Φ(x) ∈
ˆ̂
G.
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Da alle f ∈ B1(G) nach Satz 5.21 stetig sind, folgt aus (1) klarerweise (2). Wenn
umgekehrt xi 6→ x gilt, dann gibt es eine Umgebung U von x, sodass es für jedes i0 ∈
I ein i < i0 mit xi /∈ U gibt. Nach Proposition 2.14 gibt es eine Funktion h ∈ Cc(G)
mit supp(h) ⊆ U , h(x) = 1. Da Nach Lemma 4.40 die Menge Cc(G) ∩ P(G) dicht
in Cc(G) ist, gibt es somit ein f ∈ Cc(G)∩P ⊆ L1(G)∩P ⊆ B1 mit ‖f −h‖∞ < 1

3 .

Damit folgt aber f < 1
3 auf U c und f(x) > 2

3 . Somit folgt f(xi) 6→ f(x) und damit

(1) ⇔ (2). Nach Satz 5.31 gilt für jedes f ∈ B1:

f(xi) =

∫
〈xi, ξ〉f̂(ξ) dλ̂(ξ) ∀i ∈ I, und f(x) =

∫
〈x, ξ〉f̂(ξ) dλ̂(ξ)

Also gilt auch (2) ⇔ (3). Da Φ(y)(ξ) = 〈y, ξ〉 gilt, bedeutet (3) gerade
∫
Φ(xi)f̂ dλ̂→

∫
Φ(x)f̂ dλ̂ für alle f ∈ B1. Die Topologie auf

ˆ̂
G ist die schwach∗-Topologie wenn

wir
ˆ̂
G als Teilmenge von L∞(Ĝ) auffassen. Damit folgt (3) aus (4). Nach Lemma

5.34 ist die Menge aller Faltungen von Funktionen aus Cc(Ĝ) eine Teilmenge von
F(B1) und im Beweis von Lemma 4.40 haben wir gesehen, dass die Menge aller

Faltungen von Funktionen aus Cc(Ĝ) dicht in L1(Ĝ) ist. Also gibt es für jede Funk-

tion g ∈ L1(Ĝ) eine Funktion f ∈ B1, sodass ‖f̂ − g‖L1 < ǫ ist. Insgesamt folgt aus
(3):

|

∫
Φ(xi)g dλ̂−

∫
Φ(x)g dλ̂| ≤|

∫
Φ(xi)g − Φ(xi)f̂ dλ̂|+ |

∫
Φ(xi)f̂ − Φ(x)f̂ dλ̂|

+ |

∫
Φ(x)f̂ − Φ(x)g dλ̂|

≤2

∫
|g − f̂ | dλ̂+ ǫ ≤ 3ǫ für i genug groß.

Da ǫ beliebig war, gilt somit
∫
Φ(xi)g dλ̂→

∫
Φ(x)g dλ̂. Daher gilt auch (3) ⇔ (4).

Insgesamt erhalten wir (1) ⇔ (4) und das zeigt, dass Φ ein Homöomorphismus von
G nach Φ(G) ist.

Wir müssen nun noch zeigen, dass Φ(G) =
ˆ̂
G gilt. Da Φ von G nach Φ(G) ein

Homöomorphismus ist, ist Φ(G) wieder lokalkompakt. Also folgt mit Lemma 5.35,

dass Φ(G) abgeschlossen ist. Nehmen wir nun an, dass es ein x ∈
ˆ̂
G\Φ(G) gibt. Dann

können wir wegen der Abgeschlossenheit von Φ(G) eine Umgebung V von e finden,

sodass xV V ∩Φ(G) = ∅ ist. Nach Proposition 2.14 gibt es Funktionen φ, ψ ∈ Cc(
ˆ̂
G),

sodass 0 ≤ φ, ψ ≤ 1, φ(x) = ψ(1) = 1, supp(φ) ⊆ xV und supp(ψ) ⊆ V ist. Die
Funktion y 7→ φ(y)ψ(y−1x) ist eine nichtnegative stetige Funktion, welche bei y = x
Eins ist. Somit ist φ∗ψ 6= 0 und supp(φ∗ψ) ⊆ supp(φ) supp(ψ) ⊆ xV V ist disjunkt

zu Φ(G). Nach Lemma 5.34 gibt es eine Funktion h ∈ B1(Ĝ), sodass φ ∗ ψ = ĥ.
Damit erhalten wir für alle x ∈ G:

0 = φ ∗ ψ(Φ(x−1)) = ĥ(Φ(x−1)) =

∫
〈ξ,Φ(x)〉h(ξ) dλ̂(ξ) =

∫
〈x, ξ〉h(ξ) dλ̂(ξ)

Da h ∈ L1(Ĝ) ist, ist das Maß hλ̂ inM(Ĝ) enthalten und somit folgt nach Satz 5.21,

dass hλ̂ = 0 und somit h = 0 fast sicher. Da h stetig ist, folgt h = 0. Damit würde

aber ĥ = φ ∗ ψ = 0 folgen. Das ist aber ein Widerspruch. Also muss Φ(G) =
ˆ̂
G

gelten. �

Schlussendlich erhalten wir noch die allgemeine Rücktransformationsformel.

Satz 5.37 (Rücktransformationsformel). Sei f ∈ L1(G), sodass auch f̂ ∈ L1(G).

Dann gilt f(x) =
ˆ̂
f ◦ Φ(x−1) fast sicher. Wenn f stetig ist, gilt die Gleichheit für

alle x ∈ G.
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Beweis. Mithilfe des allgemeinen Transformationssatzes(Satz 2.16) gilt:

f̂(ξ) =

∫
〈x, ξ〉f(x) dλ(x) =

∫
〈x−1, ξ〉f(x) dλ(x) =

∫
〈x, ξ〉f(x−1) dλ(x)

=

∫
〈ξ,Φ(x)〉f(x−1) dλ(x) =

∫
〈ξ,Φ(x)〉f((Φ−1(Φ(x)))−1) dλ(x)

=

∫
〈ξ, y〉f(Φ−1(y−1)) dλΦ(y)

Da nach Satz 5.36 Φ ein homöomorpher Isomorphismus ist, ist λΦ ein Haar-Maß und

f ◦ Φ−1(x 7→ x−1) ∈ L1(
ˆ̂
G, λΦ). Somit ist das Maß f ◦ Φ−1(x 7→ x−1)λΦ in M(

ˆ̂
G)

und damit ist f̂ ∈ B1(Ĝ). Nach der Rücktransformationsformel für Funktionen in

B1 (Satz 5.31) gilt für ein geeignetes Haar-Maß
ˆ̂
λ auf

ˆ̂
G:

f̂(ξ) =

∫
〈ξ, y〉

ˆ̂
f(y)

ˆ̂
λ(y)

Da λΦ ebenfalls ein Haar-Maß ist, gibt es ein c > 0, sodass cλΦ =
ˆ̂
λ. Dabei ist das

c nicht von dem gewählten f ∈ L1(G) abhängig. Weiter ist auch
ˆ̂
f
ˆ̂
λ ∈ M(

ˆ̂
G) und

somit gilt nach Satz 5.21:

f ◦ Φ−1(x 7→ x−1)λΦ =
ˆ̂
f
ˆ̂
λ =

ˆ̂
fcλΦ

Damit erhalten wir f = c
ˆ̂
f ◦ Φ(x 7→ x−1) λ-fast sicher. Wir müssen nur noch

zeigen, dass c = 1 gilt. Da die Konstante c nicht von dem gewählten f ∈ L1(G) mit

f̂ ∈ L1(Ĝ) abhängt, können wir ein f aus B1(G) \ {0} wählen. Aus Satz 5.31 folgt

f̂ ∈ L1(Ĝ) und es gilt:

f(x) =

∫
〈x, ξ〉f̂ (ξ) dλ̂(ξ) =

∫
〈ξ,Φ(x−1)〉f̂(ξ) dλ̂(ξ) =

ˆ̂
f(Φ(x−1)) ∀x ∈ G

Da f 6= 0 ist, muss somit c = 1 gelten. Ist schlussendlich f stetig, so gilt die

Gleichheit überall, da
ˆ̂
f ◦Φ(x 7→ x−1) sowieso stetig ist. �

Beispiel 5.38. Sei f : R → C eine 2π-periodische Funktion, sodass f |[0,2π] Le-
besgue-integrierbar ist. Dann ist die Abbildung g : x 7→ f(2πx) 1-periodisch und
nach Beispiel 5.14 können wir g als Abbildung von R/Z nach C auffassen und
erhalten mithilfe des Transformationssatzes:

ĝ(m) =

1∫

0

e−2πitmg(t) dλ(t) =

1∫

0

e−2πitmf(2πt) dλ(t)

=
1

2π

2π∫

0

e−itmf(t) dλ(t)

Sei nun angenommen, dass ĝ intergrierbar ist, das heißt
∑

m∈Z
|ĝ(m)| < ∞. Da

wir wissen, dass das Zählmaß ξ ein Haar-Maß auf Z ist, können wir die Rück-
transformationsformel anwenden und erhalten für ein gewisses c > 0:

f(x) = g(
x

2π
) = ˆ̂g ◦Ψ(−

x

2π
) =

∫
〈−

x

2π
,m〉ĝ(m) dcξ(m) = c

∑

m∈Z

eixmĝ(m)



45

Fassen wir jeweils einen positiven und einen negativen Index zusammen so erhalten
wir:

f(x) =c
∑

m∈Z

eixmĝ(m) = cĝ(0) +
c

2π

∑

n∈N

2π∫

0

(ein(x−t) + e−in(x−t))f(t) dλ(t)

Nach dem Additionstheorem gilt für n ∈ N:

ein(x−t) + e−in(x−t) = 2 cos(n(x − t)) = 2(cos(nx) cos(nt) + sin(nx) sin(nt))

Damit erhalten wir:

f(x) =cĝ(0) +
c

π

∑

n∈N

2π∫

0

(cos(nx) cos(nt) + sin(nx) sin(nt))f(t) dλ(t)

=cĝ(0) +
c

π

∑

n∈N

cos(nx)

2π∫

0

cos(nt)f(t) dλ(t) + sin(nx)

2π∫

0

sin(nt)f(t) dλ(t)

=c

(
a0
2

+
∑

n∈N

cos(nx)an + sin(nx)bn

)

mit

an :=
1

π

2π∫

0

cos(nt)f(t) dλ(t) n = 0, 1, 2, ...

bn :=
1

π

2π∫

0

sin(nt)f(t) dλ(t) n = 1, 2, ...

Dabei gilt die Gleichheit λ-fast sicher auf [0, 2π]. Da sowohl die linke als auch die
rechte Seite 2π-periodisch sind, gilt die Gleichheit sogar auf ganz R fast sicher.
Wenn f stetig ist, gilt sie sogar überall. Betrachten wir nun die stetige Funktion
f = 1, so erhalten wir ĝ(m) = 0 für alle m 6= 0. Damit folgt ĝ ∈ L1(Z) und
an = bn = 0 für n ≥ 1 und somit ergibt sich:

1 = f(x) = c
a0
2

=
c

2π

2π∫

0

1 dλ = c

Somit gilt c = 1 und wir haben die klassische Darstellung der Fourierreihe herge-
leitet.

Korollar 5.39. Die Fouriertransformation von L1(G) nach C0(Ĝ) ist injektiv.

Beweis. Angenommen f, g ∈ L1(G) und f̂ = ĝ. Dann folgt f − g ∈ L1(G) und

f̂ − g = f̂ − ĝ = 0 ∈ L1(Ĝ). Also können wir Satz 5.37 anwenden und erhalten:

f − g =
̂̂
f − g ◦ Φ(x 7→ x−1) = 0̂ ◦ Φ(x 7→ x−1) = 0

�
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