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1 Einfiihrung

1.1 Trigonometrische Reihen

Sei T der Einheitskreis in der komplexen Ebene, d.h. die Menge der komplexen Zahlen mit
Betrag 1. Wenn F eine Funktion auf T und f auf R durch

f(t) = F(e")

definiert ist, dann ist f eine periodische Funktion mit der Periode 27. Dies bedeutet, dass fiir
alle reellen t die Identitét f(t+2m) = f(t) gilt. Wenn umgekehrt f eine Funktion auf R mit der
Periode 27 ist, dann gibt es eine Funktion F auf T, so dass f(t) = F(e') gilt. Folglich kénnen
wir Funktionen auf T mit 27-periodischen Funktionen auf R identifizieren. Um die Schreibweise
zu vereinfachen, werden wir gelegentlich f(t) statt f(e') schreiben, selbst wenn wir f als auf T
definiert voraussetzen. Mit diesen Vereinbarungen definieren wir L,(T) fir 1 < p < oo als die
Klasse aller komplexen, Lebesgue messbaren, 2m-periodischen Funktionen auf R, deren Norm
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endlich ist.
Anders formuliert: Wir betrachten LP(u), wobei p das Lebesgue Maf auf [0, 27] (oder auf T)
dividiert durch 27 ist. Der Faktor 1/(27) in der zweiten Gleichung fiihrt in der zu entwickelnden

Theorie zu formalen Vereinfachungen. Zum Beispiel ist die L,-Norm der konstanten Funktion
1 gleich 1.

Definition 1.1.1. FEin trigonometrisches Polynom ist eine endliche Summe der Form

N
f(t) =ao+ Z(an cosnt + by sinnt), (t € R), (1)
n=1
wobei ag, a1, -+ ,any und bg,by,--- ,by komplexe Zahlen sind.

Wegen der Eulerschen Formel kann (1) auch in der Form
f(t) _ Z Cneint
n=—N

geschrieben werden, was in den meisten Fillen zweckméfBiger ist. Es ist klar, dass jedes trigo-
nometrische Polynom periodisch mit der Periode 27 ist.
Wir setzen

un(t) = ™, n € Z.

Wenn wir das innere Produkt in Ly(T) durch

™
1 _
(f.9) = o [ et
T
definieren, zeigt eine einfache Rechnung, dass

(un,um) = i / 6i(m—m)t dt — 1, firn=m .
2 0, firn#m

—Tr

gilt.

1.2 Beschrinkte lineare Operatoren

Definition 1.2.1 (Beschrinkter linearer Operator). Die Funktion A heifst linearer Operator,
wenn fir alle x, y und o € C

1) Az +y) = Alx) + A(y),
2) Alax) = aA(z).

Und der lineare Operator A : Hy — Ho (H1, Ha sind Hilbertrdume) heif$t beschrdnkt, wenn

sup [|Az| < oo.
llxll<1



Sei f: A — A. Im folgenden darstellen wir L(A) stets ein linearer beschrankter Operator.

Beispiel 1.2.2. Alle linearen Operatoren von einem endlichen dimensionalen Hilbertraum in
einen Hilbertraum sind beschrénkt. Sei A : H; — Hg mit dimH; < oo und sei {¢1,- -, ¢n}
eine Orthonormalbasis von H;. Dann gilt

n n

z=> (08 pp und Az = (z,04) Apy.
k=1 k=1

Zusitzlich

1

n n 1 1 n
1Az <>~ [z, o)l IAgkll < Q- Kz, on)l?)? ZHA%H 2 = Jlall O Il Awxl®)2
k=1 k=1 k=1

- 1
1Al < O 1Ak 2.
k=1

Falls H1 = Ho und Ay = A\ppr, 1 < k < n dann gilt

| Az]?

<Z <$, (Pk> A‘)Olﬁ Z <£L', @k) A(pk>

k=1 k=1

n
= Yl ol < M2 2l M = max|.

Das heifit || A|| < M. Andererseits gilt, weil ||p;|| =1 ist,

|A| > | Akl = M|, k=1,---,n.
Also ist insgesamt

14} = max [Ag] (2)

Beispiel 1.2.3. Sei H = La([a,b]) und a(t) eine stetige komplexwertige Funktion auf [a, b].
Dann definieren wir A : H — H als

(Af) @) = a®) f (). (3)
A ist linear und fiir M = nax, la(t)| gilt
Jaf)? /m 2 ae< 02 ||,

Das heiit ||A|| < M. Jetzt zeigen wir ||A|| = M. Wihle ¢y € [a,b] mit M = |a(tp)| und sei
{¢n} € H die Folge

B Totelto— L to+Lina,b]
on(t) = :
0, sonst



Dann gilt

t0+%

2 n
lonll? = [ Gae=1

1
to—g

und wegen der Stetigkeit von a(t) bei ¢y, gilt

to+1
A1 > gl =5 [ 1a®F dt — la(eo)?.
Das heiit ||A|| > |a(to)| = M und insgesamt ||A|| = M.
Beispiel 1.2.4. Sei a(t) eine stetige komplexwertige Funktion auf dem abgeschlossenen Interval

[a, b] und definieren wir einen beschréankten linearen Operator A auf H = Lo ([a, b]) mit (Af)(t) =
a(t)f(t). In Beispiel 1.2.3. haben wir gezeigt, dass [|A|| = m[wg] |a(t)|. Nun betrachten wir die
t€la,

Invertierbarkeit des Operators. Wenn a(t) # 0 und V¢ € [a,b], dann ist A invertierbar (da
(A™'9)(t) = 9(t), und

1
-1 _
1A = rela] Ja(t)]

Umgekehrt, sei A invertierbar. Jetzt ist unsere Behauptung a(t) # 0, V¢ € [a,b]. Fiir jedes
feH, ||Af]| > ﬁ || f]l. Setzen wir a(tg) =0, to € [c,d]. Dann gilt

Ve>0, 36> 0, |t —to| < 8 = |a(t)] < e

Definieren wir

1, |[t—ty| <4
fiy=q o=
0, ‘t — t0| >0
Dann gilt
to+0
1AFI? = / la®)P LFOF < E1f17
to—0

Aber wenn € < ﬁ ist, ist das ein Widerspruch zu ||Af| > m | f1|. Insgesamt gilt:

Der beschrankte lineare Operator A ist invertierbar < a(t) # 0, Vt € [a, b]. (4)

Nun betrachten wir die Matrixdarstellungen von beschrinkten linearen Operatoren. Sei
A : H — H ein beschriankter linearer Operator, und @1, @9, - eine Orthonormalbasis. Dann
gilt fiir alle z € H, x = >, (z, ;) p;. Weil A stetig und linear ist, kénnen wir folgende Glei-
chung erhalten:

J



Anstelle von x in Az benutzen wir ;.

A =Y (Apj, or) or.
k

Wenn diese zwei Gleichungen kombiniert werden, bekommen wir

Am—zz z, ;) (Apj, k) wk—zz ) (Apj, or) Q-

Wenn Az = y, impliziert die obige Gleichung

(Apr, 1) (Apa, 1) -\ [(z,91) (Y, ¢1)
(Ap1, p2) (Apa, p2) - (,02) | = [ (v 02)
Sei 1,2, - eine Orthonormalbasis auf 4 und sei A : H — H ein beschrankter linearer

Operator. Dann wird die Matrix ((Ap;, ¢;)); die Matrixdarstellung.

Beispiel 1.2.5. Sei H = La([—n,7]) und sei a(t) die beschrinkte komplexwertige Lebesgue
messbare Funktion auf [—m,7]. Definieren wir A € L(H) als (Af)(t) = a(t)f(t). Wir bestim-
men die matrixdarstellung {a;; }75,_ ., von A beziiglich der Orthonormalbasis ¢n(t) = \/%emt,
n=0,+1,+2 . Sei

Dann gilt

™

1 o
ajr = (Apk, @) = Py /a(t)el(k])t dt = aj_g.

—T

Also ist die Matrixdarstellung von A gleich

al a a_—1
ay ag a_—1

Definition 1.2.6. Eine Matriz der Gestalt {a;—x}75,__., heift eine Toeplitz Matriz.

— 00



1.3 Invertierbare Operatoren

Definition 1.3.1. Der Operator A € L(H1,Ha) heifst invertierbar, wenn A~1 € L(Ha, H1) mit

A Ax =2 Vo e Hy
und
AA Yy =y Yy e Ho

existiert.
Der Operator A~ heifit die Inverse von A.

Natiirlich hat A hochstens eine Inverse. Wenn A invertierbar ist, bildet jedes y € Ho nur ein
x € Hy ab. D.h. wir kénnen Az =y als © = A~!y darstellen.

Theorem 1.3.2. Sei A € L(H) und || A|| < 1. Dann ist I — A invertierbar und fiir jedes y € H

(I-A)ly=> Ary (A°=1). (6)
k=0

Zusdtzlich ist

(I-A)"=> Ar =0

k=0

und

I =7 <

L— Al

Beweis. Die Reihe Y 32, A* ist konvergent. Sei y € H, und definiere S,, := Y }_, A¥y. Dann
gilt fir n > m

n n
k
150 = Smll < 7 [ A%y| < Wl D2 14l* o,

k Al™
da Zzimﬂ | A[l" = 1“_‘}‘,”-
Jetzt definieren wir eine Abbildung B : H — H mit By = > ;- AFy. Dann ist B linear und

> 1
By|| < Al¥ lyll = () yl| .
Byl kZOH 1™ Nyl T4 [yl

: 1
Also ist || B|| < Ty und

(- MBy = (I-4) Ay=3 (1 A)aky
k=0 k=0

= Y AFI—-Ay=B(I- Ay
k=0
oo o

— ZAky_ZAk—i-ly =y.
k=0 k=0
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Folglich ist I — A invertierbar und (I — A)~! = B. SchlieBlich ist

n 00 0
(=A== s | S Ak < 3 4l oo
k=0 llyll=1 k=n+1 k=n+1

Nun betrachten wir Projektionen und einseitige Invertierbarkeit von Operatoren.

Definition 1.3.3 (Direkte Summe und Projektion). Sind M und N lineare Teilrdume eines
linearen Raumes X, so schreiben wir X = M + N, wenn gilt M + N, M NN = {0}. Man
spricht in diesem Fall von einer direkten Summe. Ist auf X ein inneres Produkt gegeben und
gilt zusdtzlich M 1 N, so schreibt man X = M @® N und spricht von einer orthogonalen Summe.
Fiir einen Vektorraum X sei an das Konzept einer Projektion aus der Linearen Algebra erinnert.
Das ist eine lineare Abbildung P : X — X, fir die P2 = P gilt.

Bemerkung 1.3.4. Wenn P eine Projektion auf H ist, dann ist I — P auch eine Projektion
auf H,da (I — P)>=1—-2P+P?>=1-P.

Theorem 1.3.5. Sei A € L(H1,Hza) ein Operator und dieser Operator habe eine linksseitige
Inverse L. Dann ist ran A und ker £ abgeschlossen, und ran A + ker L = H. Der Operator AL
ist eine Projektion auf ran A und ker AL = ker L.

Beweis. Nach der Voraussetzung hat A eine linksseitige Inverse £. Also ist ker A C ker LA =
ker I = {0}. Der beschriinkte Operator AL ist eine Projektion, da (AL)? = A(LA)L = AL.
Wegen ran AL C ran A und ran A = ran(AL)A C ran AL, gilt ran AL = ran A. Also ker AL C
ker LAL = ker £ und ker £ C ker AL. D.h. ker AL = ker £ und

H =ran A @ ker L. (7)
O

Theorem 1.3.6. Sei A € L(H1,Hsa) ein Operator und dieser Operator habe eine linksseitige
Inverse L € L(Ha,H1). Wenn B € L(H1,Hs) ein Operator mit |A — B|| < ||£||" ist, dann
hat B eine linksseitige Inverse

Li=LUI-(A-B)L) = (i[(A - B)E]k> (8)

k=0

und zusdatzlich ist
codimran B = codimran A.

Beweis. Nach ||A — B|| < ||£]~" und Theorem 1.3.2 ist der Operator I — (A — B)L invertierbar
und (I — (A—B)L)™1 = Y22, [(A — B)L]*. Also ist

LIB=L(I-(A-B)L)'B=£LI—-(A-B)L)'[I-(A-B)LJA=LA=1.
Nun definieren wir C' := (I — (A — B)L). Dann gilt
ranCA @ Cker Lran B @ Cker L.

Schliefilich ist

codimran B = dim C ker £ = dim ker £ = codimran A.



Definition 1.3.7. Sei A € L(H1,H2) ein Operator. Man sagt, dass A rechtsseitig invertierbar
ist, wenn ein Operator R € L(Ha, H1) mit AR existiert. Der Operator R heifit eine rechtsseitige
Inverse von A.

Theorem 1.3.8. Sei A € L(H1,Hz) ein Operator und dieser Operator habe eine rechtsseitige
Inverse R € L(Ha,H1). Wenn B € L(H1,Hs) ein Operator mit |[A— B| < |R| ™" ist, dann
ist B eine rechitsseitige Inverse von A.

Ri=I—-R(A—-B) 'R = i[R(A —~ B)*R (9)
k=0

Zusdatzlich ist
dimker A = dim ker B.

Beweis. Nach |R(A — B)|| < 1 und Theorem 1.3.2 ist der Operator I — R(A — B) invertierbar
und (I —R(A— B))™! =37 [R(A - B)*R. Also ist

BRy=B(I-R(A-B))"'"R=A[(I -R(A-B)][I-R(A—-B) 'R = AR = 1.

Nun definieren wir C' := (I — R(A— B)). Wegen B = A[l — R(A — B) = AC und der Invertier-
barkeit von C gilt

dimker B = dim ker(AC) = dim(C ™' ker A) = dimker A.

2 Operatoren auf /s

In diesem Abschnitt betrachten wir Operatoren auf l3(Z) bzw. l(N) mit der Eigenschaften,

dass die Matrix relativ zu der kanonischen Basis in diesem Raum eine besondere Struktur hat.
Namlich

ayp a—1 a—»9
aq ao a_1
aq ag a_1 . bzw. as al ag N (10)

apg a_1 G_o

ag al ag

Die Elemente der obigen Matrix auf den Diagonalen sind parallel zu der Hauptdiagonalen, d.h.
jedes Element ajj ist nur abhingig von j — k. Man nennt einen der ersten Gestalt Laurent
Operator, einen der zweiten Gestalt Toplitz Operator.

2.1 Der Laurent Operator auf /5(Z)

Definition 2.1.1 (Laurent Operator auf [2(Z)). Ein Laurent Operator A ist ein beschrdnkter
linearer Operator auf lo(Z) mit der Eigenschaft, dass die Matriz mit der kanonischen Orthonor-
malbasis {e;}52_ ., von lo(Z) die Form (10) hat. Das heifst, ein beschrinkter linearer Operator
A auf 15(Z) ist genau dann ein Laurent Operator, wenn (Aey,e;) nur abhdingig von j — k ist.



Lemma 2.1.2. Ein beschrinkter linearer Operator A auf l3(Z) ist genau dann ein Laurent
Operator, wenn A mit dem bilateralen Shift auf lo(Z)' kommutiert.

Beweis. Sei {e;}32_, die kanonishe Orthonormalbasis auf l3(Z). Dann kénnen wir nach der
Definition 2.1.1 aji, = (Aeg, e;) setzen. Nun ist

V( 7€—17§07§17”') = ( 76—275—17507"'>'
Also ist Vej = ejy1, Vj € Z und wegen der Orthonormalitit V* = V1.2 Daraus folgt

<VA6k,€j> = <Aek, V*ej> = <A€k,vilej> = <A6k,€j_1> = Aj-1k, (11)

(AVer, ¢j) = (Aekyr, €j) = @ikt

(11)
Es folgt dass VA = AV genau dann, wenn (V Aey, e;) = (AVey, €;), j, k € Z. Das heifit

A kommutiert mit V' < a;_1 = ajr41 & A ist ein Laurent Operator

O]

Proposition 2.1.3. Sei a eine beschrinkte komplexwertige Lebesgue messbare Funktion auf
[—7, 7] und sei M der Multiplikationsoperator mit a am La[—m, 7], d.h.

(Mf)(t) =a(t)f(t), f€ La([-m,7]).
Dann ist der Operator A = FMF~! ein Laurent Operator, wobei F Fourier Transformation
auf Lo[—m, | ist. Wir bezichnen A als den Laurent Operator mit Symbol a.

Beweis. Im Beispiel 1.2.3. haben wir schon gezeigt, dass M ein linearer beschriankter Operator

auf Lo[—m, 7| ist. Die Matrix von M beziiglich der Orthonormalbasis ¢, (t) = \/%emt mit

n € Z hat nach Beispiel 1.2.6. die Gestalt (10) mit a, = \/% [ a(t)e=™tdt, n € Z. Also

ist A = FMF~! ein linearer beschrinkter Operator auf l3(Z) und die Matrix von A mit der
kanonischen Orthonormalbasis von l3(Z) wird als die Matrix (10) dargestellt. Also ist A ein
Laurent Operator. 0

Bemerkung 2.1.4. Normalerweise benutzt man a(t) = w(e), wobei w am Einheitskreis defi-
niert ist.

Die Relation A = FMF~! ergibt auch das folgende Theorem.

Theorem 2.1.5. Sei A der Laurent Operator mit der stetigen Funktion a. Dann ist A genau
dann invertierbar, wenn a(t) # 0, —w <t < 7. Wenn A invertierbar ist, ist A~1 der Laurent
Operator mit der Funtion % D.h. es gilt

b b_1 b_g
bo b1 bo

!Bin unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum ist nach dem Satz von Fischer-Riesz isometrisch isomorph
zu I :={(a;)ic1 € C'; 3, |as]* < oo}, wobei I eine abzihlbar unendliche Menge ist, zum Beispiel I = Z oder
I = N. Der Operator V : £2(Z) — £*(Z), (an)nez > (an—1)nez heiBt bilateraler Shiftoperator.

2Seien H1 und Mo Hilbertrdume und 7' : Hi1 — Ho ein linearer beschrinkter Operator. Der adjungierte
Operator T™: Ho — H; ist durch die Gleichung (T'z, y)3, = (z,T"y)2, definiert.



wobei

bn e "tdt, nel.

™
_ ! / 1
V2 J al(t)
Beweis. Sei M der Multiplikationsoperator mit a auf Ly ([—, 7]). Nach dem Beispiel 1.4. wissen
wir schon, dass M invertierbar ist genau dann, wenn a(t) # 0 fir [—7, 7). Und in diesem Fall ist

M~ der Multiplikationsoperator mit b = % Wegen A = FMF 1, ist A genau dann invertierbar,
wenn M invertierbar ist. Weiters ist A=! = F~1M~LF, O

Korollar 2.1.6. Das Spektrum? des Laurent Operators A mit der stetigen Funktion a ist
o(A)={a(t)| —m <t <7} (12)

Beweis. Setzen wir A € C. Dann ist Al — A wieder ein Laurent Operator, ndamlich der Laurent
Operator mit der stetigen Funktion ¢t — A — a(t). Wenn wir Theorem 2.1.5 anwenden, erhalten
wir

Al — A ist nicht invertierbar < X\ —a(t) =0, t € [—7, 7).
Das ist dquivalent zu

Aeo(A) e A=alt), te|—m, 7]

2.2 Der Toeplitz Operator auf [5(N)

Definition 2.2.1 (Toeplitz Operator auf I3(N)). Sei T' ein beschrinkter linearer Operator auf
lo. Dann besagt die folgende Matriz

ailp a2 ais
T a1 az2 a3 - 13
- a31 a32 a33 P ) ( )

dass die rechte Seite dieser Matrix die Matriz beziglich T und die kanonische Orthonormalbasis
e1, €, +-- in lo ist. Man sagt, dass T ein Toeplitz Operator ist, wenn

ayg a—1 a_9
al agn a_1
az a1 ao

In diesem Fall beziehen wir uns auf der diesen Matrix als Standardmatrix-Darstellung.
Denken wir, dass e; = (0,---,0,1,0,---), wo der erscheint in des j-th Elements. Dann ist T’
genau dann ein Toeplitz Operator, wenn (T’ey, e;) nur abhéngig von j — k ist.

Lemma 2.2.2. Sei S der Rechtsshift. Ein Operator T auf lo(N) ist genau dann ein Toeplitz
Operator, wenn T = S*T'S ist.

3Sei A eine Algebra mit Einselement. Fiir a € A heifit o(a) := {\ € C: (a — AI) ist nicht invertierbar} das
Spektrum von a.

10



Beweis. Sei T eine Matrix (13). Dann gilt fir alle j, bk =1,2,---
(S*T'Sey, e;) = (T'Sey, Sej) = (T'Sexi1,€j41) = Apt1,j4+1-
Das heifit
T =S8"TS < agj = agt1,j+1 < T ist ein Toeplitz Operator.
O

Jetzt iiberlegen wir uns, ob das Produkt der Zwei Toeplitz Operatoren wieder ein Toeplitz
Operator ist. Sei S der rechtsshift und sei S* der Linksshift. Beide Operatoren sind Toeplitz
Operatoren. Dann ist S*S identischer Operator auf I3 und

0 00O

SS* =

o O O
= o O

10
0 1
00

Also ist SS5* # S*S, d.h. S und S* sind nicht normal und das Produkt der zwei Toeplitz
Operatoren ist kein Toeplitz Operator. Aber fiir jedes n > 0 und m > 0 gilt

(Sf*)Tn—TL7 m Z n7

. 14
Snm, n>m (14)

In der Folge identifizieren wir den Raum Il mit dem abgeschlossenen Teilraum von l3(7Z)
aus allen Folgen (§;);ez, so dass §; = 0 fiir j < —1 und bezeichnen mit P, die orthogonale
Projektion von ly(Z) auf ly. Mit einer beschriankten komplexwertigen Funktion auf T kénnen
wir einen Toeplitz Operator auf l3(N) assoziieren. Fiir eine solche Funktion w betrachte den
Laurent Operator mit Symbol w, und setze

T= PZ2A|12’ (15)

Dann ist T ein beschriinkter linearer Operator auf lo. Weiters ist T' ein Toeplitz Operator?.
Nun betrachten wir einen Toeplitz Operator mit stetigem Symbol w.

Theorem 2.2.3. Die Norm des Toeplitz Operators mit stetigem Symbol w ist gegeben durch

1T = m‘glwwl-
Beweis.
R — < — = .
< 1T = [[PA| < [|A]l _max la(?)] max w(N)]

> Jetzt ist unsere Behauptung ||T'|| > ||A|. Sei Hn, N € Ny der abgeschlossene Teilraum
von l2(7Z) aus allen Folgen (§;);ez, so dass & = 0 fiir j < —N — 1. Dann gilt Ho = l> und
Ho C H1 C Ha C ---. Bezeichnen wir mit Py, die orthogonale Projektion von l3(Z) nach Hy,
dann gilt fiir jedes x = (&j) ez in l2(Z)

~N-1

lz = Pyl = 3 1P =0 (N = o0). (16)
j=—o00

1Sei A = ZS:N ant™, t € T ein Laurent Polynom. Dann nach der Projektion wird A als 27]:7:0 ant™ sein. D.h.
PA ist ein Toeplitz Operator.

11



Wenn --- | e1,ep,e1,--- die kanonische Basis auf l9(Z) ist, ist e_n,e_nyt1,€—N42, - eine Or-
thonormalbasis auf H . Daraus folgt, dass wie (15) mit diesen Basen die Matrix von Py, Al
durch

ap a-1 a_—»9
al ap a_1
a9 aq a

gegeben ist, d.h. || Py, Al || = |7 fir jedes N.

Nun fixieren wir € > 0 und wéhlen x € [3(Z), sodass ||z|| = 1 und ||Az|| > ||A|| — e. Wegen
(16) gilt Pyyx — z und Py, Ax — Az fir N — oo. Also koénnen wir ein positives N’ mit
= PH'N x finden und es gelten folgende Eigenschaften.

04 |2/ <1+e ||A2']| > |A] e

Natiirlich gilt nach (15) das auch Py, Az’ — Az’ fiir N — oo. Daraus folgt IN" > N, || Py Ax’H >
|A|| — e. Wegen 2’ € H)y und N” > N’ gilt 2’ € H, und
[P Al | = [P Aw]| -
L= ] 1+e
Also ist || )| > 1412¢. Weil ¢ beliebig war, ist ||| > [|A] . O

2.3 Band Toeplitz Operatoren

Seien p,q € N mit p,¢q > 0. Dann heiffit eine Matrix A eine Bandmatrix der Bandbreite | =
p + g + 1, falls fiir ihre Elemente a;; gilt:

a;; =0 fiir j +p <t oderi+q<j.

Neben der Hauptdiagonale sind also nur p der unteren und ¢ der oberen Nebendiagonalen
besetzt.

ail al(q+1) 0 0
G(p+1)1
0
0
A(n—g)n
0 0 an(n_p) Ann

In diesem Abschnitt betrachten wir die Invertierbarkeit eines Toeplitz Operators mit einem
Symbol w von der Gestalt

q
wA) = > Aay,  VpgeN (17)
k=—p

Die Matrix eines solchers Operators ist eine Bandmatrix. Daher spricht man auch von einem
Band Toplitz Operator.
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Lemma 2.3.1. Der Band Téplitz Operator R mit Symbol w(\) = ZZ:_p Neay,, Vp,q € N ist
gegeben als

R=a_pSP+---+a_15" +apl +a1S+---+agS7.

Beweis. w(\) = a_pA P+ +a_1 A Hagt+ar A1+ - +a, A7 In dieser Gleichung sind —p, - -+ , —1
negativ, so nach (14) ist (S*)™S™ = S™~™. Natiirlich sind 1,--- , ¢ positiv, so verwenden wir
(§*)mSm = (S*)™". Also

R:=a_,S"+ - +a_ 15" +apl + a1 S+ -+ ay5.
O

Wir wissen schon S*S = I, sodass der Operator R(a + bS), Va,b € C wieder ein Band
Toeplitz Operator ist. Natiirlich ist das Symbol R gegeben durch w(\)(a + Ab). Ahnlich ist
(c+ dS*)R, Ve,d € C ein Toeplitz Operator und sein Symbol ist die Funktion (¢ + dA™1)w(N).
Aber wegen des Theorem 2.2.1 sind (a + bS)R und R(c + dS*) im Allgemeinen keine Toeplitz
Operatoren.

Eine Funktion w der Gestalt (17) kann in der folgenden Form geschrieben werden:

WA =eX"A—a1) - A=a)A=p1) - (A=PBm), c#0, 7> 0, (18)

wobei aq,---a; € C im offenen Einheitskreis® sind und Bi,---Bm € C auf dem Rand des
abgeschlossenen Einheitskreises oder im Aueren des abgeschlossenen Einheitskreis® sind.

Sei k :=1—1r. Wenn w(\) # 0, V|A] =1 (d.h [5;], 1 < j < m), so ist k die Anzahl der
Umlidufe der Kurve t +— w(e), —7 < ¢t < 7, um der Nullpunkt. Man spricht daher von der
Windungszahl beziiglich 0. Wihlt man ein stetiges Argument argw(e®), so ist

1

k= o forge(e) .

Die Frage nach der Invertierbarkeit eines Band T6plitz Operators wird durch den folgenden
Theorem beantwortet.

Theorem 2.3.2. Sei w eine Funktion der Gestalt (17), und T der Band Toeplitz Operator mit
Symbol w. Schreibe w in der Form (18), und setzt k := 1 —r. Dann gilt
l

(i) Fallk>0: T= CH(I — ;%) S* ﬁ(s — B;I)

(ii) Fall k <0 : —cH (I — ;i S*)(5*)~ HS B;I)

"Die Menge von Punkten, deren Abstand von 0 kleiner als 1 ist, d.h D1(0) := {Q : |Q| < 1}.
HQ:lQl > 1}
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Beweis.

wA) =Y Nap = AN —a) - A—a)A=B1) - (A= Bm)
l m
= AT [Jr - ) H)\ B;)
=1 7j=1
l N — m
= A" (A= 5j)
(I

l

= cH(I—ai)\fl)/\l "

:cHI ;A ﬁ)\ Bj) =

Sei k :=1—r > 0. Nach (14) ist (S*)™ = S" ™, d.h. Der Band Toeplitz Operator mit Symbol
S ist

(A B;)

.::13

Die Beweis von (i7) ist analog. O

Lemma 2.3.3. Fir |o| <1 und || > 1 sind die Operatoren I — aS™ und S — BI invertierbar,
und

1 a o o
01 a a?
(I—aS") 1= 0 0 1 « ’
00 0 1
1 0 0 O
gt 1 0 0
_ -2 -1
(S—pN~'=-5 2_3 g_Q Bl‘l ; (19)

Fiir |a| = |B| = 1 sind die Operatoren I — «aS™ und S — BI nicht invertierbar.

Beweis. Fir |of < 1 gilt ||aS*|| < 1. Nach dem Theorem 1.3.2 ist [ — aS™ invertierbar und
wegen S — BI = —B(I — 3719) ist S — BI auch invertierbar. Und wenn A = 1 ist, geht die
Rechtsseite von (6) gegen unendlich. Also die Operatoren die Operatoren I — aS* und S — I
werden nicht invertierbar fiir |o| = || = 1 sein. O

Theorem 2.3.4. Sei T der Band Toeplitz Operator mit Symbol w wie in (18) und setze k := l—r.
(i) Der Operator T ist linksseitig invertiervar, genau dann wenn w(e®) # 0, —m <t <7
und ImT' linksseitig invertierbar, so ist codimImT = k, und

m l

S | (R ICRL) § (RO (20)

j=1 =1

14



ist eine linksseitige Inverse von T.
(ii) T ist rechtsseitig, genau dann wenn w(e®) # 0, —7 < t < 7 und ImT linksseitig
invertierbar, so ist codimkerT = k, und

!
_ 1 H (5 — ﬁjf)_ls_l H(I _ aiS*)_l, (21)

ist eine rechtsseitige Inverse von T.

Beweis. Um das zu zeigen, teilen wir den Beweis in zwei Schritte.

Schritt 1)
Sei w(e) # 0 fiir —m < t < 7. Daraus folgt, dass f1,--- , B im AuBeren des abgeschlosse-
nen Einheitskreises sind, d.h. ;] > 1 fir j =1,--- ,m.

Sei k=1—1r > 0. Nach dem Theorem 2.3.2 erhalten wir

l

T =c][(I - asS)S*T](S - D). (22)

i=1 j=1

Wie vorhin erwithnt ist S'" der Band Toeplitz Operator mit Symbol A=, Also ist die rechte
Seite von (22) ist der Band Toeplitz Operator mit Symbol

l m

w(A) = CH(I — Ozi)\_l))\l_r H()\ — Bi).
i=1 i=1
Weil 0 = w, gilt (22).
Nach dem Lemma 2.3.3 sind I — «;5* und S — ;I fir |o;| < 1 und |G| > 1 invertierbar,
sodass die Operatoren

l

[ - is*) und J](S - 8,1) (23)

i=1 j=1

auch invertierbar sind. Also ist der Operator T~! von (20) wohldefiniert und mit (S*)*S* = I
gilt 77T = I. D.h. T ist linkssetig invertierbar und 7! ist eine linksseitige Inverse von 7.
Nach (22) und der Invertierbarkeit von (23) kénnen wir wissen, dass

codimIm T = codimIm S* = k.

Nun zeigen wir (ii). Sei k& < 0, d.h. I < r. Nach der Produktregel, was wir schon oben
verwendet haben, gilt

l

T=c]](T—a:5%)(5%) Hs B8;1) (24)

=1

Weil die Operatoren (I — «;S*) und (S — ;1) invertierbar sind, ist der Operator 7! wohlde-
finiert. Und mit (S*)"*S~% = I gilt TT~! = I. D.h. T ist rechtsseitig invertierbar und 7! ist
eine rechtssetige Inverse von T'. Nach der Invertierbarkeit von (23), kénnen wir wissen, dass

codimker T' = dim ker(S*)_l’C = —k.
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Schritt 2)

Jetzt zeigen wir, dass T links oder rechtsseitig invertierbar ist. Unsere Behauptung ist
w(e) # 0 fiir —m < t < 7. Verwenden wir fiir unsere Behauptung die Widerspruchsannah-
me. Wir nehmen an, dass w eine 0 auf dem Einheitskreis mit |A\| = 1 hat. Dann gilt |5;| fur
mindestens ein k. Wéhlen wir ein solches 85 und setzen wir

w(A) w(A)

A= B A—=Br

Dann sind w; und wsy die Funktionen von dem gleichen Typ wie w. Seien 177 und 75 die Band
Toeplitz Operatoren mit den Symbolen wy und wo. Weil

W) = w1 (N = Br), w\) = (1= BrA Hwa(N),

w1<)\) = CL)Q()\) = A

erhalten wir
T=T.(S—BI), T=1-prS)T. (25)

Nach des Lemma 2.3.3, ist S — i nicht invertierbar, weil 8| = 1. Also wird T' der ersten
Gleichung von (25) nicht linksseitig invertierbar sein, d.h. T muss rechtsseitig invertierbar sein.
Und (I — BS*) ist rechtsseitig invertierbar, sodass (I — (15) linkssetig invertierbar ist. Aber
nach dem Lemma 2.3.3 ist Letzteres nicht moglich, weil || = 1. O

Theorem 2.3.5. Sei T der Band Toeplitz Operator mit Symbol w wie in (18) und setze k := l—r
Dann ist T invertiervar, genau dann wenn w(e®) #0, —r <t <mundk=1—1r=0.
Ist T invertierbar, so gilt

l

%Hs B [ - iS5, (26)

i=1
wobei S der Rechtsshift auf ly ist.

Beweis. folgt sofort aus Theorem 2.3.4. O

Korollar 2.3.6. Seiw von der Gestalt (17), und sei T der Band Toeplitz Operator mit Symbol
w. Dann ist die Resolventen Menge o(T) von T gleich der Menge aller Punkte A € C fir die
A # w(e), —m <t < 7 gilt und die Windungszahl von w(-) — X beziiglich Null ist gleich Null.
Zusdtzlich ist der Spektralradius von T gleich der Norm von T.

Beweis. Wir wissen schon, dass der Operator T' — A\I der Band Toeplitz Operator mit Symbol
w(-) — A ist. Die Behauptung iiber o(T) folgt aus Theorem 2.3.5. Weil w(e) € o(T) fiir jedes
—m < t < m, ist der Spektralradius r(T') = sup{|A| | A € o(T)} > max_r<i< !w(eit)‘. Nach
dem Theorem 2.2.3 ist max{w(e®)} = ||T. O

3 Operator auf [,

3.1 Der Laurent Operator auf [,(Z)

In diesem Abschnitt, setzen wir die Theorien des Laurent Operators auf [,(Z) mit 1 < p < oo
fort. Um die Prisentation so einfach wie moglich zu halten, muss man eine Klasse der speziellen
Symbole, ndmlich die analitisch in einem Kreisring um den Einheitskreis liegen wéhlen. Fiir
diese Klasse der Symbole sind die Resultate unabhingig von p. Ab jetzt diskutieren wir iiber
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die linke und rechte Invertierbarkeit und betrachten die Eigenschaften von Fredholm.
Zuerst betrachten wir die Invertierbarkeit des Laurent Operators auf [,(Z)7 mit 1 < p < oo.
Sei L so ein Operator, x = (z;);jez ein Element in [,(Z) und y = (y;);jcz ein Element mit

Lr =y, yo = Z Un—kZ, N € L. (27)

Zusétzlich nehmen wir an, dass die Konstante C' > 0 und 0 < p < 1 existieren, sodass
lan| < c,o'"', n € 7. (28)

Dann ist der Operator L wohldefiniert und beschrinkt. Um die Wohldefiniertheit zu zeigen,
stellen wir Lz mit bilateralem Shiftoperator auf [,,(Z) dar. Sei V' ein folgender Operator:

V((l”j)jez) = (xjfl)jEZ-

Natiirlich ist V' invertierbar und ||[V"| =1 fiir jedes n € Z.
Jetzt ist unsere Behauptung

)
Lx = Z a,V'z, x € l,(Z).
v=—0c0
Weil
oo oo oo
Z aV(Vygj)n: Z Ay Tn—vy \:,_/ Z an—kxk:(Lx)nv
V=—00 V=—00 vi=n—k k=—00

ist unsere Behauptung gezeigt.
Der Beweis der Beschrianktheit ist nicht schwierig.

[e.9] o0

La|| < VP < v :
1Ll < Y lal VP2 < () lau)) 2]

v=ee Vo=t v=m

Also L ist beschriankt und [|L|| < Y07 |ay,|.

V=—0o
Nun iiberlegen wir uns die folgende komplexe Funktion:

a(l) = i ap\", AeT (29)

n=0oo

Wir stellen fest, dass die Bedingung (28) #dquivalent zu der Forderung, dass « analytisch in
einem Kreisring mit dem Einheitskreis sein muss. Wir koénnen den Koefizient a,, von (29) durch

™

1

T

an alee ™ dt, necZ

finden. Nennen wir @ das Symbol des Laurent Operators L.

Sei A die Menge aller komplexwertigen Funktion a auf dem Einheitskreis, die sich auf einige
analytische Kreisringe mit dem Einheitskreis befinden. Dann ist A abgeschlossen beziiglich der
Addition und Multiplikation der Funktion. Also wenn « € A ist und nicht auf dem Einheitskreis
verschwindet, gehort o=t zu A, wobei a™1(A\) = 1/a()), VA € T.

"1,(Z) ist ein Banachraum.
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Theorem 3.1.1. Sei L, der Laurent Operator auf l,(Z) mit o € A. Dann gilt,
L ist invertierbar < L., verschwindet nicht auf dem Einheitskreis .

Und zusitzlich gilt (L)™' = Lo-1.
Beweis. Zuerst betrachten wir (Ly)~!
det.(Widerspruchsannahme!)

= L,-1, falls L, nicht auf dem Einheitskreis verschwin-

Schritt 1.
Es ist zweckméfig, dass fiir jedes o und 5 in A

LoLg = Lag (30)

gezeigt wird. Um (30) zu beweisen geniigt es zu zeigen, dass LoLge; = Lqgej, wobei e; =
™
(0jn)nez Kronecker delta ist. Wegen Lge; = (by—j)nez mit b, = \/%;[; Bet)e ™ dt, n € Z (L

ist ein Laurent Operator!), konnen wir nach der Formel (27) folgendes erhalten:

(LoLpej)n = an_bp;. (31)

k=—o00

Die rechte Seite von (31) ist gleich dem Koeffizient ~,_; von A"~/ in der Laurent Reihenent-
wicklung von y(A) := a(A\)5(A), d.h.

Z an—kbk—j = (Loz,Bej)n-

k=—o00

Also haben wir (12) gezeigt.
Nun nehmen wir an, dass a nicht auf T verschwindet und setzen 3 = a~!. Wegen (30)
erhalten wir

LaLg1 =1, Ly1La =1,
wobei ein I identischer Operator auf L,(Z) ist. Also (L)~ = Ly-1.

Schritt 2.

Nun betrachten wir die umgekehert Richtung. Sei L, invertierbar. Unsere Behauptung ist
a(A) # 0 fir jedes A € T. Um diese Behauptung zu zeigen, machen wir die Widerspruchsan-
nahme. Sei a(A\g) = 0 fiir A\g € T und setzen wir € := HLng_l. Dann wird nach dem Theorem
1.3.6 ein Operator L auf I,(Z) invertierbar sein, falls ||L — L, || < e. Und wir haben auch schon
im Therorem 1.3.6 gezeigt, dass Y .~ _ |a,| < €/2. Also kénnen wir natiirlich ein positive ganze
Zahl N mit 3770 v an| < €/2 wihlen. Nun definieren wir a,,(X) == SN v anA® und sei Lo,
der Laurent Operator mit Symbol ajp. Dann gilt

1Za = Layll = D laal <€/2, (32)
n|>N
Ja) —anWI < 3 lanl < /2, A€T. (33)
[n|>N
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Setzen wir L = La, — an(Ao)I. Wegen (33) gilt a(Ao) = 0 d.h. |y (ap)| < €/2. Dann erhalten
wir nach (32) ‘

L, — ﬂ” < € und zusiitzlich ist L invertierbar. Jetzt setzen wir

w(d) = (A=) Han(V) = an(Xo)).

Weil w eine trigonometrische Reihe ist, ist w analytisch auf T. Sei L, der entsprechende Laurent
Operator. Weil L der Laurent Operator mit Symbol ax(A) — an(Ag) ist, wissen wir nach (30)
und (A — Ag)w(N) = an(A) — an(Ag), dass

L=(V =X)Ly, = L,(V = XI). (34)

Wegen der Invertierbarkeit von L erhalten wir, dass V — Aol beidseitig invertierbar und Ao
nicht im Spektrum von V ist. Aber das ist ein Widerspruch zu [Ao| = 1, da (V') = T. Also ist
a(X) # 0 fir alle A € T. O

Bevor wir das Theorem iiber den Laurent Operator ansehen, betrachten wir einen Fredholm
Operator.

Definition 3.1.2 (Fredholm Operator). Seien X wund Y die Banachrdiume. Ein Operator
A€ L(X,Y) heifit ein Fredholm Operator, wenn die Nummer n(A) := dimker A und d(A) :=
codimIm A endlich sind. In diesem Fall ist die Nummer

ind A =n(A4) —d(A),
Wir nennen ind A den Index von A.

Theorem 3.1.3. Sei L der Laurent Operator auf l,,(Z) mit Symbol oo € A. Dann gilt
L ist invertierbar < L ist Fredholm.

Beweis. Sei ein L Fredholm Operator. Wie Theorem 3.1.1 ist es fiir unsere Behauptung genug
zu zeigen, dass a(\) # 0 fir jedes A € T. Wir verwenden dafiir die Widerspruchsannahme.
Sei a(A\g) = 0 fiir A\g € T. Nach dem Stabilitéitstheorem fiir Fredholm® existiert ¢ > 0, sodass

ein Operator L Fredholm werden kann, wenn HL — lNLH < €. Also nach des Theorem 3.1.1,

ist L Fredholm, sodass (34) gilt. D.h. der Operator V' — A\oI ist Fredholm. Aber das ist ein
Widerspruch, weil [\g| = 1. Also a(A) # 0 fiir A € T und L ist invertierbar. O

3.2 Der Toeplitz Operator auf [,(N)

In disem Abschnitt betrachten wir die Invertierbarkeit des Toeplitz Opertors auf dem Banach-
raum [, fiir 1 < p < oo. Sei T' so ein Operator, z = (2;)72, ein Element in I, und y = (y;)52,
ein Element mit

oo
Tx =y, yn:Zan_kxk, n=0,1,2,---. (35)
k=0

Nehmen wir an, dass die Koeffizienten a,, durch

1 ™

= — aleMe™™dt, ne€Z, ac A (36)
2 J_,

an :

8Sei ®(E, F) die Menge der Fredholm Operatoren E nach F. Fiir alle n € Z ist die Menge ®,(E, F) := {T €
®(E, F)|ind T = n} offen in L(E, F'). Insbesondere ist ®(F, F') offen und ind : ®(E, F') — Z stetig.
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gegeben sind, wobei o € A heifit, dass « analytisch in T ist. Mit anderen Worten: Es gilt fiir
c>0und 0 < p <1, dass

lan| < cpl™l, (n € 7). (37)

Die Funktion « heifit das Symbol von T'.

Nach (37) kénnen wir herleiten, dass 7' ein beschrénkter linearer Operator auf [, ist. Um diese
Behauptnung zu zeigen, bemerken wir, dass [, als Teilraum von [,,(Z) bestehend aus alle (X;) ez,
so wie z; = 0 fiir j < 0 identifiziert werden kann. Sei P : [,,(Z) — [, mit P(--- ,z_1, 20,21, -+ ) =
(-+++,0,0,20, 21, ) die Projektion. Also ist ||P|| =1 und T'= PL|Im P, wobei L der Laurent
Operator auf [,,(Z) mit Symbol « ist. Also ist

o0
ITI<ILI< ) lan| < oo (38)

n=-—o0o
Sei eq, e1, e, - - - die kanonische Basis von [,. Dann heifit (35), dass

ap a-1 a-2 --- Zo Yo
a a a-3 --- €1 1

a2 ai apg - €2 Y2

Also, konnen wir anstelle von (35) T" als folgende Matrix vereinfachen.

apg a—1 a_—2

al a a—_1

I'= a2 ay ao

Nun brauchen wir eine Wiener-Hopf Faktorisierung fiir die Invertierbarkeit des Toeplitz
Operators.

Definition 3.2.1. Sei a € A. Eine Faktorisierung
a\) =a_(MNXar(\), NeT, keZ (39)

heifst eine Wiener-Hopf Faktorisierung von o, wenn die Funktionen a— und a4 in A liegen,
nicht auf dem Einheitskreis T verschwinden und

(i) ay ()t sich zu einer Funktion, die analytisch auf dem Einheitskreis ist,
(ii) a_(-)*! sich zu einer Funktion, die analytisch im Auferen des Ein-
heitskreises mit der Unendlichkeit ist,
erstreckt.

Weil a € A, nach (i) und (i) sind oy (-)*! und a_(-)*! auch in A. Zusitzlich gilt

(V) =D"afN, o ()T =DM, (A<,
=0 J=0

a-(N) =Y a7 7, a(N)TT=d A, (A=),
j=0 J=0

Also werden die Toeplitz Operatoren mit Symbolen oy () und a(-)~! wird durch dine untere
Dreiecksmatrix und die Toeplitz Operatoren mit Symbolen a_ () und a_(-)~! durch eine obere
Dreiecksmatrix dargestellt.
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Theorem 3.2.2. Fine Funktion o € A ldsst ein Wiener-Hopf Faktorisierung zu, wenn o nicht
auf T verschwindet. In diesem Fall, ist k wie in (39) gleich die Windungszahl von « beziiglich
0.

Beweis. Zuerst betrachten wir, dass a(\) # 0 fiir A € T. Um diese Behauptung zu zeigen, sei k
die Windungszahl von a beziiglich 0. Jetzt wihlen wir w(\) = A~%a()\). Dann ist w analytisch
auf dem FEinheitskreis und verschwindet nicht auf L. Zusétzlich ist die Windungszahl von w
beziiglich 0 gleich 0. D.h. nach der Theorie der komplexen Funktion existiert eine analytische
Funktion f auf T mit w(\) = exp f(A). Also kann nach f = logw die Funktion f mit § > 0 als
folgende Laurent Reihe dargestellt werden.

FO)= D faX", 1-0<|A <1434

n=—oo

Nun wahlen wir

Fe ) =D faAm A <144,
n=0

-1
f—(A) = Z fn)‘nv ’)" >1- 57

n=—oo

und setzen
ar(A) =exp fr(A),  a(A) =expf ().
Dann gilt w(\) = a_(A)a; (A) und
a(\) = oMM ap(N), AeT. (40)

Also nach (39) ist (40) eine Wiener-Hopf Faktorisierung von «.

Wir schlieffen daraus, indem in einer Faktorisierung von « die ganze Zahl k eindeutig durch
a bestimmt wird. Also wird k immer gleich die Windungszahl von a beziiglich 0 sein. Sei
a(A) = a—(A) A a4 () eine zweite Wiener-Hopf Faktorisierung. Sei > k. Dann gilt

a_ (N La (NN = ap (VNag (V)7L (41)

Die rechte Seite von (41) erstreckt sich iiber eine analytische Funktion auf |A| < 1 + §; fiir
d+ > 0, und die links Seite von (41) erstreckt sich eine analytische Funktion auf |A\| > 1 —d_ fiir
d0_ > 0. Weil die links Seite im Unendlichen analytisch und gegen 0 geht nach dem Liouville’s
Theorem?, ist es unméglich, dass beide Seiten identisch mit 0 sind. Also kann p nicht streng
grofler als k werden. In dhnlicher Weise zeigt man, dass k nicht streng grofler als g ist. Also ist
k = p und k eindeutig durch a bestimmt. O

Theorem 3.2.3. Seien T,, T die Toeplitz Operatoren auf 1,(N), 1 < p < oo mit Symbolen o
und 8 in A. Wenn o sich zu einer Funktion erstreckt, die analytisch im Auferen des Einheits-
kreises mit der Unendlichkeit ist, oder B sich zu einer Funktion erstreckt, die analytisch auf der
Einheitskreises ist, dann gilt

Top = TuTp. (42)

9Sei f : C — C eine beschrinkte, ganze Funktion, d.h. f ist holomorph auf ganz C und es gibt eine Konstante
¢ € Rmit |f(2)] < ¢ fiir alle z € C. Dann ist f konstant.
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Beweis. Seien L, und Lg die Laurent Operatoren auf [,,(Z) mit Symbolen a und 3, und sei P
von lp(Z) — I, mit P(--- ,x_1,z0,21,--) = (---,0,0,20,21,---) die Projektion. Wegen der
Identifizierung von Im P mit [, erhalten wir

To = PLo|Im P, Tg= PLg|ImP.
Wiéhlen wir () = I — P. Weil L,g = L,Lg, gilt

PL.,sP = PLoLgP = PL\(P+Q)LgP
= (PLoP)(PLgP) + (PLaQ)(QL3P).

Nun beobachten wir, dass « sich genau dann zu einer Funktion, die analytisch im Aufleren des
Einheitskreises mit der Unendlichkeit ist, erstreckt, wenn

™

1 o
alee ™™ dt =0, n=1,2,---.

T oor

—Tr

an

D.h. o hat genau dann diese analytische Eigenschaften, wenn PL,Q = 0. In #hnlicher Weise
erstreckt 3 sich genau dann zu einer Funktion, die analytisch auf dem Einheitskreis ist, wenn
QLgP = 0. Also implizieren unsere Hypothesen, dass der Operator (PL,Q)(QLgP) den Wert
0 hat. Also ist PLogP = (PLyP)(PLgP), sodass wir (42) zeigen. O

Theorem 3.2.4. Sei T' der Toeplitz Operator auf l,(N), 1 < p < co mit Symbol o € A. Dann
gilt

T ist beidseitig inverierbar. < a(e®) # 0 fir —m <t <.

Angenommen die letzte Bedingung sei erfillt, und sei a(\) = a_(A)Xay(N), A € T eine
Wiener-Hopf Faktorisierung von . Dann gilt

(i) T ist linksseitig invertierbar, genau dann wenn a(e?) #0, 7 <t <7 und k > 0. ImT
ist invertierbar, so codimImT = k.
(ii) T ist rechtsseitig invertierbar, genau dann wenn a(e®) #0, 7 <t <7 und k > 0. ker T
ist invertierbar, so ist dimker T = —k.

Und in beiden Fillen ist eine links- oder rechtsseitige Inverse

Tl =T, 57", (43)

wobei T, -1 und T, -1 die Toeplitz Operatoren mit Symbole 1/ (A) und 1/a_(N) sind.

+
Zusdtzlich ist

n — PR
gn) _ S”, n=20,1,2, 7 (44)
(S(*l))*ﬂ) n = _17_27”'

wobei S der Rechtsshift ist und S der linksshift auf l, ist.

Beweis. Teilen wir den Beweis in Zwei Schritte. Im ersten Schritt zeigen wir die Notwendigkeit
der Bedingung a(\) # 0 fiir A € T. Der zweite Schritt betrifft die umgekehrte Implikation und
den Nachweis von (43).

Schritt 1.

22



Zeigen wir mit der Widerspruchsannahme unsere Behauptung. Sei T links- oder rechtsseitig
invertierbar, und sei a(Ag) = 0 fiir A9 € T. Eigentlich ist dieser Beweis &hnlich wie der zweite
Schritt des Beweises vom Theorem 3.1.1. Weil T links- oder rechtsseitig invertierbar ist, existiert

€ > 0, sodass T auf l, mit HT -T H < € links- oder rechtsseitig invertierbar ist. Wéhlen wir eine

positive ganze Zahl N, sodass

3 lanl < % (45)

[n|>N
und setzen wir
N N
Toy = Y, anS™,  ay(d)= > a,\" (46)
n=—N n=—N
Dann gilt
" €
In|>N
und
al €
lan (Xo)| = [a(ro) — an(Ao)| = _X_:Nan)\g <3

Wihlen wir T := Topn —an(Ao)!. Dann gilt HT — TH < ¢, deshalb ist T links- oder rechtsseitig
invertierbar, je nach der links- oder rechtsseitig invertierbarkeit von T
Wahlen wir

1
A—Xo

wi(A) = (an(A) —an(h)),  wa(A) = Awr(N).

Dann gilt
an(A) —an(Xo) = wi(A)(A = o) = (1 = XA wa(N). (47)

w1 und ws sind die trigonometi}rschen Reihen und gehoren zu A. Seien T, und T, die Toeplitz
Operatoren. Wir wissen, dass T der Toeplitz Operator mit Symbol ax () —an(Ao) ist. Also gilt
nach (47) und Theorem 3.2.3

T="T,(S—XI), T=(I-xS"NT,,. (48)

Wir haben schon gezeigt, dass T links- oder rechtsseitig invertierbar ist. Also ist S — Ao/ links-
seitig und I — X\oS(—1) rechtsseitig invertierbar. Aber beide sind Widerspruch, weil Ay € T. Also
a(N) # 0 fir jedes A € T.

Schritt 2.
Nehmen wir an, dass a nicht auf T verschwindet. Nach dem Theorem 3.2.2 hat a eine Wiener-
Hopf Faktorisierung. Definieren wir diese Faktorisierung wie (39). Dann gilt nach des Theorem
3.2.3

T =T, SHT,,. (49)
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Wir haben schon gesehen, dass o' sich zu einer Funktion, die analytisch im AuBeren des

FEinheitskreises mit der Unendlichkeit ist, erstreckt. Also gilt

T, T,1=1, T, T, =1I.

Q_

D.h. T,,_ ist invertierbar und (T,_)~! = T -1. Ahnlich ist T, invertierbar und (T, )~' =T, 1.
- +
Also

T=T, SVT,, & (T, ) 'T(T,,)"' =S¥, und
71 = Tails(—’ﬂTa:l & (Tall)_lT(_l)(Tojf)_l = S=h),
Nach (44) gilt
SERGE — 1 (k>0), SRKSER =T (k<0). (50)
Also ist T' genau dann linksseitig invertierbar, wenn k > 0, und in diesem Fall ist

dimker T' = dim ker S* = k.

(i3) wird in #hnlicher Weise gezeigt. SchlieBlich ist nach (49) und (50) 7 die links- oder
rechtsseitige Inverse von 7. O

Theorem 3.2.5. Seien T, und Tg die Toeplitz Operatoren auf 1,(N) mit Symbolen o und 5 in
A. Dann ist T,Tg — TgT, kompakt.

Beweis. Seien L, und Lg die Laurent Operatoren auf [,(Z) mit den Symbolen o und 3. Sei
P von l,(Z) — l, mit P(--- ,x_1,z0,21,--) = (---,0,0,29, 21, - - - ) die Projektion. Setzen wir
@ = I — P. Nach dem Beweis des Theorems 3.2.3 gilt

PLoLgP = (PLyP)(PLgP) + (PLyQ)(QLgP).
Und natiirlich gilt nach der Vertauschung von « und
PLgL.P = (PLgP)(PLyP)+ (PL3Q)(QLAP).
Weil LoLg = LgL (Siehe Theorem 3.1.1), ist
(PLoP)(PLsP) — (PLsP)(PLoP) = (PL5Q)(QLaP) — (PLa@Q)(QLsP). (51)
Ahnlich wie beim Beweis des Theorems 3.2.3 kénnen wir
To = PLo|ImP, Tg= PLg|ImP

setzen. Somit, um zu beweisen, dass T,,T3 — 137, kompakt ist, ist es genug zu zeigen, dass die
rechte Seite von (51) kompakt ist.
Setzen wir ay(\) = SN N Gn A", wobei a,, die Gleichung (36) ist und sei Ly, der Laurent

n=—

Operator auf [p(Z) mit Symbol ay. Dann ist

1L = Loyl < ) lan] =0 (N = o0).
[n|>N

Also sind

|PLoQ — PLu, Q| — 0, |QLoP — QLy, P|| — 0.
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D.h. um zu beweisen, dass PL,Q und ()L, P kompakt sind, ist es genug zu zeigen, dass PL, @
und QL,, P Operatoren sind!?. Aber die letztere ist eine Folge der Tatsache, dass ay eine
trigonometrische Polynom. Also gilt fiir jedes x = (z;);ez auf [,(Z)

N—-n
(PLaNQx)n: (In_i_k-x_k’ TL:O7 ’N_l
k=1

und (PLq, Qx)y, = 0. D.h. der Rang von PL,, @ ist hochstens N. Ahnlich ist QLy P <N. O

Theorem 3.2.6. Sei T' der Toeplitz Operator auf l,(N), 1 < p < co mit Symbol o € A. Dann
ist T' genau dann ein Fredholm Operator, wenn « nicht auf dem Finheitskreis verschwindet. In
diesem Full, ist ind T gleich dem negativen Wert der Windungszahl von o beziiglich 0.

Bewets.

7«<”  Verschwinde « nicht auf dem Einheitskreis. Nach dem Theorem 3.2.2 ldsst o € A ein
Wiener-Hopf Faktorisierung zu. Danach verwenden wir Theorem 3.2.4 (i) und (ii). dhnlich wie
beim Beweis des Theorems 3.2.4 konnen wir a(\g) = 0 zeigen. Dieser Ausdruck ist Widerspruch
zur Annahme.

"=”  Sei T ein Fredholm Operator und a(Xg) = 0, Ag € T. Dann existiert es € > 0, sodass T

T — fH < eist. Wihle N € Z* und setze wie (45) und definieren
wir Ty, und ay wie (46). Jetzt sei T der Toeplitz Operator mit Symbol any — an(Ag). Dann
ist HT -7 H < e und T ist der Fredholm Operator. Setze

auf [, Fredholm Operator mit ’

w(d) = (A= X0)"Han(V) = an (X)), (52)

und sei T;, der Toeplitz Operator mit Symbol w. Nach dem Theorem 3.2.3 und (52) gilt es
T =T,(S — XoI), wobei S Rechtsshift auf [, ist. Also T,(S — AoI) ist der Fredholm Operator.
Nun betrachten wir (S — A\gI)T,,. Nach dem Theorem 3.2.5 ist (S — \oI)T,, kompakt. Dann nach
der Eigenschaft!! des Fredolm Operators ist (S — \oI)T,, der Fredholm Operator. D.h. (S — A1)
ist auch der Fredholm Operator. Aber dieser Ausdruck ist Widerspruch!'?, weil \g € T ist und
a(N) # 0 fiir jedes A € T wenn T der Fredholm Operator ist. O

10Siehe Israel Gohberg, Seymour Goldberg, Marimus A.Kaashoek: Basic classes of linear operators Kap.13
Corollary 3.2

"Gei A € L(X,Y) der Fredholm Operator und sei K € L(X,Y) kompakt. Dann ist A + K auch der Fredholm
Operator mit ind(A + k) + ind A. Siehe Israel Gohberg, Seymour Goldberg, Marimus A.Kaashoek: Basic classes
of linear operators kap.15.4 Theorem 4.1.

12Gjehe Israel Gohberg, Seymour Goldberg, Marimus A.Kaashoek: Basic classes of linear operators kap.15
Corollary 3.2.
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4 Beispiele

4.1 Die Beispiel der Laurent Operator

Beispiel 4.1.1. Sei A folgende tridiagonale Matrixdarstellung gegeben Laurent Operator auf

l2(Z) werden.

7/5 =3/5 0 0 0
-2/5 7/5 =3/5 0 0
A=|--- 0 -2/5 7/5 =3/5 0
0 0 -2/5 7/5 =3/5
0 0 0 —-2/5 7/5
Die Funktion a(t) = —2e' + % — 2e7" ist die erzeugende Funktion von A. Daraus folgt a(t) =
w(e™) wobei w(A) = —2A+ I — 23X~ = 1(1 —2)(A—3) ist. Weil a(t) # O fiir jedes t ist, konnen
wir Theorem 2.1.5 anwenden. wir wissen
1 A 1
= -+ A=
w(N) — At 1—1A
und weiters
1 1 .. 1 ..
- = =iyt = —igt
b(t) := a(t)_ZW'e +Z‘3je .
j=1 7=0
Also A™! hat die folgende Form:
1 1/2 1/22 1/2% 1/2*
/3 1 1/2 1/22 1/23
A7t = /32 1/3 1 12 1/22 (53)
/3% 132 1/3 1 1)2
1/3* 1/3% 1/3%2 1/3 1

Weil e = cost + isint ist, konnen wir a(t) als folgende Form wechseln.

— (! t) + Lisint
= 5 COS 5’LSID.

Also cost = L —Rea(t) und sint = 5Jma(t). Nach Korollar 2.1.6 erhalten wir, dass das Spektrum
von A genau durch die Ellipse

a(t)

2
(smx — ;) + 25(JmA\)? =1 (54)
gegeben.
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4.2 Die Beispiel der Toeplitz Operator

Beispiel 4.2.1. Sei T folgende tridiagonale Matrixdarstellung gegeben Toeplitz Operator auf
l2(N) werden.

7/5 —3/5 0

—2/5 7/5 -3/5
T=1 0o -2/5 7/5

Wie Beispiel 4.1.1 kénnen wir wissen, dass die erzeugende Funktion von T w(\) = —2X + £ —
AT = 2X"1 (A = )(A — 3) ist. Weil w(A) # O fiir jedes [A| =1 und k = 1 — 1 = 0 sind, nach
Theorem 2.3.5 ist 1" invertierbar und

T = —g(s — 307! <I - ;S*>_1 : (55)

Weiters nach Lemma 2.3.3 gilt es

(1-35) =X g (56)
=0
und
(S 3D = (31— )" ;iglsj. (57)
7=0

Also die Gestalt von T~! wird als folgende Matrix darstellen.

1 0 0 -\ /1 1/2 1/22 ... 1 1/2 1/22
L, 5|V 10 0 1 1/2 5113 7/6 7/12
=% 1/32 13 1 . [lo o 1 [T e|L/3 T/18 43/36

Nun betrachten wir die Matrixelementen tjxk von T—1. Wegen (55), (56) und (57) gilt es
o 5 mmz(]jk) 1 j—v 1 k—v
6 = \3 2 ’

d.h.

ty =

{3j+112k+1 (671 —1), falls j <k,
L

s (687 — 1), falls j > k.

Aus diesen Formeln ergibt sich, dass thk in der Form tjxk = gj—k — fir, Y5,k =0,1,2,--
dargestellt werden, wobei

o3I falls j >k,
Jik =N 9i~k  falls j <k,
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und

fjk:W7 j?kzoulvzv'”
sind. Also der Operator
1 1/2 1/22
1/3 1 1/2

G:= (gjfk);?,ok:O - 1/32 1/3 1

ist ein Toeplitz Operator und

2, . Dk
Fo=(fir)jp=o = | L L I

ist ein Operator mit Rang 1.

Nun betrachten wir das Spektrum o (7") der Toeplitz Operator T' mit Symbol w. Wir haben
schon gezeigt, dass die Kurve t — w(e®) ganz gleich die Ellipse (54) ist. Also nach Korollar 2.3.6
wissen wir, dass ¢(T") aus allen Punkten A € C, die auf liegen oder in der Ellipse (54) besteht,
d.h.

o(T) = {)\ eC| <9m - ;)2 +25(ImA)2 < 1} .
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