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1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit der Verallgemeinerung von Folgenrdumen beschéftigen
und deren Eigenschaften studieren. Speziell werden wir fiir eine beliebige Menge L und
Banachraume (Xp, ||.||x), k € L, folgende Réume betrachten:

o (®°(Xy, k€ L):={(zi)ker € [Trer Xn : supper |lzklle < +oo} versehen mit

(@x)keLlloo = sup ||z |-
kel

° Co(Xk,k' S L) = {(a:k)keL S eoo(Xk’k S L) : hmEeé’(L) SUDkeI\E ka”k = 0}
versehen mit

l(@r)keLlloo := sup [|lzk k-
kel

o (X, kelL):= {(l'k)keL € [lier Xk : Doper HmkHi < +oo} fir 1 <p< +oo
versehen mit

1/p
[(@k)keLlly = (Z Hf%\li) :

keL

Wir werden im zweiten Kapitel sehen, dass diese Rdume sogar Banachrdume ergeben.
Anschlieflend werden wir die Dualrdume der verallgemeinerten Folgenrdumen untersuchen.
Dabei orientieren wir uns an den entsprechenden Aussagen fiir die klassischen Folgenridume,
wie sie etwa in [Werl8] behandelt werden.

Im Kapitel 4 beschéftigen wir uns mit einer Anwendung dieser Folgenrdume, genauer wol-
len wir einen Beweis des Satzes von Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski mit Hilfe dieser Fol-
genrdume anfiithren. Die Idee dieses Beweises orientiert sich an [Woj91].



2 Verallgemeinerte Folgenraume

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns in dieser Arbeit, wenn nichts an-
deres angegeben ist, auf Vektorrdumen iiber dem Korper C der komplexen Zahlen. Fast alle
Ergebnisse gelten aber genauso fiir Vektorrdume iiber dem Korper R der reellen Zahlen.

Zunéchst rufen wir in Erinnerung, dass fiir eine nichtleere Menge I und M;,i € I, das
Produkt der M;,i € I, mengentheoretisch definiert ist als

[ = {f: I JM;: fi) GMZ},
el el

also die Menge aller Funktionen definiert auf I, deren Wert an der Stelle ¢ in der Menge
M; liegt. Die kanonische Projektion m;: Hje ;1 M; — M; ist definiert als

mi(f) = 1), f € [ M5,

jel

Im Folgenden seien L eine nichtleere Menge und (X, |.||x), ¥ € L, normierte Riume.
Bekannterweise bildet [],.; Xj versehen mit der punktweisen Addition und skalaren Mul-
tiplikation einen Vektorraum.

2.1 Der (*°(X}, k € L)-Raum
2.1.1 Definition. Wir bezeichnen mit ¢*°(Xy,k € L) die Menge aller beschrinkten Ele-

mente von [ [, ., X, also

0°(Xp, k € L) := < (wi)rer € [ [ Xn o sup [lzglle < +o0 .
kel kel

Weiters definieren wir die Supremumsnorm ||.||co: £°(Xg, k € L) — [0, +00) durch

I(z)kerlloo = sup [z
keL

2.1.2 Lemma. (*(Xy, k € L) ist ein Vektorraum und die Supremumsnorm ||.|oo bildet
eine Norm darauf.



Beweis. Seien (zx)ker, (Yk)ker aus €°(Xyg, k € L) und A, u aus C beliebig. Fiir ein festes
ko € L gilt

A Tro + 1 Uko ko < M@ko lko + 1 |Yko ko < A - sup ||zl + 1 - sup [|yxllk,
kel kel

und infolge

Sup [|A ko + 1L Ykollko < A - sup [[zxllk + 1 - sup ||y lx-
koeL kel kel

Daraus folgt die Abgeschlossenheit von £*°(Xy,k € L) in [],.; Xj beziiglich der Addition
und der skalaren Multiplikation sowie die Dreiecksungleichung fiir ||.||oc. Zudem folgt fiir
A#0und p=0

1
1A (@r)rerlloo < AL~ [[(@r)rerllos = AL 15 A - (@h)kerlloo < A~ (zk)rer o
sowie fir A\=0=p

10 (zk)keLlloo <0+ ||(zk)keL|loos

womit || A (k) keL|loo = |Al]l (k) ke || o fiir jedes A € C gilt. Weiters hat man ||(xg)rer|loo =
0 genau dann, wenn ||| = O fiir alle & € L, also genau dann, wenn x = 0 fiir alle k € L.
Somit bildet ||.||s eine Norm auf ¢*°(Xy, k € L). O

2.1.3 Satz. Sind (X, ||.||x), k € L, Banachriume, so ist ({>°(Xy,k € L),||.]|lco) ebenfalls
ein Banachraum.
Beweis. Sei (z;)jen eine Cauchy-Folge in ¢>°(Xy, k € L) mit z; = (xi)ke,;. Wir wollen die

Existenz eines Elementes (xy)rer in £°°(Xg, k € L) derart nachweisen, dass

lim x; = (vx)rer  bzgl. deo,
J—00

wobei do, die von ||.||s induzierte Metrik ist. Nach Definition einer Cauchy-Folge existiert
fiir ein beliegiges € > 0 ein jg € N mit

sup ||:v{C —zi|p <e fiir alle 7,5 > jo.
keL
Folglich gilt diese Beziehung auch fiir ein festes k € L, also
Hxi —zkllp <e fiir alle 4,5 > jo, (2.1)

womit sich (w{z) jen als eine Cauchy-Folge in X}, herausstellt. Aufgrund der Vollstandigkeit
von X}, besitzt (z7)jen einen Grenzwert in Xy, also

= lim 2! bzgl. dy,
Jj—oo



wobei d, die von ||.||; induzierte Metrik ist. Fixiert man in (2.1) den Index j, so erhélt man
fiir ¢ - oo

Hxi: -zl <e fiir jedes j > jo und fiir jedes k € L.
Da jp unabhéngig von k € L ist, erhalten wir

sup o], — zxlle <&, § > o (2.2)
kel

Also liegt (xi‘) — x)ker und infolge (zk)ker = (a:io)keL — (:L‘ff — xp)ker in £°°( X, k € L),
und gemif (2.2) konvergiert die Cauchy-Folge () en gegen (2x)ker- O

2.2 Der c¢y(Xy, k € L)-Raum

Bezeichnet £(L) die Menge aller endlichen Teilmengen von L, die durch die Teilmengenre-
lation C gerichtet ist.

2.2.1 Definition. Wir bezeichnen mit co(Xy, k € L) die Menge aller Tupel in [],.; Xz,
also

co(Xg, k € L) :== {(iﬁk)keL €L°(Xy,kelL): EE?(IL) kSUI\> (BRI 0} :
EL\E

Wir bemerken, dass

lim = sup [zglx = inf sup ok,
E€&(L) keI\E E€&(L) peI\E

da (supger\ g ||Zkllk) Eeg(z) ein monoton fallendes Netz ist.

2.2.2 Satz. cy(Xi,k € L) ist ein abgeschlossener, linearer Unterraum von (£°(Xy, k €
L), [lo)-

Beweis. Fiir beliebige (xx)rer, (Yk)ker € co(Xk, k € L) und A, € C sowie € > 0 gibt es
E,F € £(L) mit supgepy g l|lzkllk < € und supgepy p l|ykllk < e Wir erhalten

sup [IAzk+pylle < sup (A lzklle + 6] lyelle) < [Ae+ule,
keL\(EUF) keL\(EUF)

womit co(X, k € L) beziiglich der Addition und der skalaren Multiplikation abgeschlossen
ist. Also bildet ¢o(Xy,k € L) einen linearen Unterraum von £*°(Xy, k € L). Sei (x;);en
eine Folge in co(Xy,k € L) mit ; = (l‘i)keNa die gegen ein (x)rer aus (X, k € L)
beziiglich ||.||o konvergiert, also

lim z; = (zr)ker.  bzgl. ||.[loo
J—00



Zu € > 0 gibt es ein jp € N mit

€

@} )rer — ()rerllos < fiir alle 5 > jo.

[\)

Nach Voraussetzung ist () jen in co(Xg, k € L). Also gibt es fiir jedes j > jo ein E; € (L)
mit

sup ||k <
kEL\E;

Wir erhalten fir j = jo und E € £(L),E D Ej

N ™

sup [zl < sup (llzw = aflle + lodlle) < I@oeer — (@)ectlloo + sup |z ik <e,
kEI\E kEI\E kEI\E

womit der Grenzwert (xx)ker sogar in co(Xy, k € L) liegt. O

Als unmittelbare Folgerung der Abgeschlossenheit von cg(Xg, k € L) in £°(Xy, k € L)
erhalten wir das folgende Korollar aus Satz 2.1.3.

2.2.3 Korollar. Sind (X, ||.||x), k € L, Banachriume, so ist (co(Xg,k € L), ||.]|s) eben-
falls ein Banachraum.

2.3 Der ?(Xy, k € L)-Raum

2.3.1 Definition. Fiir 1 < p < 400 bezeichnen wir mit (X, k € L) die Menge aller
p-summierbaren Folgen in []; . Xk, also

Ep(Xk,k S L) = {(wk)keL S H X - Z Hl‘k”ﬁ < +OO} .

kel kel

2.3.2 Lemma. Mit den Xy, k € L, ist auch (P(Xy,k € L) ein Vektorraum, wobei die
Operationen punktweise definiert sind.

Beweis. Fiir beliebige (xg)rer, € P(Xg,k € L) und X € C erhalten wir die Abgeschlossen-
heit beziiglich der Skalarmultiplikation aus den Rechenregeln fiir unbedingt konvergenten
Reihen

S oIA-awllf = (AP llzell}) = AP lawllf, < +oo.
kel kel kel

Aus der Dreiecksgleichung und aus den Rechenregeln fiir unbedingt konvergenten Reihen
erhalten wir fiir beliebige (zx)ker, und (yg)rer aus P(Xg, k € L)

D M+l < D Ulzalle + llyelle)” < D (2 - max {llze e, lyxlls})”

keL keL keL

=27 " max {|laxll}, llyel7} <27 Ol + llywll})

kel kel

_ (z o+ nyku;:) i

keL keL



womit /P (X, k € L) vertréglich mit der Addition ist. Zudem ist der Nullvektor in /P (X, k €
L) enthalten, da Y, ., [|0][} =0 < +o0. O

2.3.3 Satz. Die Abbildung |.||p: P(Xk, k € L) — [0,400), definiert durch

1/p
I (zr)rerLllp == <Z ||90k||£> :

kel

bildet eine Norm auf ¢P(Xy, k € L).

Der Beweis fiir Satz 2.3.3 wird weiter unten gefiihrt, da er noch einer zusétzlichen Vorbe-
reitung bedarf. Zunéchst erinnern wir uns an die Youngsche Ungleichung.

2.3.4 Satz. (Youngsche Ungleichung)
Sind x,y > 0,0 >0 und p,q € (1,+00) mit % + é =1, dann gilt

)
xy < —af + 5
p q-dE

Beweis. Siehe [[Jue20], Kapitel 5, Lemma 5.19]. O

yL.

2.3.5 Satz. (Holdersche Ungleichung)
(i) Fir (xp)rer € 01(Xp, k € L) und (yp)rer € €°(Xy, k € L) gilt

> Uwllrllyelle) < l@r)resllll(ve)rerllso- (2.3)
kel

(ii) Seien p,q € (1,400) mit %—i—% = 1. Fir (xg)rer € P( Xk, k € L) und (yx)ker €
(X, k € L) gilt

> Uarliellyelle) < llzeresllsl @edrerllo- (2.4)
keL

Beweis. Die Aussage (i) folgt aus der Beschranktheit von (yx)rer und aus der Ungleichung
leellellvelle < llzkllkll(ye)eer]|oo fiir alle k € L. Fiir den Beweis von Aussage (i7) benttigen
wir die Youngsche Ungleichung im Fall 6 = 1, also

1 1
xy < —zP 4+ —yd. (2.5)

p q
Sei zunéchst bemerkt, dass (2.4) fur ||(zx)kerllp = 0 oder ||(yr)kerLllq = 0 offenbar richtig
ist. Im Folgenden gelte also [|(zx)keLllp: [|(Yk)rerllq > 0. Wir setzen a := [|(zx)reLllp und
B = ||(yr)kerllq- Fiir 2 = L{|zy|lx und y = %Hkak erhalten wir aus (2.5) nach Summation

iber alle k € L

Y ower Ulzellellyellx) 1 1 1 1
< > el + S ollwkllf=-+-==1,
. - . vP . Rq
. /8 pro kel q B kel p q




woraus unmittelbar (2.4) folgt. O

Die wesentliche Schwierigkeit im Beweis von Satz 2.3.3 ist die Dreiecksungleichung, die
auch als Minkowskische Ungleichung bekannt ist.

2.3.6 Satz. (Minkowskische Ungleichung)

Firl <p < 400 und (xg)ker, (Yx)rer € (P( Xk, k € L) gilt (v + yg)rer € P( Xk, k € L),
und

(@ + ye)rerllp < 1(@r)kerllp + 11 (Yr)keLllp-

Beweis. Fiir p = 1 folgt die Ungleichung aus der Dreiecksgleichung der Normen ||.||x, k € L,
und aus Lemma A.2, also

S ok +wrlle <D Ukl + lele) =D llelle + > lyells.

kel keL kel kel

Fiir p > 1 gilt wegen der Dreiecksgleichung, wegen des Satzes 2.3.5 und wegen q = [%

@k + ye)kerllh =D Nk + vl

kel
—1
< Ulmwlle + lyelle) Iz + vell?
kel
=1 p=1
P r
< l(zk)rerlly (Z [z + kai) + |k ke llp (Z [k + yk”i)
kel kel

= (l@e)rerlly + 1 e)rerllp) - 1@ + vidrer |27

Somit erhalten wir

(@ + ye)rerllp < 1(@r)rerllp + 11 (Yr)keLllp-

Nach diesen Vorbereitungen ist der Satz 2.3.3 im Wesentlichen schon bewiesen.

Beweis. (von Satz 2.3.3). Fir (x)ker, € P(Xk, k € L) mit (z)rer # 0 haben wir

[(zk)kerllh = Z [z |l}, > 0.
keL
Weiters gilt fiir (zg)rer € P(Xk, k € L) und fiir ein beliebiges A € C
N el = Y Iarlly = AP Y Nl = INP - [l () rerllp-

keL keL

Die Dreiecksungleichung ist die soeben bewiesene Minkowskische Ungleichung, weshalb sich
|.Ilp als eine Norm auf (X}, k € L) erweist. O



Ahnlich wie im Beweis von Satz 2.1.3 zeigt man das folgende Resultat.

2.3.7 Satz. Sind (Xy, ||.||x), k € L, Banachrdume, so ist ((P(Xy,k € L),|.||p) ebenfalls ein
Banachraum.

Beweis. Sei ((xi)keL)jeN eine Cauchy-Folge in /P(X, k € L). Wir wollen die Existenz eines
Elementes (xj)ker, € P(Xg, k € L) mit

lim (2])rer, = (2)ker bzgl. ||l
J—00

zeigen. Nach Definition einer Cauchy-Folge gibt es fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein jo € N
derart, dass

1
. . p
(Z ) — x;|§> <e  fiirallei,j > jo. (2.6)

lel

Aus (2.6) folgt fiir ein festes k € L

o AN
% = =xlle < (Z |2y — x@H’Z) <e  firallei,j > jo.
leLl

Also bildet (xi) jen fiir festes k£ € L eine Cauchy-Folge in X},. Aufgrund der Vollsténdigkeit

von X}, besitzt (wfg) jen einen Grenzwert in X, den wir mit zj, := lim; xfc notieren. Aus
(2.6) folgt fiir jedes E € E(L)

1
. . P
(ZIIxé—x%ll?) <e fiiri,j > jo.

leE

Lassen wir ¢ gegen oo streben, so erhalten wir

1
) P
(Z 2 — le!’2> <e fir j > jo.

leE

Das Supremum iiber alle E € £(L) ergibt

B =

(Z [E xg||§‘> <e fiirj > jo,

lel

womit (:1:?C — Tp)ker € ‘Ep(Xk,k: € L) und infolge (xp)rer = (:L‘i)ke,; - (:E?C — Tk)kel €
0P(Xy, k € L) sowie ||(2])rer — (zr)rerllp < € fiir alle j > jo. Also konvergiert die Cauchy-
Folge ((v3)keL)jen gegen (zx)rer € (X, k € L) beziiglich |.[|,. O



3 Dualraume

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Dualrdume der verallgemeinerten Folgenriume.
Zunéchst wollen wir uns an die Definition eines Dualraumes erinnern.

3.0.1 Definition. Ist (X, ||.||) ein normierter Raum, so heiit die Menge aller beschrénkten
linearen Abbildungen von X in dem Skalarkérper C der Dualraum von X und wird mit X’
notiert.

Wir bemerken, dass X’ mit der punktweisen Addition und der skalaren Multiplikation einen
Vektorraum bildet, welcher versehen mit der Abbildungsnorm vollstédndig ist.

Im Folgenden betrachten wir fiir 1 < p < +00 und ein festes £ € L die Abbildung d; : Xy —
P( Xy, k € L) mit (0¢(x)), = x fur £ = k und (d¢(x)), = 0 sonst. Aus ||0,(z)||, = ||z|le, z €
Xy, folgt die Wohldefiniertheit, Linearitdt und Isometrie von dy.

3.1 Der Dualraum von #(X;, k € L)

Bevor wir uns mit dem Studium von Dualrdumen der Folgenrdumen beschéftigen, benttigen
wir das folgende Lemma.

3.1.1 Lemma. Sind L eine Menge und (X, ||.||x), k € L, normierte Riume, dann gilt fir
1<p<+o0

(X, k € L) = | de(Xo),
lel

wobei der Abschluss beziiglich ||.||, zu verstehen ist.

Beweis. Fiir E € £(L) und (zy)ker € P(Xg, k € L) gilt

Ieoker = Y el =D llawlly = > lzely — D llawl-

keE keL\E keL keE
Dabei gilt fiir die rechte Seite
lim ekl = ) Nkl | =0,

womit (xg)rer in Uperdp(Xy) liegt. O



3.1.2 Satz. Fiir p,q € (1,+00) mit l + % =1 ist die Abbildung
o {Kq(Xl’g,k:GL) — Ep(Xk,kEL) /
(iker = ((k)ker = Dper ¥k (UK))
ein isometrischer Isomorphismus.
Beweis. Fiir festes (7 )ker, € ¢9(X},, k € L) betrachten wir die Abbildung
P (X, kel) — C
P ((z : ’ .
(( k)keL) { (Yk)ker = ZkeL x%(yk)

Zunéchst erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung, Satz 2.3.5, die absolute Konver-
genz von » .. . (yk), wobei

> @ (ue)

kel

<D |2k o)l < Y ekllellywlls < @kerlall(wrerlly- (3:1)

kel kel

Aus der Linearitét von xj und der Rechenregeln fiir unbedingt konvergente Reihen folgt
fiir beliebige (yk)ker, (2k)ker € P( Xk, k € L) und A\, u € C

® ((2)ker) N (Yr)ker + 1 (2k)ker) = Zxﬁc Ny + e 21)

keL
=AY ap () F e (z)
kel keL

=X ® (@} )rer) ((yr)rer) + 1 @ ((2h)rer) ((zr)rer)

und daher die Linearitédt von ® ((«})rer). Aus (3.1) folgt sogar die Beschrénkheit von
® (), ker) mit ||® ((2),)ker) || < [[(#))kerllq, weshalb @ ((x))rer) in P(Xy, k € L) enthal-
ten ist. Insbesondere ist ® wohldefiniert. Da fiir beliebige (v} )ker, (w),)rer € €4(X;, k € L)
und A\, pu € C

@ (A (vp)ker + 1 (Widker) (Wr)ker) = Y (A vh + i~ w}) (yk)

kel
=X vplyr) +pe > wiyr)
kel kel

=\ @((vi)ker) ((yr)ker) + 1 - @((wy)rer) ((Yr)ker):
ist ® linear und erfiillt ||®]] < 1.
Fiir den Beweis der Surjektivitdt und Isometrieeigenschaft von ® setzen wir fiir ein belie-
biges f € (P(Xy,k € L)
xy = fody: X;— C,

wobei 0y die zuvor definierte Abbildung von Xy nach (P(Xy, k € L) ist. Als Zusammenset-
zung von linearen und beschrénkten Abbildungen ist z, wieder eine lineare und beschrénkte
Abbildung. Somit ist (2} )rer in [],c; X}, enthalten. Wir wollen

(@) )rer € O1(X}, k€ L) mit |[(@p)kerllq < IfIl - und  @((ap)rer) = f

10



nachweisen. Seien F € £(L) und € > 0 beliebig. Fiir jedes k € E sei xj, € X mit ||xg|/r =1
so, dass

() = |og(zn)| = 2]l — e (3-2)
Definieren wir (yg)rer durch

q
Y = ||$§g||]2j * Tk, ke E7
0, sonst,

dann gilt

- (Z ||w;||z) " 33)

keE

1

q p
kel = | D Milly -zall}y ) = { Dokl - Jzxll})
p k k k k

keE 1

q
womit (yx)ker, in P(Xy, k € L) enthalten ist. Wegen (yx)ker, = D e Ok(|2}]f -2x) erhalten
wir

F()eer) (Z A m) -y (\xzwé -xu:ck)).

keE

Dabei gilt wegen (3.2)

(mnen)] = F(mner) = 3 (Il - okl = ). (3.4
keE
Andererseits gilt wegen der Beschrinktheit von f und wegen (3.3)
[ (rdrer)! < IIF I (wr)reLllp = [ 1] <Z \%HZ) : (3.5)
keE

Mit (3.4) und (3.5) bekommen wir die Abschétzung

M CURCARE T (Z uxknq>

keE keE
Da diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, erhalten wir wegen g = % +1
1
/119 / %Jrl /119 r
oMl = Nagdle < UA-{ D Ikl )
keE kEE kEE

also

1—1

(Z ||93§g||i> = (Z ||$2||§> < [I£[I
kEE keE

11



Da E € £(L) beliebig war, folgt

I@k)keLlls < 11, (3.6)

womit (z},)ker in €9(X, k € L) ist. Wir wollen ®((x))rer) = f zeigen. Fiir festes ko € L
gilt

(2} ver) (Oko (Tho)) = Ty (ko) = f(Oko (7)),

und folglich

D((xy)ker) (Wr)ker) = f((yr)ker) fiir alle (yx)rer € span U S0 (Xko)
koeL

Nach Lemma 3.1.1 stimmen ®((z},)ker) und f aus Stetigkeitsgriinden auf ganz (P(Xy, k €
L) iiberrein. Wegen (3.6) und wegen ||®|| < 1 erhalten wir

Ik)keLlle < 12 ((@h)ker) | < I(@h)keLll,

womit sich ® als Isometrie erweist. O

3.2 Der Dualraum von /(X k € L)
3.2.1 Satz. Die Abbildung

{ (X, kel) — o (Xk,k:EL)

P ,
(ker = ((e)ker = Dper Ti(Ur)) 5

st ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zunéchst erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung, Satz 2.3.5, die absolute
Konvergenz von ;. 7. (yx), wobei

> )

keL

<3 Jah )] < Y lahllellyelle < @k reslool (wmrecli.  (3.7)

kel kel

Die Linearitét von ®((z},)ker) erhilt man genauso wie im Beweis von Satz 3.1.2. Aus (3.7)
folgt sogar die Beschrinkheit von @ ((z})rer) mit ||® ((2})ker) | < ||(@))keLlloo- Somit ist
® wohldefiniert mit Werten in ¢! (X}, k € L). Die Linearitit von ® zeigt man auch wie im
Beweis von Satz 3.1.2. Dabei erhalten wir ||®|| < 1.

Fiir beliebiges f € (X, k € L)' betrachten wir (z})rer € [I4e; X, wie in Satz 3.1.2,
wobei

zy:=fody: Xy — C.
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Hier bezeichnet d; die zuvor definierte Abbildung von X, nach ¢! (X, k € L) ist. Wir wollen

(@h)rer € L7(Xp, k€ L) mit ||(z})rerlloo < 1]

nachweisen. Fiir ein festes kg € L gilt

|2y (2ro )| = |(f © 0n) (2o )| < I FI10ko (o) 11 = [LF o ko

also ||z}, [k, < || f]]- Der Ubergang zum Supremum iiber alle ky € L liefert

I(@trerlloo < [I£1- (3.8)
Wir wollen ®((x})ker) = f zeigen. Fiir festes ko € L gilt

(2} ker) (Oko (Tro)) = Ty (ko) = f(Oko (Thy)),

und folglich

() )rer) (n)ker) = f((yr)rer)  fiir alle (yx)rer € span | Ok (Xio)
ko€

Nach Lemma 3.1.1 stimmen ®((z})rer) und f aus Stetigkeitsgriinden auf ganz ¢!(Xj, k €
L) iiberrein. Wegen (3.8) und wegen ||®|| < 1 erhalten wir

Iz )kerlloe < 1@ ((@h)rer) | < (@) rer oo

womit sich ® als Isometrie erweist. O

3.3 Der Dualraum von ¢y( Xy, k € L)

Ein entsprechendes Resultat wie in Lemma 3.1.1 gilt fiir den Raum co(X, k € L).

3.3.1 Lemma. Sind L eine Menge und (X, ||.||x), k € L, normierte Rdume, dann gilt
co( X, k € L) = | de(Xo),
lel

wobei der Abschluss beziiglich ||.||sc zu verstehen ist.

Beweis. Fiir E € £(L) und (zg)ker € co(Xg, k € L) gilt

I(zr)rer = D Sr(@h)lloo = sup_[|zxl-
= KEL\E

Mit der Grenzwertbildung erhalten wir, dass die rechte Seite Null ist, womit (zj)rer in
UZEL 0¢(Xp) liegt. Ul
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3.3.2 Satz. Die Abbildung

5 { El(X,’C,kEL) —
(mk kel

Co (Xk, ke L)
(ke = Xper 21.(ur))
ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zunichst erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung, Satz 2.3.5, die absolute
Konvergenz von » . 7. (yx), wobei

> ()

keL

< N7k )] < D zkllelyelle < Hak)rer il wrerlloo:  (3.9)

kel kel

Die Linearitéit von ®((z},)ker) erhdlt man genauso wie im Beweis von Satz 3.1.2. Aus (3.9)
folgt sogar die Beschrénkheit von ® ((z},)ker) mit |® ((z})ker) || < [[(@))ker|l1. Somit ist
P ((2},)ker) in co(Xg, k € L) enthalten. Die Linearitéit von ® zeigt man auch wie im Beweis
von Satz 3.1.2. Dabei erhalten wir ||®|| < 1.

Fiir ein beliebiges f € co(Xg, k € L)’ ist das lineare Funktional
xp:=fody: X —C

als Hintereinanderausfithrung von linear beschrénkten Abbildungen in X, womit (z})ker,
in [],c; X}, liegt. Wir wollen zeigen, dass

(ak)ker € £(Xp, k € L) mit |[(a3)rerlls < [IF]l

Sei E € £(L) und € > 0. Fiir k € E wihlen wir x; € X; mit ||zg||x = 1 und
vy, (w) = |og(zn)| = l2hllk — e (3.10)

Wir definieren (yx)ker € co(Xg, k € L) durch

T, k€EFE,
Yi =
0, sonst,

und erhalten

[y )kerlloo = sup [|lzxllk = 1. (3.11)
keE

Aufgrund der Linearitét von f und der Wahl von z gilt

F((yr)ker) <Z Ox (% ) = > @ (). (3.12)

keE keE
Zusammen mit (3.10), (3.11) und (3.12) haben wir

> (il =) < > lak(an)l = Y aklan) = f((yr)rer)

kek keE keE

= [f(Wrrer)| < 17 II(r)reLlloo = [1£1]-
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Da diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, erhalten wir

> Nl < 11 (3.13)

keE
Da FE € £(L) beliebig war, gilt sogar
@k )rerlls < £,
womit (2},)ker, € £1(X},,k € L). Wir wollen ®((z},)ker) = [ zeigen. Fiir festes ko € L gilt
(2} ker) (Oko (Tho)) = Ty (ko) = f(Oko (7)),
und folglich
(2} )ker) ((Ye)ker) = f((Yr)kerL) fiir alle (yx)rer € span U S0 (X))
ko€L

Nach Lemma 3.3.1 stimmen ®((x))rer) und f aus Stetigkeitsgriinden auf ganz co(Xy, k €
L) iiberrein. Wegen (3.13) und wegen ||®|| < 1 erhalten wir

I(@h)kerlly < [@((2h)ken) | < (@) )rerls,

womit sich ® als Isometrie erweist. O
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4 Satz von Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski

Fiir die Hauptaussage dieses Abschnittes wiederholen wir zuerst ein paar grundlegende
Definitionen und relevante Resultate aus der Topologie und Funktionalanalyis. Fiir den
Beweis dieser Aussagen wird auf die entsprechende Literatur verwiesen. Danach werden wir
einige Ergebnisse iiber schwach-kompakten Abbildungen bringen, die wir fiir den Beweis
des Satzes von Davis-Figiel-Johnson-Petczyniski bendtigen.

4.1 Wichtige Definitionen und Resultate der Funktionalanalysis

Die schwache Topologie

4.1.1 Definition. Ist (X, 7)) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so bezeichnet X’
den Vektorraum aller beschrinkten linearen Abbildungen f: X — C. Die initiale Topologie
o(X, X’) beziiglich der Familie von Abbildungen f € X’ nennt man die schwache Topologie
oder w-Topologie auf X.

4.1.2 Satz. Fir einen Vektorraum X und einen punktetrennenden linearen Unterraum Y
des algebraischen Dualraumes X* gilt (X,0(X,Y)) =Y.

Beweis. Siehe [[WKM20], Kapitel 5, Satz 5.3.3]. O
4.1.3 Korollar. Sei X ein Vektorraum und Y7, Yo punktetrennende lineare Unterrdume des

algebraischen Dualraumes X*. Dann gilt 0(X,Y1) C 0(X,Y2) genau dann, wenn Y7 C Ys.
Insbesondere gilt 0(X,Y1) = 0(X,Y2) genau dann, wenn Y, = Ys.

Beweis. Siehe [[WKM20], Kapitel 5, Korollar 5.3.5]. O

4.1.4 Satz. Sei (X,T) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum. Ist A C X konvez, so
=T —o(X,X)

gilt A* = A .

Beweis. Sieche [[WKM20], Kapitel 5, Satz 5.3.8]. O

Annihilatoren

4.1.5 Definition. Ist (X, 7) ein lokalkonvexer topoloischer Vektorraum, so bezeichne fiir
MCX

Mt ={d e X' :(z,2') =0,z € M}

den Annshilator von M beziiglich dem punktetrennenden Unterraum X’ von X*, also
beziiglich der Dualitét

[ XxX' — C,
(’){ (x,2") — 2'(z).
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Offenbar gilt

M* = () keru(z), (4.1)
reM

wobei ¢ : X — (X')* die lineare Abbildung, definiert durch «(z)(y) = y(x) bezeichnet.

4.1.6 Proposition. Sei (X,T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und M ein
linearer Unterraum von X. Dann gelten die folgenden Aussagen, wobei die auftretenden
Annihilatoren beziiglich dem Paar (X, X') gebildet werden.

(i) Die Abbildung

[ X/Mt = M,
o+ M o 2y,

ist wohldefiniert und stellt eine lineare Bijektion dar.

(ii) Fir einen abgeschlossenen Unterraum M von X ist die Abbildung

f = form

eine lineare Bijektion, wobei m: X — X /M die kanonische Projektion bezeichnet.

{ (X/M) - M.,

Wird T wvon einer Norm ||| auf X erzeugt, so sind o und T isometrisch, wenn man X'
mit der Abbildungsnorm und die auftretenden Foktorrdume mit der entsprechenden Faktor-
raumnorm versieht; vgl. [[WKM20], Proposition 2.4.9].

Beweis. Siche [[WKM20], Kapitel 5, Proposition 5.4.8]. O

Topologien auf X' = (X, ||.||) und Satz von Goldstine

4.1.7 Definition. Sei (X, ||.||) ein normierter Raum. Der topologische Bidualraum X" :=
(X', |Illx+)" ist der topologische Dualraum von X’ beziiglich der Abbildungsnorm ||.||x/ auf
X'

4.1.8 Lemma. Seien (X, ||.||) ein normierter Raum und v eine Abbildung, die einem x € X
das Punktauswertungsfunktional (f — f(z)) € (X')* zuordnet. Dann bildet v sogar in X"
hinein ab. Die sogenannte kanonische Einbettung ¢: X — X" ist linear und isometrisch,
wenn man X" mit der Abbildungsnorm ||.|x» versieht.

Beweis. Siehe [[WKM20], Kapitel 5, Lemma 5.5.2]. O

4.1.9 Definition. Sind (X,7T) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum und X' :=
(X, T) ein punktetrennender Unterraum von X* so nennen wir die schwache Topologie
o(X', X) :=o(X', (X)) die schwach*-Topologie (w*-Topologie) auf X', wobei ¢ : X — X"
die kanonische Einbettung aus Lemma 4.1.8 bezeichnet.

4.1.10 Definition. Ein normierter Raum (X, ||.||) heit refleziv, falls X" = +(X).

17



4.1.11 Bemerkung. Da o(X, X’) die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen X > z
f(z) € C,f € X', und O'(X”,X/)|L(X) die initiale Topologie beziiglich der Abbildungen
(X)) 3 uz) = u(z)(f) = f(z) € C, f € X', ist, dann stellt

v (X, 0(X, X)) = (u(X), U(X”7X/)|L(X))

einen Homdomorphismus dar. //
4.1.12 Satz. (von Banach-Alaoglu)

Fiir einen normierten Raum (X, ||.||) ist die beziiglich der Abbildungsnorm abgeschlossene
Einheitskugel um die Null in X'

E{(0):={f € X":||f| < 1}

kompakt beziiglich der w*-Topologie o(X', X).
Beweis. Sieche [[WKM20], Kapitel 5, Satz 5.5.6]. O

4.1.13 Satz. (von Goldstine)

Sei (X,|.]l) ein normierter Raum und bezeichne KiX(0) die abgeschlossene Einheitskugel
von X sowie K{X" (0) jene von X". Weiters sei vx die kanonische Einbettung von X in X"
und vx: jene von X' in X"'. Dann gilt

o (X" xr(X"))

1x (K{¥(0)) = K7(0).

Beweis. Siehe [[WKM20], Kapitel 5, Satz 5.5.5]. O

4.2 Schwach-kompakte Abbildungen

Seien X, Y normierte Rdume. Wir bezeichnen die Menge aller beschrinkten linearen Abbil-
dungen von X nach Y mit Ly(X,Y).

4.2.1 Definition. Seien X und Y Banachrdume. Eine lineare Abbildung T: X — Y heif3t
schwach kompakt, in Zeichen w-kompakt, falls

T(K{(0))

w-kompakt in Y ist, wobei der Abschluss beziiglich der schwachen Topologie o(Y,Y”) in Y
zu verstehen ist.

4.2.2 Satz. Sind X,Y Banachrdiume und T: X — 'Y ein kompakter Operator, also

T(EX )"

in'Y kompakt beziiglich ||.||, so ist T w-kompakt.
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Beweis. Aus der Linearitit von 7' und der Konvexitit von KiX(0) folgt die Konvexitit von
T(K3X(0)). SchlieBlich folgt die Behauptung aus Satz 4.1.4, da

TEX0) " = T(KF (0)".

]

4.2.3 Lemma. In einem normierten Raum (X, ||.||) ist jede w-kompakte Teilmenge von X
beschrinkt beziglich ||.||.

Beweis. Sei K eine w-kompakte Teilmenge von X. Fiir jedes f € X' ist das Bild f(K)
kompakt in R und damit auch beschréinkt. Also gilt

sup | f(z)] = sup [e(2)(f)] < +o0,
zeK zeK

wobei ¢+ : X — X" die kanonische Einbettung aus Lemma 4.1.8 ist. Da X’ versehen
mit der Abbildungsnorm einen Banachraum bildet, erhalten wir mit dem Satz von der
gleichméfigen Beschrinktheit

sup |[e(2)]| < +oc.
reK

Wegen |[o(z)]| = |[z]| gilt

sup ||lz|| < +o0,
reK

womit K beziiglich ||.|| beschrankt ist. O

4.2.4 Korollar. Sind X,Y Banachrdume und T: X — Y eine w-kompakte Abbildung,
dann ist T beschrdinkt.

Fir T € Ly(X,Y) ist TV € Ly(Y', X') der konjugierte Operator von T mit
Y (Tx) =Ty () fir alle z € X und ¢/ € Y. (4.2)
Insbesondere gilt ||T7|| = ||T|.

4.2.5 Lemma. Seien X,Y Banachrdume. Fine lineare Abbildung T: X — Y liegt genau
dann in Ly(X,Y), wenn T : (X,0(X, X")) = (Y,0(Y,Y")) stetig ist.

Beweis. Sei T € Ly(X,Y). Um die Stetigkeit von T: (X,0(X,X’)) — (Y,o(Y,Y")) zu
zeigen, geniigt es nach einem Resultat aus [Kall5], die Stetigkeit von

foT: (X,0(X,X")—C
fiir alle f € Y/ nachzuweisen. Geméif} (4.2) gilt fiir z € X, f € Y’

f(T(z)) = (T"f) (=),
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was wegen (1T"f) € X' die o(X, X')-Stetigkeit von f o T impliziert.
Fiir die Umkehrung sei T: (X, 0(X, X")) — (Y,0(Y,Y”)) stetig. Wir betrachten den Graph
von T, also

graphT := {(z,T(z)) e X xY:2z € X},

versehen mit der Produkttopologie (X, X’) x o(Y,Y’) = 0(X x Y, (X x Y)’). Aus der
Linearitéit von T folgt die Konvexitiat von graphT. Um die Abgeschlossenheit von graph T’
beziiglich w zu zeigen, sei ((z;,T(z;)))icr ein Netz in graph T, das gegen (z,y) € X x Y
schwach konvergiert. Aufgrund der komponentenweisen Konvergenz gilt z; — z in X. Da
T w-w-stetig ist, folgt T(z;) = T(z) in Y. Wir erhalten

(x4, T(z;)) 2 (z,T(x)) € graph T,

womit graphT w-abgeschlossen ist. Als w-abgeschlossene konvexe Menge in X x Y ist
graphT nach Satz 4.1.4 sogar abgeschlossen beziiglich der Norm. Nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen gilt daher 7' € Ly(X,Y). O

4.2.6 Lemma. Seien X,Y Banachridume. Fir T € Ly(X,Y) ist der konjugierte Operator
T:(Y',oY,Y)) = (X', o(X', X)) stetig.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass o(X’, X) die initiale Topologie beziiglich tx (X) C X"
ist. Nach einem Resultat aus [Kall5] geniigt es, die Stetigkeit von

tx(@)oT : (Y,o(Y')Y)) = C

fiir alle x € X nachzuweisen. Nach Definition der kanonischen Einbettung und des konju-
gierten Operators gilt fiir g € Y’

(tx (@) 0 T')(9) = 1x(2)(T"g) = (T"g)(x) = g(Tx) = 1y (Tx)(g),

womit ¢y (z) o T” stetig beziiglich o(Y')Y") ist. O

4.2.7 Bemerkung. Seien X,Y Banachrdume, T' € Ly(X,Y) und tx : X = X" 1y : YV = Y”
kanonische Einbettungen. Fiir 7" : X" — Y gilt

T"o1x =1y oT. (4.3)
In der Tat haben wir fiir z € X,g € Y’
((T" 0 1x(2)) (9) = tx(2) (T'9) = (T'9)(x) = g(Tx) = 1y (Tx)(g).
//

4.2.8 Satz. Seien X, Y Banachriume und T € Ly(X,Y). Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) T ist w-kompakt.

(1) Es gilt T"(X") C 1y (Y).
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(i) T': (Y, o(Y',Y)) = (X',0(X', X)) ist w*-w-stetig.

(iv) T':Y' — X' ist w-kompakt.

Beweis.

(1) = (i)

(ii) = (iii)

Sei T : X — Y ein w-kompakter Operator. Zunéchst merken wir an, dass nach
Lemma 4.2.6 der konjugierter Operator 7" von T" w*-w*-stetig ist. Wir erhalten
mit Satz von Goldstine, der Stetigkeit von 7" und (4.3)

* *

T'(KX"(0) = T"(ix (KX (0)" ) € T"(ox (KX (0))" = oy (T(K¥(0)))"

*

—_——————w (

Cw(TEF(0)") Lo @EX0)") Cw(Y),

wobei (x) gilt, da ¢ty : (Y,0(Y,Y")) = (ty(Y),0(Y",Y')|,, (v)) nach Bemerkung

4.1.11 einen Homo6omorphismus bildet und 7" nach Voraussetzung w-kompakt
R EE—-a—1 )

ist, woraus die w*-Kompaktheit von ty (T(KiX(0)) ) in 1y (Y) folgt.

SchlieBlich gilt fiir alle 2”7 € X"”\{0}

y .'LJ/
T M S Ly (Y) y

woraus man durch Skalieren 7" (z”) € 1y (Y') erhélt. Somit ist 7" (X") C 1y (Y).

Celte T"(X") C 1y (Y). Nach Satz von Banach-Alaoglu ist K" (0) w*-kompakt.
Daher ist wegen der Stetigkeit von 7”7 : (X", 0(X", X")) = (Y",0(Y",Y"))

(K7 (0))

w*-kompakt in ty(Y). Da ty : (Y,o(Y,Y")) = (ww(Y),0(Y",Y')],,(v)) einen
Homdoomorphismus bildet, ist

by (T (K7(0))
w-kompakt in Y. Insgesamt erhalten wir mit (4.3)
Y 2 (1K (0)) = T(x (K77(0)) 2 T(K7(0)).

Also ist T(K3X(0)) in einer w-kompakten Menge enthalten, womit

T(K{(0))
w-kompakt in Y ist. Also ist T" ein w-kompakter Operator.

Es gelte T"(X"”) C 1ty (Y). Um die w*-w-Stetigkeit von T" zu zeigen, iiberpriifen
wir die Stetigkeit von

FoT : (Y oY Y)) = C
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(iii) = (iv)

(iv) = (id)

fir alle F € X”. Gemif (4.2) gilt fiir g € Y’

(FoT')(g) =F(T'(9)) = (T"(F))(g),

wobei T”(F') nach Voraussetzung sogar in ¢y (Y') enthalten ist. Somit gibt es
ein y € Y so, dass F oT" = 1y(y). Die schwache*-Topologie o(Y”,Y) werden
genau von solchen Punktauswertungsfunktionalen F o T" induziert. Da o(Y”,Y)
die grébste Topologie auf Y so ist, dass alle Abbildungen beziiglich 1y (V') stetig
sind, folgt die Stetigkeit von F o T” beziiglich o(Y',Y).

Sei T": (Y',o(Y',Y)) = (X',0(X', X")) w*-w-stetig. Nach Satz von Banach-
Alaoglu ist K (0) w*-kompakt in Y’, woraus die Kompaktheit von 7" (K} (0))
in X’ beziiglich w folgt. Wegen

T'(K"(0)) = T'(K}(0))
ist somit 7" ein w-kompakter Operator.
Sei 7" : Y' — X' w-kompakt. Der konjugierte Operator
T (X" o(X", X")) = Y",a(Y", Y"))

von T” ist dann nach dem oben Bewiesenem w*-w-stetig ist. Wegen des Satzes
von Goldstine und (4.3) schlieflen wir daher auf

*

T"(K{X"(0)) = T"(ex (KX(0)" ) € T"(ex (K¥(0))) " = oy (T(KF(0)))"

) —Ly(T(le(O)))”'HXH c r(y)\hllxu — iy (Y).

wobei (%) wegen Satz 4.1.4 gilt, da das Bild linearer Abbildungen einer konvexen
Menge wieder konvex ist. Die letzte Gleichung gilt, da die kanonische Einbettung
ty isometrisch ist und somit ¢y (Y’) eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist.

SchlieBlich gilt fiir ” € X”\{0} mit ﬁ e K¥X"(0)

1 T// " 7T” x// Y
)= ) )

Somit folgt T"(X") C vy (Y).

O

Fiir unsere Zwecke ist eine Konsequenz des Satzes von Eberlein-Smulian interessant, die
wir ohnen Beweis zitieren wollen.

4.2.9 Korollar. (Folgerung des Satzes von Eberlein-Smulian)
Ist X ein Banachraum, dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die abgeschlossene Einheitskugel K{X(0) in X ist w-kompakt.
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(ii) X ist reflexiv.
(iii) Ist' Y ein Norm-abgeschlosser Teilraum von X, dann ist Y reflexiv.

(iv) Jeder Norm-abgeschlossene und separable Teilraum von X ist reflexiv. Dabei heifst
ein topologischer Raum separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge hat.

(v) Jede beschrinkte Folge in X hat eine w-konvergente Teilfolge.
4.2.10 Proposition. Seien X,Y,Z Banachriume, S, T € Ly(X,Y),R € Ly(Y,Z) und
a, B e C.

(i) S+ pT: X =Y ist w-kompakt, falls S, T beide w-kompakt sind.

(ii) RS: X — Z ist w-kompakt, falls R oder S w-kompakt ist.
(iii) Die Menge

w-Ly(X,Y) ={B € Ly(X,Y) : B ist w-kompakt}
ist abgeschlossen beziiglich der Operatornorm.

(iv) Falls X oderY reflexiv ist, dann gilt

Ly(X,Y) = w-Ly(X,Y).

Beweis.
(i): Seien S,T w-kompakte Operatoren. Wegen Satz 4.2.8 gilt fiir 2”7 € X"
OéS”(l’”) + ﬁT”(.’If”) e LY(Y),

also (aS + BT)"(X") C 1y (Y). Somit ist aS + BT nach Satz 4.2.8 ein w-kompakter
Operator.

(73): Sei S ein w-kompakter Operator. Aus R € Ly(Y, Z) folgt nach Lemma 4.2.5 die
Stetigkeit von R : (Y,o(Y,Y")) — (Z,0(Z,Z')). Zusammen mit der w-Kompaktheit
von S erhalten wir die w-Kompaktheit von R(S(K{* (O))w) in Z. Zudem gilt

R(S(K{(0))") 2 (RS)(K{(0)),

folglich

R(S(K{(0))") 2 (RS)(KX(0)".

T v, w
Als w-abgeschlossene Menge in einer w-kompakten Menge ist (RS)(K{X(0)) selbst
w-kompakt, womit RS ein w-kompakter Operator ist.
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(1v):

Sei R w-kompakt. Wegen S € Ly(X,Y) gilt
(RS)(K7(0)) € R(K|g(0)) = [IS]| - R(K} (0)),
somit gilt
(RS)(K(0)" < |IS]- R(EY (0))".

Da das Multiplizieren mit einem Skalar einen Hom6omorphismus bildet, erhalten wir
mit der gleichen Argumentation wie vorhin, dass RS ein w-kompakter Operator ist.

ZuT € w-Lp(X, Y)H'” gibt es eine Folge (1},)nen aus w-Ly(X,Y') mit

n—oo

T, —T| — 0.
Wegen ||T7|| = ||T|| erhalten wir
Ty = T"(| = (T = T)"|| = | T = T|| =5 0.
Aus der Konvergenz beziiglich der Operatornorm folgt die punktweise Konvergenz,

also fiir alle 2”7 € X" gilt

n—oo

175 (2") = T"(@") [y =" 0.

Aufgrund der Schwach-Kompaktheit von 7)) gilt T)"(X”) C 1y (Y') nach Satz 4.2.8.
Also ist (T)/(2"))nen eine Folge im abgeschlossenen Unterraum ty (Y'), womit der
Grenzwert T"(2") in 1ty (Y') enthalten ist. Nach Satz 4.2.8 ist T" w-kompakt.

Sei T € Ly(X,Y). Nach Lemma 4.2.5 ist T : (X,0(X, X)) — (Y,0(Y,Y")) stetig. Ist
X reflexiv, so ist K3* (0) nach Korollar 4.2.9 w-kompakt. Zusammen mit der Stetigkeit
von T folgt die Kompaktheit von T'(K;*(0)) beziiglich w in Y. Folglich ist

T(K7(0))

w-kompakt in Y, womit T' € w-Ly(X,Y). Ist Y reflexiv, so ist K{ (0) nach Korollar
4.2.9 w-kompakt. Wegen T € Ly(X,Y) gilt

T(K7(0)) € Ky (0) = [IT]| - Ky (0).

Da das Multiplizieren mit einem Skalar einen Homdomorphismus bildet, ist ||7]| -
K (0) w-kompakt. Folglich erhalten wir

T(KX(0)" < |7 - KY (0).

Als w-abgeschlossene Menge, die in einer w-kompakten Menge enthalten ist, ist

T(K;X(0)) selbst w-kompakt, womit 7' € w-Ly(X,Y).
(Il
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4.3 Satz von Davis-Figiel-Johnson-Petczynski
Bevor wir uns das Hauptresultat dieses Abschnittes zuwenden, rufen wir ein paar grundle-

gende Begriffe topologischer Vektorrdume sowie das Minkowski-Funktional in Erinnerung.

4.3.1 Definition. Die Teilmenge A eines Vektorraumes X heifit
(i) absorbierend, wenn es zu jedem z € X ein t > 0 gibt mit tx € A.
(ii) kreisformig, wenn fiir alle x € A und A € C, || < 1, auch Az € A gilt.

(i1i) konvez, wenn fiir alle z,y € A und A € [0, 1] auch
A+ (1-ANye A
gilt, also wenn die Menge A mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke

enthélt.

4.3.2 Definition. Sei A eine nichtleere, absorbierende Teilmenge eines Vektorraumes X.
Eine Abbildung p4: X — [0, 400), die definiert ist durch

1
pa(x) ::inf{t >0: 7% € A} ,
heifit das Minkowski-Funktional von A.

4.3.3 Lemma. Sei A eine nichtleere, absorbierende Teilmenge eines Vektorraumes X .

(i) Es gilt AC {x € X : pa(zr) <1}.

(ii) Es gilt 1a(0) =0 sowie

M%A(w) = pa(re) =rpa(zx) fiir alle x € X, r > 0.
(iii) Ist A zusdtzlich konvex, so gilt
palx+y) < palz) + pay) fiir alle x,y € X.
(iv) Ist A kreisformig, dann gilt
wa(Ax) = [N pa(z) fir alle x € X, € C.

(v) Fiir konvezes A gilt {x € X : pa(x) <1} C A.

(vi) Ist A zudem konvex und offen beziiglich irgendeiner Topologie auf X, die X zu einem
topologischen Vektorraum macht, so gilt

A={z e X :pa(z) <1}
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(vii) Fir ein konvezes und kreisformiges A ist ua eine Seminorm.

Beweis. Siehe [[WKM20], Kapitel 5, Lemma 5.1.9]. O
Die folgende Aussage iiber absorbierenden Mengen wird sich im Beweis des Satzes von
Davis-Figiel-Johnson-Pelczyriski als niitzlich erweisen.

4.3.4 Lemma. Seien (X, |.||) ein normierter Raum und A C X eine nichtleere offene,
absorbierende, kreisformige und konvexe Menge. Fir c,d > 0 mit U.(0) C A C Uy(0) und
r € X gilt

1 1
llall < pa(@) < )

Infolge ist g eine zu ||.| dquivalente Norm.

Beweis. Zunichst merken wir an, dass pua nach Lemma 4.3.3 eine Seminorm ist. Seien
x € X und € > 0, dann gilt

1 1
_— = — < 1.
Ha (ﬂA(ﬂﬁ) +e x) pa(w) +e #a(@)
Nach Lemma 4.3.3 ist m -2 in A enthalten, weshalb nach Voraussetzung

X

HM(H <

und daher ||z|| < (pa(x)+e)-d folgt. Dae > 0 beliebig war, gilt ||z| < pa(z)-d. Andererseits
gilt fiir e > 0

also W -z € U.(0). Nach Voraussetzung ist U.(0) eine Teilmenge von A. Also folgt aus
Lemma 4.3.3

_c
]l + ¢

xH <,

< ¢ > ¢ (z) <1
pa 2| = ——— palz) < 1.
x| +e |zl + ¢

Durch Umformen erhalten wir

[ N

pa(@) < = (=l + ).
Da e > 0 beliebig war, gilt p4(z) < 1|z||. Insgesamt erhalten wir

1 1
Zllall < pate) < ol
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4.3.5 Satz. (von Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski)

Seien X,Y Banachriume und T: X — Y eine beschrinkte lineare Abbildung. Dann ist
T genau dann w-kompakt, wenn es einen reflexiven Banachraum Z und zwei beschrinkte
lineare Abbildungen a: X — Z, B: Z —'Y derart gibt, dass T = o «.

Beweis. Sei Z ein reflexiver Banachraum und seien «, § zwei beschrinkte lineare Abbildun-
gen so, dass T = Soa. Aus der Reflexivitéit von Z folgt mit Korollar 4.2.9 die Kompaktheit
von K{(0) beziiglich w. Nach Lemma 4.2.5 ist das Bild 3(K{(0)) ebenfalls w-kompakt,
woraus die Abgeschlossenheit von 3(K7(0)) beziiglich w folgt. Also ist

—w

BE{(0))

w-kompakt in Y, weshalb 3 ein w-kompakter Operator ist. Wegen Proposition 4.2.10 ist
die Zusammensetzung 7" = § o « schlieBlich w-kompakt. Der Beweis der Umkehrung wird
aufgrund seines Umfangs in mehreren Schritten gefiihrt.

Schritt 1. Fiir einen w-kompakten Operator T: X — Y ist
W= T(KX(0))"

eine nichtleere konvexe, kreisférmige und beschriankte Menge. Die Konvexitidt bzw. die
Kreisformigkeit von W folgt aus der Linearitdt von T und aus der Tatsache, dass der
Abschluss beziiglich w einer konvexen bzw. kreisfromigen Mengen wieder konvex bzw.
kreisformig ist. Da T ein w-kompakter Operator ist, folgt die Beschranktheit von W aus
Korollar 4.2.4. Fiir n € N definieren wir

Up:=2"W +27"UY(0).

Offenbar ist U, eine Teilmenge von Y und als Summe von kreisférmigen und konvexen
Mengen ist U, wieder kreisférmig und konvex. Weiters lésst sich U,, schreiben als

U= |J @w+27U70),
weW

womit U, als Vereinigung von offenen Mengen wieder offen ist. Da U, eine Umgebung der
Null enthilt, ist U, zudem absorbierend. Wegen W C ||T|| K7 (0) haben wir

Un € K37y (0) + U3 (0) € (27(|T| +27) U} (0).
Andererseits gilt U,, D 27" U} (0), womit
27Uy (0) C U, C (2"|T|| +27") Uy (0). (4.4)

Schliefllich betrachten wir das Minkowski-Funktional pg,: Y — [0,4+00) von U,. Nach
Lemma 4.3.3 ist py, eine Seminorm. Wir setzen ||.||, := uy, (.) und erhalten wegen (4.4)
und Lemma 4.3.4 fiir alle x € Y

—n\—1
@70 +27") " Nzl < ll2fln < 2%
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Also ist ||.||,, eine zu ||.|| dquivalente Norm auf Y.

Schritt 2. Ausgehend von Y := (Y,||.||) konstruieren wir fiir n € N den Raum Y, :=
(Y, ]|-][n)- Da Y ein Banachraum ist und ||.||,, zueinander und zu ||.| &quivalente Normen
sind, bildet auch Y,, einen Banachraum. Zudem stimmen die jeweiligen Dualriume Y’
und Y, als Vektorrdume mit dquivalenten Abbildungsnormen ||.|| und ||.||, iiberein. Auch
(Y'Y und (Y;}) stimmen als Vektorrdume mit #quivalenten Abbildungsnormen |.|| und
||l iiberein. SchlieBlich betrachten wir die kanonische Einbettung ty : ¥ — Y, die einem
Element y aus Y das Punktauswertungsfunktional (f — f(y)) aus Y” zuordnet. Wegen
Y’ =Y, und Y” =Y, hiingt ¢ty nicht von der konkreten Norm ab.

Schritt 3. Wir wollen den Raum

Ez(ymn eN) = {(yn)neN € H Yo, Z ||ynH721 < +OO}
n=1

n=1

versehen mit der Norm

o 3
[ (Y )nenll2 = (Z H%Hi)
n=1

in Erinnerung rufen. Nach Satz 2.3.7 bildet (£2(Y,,n € N),|.|l2) einen Banachraum. Fiir
festes ng € N betrachten wir die kanonische Projektion

- _{£2(Yn,n€N) — Yo,
"o (yn)nEN = Yngs

wobei Y, und Y als Vektorrdume iibereinstimmen. m,, ist linear und beschrénkt mit
|7no |l < 1. Wir definieren

Z = {(yn)neN € EZ(Yn,n eN):y, =yn €Y fiir alle n,m € N} .
Nach Konstruktion lasst sich Z darstellen durch

Z = ﬂ ker (7, — ).

n#m

Aufgrund der Linearitit und Beschriinktheit der Abbildung 7, —m,, : £2(Y,,n € N) — Y ist
ker(m, —m,) abgeschlossen. Somit ist Z als Schnitt abgeschlossener Unterrdume wieder ein
solcher. Als abgeschlossener Unterraum eines Banachraumes ist Z selbst ein Banachraum.

Schritt 4. Als Néchstes beweisen wir

KX (0) = 2y (W) + 27K (0). (4.5)
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Fiir die kanonischen Einbettungen ty : Y — ¢y (Y) und ¢y : Y/ — 1y/(Y’) und die w*-
Topologie o(Y”,1y/(Y")) auf Y erhalten wir mit dem Satz von Goldstine

* —_——w*
[l-lln

K} (0) = e (K]7(0)) = o (UT(0) )

) T () — g
= 1w (U"(0)) = w(U;"(0))

w*

= 211y (W) + 27"y (UY (0))

wobei man den Abschluss in der Gleichheit (%) wegen der Isometrieeigenschaft von ty
hinausziehen kann. Die Gleichheit (xx) gilt, da die w*- Topologie grober als, die von der
Norm erzeugte Topologie ist. Die letzte Gleichheit gilt nach Lemma 4.3.3 wegen

U 0)={zcY:|zl, <1} =U, = 2"W + 27U} (0). (4.6)

Da +:Y" xY" = Y" w*-stetig ist, erhalten wir

* *

271y (W) 4277 Ly(Uly(O))w D 2my (W) ) + 27y (UY (0))

=2" 1y (W) +27" Ly(UlY(O)”'”) (4.72)

*

+o kY (0) (4.7b)
(

wobei Gleichheit in (4.7a) gilt, da ¢ty nach Bemerkung 4.1.11 ein w-w*-Homéomorphismus
und W w-kompakt ist. Die Gleichheit in (4.7b) hat wegen des Satzes von Goldstine ihre
Giiltigheit. Das letzte D gilt, da die Menge in (4.7b) w*-kompakt ist. Zusammengefasst
haben wir gezeigt, dass

*

K7 (0) = 20 (W) 4277 (07 () = 2w (W) +27" K1 (0).

1

Schritt 5. Sei y” ein Element aus Y,/\ty (Y'), womit ”yzf,”n € K}/'/LI(O)\Ly(Y). Wegen (4.5)
gilt fiir gewisse z € W und 2" € KY"(0)

y//
W = 27L LY(Z) + 2_n Z”.
n

Durch Umformen erhalten wir
Y = 2"y Iy (2) = 27" |y [|n 2",
und folglich

1" = 2" 1y lln ey () < 27" [l 1271 < 27" (1" - (4.8)

29



Fiir den Abstand
0<n:= dH'”(y”, ty (Y)) = inf {z cuw(Y): ||y — zH}
erhalten wir 7 < 27"(|y"||,, aus (4.8), also

12" < [ly|n. (4.9)

Schritt 6. Nach Satz 3.1.2 lisst sich £2(Y,,,n € N)' mit £2(Y,},n € N) und ¢2(Y,!,n € N)/ mit
2(Y" n € N) identifizieren, weshalb sich ¢2(Y,,,n € N)” mit ¢2(Y,”,n € N) identifizieren
liisst. Die kanonische Einbettung ¢ : £2(Y,,,n € N) — ¢2(Y,” n € N) erfiillt dabei

L((Yn)nen) = (tv (Yn))nen-

Schritt 7. Als Nachstes wollen wir
z" = (zHt Cc (Y neN) (4.10)

nachweisen. Da Z ein abgeschlossener Unterraum von £2(Y,,n € N) ist, gilt fiir den Dual-
raum von Z nach Proposition 4.1.6, dass Z' = 2(Y,!,n € N)//Z+ verméoge

o1

e
A 2(Y) neN)/Z+,
\_/

wobei o die isometrische Bijektion aus Proposition 4.1.6 ist. Abermals wegen Proposition
4.1.6 haben wir 2" = (¢2(Y,!,n € N)'/Z+) = (Z1)H(C 2(Y,),n € N)) vermoge

1

(Y, € N)’/Z/L)’\A (Z4)*,
N

T

wobei 7 wie in Proposition 4.1.6 ist. Somit kénnen wir Z” als eine abgeschlossene Teilmenge
von 2(Y)” n € N) interpretieren. Fiir (y,)ney € Z mit in Y {ibereinstimmenden y, gilt
dabei

tz((Un)nen) = (1v (yn)Inen-

Schritt 8. Seien (Y )nen € 2" = (Z1)+ C 2(Y),n € N) und f € Y’ beliebig. Wir withlen
die Folge (fy)nen so, dass fiir ng, mg € N mit ng # myg

0, n ¢ {no,mo},
fn = fi n=no, (4.11)
_f) n =mop.
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Offenbar ist (f,)nen eine Folge in ¢2(Y,! n € N) mit
1(fadnenllz = D 1Fall® = 1faoI* + 1 fimoI” = IFIP + 1| = FII* < +oo.
neN

Nach Konstruktion von (f,)nen gilt fiir (yn)nen € Z

(fn)nEN yn nEN Z fn yn = yno) - f(ymo) =0,

neN

womit (fy,)nen sogar in Z+ enthalten ist. Wegen (4.10) gilt fiir alle f € Y/ mit den ent-
sprechenden f,, gemaf} (4.11)

W nen ((Fudner) = () = F(Wno) = 0.

Also hat man y,; =y, € Y", weshalb jedes (y,,)nen aus Z” aus gleichen Elementen von
Y” besteht.

Schritt 9. Angenommen, Z ist nicht reflexiv. Dann gibt es ein (y)),en € Z"\1z(Z), welches
yr =yr =y" € Y” fur alle n,m € N erfiillt und folglich ¢ ¢ 1y (Y'). Wegen (4.9) gibt es
fiir ¥ € Y"\uty (Y) ein n > 0 mit n2" < |||, woraus wir

Iwmmenlld = llallz > n) 2" = +oo

neN neN
erhalten, was ein Widerspruch zu (y!)nen € £2(Y,), n € N) darstellt. Also gilt Z" = 17(Z),

weshalb Z ein reflexiver Banachraum ist.

Schritt 10. Wir definieren die Abbildung a : X — Z durch a(z) := (T(z))pnen. Um
die Wohldefiniertheit und Beschrianktheit von « zu zeigen, betrachten wir fiir T(H;—”) €

T(K{X(0)) € W. Nach Konstruktion von U,, und wegen (4.6) gilt

2"<HOGTWCU_““”

folglich
2n
‘Q”T (‘”) - ‘ = _T@)| <1

lzll /1, Il "

Durch Umformen erhalten wir
1

IT@)n < N2l - (4.12)
Wegen (4.12) folgt

> 1 1

I(T(@))nenlls =D IT(@)]2 < ||| o3 )1,
n=1 n=1
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womnit (T(z))nen € £2(Yy,n € N) und nach Konstruktion gilt sogar (T'(x))nen € Z. Somit
ist a : X — Z eine lineare und beschrinkte Abbildung.

SchlieBlich definieren wir 3 : Z — Y durch 3 := m|z, wobei 7 : £2(Y,,n € N) = Y] =Y
die kanonische Projektion ist. Offenbar ist £ als eine Einschrinkung einer linearen und
beschrénkten Abbildung wieder beschrankt und linear. Fiir x € X gilt

womit sich 7" als Hintereinanderausfithrung zweier beschrénkten linearen Abbildungen dar-
stellen 14sst. ]
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Anhang

In diesem Anhang wiederholen wir die Definition und relevante Resultate iiber unbedingte
Konvergenz, siehe [Kall5].

A.1 Unbedingte Konvergenz

Fiir eine nichtleere Menge M bezeichnen wir mit £(M) die Menge aller endlichen Teilmen-
gen von M. Setzt man A < B :< A C B, so wird (£(M), <) zu einer gerichteten Menge.

A.1 Definition. Seien M eine nichtleere Menge, (X, ||.||) ein normierter Raum und a; € X
fiir jedes j € M. Falls das Netz (3_;c 4 aj) ace(ar) in X beziiglich ||| konvergiert, so sagen
wir, dass ) jeM 4j unbedingt konvergiert und setzen

Zaj: lim Zaj,
ACE(M
jeM cEM)iA

wobei wir die Summe iiber die leere Indexmenge Null setzen.

A.2 Lemma. Seien M eine nichtleere Menge, (X, ||.||) ein normierter Raum und a;,b; €
X, j€ M. Dann gilt fir \,u € C

Yoagub) =D ai | tul| Db
JjEM JEM JEM
in dem Sinn, dass die linke Seite unbedingt konvergiert, wenn es die rechte tut.

Beweis. Siehe [[Kall5], Kapitel 9, Definition 9.3.4]. O

A.3 Lemma. Seien M eine nichtleere Menge, (X, ||.||) ein Banachraum und a; € X fir
jedes j € M. Die Summe 3_;c\r |laj|| konvergiert unbedingt genau dann, wenn

D llajll <€ fir alle A € E(M) (A1)
JjEA

mit einem von A unabhdngigen C' > 0. In dem Fall konvergiert auch ZjeM a; unbedingt.

Beweis. Siehe [[Kall5], Kapitel 9, Fakta 9.3.5]. O
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