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1 Einleitung

Uniforme Réume sind spezielle topologische Rdume, mit denen viele wichtige Konzepte aus
der Theorie der metrischen Raume, wie gleichméflige Stetigkeit, Vollstindigkeit und totale
Beschranktheit, verallgemeinert werden kénnen.

Vorliegende Arbeit beginnt mit der einigen grundlegenden Definitionen und Aussagen
tiber uniforme Réume, welche im Wesentlichen [1] und [3] entnommen wurden. Anschliefend
werden in Kapitel 3 basierend auf [3] und [7] zwei weitere Moglichkeiten angegebenen
einen uniformen Raum zu definieren und die Frage, wann ein topologischer Raum ein
uniformer ist, beantwortet. In Kapitel 4, welches sich nach [1] und [3] richtet, wird der
Begriff der Vollstandigkeit eingefiihrt und neben einigen aus der Theorie der metrischen
R&ume bekannten Eigenschaften gezeigt, dass jeder uniformer Raum eine Vervollstindigung
besitzt.

Notation Sei X eine Menge und U,V C X x X. Wir setzen
U=t = {(m,y) € X x X : (y,2) € U},

VU :=VolU:={(z,y) € X x X :3z € X mit (x,2) €U, (z,y) e V}

sowie induktiv U' := U und fiir n € N
Ur:=U"1toU, n>2.
Man sagt, dass U symmetrisch ist, falls U = U~! gilt. AuBerdem nennen wir die Menge
A={(z,2):0 e X} CXxX
Diagonale von X.

Bemerkung 1.0.1. Enthélt U C X x X die Diagonale, so gilt U C U™ fiir n > 1.
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2.1 Definition eines uniformen Raumes

Definition 2.1.1. Sei X eine Menge. Ein Filter ¢ auf X x X heifit uniforme Struktur,
wenn

(i) A CU fiir jedes U € U gilt,
(i) U1 e U fir U € Y und
(iii) es fiir jedes U € U ein V € U gibt mit V2 C U.
Wir nennen die Mengen aus U Nachbarschaften und (X, ) einen uniformen Raum.

Bemerkung 2.1.2. Im Punkt (ii7) konnen wir sogar ein symmetrisches V' finden mit
V?2 C U; man nehme statt dem V in (4ii) einfach V. NV =1,

Bemerkung 2.1.3. Wie wir in Beispiel 2.2.2 sehen werden, ist jeder metrische Raum
(M,d) auch ein Uniformer. AuBerdem kann man zu einem uniformen Raum (X,U) und
jedem x € X einen Filter durch

U(x) :={U(z): U e U}

definieren, wobei

U):={ye X :(z,y) €eU}.

In der Tat gilt stets (X x X)(x) = X € U(z) und wegen A C U auch =z € U(x) fiir alle
U eU, womit () ¢ U(x). Fiir Uy, Us aus dem Filter U gilt Uy N Uy € U und damit

(UyNUz)(x) = Ui(x) NUs(x) € U(x).
Definieren wir schliefilich fiir U € Y und N 2 U(x)

U:=(NxN)UU,

so liegt diese Menge wegen der Filtereigenschaft in U. Zudem gilt

U)={ye X:(z,y) € (Nx N)UU}
={yeX:(z,y) e (NxN)}U{ye X : (z,y) €U}
=NUU(z)=V

und damit N € U(x).
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Folgender Satz zeigt uns, dass damit fiir jeden uniformen Raum (X,U) auf eindeutige
Weise eine Topologie definiert wird.

Satz 2.1.4. Fir eine uniforme Struktur U auf X bildet
T:={0 CX:0 €U(x) fir alle x € O}

eine Topologie auf X. Diese hat die Figenschaft, dass fiir jedes x € X der Umgebungsfilter
Ur(z) von x bzgl. T mit U(x) tdbereinstimmt. Diese Eigenschaft bestimmt T eindeutig.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen, dass 7 eine Topologie ist. Offensichtlich liegt die leere Menge
in 7. Aulerdem gilt X € T, da fiir U := X x X sicher U € U und damit

X =U(z) e U(x) fir alle x € X.

Fiir gegebene O; € T,i € I, und = € | J;c; O; gibt es j € I mit O; € U(x). Weil U(z) nach
Bemerkung 2.1.3 ein Filter ist, folgt aus O; C (J;c; O;

J0i e u(a),

i€l

und daher (J;c;0; € T.
Der Schluss von Oq, ...,0,, € T auf

n
ﬂ 0,¢T
i=1
verlduft analog, wobei hier aber die Eigenschaft von Filtern, abgeschlossen unter endlichen
Schnitten zu sein, verwendet wird.
Schritt 2: Um Uy (z) = U(x) fiir jedes feste © € X nachzuweisen, sei N € Uy (z) gegeben.
Nach Definition gibt es ein O € T mit z € O C N und

O=U(x)CN

fiir ein U € U. Weil U(x) ein Filter ist, folgt N € U(z).
Ist umgekehrt N € U(z), so setzen wir

N:={yeX:NelU(y)} CN,

wobei N C N, da N € U(y) auch y € N nach sich zieht. Wenn wir z € N € T zeigen
kénnen, erhalten wir N € Uy (z). Wegen N € U(z) gilt offensichtlich # € N. Wenn es fiir
beliebiges y € N ein M € U(y) mit N € U(w) fiir alle w € M gibe, wiirde M C N folgen.
Daraus wiederum wiirde

NelU(y) firalleyeN

folgen, womit N € T. Es bleibt also zu zeigen, dass es so ein M zu beliebigem y € N gibt.
Wegen N € U(y) existiert ein U € U mit N = U(y). AuBlerdem gibt es nach Bemerkung
2.1.2 ein symmetrisches W € U, das W2 C U erfiillt. Fiir w € W(y) und z € W (w) folgt

(y,w), (w,z) € W,
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woraus wir (y,z) € W2 C U und damit z € U(y) erhalten. Also gilt W (w) C U(y) = N fiir
alle w € W(y) und
M :=W(y) € U(y)

erfiillt wie gewiinscht
N € U(w) fur alle w € M.

Schritt 3: Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, sei T eine weitere Topologie, dessen Um-
gebungssystem fiir jedes x € X mit U(z) iibereinstimmt. Fiir ein O € T gilt

O eU(y) fiir alle y € O.

Das bedeutet aber genau O € T. Ist andererseits O € T, so gilt O € U(z) fiir alle z € O,
also O € T.
O

Alle topologischen Begriffe bezichungsweise Aussagen iiber uniforme R&ume beziehen
sich im Folgenden auf die vom uniformen Raum induzierte Topologie.

Definition 2.1.5. Eine Teilmenge B einer uniformen Struktur ¢/ auf X heifit Fundamen-
talsystem von U, wenn B eine Filterbasis von U ist.

Bemerkung 2.1.6. Ist B ein Fundamentalsystem von &/ und = € X, so ist
{B(x): B € B}

eine Umgebungsbasis von x, denn zu U € U gibt es B € B mit B C U, weshalb
B(z) C U(x).

Lemma 2.1.7. Ist B ein Fundamentalsystem eines uniformen Raumes (X,U), so sind es
fiir beliebiges n € N auch

B:={BNB':BeB} und B,:={B":BeB}.

Bewetis. Wegen U > BN B! C B fiir B € Bist B ein Fundamentalsystem. Anschlieflend
zeigen wir, dass B,, ein Fundamentalsystem von U ist. Fiir ein U € U gibt es ein V € U mit
V2 C U. AuBlerdem gibt es ein B € B mit B C V, wodurch

B2CV?CU.

Fiir den Fall n > 2 sei wieder U € U und k € N sowie By, ..., By € B so, dass 2F > n,
B? C U und B,szrl C By, fir alle m =1, ...,k — 1. Infolge gilt sz C U, womit wegen

Bl =ByoBl ' CBloBI ' =BT jeN,

auch .
U>B, CB}C B} CU.
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Folgender Satz gibt uns ein Kriterium dafiir, dass eine Menge bestehen aus Teilmengen
von X X X ein Fundamentalsystem einer uniformen Struktur auf X bildet.

Satz 2.1.8. Sei B eine Menge bestehend aus Teilmengen von X x X mit folgenden Figen-
schaften.

bl) Fiir B1,By € B gibt es ein B € B mit B C By N Bs.

b2) Fir alle B € B gilt A C B.

(b1)
(62)
(b3) Zu jedem B € B eistiert ein B € B mit B C B~
(b4) Fiir jedes B € B gibt es ein B € B mit B> C B.

Dann ist B ein Fundamentalsystem fiir die uniforme Struktur
U:={UC X x X : Es gibt ein B€ B mit BCU}.

Beweis. Da jede Obermenge einer Menge U € U wieder in U liegt, wegen (b2) die leere
Menge nicht in ¢ enthalten sein kann und wegen (b1) der Durchschnitt von zwei Mengen
aus U wieder in U liegt, ist U ein Filter auf X x X. AuBlerdem folgt aus (b2), dass jedes
U € U die Diagonale enthilt. Fiir U € U und B € B mit B C U gibt es wegen (b3) ein B
mit

pcptcu!

und deshalb U ~1 € U. SchlieBlich gibt es zu U € U und B € B mit B C U wegen (b4) ein
B € B CU mit
B*CBCU.

O]

Lemma 2.1.9. Ist (X,U) ein uniformer Raum und B ein Fundamentalsystem, so sind
auch

{B°:BeB} und {B:Be€B}

Fundamentalsysteme, wobei der Abschluss und das Innere beziiglich der Produkttopologie
auf X x X zu verstehen sind.

Beweis. Um zu zeigen, dass {B° : B € B} ein Fundamentalsystem ist, miissen wir wegen
B° C B nur B° € U zeigen. In der Tat gibt es ein symmetrisches W € U/ mit

W3 C B.
Zudem existieren fiir (z,y) € W offene O,, 0, C X mit
(2,y) € Op x Oy CW(z) x W(y) = {(w,w) € X x X : (z,w), (y,w') € W} C W3,

Es folgt
we |J O.x0,cw?cCB,
(z,y)eW
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womit W C B° und daher B° € U.

Fiir ein U € U gibt es ein symmetrisches W € Y mit W3 C U und ein B € B mit
B C W. Wenn wir W C U zeigen kénnen, folgt B C W C U, womit sich {B : B € B} als
Fundamentalsystem herausstellt. Fiir (z,y) € W gibt es (w,w') € X x X mit

(w,w') € W1 (W(z) x W(y),
wodurch fiir (z,w), (y,w') € W wegen W = W1
(z,y) € W3,
O

Bemerkung 2.1.10. Ist U € U beziiglich der Produkttopologie auf X x X offen, so ist
fiir jedes x € X die Menge U(z) beziiglich der von U induzierten Topologie T offen. Ist
namlich y € U(z), so gibt es aufgrund der Offenheit von U Mengen O1,0 € T mit
(z,y) € O1 X Oy C U und damit

y € Oy CU(x).

2.2 Beispiele uniformer Riume

Beispiel 2.2.1. Auf jeder Menge X gibt es zwei triviale uniforme Strukturen. Die in-
diskrete, die nur X x X enthilt und die diskrete uniforme Struktur, bestehend aus allen
U C X x X mit A C U. Desweiteren induziert die diskrete uniforme Struktur ¥/ die diskrete
Topologie 75. Um das einzusehen, sei O € Ty, also eine beliebige Teilmenge von X. Da die
Menge

U=0x0UA

offensichtlich in ¢/ enthalten ist und erhalten wir fiir jedes x € O
Ul)={ye X:xz=yodery e O} =0,

weshalb O € U(z). Also ist O in der von U induzierten Topologie 7 enthalten und damit
T="Ta

Beispiel 2.2.2. Jeder metrischer Raum (M, d) induziert eine uniforme Struktur iiber das
Fundamentalsystem
B:={U.:€e> 0},

wobei Ue := {(z,y) € X x X : d(z,y) < €}. In der Tat erfiillt B die Bedingungen aus 2.1.8,
denn aus

Umin{el,eg} - Uel N U62
fiir alle €1, e2 > 0 folgt (b1), aus d(x,z) = 0 < € fiir alle ¢ > 0 und x € X folgt (b2), wegen
der Symmetrie von d gilt (b3) und aus der Dreicksungleichung folgt

(Ue)? CU

£
2

und damit (b4).
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Beispiel 2.2.3. Ist p eine Primzahl, n € N und
Up:={(z,y) €ZXZ:p" teilt z — y},

so wird durch
B:={U, :n € N}

ein Fundamentalsystem fiir die sogenannte p-adische uniforme Struktur auf Z definiert.

Beispiel 2.2.4. Sei (G,*,T) eine topologische Gruppe, also eine Gruppe (G, %) versehen
mit einer Topologie T derart, dass die Gruppenverkniipfung (z,y) — z * y und die Inver-
senabbildung = + 2! stetig sind. Desweiteren bezeichne U(e) den Umgebungsfilter des
neutralen Elements e € G. Ist R die Menge aller

Un:={(g,h) € GxG:gh™t € N}, N elle),

so erfiillt R die Bedingungen aus Satz 2.1.8 und ist somit ein Fundamentalsystem einer
uniformen Struktur Ur auf G, die sogenannte rechte uniforme Struktur. Auflerdem stimmt
die von Ug induzierte Topologie mit T iiberein. Fiir einen Beweis, siche Lemma 2.1 in [2].
Die Struktur U macht die Rechtstranslation 74 : h — h * g fiir jedes g € G gleichmaBig
stetig (siehe Definition 2.4.1), denn sind (g1, g2) € Un, N € U(e) so gilt

gixg*(gexg) P =gixgy' €N

und damit
(91 %9,92%9g) € Un,

also (14 x 74)(Un) C Un.
Ist £ die Menge aller

NU ={(g,h) e GxG:g*he N}, Necll(e),

dann erfiillt £ auch die Bedingungen fiir ein Fundamentalsystem einer uniformen Struktur
Ur, die im Allgemeinen verschieden von Up ist. Sie wird die linke uniforme Struktur von
G genannt und macht die Linkstranslation h — g *x h fiir jedes ¢ € G gleichméfig stetig.
Ist G abelsch, so gilt Ur = U,.

Beispiel 2.2.5. Sei X eine Menge und P die Menge seiner endlichen Partitionen, also die
Menge aller P = (P, ..., P,,), wobei die P; nichtleere Teilmengen von X sind, die P,NP; = ()
fir i # j und {J;_, P; = X erfiillen. Setzen wir fir P € P

n
Vp={(z,y) e X x X :Fi=1,...,nmit z,y € P} = UB x P,
=1
so ergibt
{Vp : PEP}

ein Fundamentalsystem fiir eine uniforme Struktur ¢ auf X. Man nennt sie die uniforme
Struktur der endlichen Partitionen. Ist die Menge X endlich, so stimmt die uniforme Struk-
tur der endlichen Partitionen mit der diskreten uniformen Struktur iiberein. In jedem Fall
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induziert die uniforme Struktur der endlichen Partitionen I/ die diskrete Topologie T3. Um
das einzusehen, sei O eine beliebige Teilmenge von X und = € O. Setzen wir

U:=(0x0)U(0°x 0%,
so folgt aus = ¢ O°
U@)={ye X:yeOoder (z,y) € O°x O} = 0.

Wenn wir zeigen kénnen, dass U in U liegt, erhalten wir O € U(z) und damit die Offenheit
von O beziiglich der von U induzierten Topologie. Setzen wir P = (O, O°), so gilt Vp = U
und damit U € U.

2.3 Topologische Eigenschaften uniformer Riume

Definition 2.3.1. Ein uniformer Raum heifit Hausdorff’sch, kompakt beziehungsweise 75-
Raum, wenn der induzierte topologische Raum Hausdorff’sch, kompakt beziehungsweise
ein T3-Raum ist.

Satz 2.3.2. Flir einen uniformer Raum (X,U) gelten folgende Aussagen:

(1) X ist genau dann Hausdorff sch, wenn

U=A

veu
(13) X ist ein T3-Raum.
Beweis. (i): Ist X Hausdorfl’sch und sind x # y aus X, so gibt es Uy, Us € U mit
Ur(z) N Us(y) = 0.
Insbesondere gilt U := U; NUs € U und
Uz) NU(y) =0,

womit (z,y) ¢ U, also (z,y) & (yey U- Gilt andererseits (¢, U = A, so gibt es zu x # y
aus X ein U € Y mit (x,y) ¢ U. Nach Bemerkung 2.1.2 existiert ein symmetrisches W € U
mit W? C U, wodurch

(z,y) & W2

Also kann es kein z € X mit (z,2) € W und (z,5) € W~! = W geben. Das bedeutet aber
gerade
W(z)NW(y) = 0.

(73): Satz 6.6 in [1] besagt, dass X genau dann ein T3-Raum ist, wenn es fiir O € 7 und
x € O ein N € T derart gibt, dass

xreNCNCO.

Qo
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Fiir O € T und z € O gibt es ein U € U mit z € U(z) C O. Fiir dieses U gibt es wegen
Lemma 2.1.9 ein symmetrisches und beziiglich der Produkttopologie auf X x X offenes
W €U mit W2 C U. Wegen W(y) € U(y) folgt aus y € W (x)

W (z) N W (y) # 0.

Fir z € W(x) N W(y) gilt (z, 2), (y,2) € W und wegen der Symmetrie auch (z,y) € W,
wodurch (z,y) € W2 und damit

y € W2(z), also W(x) C W3(x).

Fiir die gemi Bemerkung 2.1.10 offene Menge N := W (x) erhalten wir wegen W? C U
die gewiinschte Aussage

r€W(x) CW(x) CW3(z) CU(z) CO.

2.4 Gleichmiflig stetige Abbildungen

Definition 2.4.1. Eine Abbildung f : X — Y mit zwei uniformen Réumen (X,%) und
(Y, V) heiit gleichmiflig stetig, wenn es fiir jedes V € V ein U € U derart gibt, dass

(fxHU)cV.

Bemerkung 2.4.2.

- Offenbar ist f genau dann gleichméflg stetig, wenn obige Bedingung fiir Fundamentalsys-
teme anstatt der Uniformitdten &/ und V gelten.

- Die gleichmifige Stetigkeit von f ist zu (f x f)~}(V) € U fiir alle V € V dquivalent.

- Jede gleichméfig stetige Abbildung f : X — Y ist stetig beziiglich der von & und V
induzierten Topologien, denn fiir z € X und eine Umgebung V (f(z)),V € V, von f(z) gibt
es wegen der gleichméfligen Stetigkeit ein U € Y mit (f x f)(U) C V, weshalb auch

f(U@)) S V(f(z))

- Ist Y mit der diskreten uniformen Struktur versehen, so ist jede Abbildung f: X — Y
gleichméfig stetig.

In Analogie zu metrischen Rdumen gilt der folgende Satz.

Satz 2.4.3. Sei (X,U) ein kompakter uniformer Raum und (Y, V) ein uniforme Raum. Ist
f: X =Y stetig, so ist f sogar gleichmdifig stetig.

Beweis. Fiir ein V € V gibt es ein symmetrisches W € V mit W? C V. Wegen der Stetigkeit
von f gibt es zu jedem z € X ein U, € U mit

f(Us(z)) € W(f(2)).
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Wieder finden wir ein symmetrisches S, € U mit S2 C U,. Wegen S.(z) € U(z) gilt
x € Sy(x)°. Aus

U Sa(z)° =X

zeX

folgt aufgrund der Kompaktheit die Existenz einer endliche Teilmenge E von X mit X =
User Se(x)°. Wir setzen

U:= ﬂsxeu

und wollen (f x f)(U) C V zeigen. Zu (x,y) € U gibt es ein z € E mit (z,z) € S,. Wegen
f(x) € f(S:(2)) € f(S2(2)) € f(U:(2)) S W(f(2))
gilt auch (f(z), f(z)) € W und aus
(z,y) €U0 S, C S?
folgt analog (f(z), f(y)) € W. Wir erhalten schlieflich
(f(2), fy) eEWoW =W CV.
O

Proposition 2.4.4. Seien (X,U), (Y,V) und (Z, Z) uniforme Riume. Sind die Abbildun-
gen f: X =Y und g: Y — Z gleichmdfsig stetig, so auch go f.

Beweis. Zu einem W € Z gibt es wegen der gleichméfligen Stetigkeit von g ein V' € V mit
(g x g)(V) C W. Weiters gibt es aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von f ein U € U
mit (f x f)(U) C V. Insgesamt erhalten wir

((gof) x(goMU) S (gxg)(V)CSW.

2.5 Die initial uniforme Struktur

Das Konzept der Initialtopologie kann man in analoger Weise auf uniforme Raume iibertragen,
wobei man statt der Stetigkeit die gleichméflige Stetigkeit der Abbildungen fordert.

Definition 2.5.1. Seien U; und Us uniforme Strukturen auf einer Menge X . Die Struktur
U1 heifdt feiner beziehungsweise grober als Us, wenn Uy C Uy beziehungsweise Uy C Us gilt.

Lemma 2.5.2. Zu einer Familie (U;);cr von uniformen Strukturen auf einer Menge X gibt
es eine grobste uniforme Struktur U, die alle U; enthdlt.

10



2 Grundlegendes iiber uniforme Ridume

Beweis. Sei U jene uniforme Struktur, die alle Mengen der Bauart

(Ui, Uielh, ECI|E| < o0,

i€R
als Fundamentalsystem besitzt. Wir {iberpriifen die Vorraussetzungen aus Satz 2.1.8. Of-
fenbar gelten (b1), (b2) und (b3). Um (b4) zu zeigen, sei F eine endliche Teilmenge von I
und U; € UY;, i € E. Es existieren V; € U; mit

VECU;
und daher

2
(ﬂw) cV?c (U
i€cE i€E i€E

Ist U eine weiter uniforme Struktur, die alle U; enthélt, so enthilt U auch alle ﬂie Ui U; €

U, E C I, |FE| < oo, und damit U cu.
O

Definition 2.5.3. Sind f; : X — Y;,¢ € I, Abbildungen von einer Menge X in uniforme
Réume (Y;,V;), so nennt man die grobste uniforme Struktur 4 auf X derart, dass alle f;
gleichméBig stetig sind, initial uniform beziiglich (f;);er.

Bemerkung 2.5.4. Fiir eine uniforme Struktur ¢/ auf X sind alle f; genau dann gleichméfig
stetig, wenn sie alle Mengen (f; x f;)~(V;) umfasst. Also ist die initial uniforme Struktur
beziiglich der (f;);cr geméafl Lemma 2.5.2 wohldefiniert. Nach dem Beweis von Lemma 2.5.2
ist ein Fundamentalsystem B von U gegeben durch die Menge aller

N % 1)V, (2.1)
i€EE

wobel E C I,|E| <ocound V; €V, firi € E.

Satz 2.5.5. Mit der Notation aus Definition 2.5.3 gelten folgende Aussagen.

(1) Ist h : Z — X eine Abbildung von einem uniformen Raum (Z, W) in (X,U), so ist h
genau dann gleichmdflig stetig, wenn alle f; o h,i € I, es sind.

(1) Die Topologie T, die von U erzeugt wird, stimmt mit der Initialtopologie T der (f;)icr
tiberein.

Beweis. (i): Gemé Proposition 2.4.4 folgt aus der gleichméfigen Stetigkeit von h und f;
die von f; o h. Seien also umgekehrt alle f; o h, ¢ € I, gleichméBig stetig. Fiir ein U € U
gibt es ein

B=\(fi x )" (Va).
S
wobei E C I,|E| <ocound V; € V; fiir i € E, mit B C U. Aus der gleichméBigen Stetigkeit
der f; o h bekommen wir fiir jedes ¢ € E' ein W; € W mit

(fi x fi) o (b x h)(Wi) CV;

11



2 Grundlegendes iiber uniforme Ridume

und infolge
(h x h)(Wi) C (fi x fi)"H(Vh)-
Fir W= (,cp Wi € W folgt
(hx h)(W) C ((fi x fi) (Vi) C UL
ek
(73): Fiir den Beweis von (#i¢) zeigen wir im ersten Schritt, dass die Mengen der Bauart

() 7' (Vi(fi(2))), ECL|E| <oo,(fix f;)~", Vi €V, fiiri € E,

i€l
eine Umgebungsbasis von x beziiglich der Initialtopologie Z bilden. Dafiir sei N eine Umge-

bung von x beziiglich der Initialtopologie Z. Folglich existieren eine endliche Menge E C I
und in Y; offene O;,i € E, mit
x € ﬂ fz-_1

€D
O; ist eine Umgebung von f;(z), wodurch es ein V; € V; gibt mit
O; = Vi(fi(x))

und infolge

ze () i (Vifil)) € N

S

Da alle f; stetig sind, erweist sich f;*(Vi(fi(z))) als Umgebung beziiglich der Initialtopo-

logie Z, wodurch auch
() £ Vil fi(2)))
€D
eine solche ist.
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass obige Umgebungsbasis beziiglich der Initialtopologie
gerade mit

{B(z): B € B}
iibereinstimmt. Hierfiir sei B € B geméif (2.1) gegeben durch

B=()(fix f)""(Vi), wobei ECI,|E|<oo,V;€V, firicE.
i€E

Dann ist y € B(z) dquivalent zu (z,y) € (f; x fi)~1(Vi) bemehungswelse zu (f;
V; fiir alle i € E. Das bedeutet genau f;(y) € Vi(fi(x)) bzw. y € £ H(Vi(fi(

1 € F. Insgesamt erhalten wir
= () /7' Vilfi(@))-

S

(z), fily)) €
x))) fiir alle

Geméfl Bemerkung 2.1.6 ist {B(z) : B € B} eine Umgebungsbasis von z beziiglich der von
der initial uniformen Struktur / induzierten Topologie 7, weshalb Z mit 7 iibereinstimmt.
O

12



2 Grundlegendes iiber uniforme Ridume

Definition 2.5.6. (i) Sei (X,U) ein uniformer Raum und A C X. Wird A mit der initia-
len uniformen Struktur A beziiglich der Einbettungsabbildung ¢ : A — X,z — =,
versehen, so nennt man (A, .A) einen uniformen Unterraum von (X,U). Dabei gilt

A={UN(Ax A):UeU}.

(ii) Sei (X;,U;),i € I, eine Familie uniformer Raume. Versieht man das Produkt [[;.; X;
mit der initial uniformen Struktur beziiglich der Projektionsabbildungen

m s [ [ Xo = Xk, (@i)ier = an, k€1
el

symbolisch [[;.;U;, so nennt man
(H X1 Ui)
icl el

das Produkt der uniformen Réume (X;,U;),7 € I.

13



3 Alternative Zuginge

Wir stellen in diesem Kapitel noch zwei weitere Moglichkeiten vor, uniforme Rdume zu
definieren.

3.1 Pseudometriken

Definition 3.1.1. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — [0,00) heifit Pseudo-
metrik, wenn fiir alle z,y, z € X

d(z,z) =0, d(z,y) =d(y,z) und d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

gilt.
Offenbar ist jede Pseudometrik mit d(x,y) # 0 fiir © # y eine Metrik.

Beispiel 3.1.2.
- Auf der Menge aller reellwertingen Funktionen auf einer Menge D wird durch

d(f,g) := |f(x0) — g(xo)|, w0 € D,

eine Pseudometrik definiert.
- Jede Seminorm p auf einem Vektorraum V' induziert durch

d(z,y) == p(z —y)

auf V' eine Pseudometrik.
- Auf der Menge aller auf [0, 1] quadratisch integrierbaren und reellwertigen Funktionen

L?(]0,1]) wird durch
A(f.9) = < L,

2
(f - Q)Qd)\>
eine Pseudometrik definiert, die keine Metrik ist. Hier wird L?([0,1]) als Raum von Funk-
tionen und nicht als Restklassenraum betrachtet.

Wir wollen zeigen, dass jede uniforme Struktur durch eine Familie von Pseudometriken
erzeugt wird. Ist eine Pseudometrik d auf einer Menge X gegeben, so wird durch das
Fundamentalsystem

{d~1([0,#]) : t > 0}

jedenfalls eine uniforme Struktur auf X definiert. Man nennt sie die von der Pseudometrik d
induzierte uniforme Struktur. Tatséchlich erfiillt {d=1([0,¢]) : t > 0} die Vorraussetzungen
aus Satz 2.1.8. Aus

d=1([0, min(ty,t2)]) € d-1([0,¢1]) N d~ ([0, t2])

14



3 Alternative Zugénge

folgt (b1), aus d(x,z) = 0 folgt (b2), weil die d~1([0,¢]) symmetrisch sind, gilt (b3), und aus
der Dreiecksungleichung folgt schliefllich

a0, 5]y od (0, 2]) a7 ((0,1)),

also (b4).

Lemma 3.1.3. Fin uniformen Raum (X,U) hat genau dann ein abzihlbares Fundamen-
talsystem (Bp)nen, wenn U durch eine Pseudometrik d induziert wird.

Beweis. Wird U von einer Pseudometrik induziert, so wird durch

{0, ) sn € N}

ein abzihlbares Fundamentalsystem definiert.

Fiir die Umkehrung wollen wir uns eine Pseudometrik d konstruieren. Zunéchst zeigt
ein einfaches induktives Argument mithilfe von Lemma 2.1.7 die Existenz symmetrischer
U, €U, neN, mit

Uy C By, Uy CU,NB,.

n

Offenbar ist (U, )nen wieder ein abzihlbares Fundamentalsystem. Wir definieren eine Funk-
tion g auf X x X durch

1, falls (z,y) ¢ Uy,
9(z,y) = { inf{27%: (z,y) € Uy}, sonst.

Auflerdem sei P, , die Menge aller

(P1y s Pn) € U X* neN

keN
k>2

derart, dass p; = z und p, = y. Wir definieren die gewiinschte Pseudometrik durch

n—1
d(z,y) = inf $ > g(pjpin1) : (p)f=1 € Pry
j=1

In der Tat folgt aus A C Uy fir alle k € N, dass d(xz,z) = 0 fiir jedes z € X. Mit g
erfiillt auch d die Symmetriebedingung. Fiir z,y,z € X, n € N und (p1,...,pn) € X" mit
pr=x,pp =y und p; =z fireinl =1, ...,n gilt

n—1 -1 n—1
> 9spi1) =Y 9jpie) + > 9 pin1)-
j=1 j=1 j=l

Bezeichnen wir mit P die Menger aller (p1, ..., p,) obiger Bauart, so erhalten wir

n—1 -1 n—1
inf > glpjpie) p = inf Y g(piipie) + > 9(piipia)
(pro-pn)€P | 24 (P1,pn)€P | 55 =l
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3 Alternative Zugénge

n—1 n—1
=inf ¢ > g(pjpj1) : (0)fer € Pae p +i0f 4> g(pjpjr1) : ()1 € Pay
J=1 j=1

=d(x,z) +d(z,y).

Schliefflich gilt wegen PcC P,y

d(.fC,y) g b, P -‘rl )
(p1,-- ,pn)GP Z 7

weshalb d tatséachlich eine Pseudometrik ist.
Um zu zeigen, dass U von d induziert wird, wollen wir zunéchst

1

29(,y) < d(z,y) < g(z,y)

fiir alle z,y € X nachweisen. Wegen (z,y) € P ergibt sich die rechte Ungleichung aus der
Definition von d. Um die linke Ungleichung zu beweisen, zeigen wir mittels Induktion nach
n > 2

n—1

1
§g( ) < Z:lg (pj,pj+1) fiir alle (p;)j—; € P.
J
Fiir n = 2 ist die Ungleichung klarerweise erfiillt. Gelte die zu beweisende Ungleichung fiir
n > 2 und sel (p])"+1 aus P gegeben. Um

1
59 y) <Y 9(pjpiv1) =
j=1

zu zeigen, kénnen wir wegen g < 1 die Ungleichung s < % annehmen. Im Fall s = 0 gilt
(pj,Pj+1) € Ugqn fiir alle k € Nund j =0, ...,n. Das bedingt

(po,pn + 1) € Upyy, fiir alle v € N,

woraus g(z,y) = 0 folgt. Fiir den Fall 0 < s < % sei m € N mit m < n groBitmoglich, sodass

noch
m—1
s
Z g pjap]—l-l §
7j=1
gilt. Wir erhalten
i s "~ s
Zg(pj7p]+1) > 5 und damlt Z g(p]>pj+1) < 5
Jj=1 j=m+1

In dem wir n — m mal den Summanden g(p,,, ) = 0 hinzufiigen, kénnen wir die Induk-
tionsannahme anwenden und erhalten

N ®

m—1
9(x,pm) < Y g(piipir) < 5
7j=1

16



3 Alternative Zugénge

und entsprechend im Fall m < n

n

1
59Pmey) <Y 9pipirn) <
j=m+1

N ®»

Auflerdem gilt %g(pm, Pm+1) < 5. Ist k die kleinste natiirliche Zahl mit 27k < s, so folgt

(@, pm)s (Pm,> Pm+1) € Ug

und im Fall m < n auch (pp+1,y) € Uk. Wir erhalten jedenfalls
(xay) S U]? g Uk:—la

weshalb schlief}lich

1 1
9@ y) < 52‘(’“‘1) <s

Fiir ein (z,y) € Uy, k € N, folgt d(x,y) < g(z,y) < 27% und damit (z,y) € d=1([0,27%]).
Andererseits folgt aus (z,y) € d~1([0,27%])

1
9@ y) < d(w,y) < 2~k

und damit g(z,y) < 2-* 1. Weil (U,),en eine absteigende Mengenfolge ist, schliefen wir
auf (z,y) € Uk_1, woraus sich insgesamt

Up € d1([0,27%]) C Ug—y

ergibt. Wir sehen also, dass die von d induzierte uniforme Struktur mit ¢ {ibereinstimmt.
O

Korollar 3.1.4. FEin uniforme Struktur U auf einer Menge X wird genau dann von einer
Metrik induziert, wenn U ein abzdhlbarers Fundamentalsystem besitzt und X Hausdorff sch
15t.

Beweis. Wird U von einer Metrik induziert, dann wissen wir wegen Lemma 3.1.3, dass
U ein abzihlbares Fundamentalsystem besitzt. Auflerdem ist jeder metrische Raum Haus-
dorff’sch. Fiir die Umkehrung erhalten wir wieder wegen Lemma 3.1.3 eine Pseudometrik
d, wobei fiir z,y € X mit d(x,y) = 0 aus Satz 2.3.2

(r.y)e(Nd (0. C N U=4
t>0 Ucl

und daher x = y folgt. O

Proposition 3.1.5. Sei (X,U) ein uniformer Raum und T die von U induzierte Topologie.
Wird U von einer Metrik d induziert, so stimmt T mit der von d induzierten Topologie Ty
tiberein. Insbesondere folgt aus der Metrisierbarkeit von U die von T .
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3 Alternative Zugénge

Beweis. Ist O C X offen beziiglich T, so gibt es fiir jedes x € O ein U € Y und ein t > 0
mit U(z) = O und d~1([0,¢]) C U. Fiir ein

yeUlx):={ye X :d(z,y) <t}
folgt (z,y) € d=1([0,t]) C U und deshalb y € U(x) = O, also insgesamt

und damit die Offenheit von O beziiglich 7;. Sei umgekehrt O € T4 und x € O sowie t > 0
mit Us(z) € O. Wenn wir

U:=(Xx0)U{(u,v) € X x X :d(u,v) <t}
setzen folgt aus Uy(z) C O
Ul)={ye X:yecOtu{ye X :d(z,y) <t} =0.

AuBerdem gilt wegen d~1([0,%/2]) C U auch U € U, weshalb die Offenheit von O beziiglich
T folgt. O

Beispiel 3.1.6. Das folgende Beispiel zeigt, dass aus der Metrisierbarkeit der von ¢/ indu-
zierten Topologie U im Allgemeinen nicht die Metrisierbarkeit von U folgt. Dabei heif3t eine
uniforme Struktur &/ metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X gibt, die &/ wie in Beispiel
2.2.2 induziert. Sei X eine iiberabzéihlbare Menge versehen mit der in Beispiel 2.2.5 defi-
nierten uniformen Struktur U der endlichen Partitionen. Die von U/ induzierte Topologie ist
die diskrete Topologie, welche bekanntlich metrisierbar ist. Wire auch U metrisierbar, so
gébe es nach Korollar 3.1.4 ein abzdhlbares Fundamentalsystem in Form einer abzahlbaren
Menge
RCP,

sodass fiir jedes P = (Py,..., P,) € P ein R = (R, ..., Rx) € R existiert mit
Vg C Vp.

Somit ist jedes der R; in genau einer Menge P; enthalten. Also gibt es zu jedem j =1,...,n

eine Menge E; C {1, ..., k} mit
Pi=|J R
S
mit paarweise disjunkten Ff1, ..., E,. Da es aber nur endliche viele Moglichkeiten gibt, eine

endliche Folge Fi, ..., F}, bestehend aus paarweise disjunkten Teilmengen von {1,...,k} zu
wihlen, kann ein einziges R = (Ry, ..., R;) € R nur endlich viele P = (P, ..., P,) € P als

Pi=|J R j=1,..n,
’iEFj

darstellen. Demnach folgt aus der Abzéhlbarkeit von R die von P, was aber der Uberabzihlbarkeit
von X widerspricht.
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3 Alternative Zugénge

Um allgemeine uniforme Raume iiber den Begriff der Pseudometrik zu konstrukieren,
bendtigen wir nicht nur eine, sondern eine Familie von Pseudometriken.

Definition 3.1.7. Seien d;,i € I, Pseudometriken auf einer Menge X und U; die von d;
induzierte uniforme Struktur. Die grobste uniforme Struktur U, die alle U; enthilt, nennt
man die von der Familie (d;);c; induzierte uniforme Struktur.

Bemerkung 3.1.8. Nach Lemma 2.5.2 existiert die von (d;);c; induzierte uniforme Struk-
tur stets. Auflerdem erkennt man aus dem Beweis von Lemma 2.5.2 leicht, dass U alle
Mengen der Bauart

() d;'([0.4]), t>0,ECI,|E| <o,

S
als Fundamentalsystem besitzt.

Satz 3.1.9. Zu jeder uniformen Struktur U auf einer Menge X gibt es eine Familie (d;)icr
von Pseudometriken, die U induziert.

Beweis. Zu U € U gibt es eine Folge symmetrischer B, € U,n € N, derart, dass By C U
und
B}, CB, firn>1

gilt. Da die B,,,n € N, die Vorraussetzungen von Satz 2.1.8 erfiillen, erhalten wir eine
uniforme Struktur U mit dem abzdhlbaren Fundamentalsystem {B,, : n € N}. Nach Satz
3.1.3 gibt es eine Pseudometrik dyy auf X, die Uy induziert. Wegen Uy C U fiir alle U € U

und
UUU:_) U{U}:L{

veud veu

schlieen wir, dass U die grobste uniforme Struktur ist, die alle Uy, U € U, enthilt. Nach

Bemerkung 3.1.8 bedeutet das aber genau, dass U von der Familie (dy)yey induziert wird.
O

3.2 Uniformisierbarkeit

Man kann sich die Frage stellen, wann es zu einem topologischen Raum (X, 7)) eine uni-

forme Struktur U gibt, die T induziert. In dem Falle nennt man X uniformisierbar. Wir

wollen zeigen, dass die Uniformisierbarkeit dazu dquivalent ist, dass X ein T41-Raum ist.
2

Dabei nennt man einen topologischen Raum (X, 7) einen T51-Raum, wenn es fiir jede ab-
2

geschlossene Menge A und jeden Punkt x € X\A eine stetige Funktion f : X — [0,1]
derart gibt, dass
f(A) C {0} sowie f(z)=1.

Nach Satz 6.7 in [1] ist das dquivalent zur Tatsache, dass die Menge
{f~Y(U): U CR offen und f € C(X)}

eine Basis fiir 7 bildet. Hier bezeichnet C'(X) die Menge aller reellwertigen stetigen Funk-
tionen auf X.
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3 Alternative Zugénge

Satz 3.2.1. FEin topologischer Raum (X, T) ist dann und nur dann uniformisierbar, wenn
er ein Ty1-Raum ist.
2

Beweis. Angenommen, X ist ein T} 1 -Raum. Sei U die initial uniforme Struktur beziiglich

aller f € C(X), wobei die Stetigkeit der Funktionen in C'(X) beziiglich 7 zu verstehen ist.
Wegen Satz 2.5.5 stimmt die von U induzierte Topologie T;; mit der Initialtopologie der
f € C(X) iiberein. Insbesondere gilt Ty € 7. Um T C Ty zu zeigen, sei O € T und z € O.
Da (X,T) ein Tj 1 -Raum ist, bildet

{f Y U):U CRoffen und f € C(X)}

eine Basis von 7. Also gibt es ein offenes U C R und eine beziiglich T stetige Funktion
f: X — R mit

ze f 1 U)Co.
Weil f stetig beziiglich Ty, ist und somit f~1(U) € Ty gilt, erweist sich O als Umgebung
von x beziiglich 7, also O € Ty.

Fiir die Umkehrung miissen wir zeigen, dass jeder von einer uniformen Struktur U auf
X induzierter topologischer Raum (X, 7) ein T51-Raum ist. Nach Satz 3.1.9 wird ¢/ durch
2

eine Familie (d;);er von Pseudometriken induziert. Gibt man zu dieser Familie auch alle
Pseudometriken der Form

min{d; :i € E}, ECI,|E| < o0,
hinzu, &ndert sich die durch die Familie induzierte uniforme Struktur nicht, da fiir d(z, y) :=
min{d;(z,y) : 1 € E}
d='([0,1]) = () d;'([0,1]) e U
i€E
gilt. Infolge bildet nach Bemerkung 3.1.8 die Menge aller ([0, ]) ein Fundamentalsystem.
Fiir eine abgeschlossene Menge A C X, ein x € X\ A und eine Umgebung U(x),U € U von
x mit ANU(z) = 0 gibt es wegen obiger Hinzugabe eine Pseudometrik d aus (d;);c; und
ein ¢ > 0 mit
d='([0,#]) C U.

Die gewiinschte stetige Funktion f : X — [0, 1], fiir die f(A) C {0} sowie f(z) = 1 gilt, ist
gegeben durch

£(y) = max{0,1 - 1d(z,9)},

wonach sich X als T;1-Raum erweist. ]
2

3.3 Gleichmiilige Uberdeckungen

Die dritte Moglichkeit, uniforme Rdume zu definieren, ist jene mit Hilfe von gleichméBigen
Uberdeckungen.
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Definition 3.3.1. Seien o, 3 C P(X) Uberdeckungen von X, wobei P(X) die Potenzmenge
von X bezeichne. Man nennt « eine Sternverfeinerung von 3, symbolisch o <* j, falls es
fiir jedes A € a ein B € 3 gibt, sodass fiir ein Ag € a aus AN Ag # 0 schon Ag C B folgt.

Sei X eine Menge und 6 eine Familie von Uberdeckungen von X mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) {X} €.
(i) Wenn o und 8 Uberdeckungen derart sind, dass a € § und o <* 3, so folgt 3 € 6.
(7i1) Fiir a, B € 0 gibt es ein v € 6 mit v <* « und v <* S.

Dann nennt man # Uberdeckungsstruktur auf X und die Elemente aus 6 heifien gleichmiiflige
Uberdeckungen.

Dass die Definition iiber gleichmifiige Uberdeckungen #quivalent zu der iiber Nachbar-
schaften ist liefert der folgende Satz, der hier nicht bewiesen wird, da er den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde.

Satz 3.3.2. Sei (X,U) ein uniformer Raum. Durch
0 ={aCPX):qU el :Vere X FAecamitU(x) C A}
wird eine Uberdeckungsstruktur auf X definiert. Ist wmgekehrt 6 eine Uberdeckungsstruktur

auf X, so ergibt
{U AXA:aEH}

A€x

eine Filterbasis fir eine uniforme Struktur U auf X.

Beweis. Siehe Lemma 2.1.6 in [7]. O
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4 Vollstindigkeit

4.1 Cauchy-Filter

Definition 4.1.1. Sei (X,U) ein uniformer Raum. Ein Filter F auf X heifit Cauchy-Filter,
wenn es fiir jedes U € U ein ' € F gibt mit

FxFCU.

Ein Cauchy-Filter F auf X heiit minimal, wenn fiir jeden Cauchy-Filter F mit F C F
bereits F = F gilt.

Lemma 4.1.2. Ist F ein Cauchy-Filter auf einem uniformen Raum (X,U), so gibt es
einen minimalen Cauchy-Filter Fpn, der Foim C F erfillt.

Beweis. Um gewiinschten minimalen Cauchy-Filter F,,;, zu definieren, geben wir eine Fil-
terbasis von F,;, an

Boin = {U(F) : F € F,U € U},
wobei U(F) := U, ep U(z). Wegen F # () und
U(F1 N Fg) - U(Fl) N U(Fg)

fiir beliebige F, Fy, Fy € F erweist sich B,,;, tatsdchlich als Filterbasis. Um F; C F
einzusehen, sei F;n € Fin und F € F, U € U derart, dass
U (F ) C Fiin.-

Wegen F' C U(F) C Fpin, gilt Fipin € F.

Wir zeigen, dass Fpin ein Cauchy-Filter ist. Zu einem U € U gibt es wegen Satz 2.1.7
ein symmetrisches V € U mit V3 C U und, weil F ein Cauchy-Filter ist, ein F' € F mit
F x F CV.Wegen V(F) € Fpin erweist sich Fp,;, als Cauchy-Filter, wenn wir

V(F)x V(F) CV? (CU)
zeigen konnen. Sei also (vi,v9) € V(F) x V(F). Nach Definition gibt es x1,z2 € F mit
(z1,v1), (22, 02) € V.

Einerseits folgt aus der Symmetrie von V', dass (vi,z1) € V, und andererseits folgt aus
F x F CV,dass (x1,22) € V. Insgesamt erhalten wir

(v1,21), (21, 22), (x2,v2) € V, also (v1,v2) € V3.
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4 Vollstandigkeit

Fiir den Beweis der Minimalitdt von F,;, zeigen wir, dass fiir jeden Cauchy-Filter F auf
X mit F C F bereits Fin C F folgt. Sei Finin € Fmin gegeben. Es glbt ein FF € F und
U €U mit U(F) C Fpn. Weil F ein Cauchy-Filter ist, gibt es ein F € F mit

FxFCU
und wegen FCF gilt F € F, weshalb

FNE#0.
FﬁreinyeFundeianFﬂFfolgtaustFQU

(x,y) € U, also y e U(F).
Insgesamt erhalten wir )
F CU(F) C Fnin

und damit F},;, € F. O

Bemerkung 4.1.3. Wie man aus dem Beweis erkennen kann, ist der Umgebungsfilter
U(z) ein minimaler Cauchy-Filter. In der Tat wird U (z) von der Filterbasis

{UF): FeF,UeclU}
erzeugt, wobei F der Filter {N C X : z € N} ist.

Definition 4.1.4.

- Man nennt einen Filter F auf einem topologischen Raum (X,7) konvergent gegen ein
x € X, symbolisch F — z, falls U(x) C F gilt.

- Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist der Bildfilter f(F) definiert als jener Filter, der

{f(F):FeF}
als Filterbasis besitzt.

Bemerkung 4.1.5. In Analogie zu metrischen Rdumen ist jeder konvergente Filter auf
einem uniformen Raum (X, i) auch ein Cauchy-Filter. Um das einzusehen, gelte F — z €
X.Zu U € U gibt es ein symmetrisches V € U mit V2 C U. AuBerdem gilt nach Annahme
V(x) € F. Wir erhalten

V(z)x V(z) CV2CU.

Bemerkung 4.1.6. Seien (X, 7) und (Y, )) topologische Rdume. Eine Abbildung f : X —
Y ist genau dann stetig in € X, wenn fiir jeden Filter F auf X, der gegen = konvergiert,
f(F) = f(x) folgt. Um das einzusehen, sei f : X — Y in z € X stetig und F ein Filter
auf X mit F — z. Zu jedem V € U(f(z)) gibt es ein U € U(x) mit f(U) C V. Wegen
U(x) C F folgt U € F und damit V' € f(F), also f(F) — f(x). Umgekehrt folgt aus
U(z) — = die Konvergenz von f(U(x)) gegen f(x), also U(f(x)) C f(U(x)). Also gibt es
zu jedem V € U(f(x)) ein U € U(z) mit f(U) C V.
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4.2 Vollstandigkeit

Definition 4.2.1. Ein uniformer Raum (X, ) heifit vollstindig, wenn es zu jedem Cauchy-
Filter F ein x € X gibt mit F — z.

Lemma 4.2.2. Sei f : X — Y eine gleichmdfig stetige Abbildung zwischen zwei uniformen
Riumen (X,U) und (Y,V). Ist F ein Cauchy-Filter auf X, so ist f(F) ein Cauchy-Filter
auf Y.

Beweis. Zu V € V gibt es aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von f ein U € U mit
(f x f)(U) C V. Nach Annahme existiert ein F' € F mit

FxFCU,
weshalb fiir f(F) € f(F)

F(F) x f(F) = (f x f)(F x F) C (f x f)(U) C V.
UJ

Satz 4.2.3. Seien f; : X — Y;, i € I, Abbildungen von einer Menge X in uniforme
Riume (Y;,V;). Versieht man X mit der initial uniformen Struktur U der (f;)icr, so ist
ein Filter F auf X genau dann ein Cauchy-Filter, wenn fir jedes i € I der Bildfilter f;(F)
ein Cauchy-Filter ist.

Beweis. Ist F ein Cauchy-Filter, so folgt aus Lemma 4.2.2, dass f;(F) fiir jedes i € I ein
Cauchy-Filter ist. Fiir die Umkehrung sei U € U. Nach Bemerkung 2.5.4 gibt eine endliche
Menge EC T und V; € V;, 7 € E, mit

((fix £~ (Vi) c UL
i€E

Weil die f;(F) Cauchy-Filter mit {f;(F) : F' € F} als Filterbasis sind, gibt es fiir jedes
1€ F ein F; € F mit
fF) x f(F) € Vi

Wir setzen I := (\,cp F; € F und erhalten wegen F; x F; C (f; x i)~ 1(V)
FxFC((fixf) (Vi) cU.
i€l
O]

Lemma 4.2.4. Sei X eine Menge, (Y;,Y;), i € I, topologische Raume und f; : X — Y,
i € I Abbildungen. Wird X mit der Initialtopologie T der (f;)icr versehen, so konvergiert
ein Filter F auf X genau dann gegen ein x € X, wenn f;i(F) fir alle i € I gegen f;(x)
konvergiert.
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4 Vollstandigkeit

Beweis. Gilt F — x € X fiir einen Filter F auf (X, T), so folgt aus Bemerkung 4.1.6, dass
fi(F) — fi(z) fur alle ¢ € I.

Berziiglich der Umkehrung gibt es zu einem U € U(z) eine endliche Teilmenge K C [
und Mengen Vi, € U(fx(z)), k € K mit

() fit) cu
keK

Aus U(fr(z)) C fr(F) fiir alle k € K folgt Vi, € fr(F) und damit die Existenz eines Fy, € F
mit f(Fy) C Vi. Setzen wir F' := (e Fr € F, so erhalten wir

FC (' cry,
keK
also U € F. O

Bemerkung 4.2.5. Ist F ein Filter auf X und A C X mit AN F # () fiir jedes F € F, so
stellt
FNA={FNA:FeF}

einen Filter auf A dar.

Proposition 4.2.6. Sei (A, A) ein uniformer Unterraum eines uniformen Raumes (X,U).
Es gelten folgende Aussagen.

(1) Ist A abgeschlossen und (X,U) vollstindig, so ist (A, A) vollstindig.
(1) Wenn (A, A) vollstindig und X ein Hausdorff-Raum ist, so ist A abgeschlossen.

(iii) Das Produkt ([1,c; Xi,[Lic;Us) einer Familie (X;,U;),i € I, von vollstindigen uni-
formen Rdumen ist vollstindig.

Beweis. (i): Ist F4 ein Cauchy-Filter auf (A,.A), so ist F4 eine Filterbasis fiir einen Filter
F auf (X,U), der auBerdem ein Cauchy-Filter auf X ist. Wegen der Vollstandigkeit von
(X,U) gibt es ein x € X mit U(z) C F. Zu einem N € U(z) gibt es ein F4 € F4 mit
F4 C N, wodurch

NNADFsNA#0,

und infolge z € A = A. Wir schlieen wegen F4N A € F4 und z € A zudem auf
Ua(x) ={NNA:NclU(zx)} C Fa,

wobei Ua(z) den Umgebungsfilter von x in (A, A) bezeichne. Das bedeutet aber genau
Fa—x €A

(73): Wenn A nicht abgeschlossen wire, gidbe es ein ¢ A im Abschluss von A. Wegen
NNA# fir alle N € U(z) und Bemerkung 4.2.5 ist

C: ={NNA:Necl(x)}
ein Filter auf A. Da es zu U € U ein symmetrisches V € U mit V2CcU gibt und damit

(V(z)NA) x (V(@)NA) CV(z)xV(z)CViCU
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4 Vollstandigkeit

gilt, erweist sich C, sogar als Cauchy-Filter auf (A,.A). Weil (A,.A) vollstindig ist, gibt es
ein a € A mit

UA(CL) C C,.
Zudem ist C, Filterbasis fiir einen Filter [C;] auf X. Fiir M € U(a) gilt
MNA€eUs(a) CCy,

und damit M € [C], also U(a) C [C,]. Fir N € U(z) folgt aus C, > NN A C N schon
N € [Cy], also auch U(z) C [C,]. Insgesamt erhalten wir

[C;] » a und [C;] —» =

und schliefflich, da X Hausdorff’sch ist, den Widerspruch a =z ¢ A.
(737): Folgt aus Satz 4.2.3 und Lemma 4.2.4. O

4.3 Total beschrinkte Mengen

Definition 4.3.1. Sei (X,U) ein uniformer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit total
beschrankt, wenn es zu jedem U € U Elemente aq, ..., a, aus A gibt mit

n
Ac|JU(a).
i=1
Fiir den Fall, dass X ein metrischer Raum ist, stimmt diese Definition offenbar mit jener

der totalen Beschranktheit in metrischen Raumen iiberein.

Definition 4.3.2. Ein Filter F auf einer Menge X heifit Ultrafilter, wenn fiir jeden Filter
F mit F O F bereits F = F folgt.

Bemerkung 4.3.3. Gemiif Lemma 1.1.3 in [6] gibt es zu jedem Filter F auf einer Menge
X einen Ultrafilter F, der F D F erfiillt.

Lemma 4.3.4. Ist F ein Ultrafilter auf X und sind M, N Teilmengen von X, so folgt aus
MUN € F immer M € F oder N € F.

Beweis. Gelte weder M € F noch N € F. Dann enthélt
H:={N CX:MUN e F}

die Menge N, ist also nichtleer, und enthdlt wegen M ¢ F nicht die leere Menge. Sind
N' N e€Hund N C X mit N’ C N, so folgt aus

MUN'NN)=(MUN)Nn(MUN) e F

und
MUNDMUN' € F,

dass H ein Filter ist. Wegen N ¢ F ist er eine echte Obermenge von F, wodurch F kein
Ultrafilter sein kann. O
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4 Vollstandigkeit

Proposition 4.3.5. FEin uniformer Raum (X,U) ist genau dann total beschrinkt, wenn es
zu jedem Filter F auf X einen Cauchy-Filter F' gibt mit F C F'.

Beweis. Sei X total beschrinkt und U € U. Zu einem symmetrischen V' € U mit V2cCcU
gibt es wegen der total Beschrianktheit x1,...,z, € X mit

X =|JV(z).

i=1

Nach Bemerkung 4.3.3 existiert ein Ultrafilter 7', der feiner als F ist. Wenden wir Lemma
4.3.4 iterativ an, so folgt aus X € F’

Vxg) € F
fiir mindestens ein k = 1,...,n. Wegen
V(xg) x V(zg) CV2CU

erweist sich 7' als Cauchy-Filter.
Fiir die Umkehrung sei X nicht total beschriankt. Wir finden also ein U € U mit

X\UU(l‘i) # 0

i=1
fiir jede endliche Teilmenge {z1,...,z,} C X. Folglich bildet

{(X\JU(@i) : {z1, ... 20} S X,n €N}
=1

eine Filterbasis fiir einen Filter F. Gibt es zu F einen Cauchy-Filter ' mit F C F’, so
folgt F' x F' C U fiir ein F' € F'. AuBerdem gilt fiir alle {z1,...,z,} C X

Fn(x“gUuw>¢@
=1

da X\ Ui, U(x;) € F C F'. Fiir ein

reF'N (X\CJU(QCQ)
=1

folgt aus F' x F' C U, dass F' C U(x), und damit der Widerspruch

pm(X\<nU@QuU@0):m
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4 Vollstandigkeit

Korollar 4.3.6. Ein uniformer Raum (X,U) ist genau dann total beschrinkt, wenn jeder
Ultrafilter F auf X ein Cauchy-Filter ist.

Definition 4.3.7. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und F ein Filter auf X. Ein z € X
heifit Berithrungspunkt von F, wenn

FNN#(

fir alle F' € F und N € U(x) gilt.
Beriihrungspunkte von Filtern sind das Analogon von Haufungspunkten von Netzen.

Lemma 4.3.8. Ist F ein Cauchy-Filter auf einem uniformen Raum (X,U) und z € X ein
Beriihrungspunkt, so gilt
F =z

Bewets. Zu einem U € U gibt es nach Lemma 2.1.9 ein abgeschlossenes V € U mit V C U,
wofiir es wiederum ein F' € F derart gibt, dass

FxFCFxFCVCU.
Ist z € X ein Beriihrungspunkt von F, so folgt aus der Definition € F und damit
F CU(x)
beziehungsweise U(z) € F. Insgesamt erhalten wir U(x) C F. O

Satz 4.3.9. Ein topologischer Raum (X, T) ist dann und nur dann kompakt, wenn zu jedem
Filter F auf X ein Berihrungspunkt x € X existiert.

Beweis. Sei X kompakt F ein Filter auf X ohne Beriihrungspunkt. Demnach gibt es zu
jedem z ein F, € F und ein N, € U(x) N T derart, dass

F, NN, =0.

Weil (N,)zex eine offene Uberdeckung von X ist, gibt es endlich viele zy,...,z,, € X mit
Ui~, Nz, = X. Desweiteren gibt es wegen der Filtereigenschaft von F ein v € X mit

n
u € ﬂ Fy,.
i=1
Weil u € N, fiir ein k =1, ..., n gilt, folgt der Widerspruch

u € Fpp M Ng,.

Fiir die Umkehrung sei X nicht kompakt. Folglich gibt es eine offene Uberdeckung
(Oy)ier, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, weshalb insbesondere der Schnitt o5 N
...NO;  fiir jede Wahl 1, ..., i, € I nicht leer ist. Wir erhalten, dass das Mengensystem, das
mittels endlicher Durchschnittsbildung aus den Mengen Of,7 € I, entsteht, eine Filterbasis

eines Filters F bildet. Wir zeigen, dass F keinen Beriihrungspunkt besitzt. Dafiir sei z € X
beliebig und i € I derart, dass z € O;. Wegen O; € U(z), Of € F und

OiﬂOic:@,

kann z kein Beriihrungspunkt von F sein. O
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4 Vollstandigkeit

Satz 4.3.10. FEin uniformer Raum (X,U) ist dann und nur dann kompakt, wenn er
vollstindig und total beschrinkt ist.

Beweis. Ist X kompakt, so besitzt nach Satz 4.3.9 jeder Filter F einen Berithrungspunkt
z € X. Sei F’ jener Filter auf X, der

{NNF:NeclU(x),F e F}

als Filterbasis besitzt. Offenbar gilt 7 C F' und F' — x. Nach Bemerkung 4.1.5 ist
F' damit ein Cauchy-Filter, womit sich wegen Proposition 4.3.5 X als total beschrinkt
erweist. Um die Vollstdndigkeit von X zu zeigen, sei F ein Cauchy-Filter und = € X ein
Beriihrungspunkt von F. Aus Lemma 4.3.8 folgt F — .

Gemifl Satz 4.3.9 ist fiir die Umkehrung zu zeigen, dass jeder Filter F auf X einen
Beriihrungspunkt x € X besitzt. Zu F gibt es bei vorausgesetzter totalen Beschrénktheit
nach Proposition 4.3.5 einen Cauchy-Filter 7' auf X mit F C F'. Ist X auch vollsténdig,
so existiert ein x € X mit

F— .

Fir N e U(x) C F' und F € F C F' gilt
NNF #0,

womit sich x als Beriithrungspunkt von F herausstellt. O

4.4 Vervollstandigung

Um die Existenz einer Vervollstdndigung zu zeigen, bendtigen wir einige Lemmata.

Lemma 4.4.1. Sei (D,D) ein dichter uniformer Unterraum eines uniformen Raumes
(X,U) und f : D =Y eine gleichmdfig stetige Abbildung in einen vollstindigen uniformen
Hausdorff-Raum (Y, V). Dann gibt es genau eine gleichmdfig stetige Funktion f : X —Y

mat f~|D = f

Beweis.
- Wir definieren f fiir jedes € X. Der Umgebungsfilter U(z) von z in (X,U) ist ein
Cauchy-Filter auf X. Wegen Bemerkung 4.2.5 und der Dichtheit von D in X ist

C.:={NND:Necl(x)}

ein Filter auf D, der zusétzlich ein Cauchy-Filter in (D, D) ist. Aus Satz 4.2.2 folgt, dass
f(Cy) ein Cauchy-Filter auf Y ist, womit es wegen der Vollstdndigkeit von Y ein y € Y
gibt mit

f(Cy) — y.
Da Y ein Hausdorff-Raum ist, ist durch f (x) := y eine Abbildung f: X — Y wohldefiniert.

- Wir zeigen, dass f eine Fortsetzung von f ist. Fiir z € D gilt

Cz =Up(x),

29



4 Vollstandigkeit

wobei Up(x) den Umgebungsfilter von x beziiglich (D, D) bezeichnet. Ist N € U(f(x)), so
folgt aus der Stetigkeit von f, dass f~1(N) € Up(x). Demnach gibt es ein M € U(z) mit

f7HN)=MnD,

weshalb f(M N D) C N und wegen f(M N D) € f(C;) auch N € f(C;) folgt. Insgesamt
erhalten wir U(f(x)) C f(C;), also

f(Co) = f(z) = f(x).

- Um die gleichméflige Stetigkeit von f zu zeigen, sei V € V beliebig und W € V symme-
trisch mit W3 C V. Wegen der gleichmifigen Stetigkeit von f und Satz 2.1.9 gibt es ein
beziiglich der Produkttopologie auf X x X offenes U € U derart, dass

(f x HUN(Dx D)) W

Wir zeigen (f x f)(U) € W3 C V. Weil U offen ist, gibt es zu (z,2’) € U Umgebungen
N e U(x), N € U(z") mit

(NND) x(NNND)CNxN'CU.

Insbesondere existieren F' := NN D € C;, F' := N'N D € Cp mit F' x F' C U, weshalb
f(F) x f(F") C W. Da definitionsgemé8 f(C,) — f(x), folgt die Existenz eines G € C, mit

f(G) CW(f(x)). Genauso gilt f(G") C W(f(z")) fiir ein G’ € C,». Wiihlen wir Punkte &, &’
mit
E€FNG und ¢ € F' NG,
so erhalten wir 3 .
(f(&), £(E), (f(&), f(2)), (f(£), f()) € W,
also (f(z), f(z')) € W3,
- Ist fo : X — Y eine weitere gleichméflig stetige Funktion mit folp = f, so stimmen fy

und f auf der in X dichten Menge D iiberein und aufgrund der Stetigkeit beider Abbildung
und der Hausdorff-Eigenschaft von Y gilt Gleichheit sogar auf ganz X. 0

Lemma 4.4.2. Ist F ein minimaler Cauchy-Filter und F' € F, so liegt das Innere F° von
F wieder in F.

Beweis. Zu jedem U € U gibt es gemifl Satz 2.1.9 ein offenes und symmetrisches W € U
mit W3 C U. Desweiteren gibt es ein F' € F derart, dass

FxFCW.

Insbesondere ist die Menge £ bestehend aus allen (U, W, F) € U x U x F obiger Bauart
nichtleer, weshalb die Menge

G:= { U W) : (U, w,F) es}

zeF
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4 Vollstandigkeit

nicht die leere Menge enthélt. Wegen Bemerkung 2.1.10 ist jede Menge aus G offen und es
gilt fir (U,W,F) € £

U W) = W) cu, (4.1)

zeF zeF

denn gilt (y1,y2) € W(x1) x W (x2) fiir gewisse z1,x2 € F, so folgt aus (z1,29) € FxF CW
und der Symmetrie von W die Inklusion (y1,42) € W3 C U.

~ Wir zeigen, dass G eine Filterbasis fiir einen Cauchy-Filter auf X ist. Wie oben
erwahnt, enthélt G nicht die leere Menge. Seien

(U1, W1, F1), (Us, Wa, F2) € £

und y € Upepnm, (W1 N W2)(x) gegeben. Demnach existiert ein z,, € Fy N Fy mit (zy,y) €
WiNWs. Insbesondere gilt (z,,y) € W; und z,, € F, i = 1,2, was gerade y € (J,cp, W1(2)N
User, Wa(z) bedeutet. Also gilt

U (WlﬁWQ)(a:) C U Wl(ac)ﬂ U WQ(%)
z€F1NF, RIS TEF>

Damit die linke Seite ein Element von G ist, bleibt (U; N U, W1 N Wo, F1 N Fy) € £ zu
zeigen. Offenbar ist die Menge W1 N Wy symmetrisch und offen. Aulerdem gilt

(WinWa)? CULNUy,
da (x,y) € (W1 N Wa)3, also
(z,21), (21, 22), (22,y) € W1 NWs
fiir gewisse 21, 20 € X, die Inklusion
(z,y) € WP NW5 C (U NUs)
nach sich zieht. Wegen
(Fy N Fy) x (F1 N Fy) € (W NWa),

folgt schlieflich (U N Uz, W1 N Wa, F1 N Fy) € £. Der von G erzeugt Filter, symbolisch [G],
ist wegen (4.1) sogar ein Cauchy-Filter.

~» Offensichtlich hat der Filter [G] die Eigenschaft, dass mit jedem Element aus [G] auch
sein Inneres in [G] liegt. Da [G] ein Cauchy-Filter ist, der [G] C F erfiillt, folgt aus der
Minimalitét von F

9] = F.
U

Lemma 4.4.3. Sei F ein Filter auf einer Menge X. Gibt es einen Filter G auf X mit
F CGund G — x, so ist x ein Berihungspunkt von F.

Beweis. Fiir F € F und N € U(z) gilt F, N € G, weshalb F NN # (. O
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Lemma 4.4.4. Sei A eine dichte Teilmenge eines uniformen Raumes (X,U) undt: A — X
die Einbettungsabbildung. Gibt es zu jedem Cauchy-Filter F auf A ein x € X derart, dass
L(F) in X gegeben x konvergiert, so ist X wvollstindig.

Beweis. Sei G ein Cauchy-Filter auf X und Gy der dazugehorige minimale Cauchy-Filter
aus Lemma 4.1.2. Wegen Lemma 4.4.2 hat jedes G € Gy ein nichtleeren Inneres G°, wobei
wegen der Dichtheit von A

ANG # 0.

Geméf Bemerkung 4.2.5 ist damit Gy N A ein Filter auf A. Nach Vorraussetzung gibt es
ein z € X mit t(GoNA) — z. Da Gy grober als 1(GyN A) ist, folgt aus Lemma 4.4.3, dass =
Beriihrungspunkt von Gy ist. Wegen Lemma 4.3.8 konvergiert Gy und damit auch G gegen
x. ]

Definition 4.4.5. Seien (X,U) und (Y,V) zwei uniforme Rdume. Eine bijektive und in
beide Richtung gleichméflig stetige Abbildung ¢ : X — Y nennt man Isomorphismus
zwischen diesen uniformen Raumen.

Satz 4.4.6. Zu jedem uniformen Raum (X,U) gibt es einen uniformen Raum (X,U) und
eine gleichmdfig stetige Abbildung i : X — X mit folgenden Figenschaften.

(i) X ist ein vollstindiger Hausdorff-Raum.
(i1) i(X) liegt dicht in X .

(1i1) Zu jedem wvollstindigen uniformen Hausdorff-Raum (Y,V) und jeder gleichmdfig ste-
tigen Abbildung f : X — Y gibt es eine eindeutige gleichmdflig stetige Abbildung

f:X—>Y mit f:foi.

Zu einem weiteren uniformen Raum (X',Z;I’) und einer gleichmdfig stetige Abbildung i’ :
X — X' mit obigen drei Eigenschaften gibt es einen eindeutigen Isomorphismus

p: X = X' mit i =¢oi.
Beweis. Sei X die Menge aller minimalen Cauchy-Filter auf X. Fiir U € U setzen wir
U:={(F,¢)e XxX:IM e FNGmit M x M C U}

und ) X
B={U:UcU,U=U"L
Wir zeigen, dass B die Vorrausetzungen von Satz 2.1.8 erfiillt und damit ein Fundamental-

system fiir eine uniforme Struktur ¢/ auf X ist. Um (b1) einzusehen, setzen wir W := UNV
fir V,U € B. Die Menge W ist symmetrisch und es gilt

WcvnU.
Zu einem symmetrischen U € U und einem F € X gibt es ein F' € F mit F' x F C U,
weshalb

(F,F)eU,
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also gilt (b2). (b3) trifft zu, da U offenbar symmetrisch definiert ist. Um (b4) zu zeigen sei
U € B beliebig und W € U symmetrisch mit W2 C U. Sind (F,G), (G, H) aus W, so gibt
esM e FNGund N € GN'H derart, dass

MxMCW und N xNCW.
Wegen M, N € G gilt M NN # () und damit
(MUN)x (MUN)C W2

Desweiteren ist M U N eine Obermenge von M € F und N € H, wodurch

MUN e FNH,
also (F,H) € W2 und damit
W2cw2cU.

~» Fiir die Hausdorff—Eigenschz}ft von X , reicht es geméafl Satz 2.3.2 zu zeigen, dass der
Durchschnitt aller Elemente aus U die Diagonale A ergibt. Ist (F,G) in jedem Element von
U enthalten, so gilt

(F,G) e U fiir alle symmetrischen U € . (4.2)
Wegen

(Ml U Nl) N (M2 U NQ) = ((Ml U N1) N Mg) U ((Ml U Nl) N Ng)
= (Ml N MQ) U (N1 N Mg) U (M1 N NQ) U (Nl N Ng)
D) (M1 N Mg) U (N1 N NQ)

fiir My, My € F und Ny, N € G ist die Menge {M UN : M € F,N € G} eine Filterbasis
fiir einen Filter ‘H auf X, fiir den

HCF und HCG

gilt. Fir M € FN @G folgt wegen M = M U M schon M € H, also F NG C H. AuBerdem
gibt es wegen (4.2) zu jedem symmetrischen U € U ein L € FNG C H mit L x L C U,
womit sich H als Cauchy-Filter erweist. Weil aber F sowie G minimale Cauchy-Filter sind,
folgt
F=G=H

und damit (F,G) € A.

~» Sei i jene Abbildung, die ein z € X auf den Umgebungsfilter U(x) von x abbildet.
Geméf Bemerkung 4.1.3 ist U(z) ein minimaler Cauchy-Filter, weshalb

i(x) =U(z) € X.

Wir zeigen, dass i gleichméfBig stetig ist. Zu einem U € U gibt es ein symmetrisches W € U
mit W3 C U. Ist (z,y) € W, so schlieflen wir wegen

(W (@) UW (y)) x (W(z) UW(y) CW* CU
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und W(z) UW (y) € U(z) NU(y) auf
(i x i)(z,y) = U(x),U(y)) € U.
~» Fiir den Beweis der Dichtheit von i(X) in X zeigen wir
U(F)Ni(X) #0

fiir jedes symmetrische U € Y und F € X. Fiir F € Fmit Fx F CU liegt gemafl Lemma
4.4.2 sein Inneres F° wieder in F. Ist x € F°, so gilt

F°xF°CFEFxFCU
und wegen der Offenheit von F*°
F° e Fnu(x),

womit (F,U(x)) € U, also )
i(r) =U(x) € U(F)

und damit U(F) Ni(X) # 0. Zudem erhalten wir aus i(F°) C U(F)

A

U(F) € i(F), weshalb i(F)— F. (4.3)

~~ Wir zeigen die Vollstandigkeit von X. Ist & ein Cauchy-Filter auf i(X), so gibt es zu
jedem symmetrischen U € U ein € € & mit

A

Ex¢ C UN@EX)xi(X)) CU. (4.4)
Weiters gilt K
(ix4)"YU)CU, (4.5)
da es fiir (z,y) € X x X mit (i x i)(x,y) = (U(x),U(y)) € U definitionsgemiB ein M €
U(x) NU(y) mit M x M C U gibt, weshalb (z,y) € M x M C U. Wir wollen zeigen, dass
iTH(®) = {i7(¢): ¢ e B}

eine Filterbasis fiir einen Cauchy-Filter G auf X ist. Weil & nicht die leere Menge enthilt,
gilt dies auch fiir i~!(®). Da fiir ¢;,¢5 € &

i e NiTHE) =i (@ N Ey) € i H(®B)

gilt, erweist sich i_l((’5) als Filterbasis fiir einen Filter G auf X. Desweiteren ist G ein
Cauchy-Filter, denn fiir jedes symmetrische U € U und gewisse € € & gelten die Inklusionen
(4.4), weshalb wir zusammen mit (4.5)

iTHE) xiTH @) = (i x i) THEx &) C (i xi)"HU)CU

erhalten. Gem#fl Lemma 4.1.2 gibt es einen minimalen Cauchy-Filter G,,, auf X mit G,, C G.
Betrachten wir 7 als Abbildung in den uniformen Unterraum (X ), versehen mit der inital
uniformen Struktur der Einbettungsabbildung (siehe Definition 2.5.6), so ist i gleichméifig
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4 Vollstandigkeit

stetig und wir erhalten aus Lemma 4.2.2, dass i(G,,) ein Cauchy-Filter auf i(X) ist. Da
i: X — i(X) surjektiv ist und damit i(i~!(€)) = ¢ fiir alle € € & gilt, folgt & = i(i~}(®))
und damit i(G) = &. Wegen der Inklusion G, C G erhalten wir
i(Gm) Ci(G) = &
und aus (4.3) folgt i(Gpn) — Gm in X, weshalb auch
® — G, in X.

GemiB Lemma 4.4.4 erweist sich damit X als vollstdndig.

~» Wir weisen (iii) nach. Sei f : X — Y eine gleichméBig stetige Abbildung, die in
einen vollstédndigen uniformen Hausdorff-Raum (Y, V) abbildet. Da fiir jedes x € X der
Umgebungsfilter U (x) ein Cauchy-Filter auf X ist, folgt aus Lemma 4.2.2, dass f(U(x)) ein
Cauchy-Filter auf Y ist. Da Y vollstédndig ist, gibt es einen Punkt aus Y, wir nennen ihn

f0($), mit
fU(z)) = fo(x).

Wir haben damit eine Abbildung fy : i(X) — Y definiert, die f = fy o i erfiillt. Um die
gleichméflige Stetigkeit von fy einzusehen, sei V' € V beliebig und U € U/ symmetrisch mit

(fxHU) V.
Wegen (4.5) und f = fpoi gilt
(fo x fo)(U N (i(X) x (X)) = (fo x fo)(@ x i((i x i) (0))) € (f x HU) SV

SchlieBlich folgt aus der Dichtheit von i(X) in X und Lemma 4.4.1 die Existenz einer
eindeutigen gleichméfig stetige Fortsetzung f: X — Y von fy mit

foi=Ff.

~ Ist (X u’ ) ein weiterer uniformen Raum samt einer gleichmifig stetige Abbildung
'+ X — X' mit den Eigenschaften (i),(ii) und (i), so gibt es wegen (i) gleichmiBig
stetige Abbildungen ¢ : X’ — X und ¢’ : X — X’ mit

i'=¢ 0oi und i=¢o7.

Wieder wegen (iii), diesmal auf die Abbildung
podoi: X — X

angewandt, erhalten wir ein eindeutiges gleichméflig stetiges f X > X , das

i=¢oi' =dpod oi=foi
erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit muss f gleich der Identitét id ¢ auf X sein, weshalb wegen
der Dichtheit von i(X) in X

po¢ =idy.

Genauso folgt ¢’ o ¢ = idy,, womit sich ¢ als Isomorphismus erweist.
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4 Vollstandigkeit

Bemerkung 4.4.7. Ist mit den Vorausssetzungen aus Satz 4.4.6 X zusétzlich ein Hausdorff-
Raum, so ist ¢ : X — i(X) sogar ein Isomorphismus, da aus

(x,y) € U fiir alle U € Y und sich geméB Satz 2.3.2 daraus = = y ergibt.
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