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1 Einleitung

Diese Bachelorarbeit ist eine Fortsetzung der Seminararbeit [1]. Die in [1] hergeleiteten Aussagen werden
in dieser Arbeit verwendet. Weiters baut diese Arbeit auf die in [1] verwendete Notation auf.

Das Metrisierbarkeitsproblem ist eines der &ltesten Probleme der mengentheoretischen Topologie. Ziel
ist es hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Metrisierbarkeit eines topologischen Raums zu
finden, wobei Metrisierbarkeit folgendermaflen definiert wird:

Definition 1.1. Ein topologischer Raum (X,T) heifst metrisierbar, falls eine Metrik d auf X existiert,
sodass die von ihr induzierte Topologie T (d) mit T tbereinstimmdt.

Metrisierbarkeitssitze sind Aussagen, die eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Metri-
sierbarkeit eines topologischen Raums liefern. Drei solche Sétze haben wir bereits in der Seminararbeit
[1] bewiesen, den Satz von Alexandroff-Urysohn, den Satz von Nagata-Smirnov und den ersten Metri-
sierbarkeitssatz von Bing. Daneben gibt es noch andere Aussagen, die die Frage der Metrisierbarkeit fiir
spezielle Raumklassen beantworten, z.B. fiir kompakte oder lokal kompakte T5-Réume. In dieser Arbeit
werden wir nicht nur solche Sétze beweisen, sondern wir werden auch untersuchen, ob die Eigenschaft
der Metrisierbarkeit auf bestimmte Strukturen vererbt wird. Um diese Fragen zu beantworten werden
wir immer auf wieder die Resultate aus [1] zuriickgreifen.

Historisch betrachtet ist der erste Metrisierbarkeitssatz der von Alexandroff-Urysohn (Satz 2.4 aus
[1]). Er stammt aus dem Jahr 1923. Der Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov (Satz 3.15 aus [1])
wurde von Nagata im Jahr 1950 bewiesen und von Smirnov im Jahr 1951. Der erste Metrisierbarkeits-
satz von Bing (Satz 3.16 aus [1]) stammt ebenfalls aus dem Jahr 1951. Im letzten Kapitel dieser Arbeit
werden wir weitere Metrisierbarkeitssidtze beweisen. Es ist nicht so, dass diese Problematik heute als ab-
geschlossen betrachtet wird. Es zeigt sich, dass einige Probleme auf diesem Bereich mengentheoretischer
Natur sind. Sie fithren in den Bereich der mathematischen Logik.

Zum Einstieg wollen wir nun ein Beispiel fiir einen metrisierbaren und einen nichtmetrisierbaren to-
pologischen Raum betrachten.

Beispiel 1.2. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel eines metrisierbaren Raums. Eine Menge X
versehen mit der diskreten Topologie, also der topologische Raum (X,P(X)), ist metrisierbar. Es ist
offensichtlich, dass die Abbildung

0, falls z =y

d: X xX—->R:(z,y)—
1, falls x # y

eine Metrik auf X ist. Es sei A C X und ¢ € (0,1), dann gilt fiir jedes + € A die Beziehung
Ucxz) = {x} C A. Also liegt jede Teilmenge von X in der Topologie T (d). Daher stimmt die von
der Metrik d induzierte Topologie mit der diskreten Topologie iiberein.

Beispiel 1.3. Als ein einfaches Beispiel fiir einen nichtmetrisierbaren Raum betrachten wir eine Menge
X mit mindestens zwei Elementen. Dann ist diese Menge versehen mit der Klumpentopologie, also der
topologische Raum (X, {0, X}), nicht metrisierbar, da zum Beispiel das Trennungsaxiom Tp nicht erfiillt
ist.

2 Operationen mit metrisierbaren Riumen

2.1 Die Summe und das Produkt metrisierbarer Riume

Zunichst wollen wir die Metrisierbarkeit der Summe von topologischen Rdumen untersuchen. Bevor wir
diesen Begriff einfithren brauchen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.1.1. FEs sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von paarweise disjunkten topologischen Rdumen. Wir
definieren nun die Menge X := |, g Xs und das Mengensystem T := {O C X : (Vs € S: ONX, € T,)}.
Dann ist (X,T) ein topologischer Raum.



Beweis: Offensichtlich sind die leere Menge und die Menge X im Mengensystem 7T enthalten. Es seien
zwel Mengen O1,02 € T gegeben. Laut Definition der Topologie T gilt daher O N X; € T, und
O: N X, € Ty, fiir alle s € S. Damit erhélt man (01 N O2) N X = (01 N X,) N (02N Xs) € T, fiir
alle s € S. Zuletzt sei eine Familie von Mengen, (O;);cr, mit O; € T, fiir alle ¢ € I gegeben. Laut
Definition der Topologie T gilt daher O; N X € Ty, fiir alle ¢ € I und fiir alle s € S. Damit erhélt man
(Uier O0) N X = U,e,(0s N X) € T, fiir alle s € S. Damit ist (X, 7)) ein topologischer Raum.

Definition 2.1.2. Es sei ((Xs,7s))ses eine Familie von paarweise disjunkten topologischen Rdumen.
Dann heifit der im Lemma 2.1.1 konstruierte topologische Raum die Summe der Familie ((Xs,Ts))ses
und man verwendet die Schreibweise (P, g Xs, @ cg Ts) fiir den topologischen Raum (X, T). In diesem
Zusammenhang wird (P, cg Xs, D, cg Ts) auch als der Summenraum der Familie (X, Ts))ses bezeich-
net.

Lemma 2.1.3. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und (X)ses eine Familie von paarweise disjunkten
offenen Teilmengen von X mit |J,cq Xs = X. Dann gilt (P,cg Xs, Poes(TIx.)) = (X, T).

Beweis: Wir betrachten zuniichst eine Menge O € 7. Es gilt O N X, € T|x,, fiir alle s € S, damit gilt
O € @,c5(Tlx,). Sei nun umgekehrt O € P (7T |x,), damit gilt ON X € T|x,, fiir alle s € S. Daher
existiert fiir jedes s € S eine Menge U; € T mit O N X, = U; N X,. Da die Menge X, in der Topologie
T liegt folgt damit O N X, € T, fiir alle s € S, und daher O = [J,.4(ON X;) € T.

Wir wollen nun einen Satz beweisen, der eine Aussage iiber den Zusammenhang zwischen der Metrisier-
barkeit der Summe und der Metrisierbarkeit der einzelnen Rdume macht, die in diseser Summe auftreten.
Bevor wir diese Aussage beweisen brauchen wir zwei Lemma, die wir dann auch spéter bei der Untersu-
chung der Metrisierbarkeit des Produktraums verwenden werden.

Lemma 2.1.4. Es sei X eine Menge und T; und To seien zwei Topologien auf X. Dann gilt T1 = Ta
genau dann, falls jeder Punkt x € X folgende Eigenschaft besitzt: Zu jeder Umgebung Uy von x im
Raum (X, Th) existiert eine Umgebung Uy von x im Raum (X, T2) mit der Eigenschaft Us C Uy. Dieselbe
Aussage gilt auch, falls man die Rollen der beiden Riume (X,7T1) und (X, T2) vertauscht.

Beweis: Wir setzen voraus, dass jeder Punkt € X die im Lemma beschriebene Eigenschaft hat und
wollen die Gleichheit der Topologien 7; und 72 nachweisen. Es sei O; € 7; und = € O;. Dann existiert
eine Umgebung Us von z im Raum (X,72) mit der Eigenschaft Uy C O;. Damit existiert eine offene
Menge Oy € T3 mit € Oz C O;. Damit ist O; eine Umgebung von z in (X, 73), also gilt 71 C 73. Die
umgekehrte Mengeninklusion zeigt man analog. Dass aus der Gleichheit der beiden Topologien 7; und
T2 die im Lemma erwihnte Bedingung folgt, ist offensichtlich.

Lemma 2.1.5. Es sei (X,T) ein metrisierbarer topologischer Raum und d eine Metrik auf X, die die
Topologie T induziert. Dann gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Die Abbildung d' : X x X — R : (z,y) — min(d(z,y),1) ist eine Metrik auf X und es gilt
T(d)="T().

(i) Es sei Y C X, dann gilt T(d)ly = T (d|lyxy)-

Beweis: ad(i): Es gilt d’(z,y) = 0 genau dann, falls d(z,y) = 0 und dies gilt genau dann, falls x = y, da
d eine Metrik ist. Offensichtlich gilt d’'(z,y) = d'(y, z), fiir alle z,y € X, da d diese Eigenschaft hat. Aus
der Transitivitit d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), fir alle z,y, z € X, von d folgt unmittelbar, dass

min(d(x, z),1) < min(d(x,vy) + d(y, z),1) < min(d(x 1) + min(d(y, 2),1), fir alle z,y,z € X.
(d(z,2),1) (d(z,y) +d(y,2),1) (d(z,y),1) (d(y,2),1), Y

Damit ist d’ eine Metrik auf X. Es sei nun z € X. Eine Umgebungsbasis von = im Raum (X, 7(d)) ist
gegeben durch das Mengensystem B(x) := {U.(z) : € € (0,1)} und analog im Raum (X, 7(d’)). Da fiir



jedes € € (0,1) die Beziehung U,(x) = U!(z) gilt, wobei U!(x) die e-Kugel von z im Raum (X, T (d)) ist,
folgt mit Lemma 2.1.4 die Gleichheit der Topologien 7 (d) und 7 (d’).

ad(ii): Die Tatsache, dass d|y xy eine Metrik auf Y x Y ist, ist offensichtlich. Eine Umgebungsbasis
von einem Punkt y € Y im Raum (Y, 7 (d)|y) ist gegeben durch das Mengensystem B(y) := {U.(y)NY :
€ > 0}. Wegen

UyyNY ={z€Y :d(z,y) <e} ={z €Y :d|lyxy(z,y) < €}

ist das genau die von d|yxy induzierte Umgebungsbasis des Punktes y € Y im Raum (Y, T (d|y xv))-
Mit Lemma 2.1.4 folgt damit die Gleichheit der Topologien 7 (d)|y und T (d|y xy)-

Satz 2.1.6. FEs sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von paarweise disjunkten topologischen Rdumen. Dann ist
der Summenraum (P, cg Xs, D,cg Ts) metrisierbar genau dann, falls fir jedes s € S der Raum (X, T)
metrisierbar ist.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass der Raum (D, g Xs, D, g Ts) metrisierbar ist. Es sei d
eine Metrik auf @, ¢ X, die die Summentopologie @, g 7s induziert. Es gilt (P .5 T5)|x,, = T, fiir
alle s’ € S. Damit erhilt man mit dem zweiten Punkt von Lemma 2.1.5 die Aussage Ty = T (d|x_ xx., ),
fiir alle s’ € S. Also sind alle Rdume (X, 7;), s € S, metrisierbar.

Nun gehen wir davon aus, dass alle Riume (X, 75), s € S, metrisierbar sind. Aufgrund des ersten
Punktes von Lemma 2.1.5 konnen die Metriken auf den einzelnen R&umen so gewihlt werden, dass sie
durch 1 beschrinkt sind. Wir wéhlen also fiir jedes s € S eine Metrik ds auf X, mit 7 (ds) = 75 und

ds(z,y) <1, fiir alle z,y € X,. Wir definieren nun eine Metrik auf der Menge @, ¢ X durch

d;@XSX@XS%R:(x,y)H

oo g 1, falls ein solches s € S nicht existiert

{ ds(z,y), falls ein s € S existiert mit z,y € X,

Durch den obigen Ausdruck wird tatséchlich eine Abbildung definiert, da die Menge P, g X die dis-
junkte Vereinigung der Mengen X ist. Wir wollen nun nachweisen, dass d auch eine Metrik ist. Es seien
7,y € P, Xs mit d(z,y) = 0, dann muss ein s € S existieren mit ds(x,y) = 0, also folgt daher x = y.
Umgekehrt folgt aus = y, dass ein s € S existiert mit d(z,y) = ds(x,y) und daher gilt d(z,y) = 0. Die
Symmetrie ist offensichtlich. Wir wollen nun die Transitivitéit

v,y e @ X, dl,2) < dl,y) + d(y,2) (1)
ses

nachweisen und betrachten xz,y, 2z € @, 4 X,. Dazu unterscheiden wir 2 Félle. Beim ersten Fall gehen
wir davon aus, dass ein s € S existiert mit z, z € X;. Ist nun y € X, dann ist die Ungleichung (1) erfiillt,
falls y ¢ X, ist, dann hat die rechte Seite der Ungleichung (1) den Wert 2, womit die Ungleichung wieder
erfiillt ist. Beim zweiten Fall gehen wir davon aus, dass ein s € S mit x, z € X nicht existiert. Dann hat
die rechte Seite von (1) mindestens den Wert 1, womit die Ungleichung wieder erfiillt ist. Damit ist d eine
Metrik auf P, ¢ Xs. Es gilt nun X, € T(d), fiir alle s € 5, da aufgrund der Struktur der Metrik d die
offene e-Kugel beziiglich der Metrik d von jedem Punkt z € X mit Radius € € (0,1) eine Teilmenge von
X ist. Da fiir alle s € § gilt d|x,xx, = ds, folgt daher insgesamt mit dem zweiten Punkt von Lemma
2.1.5 und mit Lemma 2.1.3, dass

DT =P 7)) =P Tx.xx.) =P(T@)

seSs seSs ses ses

x.) = T(d).

s

Damit induziert die Metrik d die Topologie @, g 7s-
|

Als néchstes wollen wir Produkte von topologischen Rédumen auf Metrisierbarkeit untersuchen. Unser Ziel
ist es eine zu Satz 2.1.6 analoge Aussage zu beweisen, die eine hinreichende und notwendige Bedingung
fiir die Metrisierbarkeit des Produktes einer Familie von topologischen Ridumen liefert.



Satz 2.1.7. Es sei ((Xs,Ts))scs eine Familie von topologischen Rdumen. Dann gelten folgende zwei
Aussagen:

(i) Es sei S = So U S1, wobei die Menge Sy abzihlbar sei und fiir jedes s € Sy sei der Raum (X, Ts)
metrisierbar. Weiters enthalte fiir jedes s € S1 die Menge X, genau ein Element. Dann ist der
Produktraum ([],cq Xs, [1,cg Ts) metrisierbar.

(ii) Der Produktraum (]],cq Xs,[I,cg Ts) sei metrisierbar. Dann ist fir jedes s € S der Raum (X, Ts)
metrisierbar.

Beweis: ad(i): Fiir jedes s € S ist der Raum (X, 7;) metrisierbar ist. Es sei So = {s; : i € N}. Wegen
dem ersten Punkt von Lemma 2.1.5 kénnen wir voraussetzen, dass eine Folge von Metriken (ds,)ien
existiert mit T (ds,) = Ts, und ds, (X5, x Xs,) C [0,1], fiir alle ¢ € N. Wir definieren nun auf der Menge
[I,cs Xs eine Metrik durch

d: H X % H X = R ((z5)ses, (Vs)ses) — Z %dsl-(wswysl-)-

s€S seS €N

Es ist offensichtlich, dass d wohldefiniert und eine Metrik ist. Es sei (zs)ses € [[,cg Xs gegeben. Eine
Umgebungsbasis von (xs)ses im Produktraum ist gegeben durch das Mengensystem B((zs)ses) =
{Uen((z5)ses) : € > 0,n € N}. Die Mengen in diesem Mengensystem sind definiert als

n

Uem((xS)seS) = H Uesi (5'331) X H Xs

=1 s€S\{s1,...,sn}

wobei U (xg,) die e-Kugel beziiglich der Metrik dy, ist. Ist U/((x5)scs) die e-Kugel beztiglich der Metrik
d, dann gilt

Ulyn((z5)ses) C Uen((ws)ses), fiir alle e > 0 und n € N.

Dies sieht man folgendermafen ein. Es sei (ys)ses € Uly— ((%5)ses), dann gilt d((z5)ses, (Ys)ses) < €277
und daher ist 5rd(z,,,ys,) < €277, fiir alle i € N. Fiir i < n folgt damit d(z,,,ys,) < €, damit gilt
(Ys)ses € Uen((ws)ses). Umgekehrt betrachten wir ein € > 0 und wihlen ein n € N, sodass 27" < §,
dann gilt

U%,n((xs)ses) - Ue/((xS)SES)'
Dies sieht man folgendermafien ein. Es sei (ys)scs € Ugm((a?s)ses), dann gilt d(zs,,ys,) < § fiir alle
i € {1,...,n}. Damit erhalten wir

n

1€EN i=1 1=n+1

Also gilt (ys)ses € Ul((zs)ses). Mit Hilfe von Lemma 2.1.4 schlieflen wir damit, dass die Metrik d die
Produkttopologie induziert.

ad(ii): Es sei d eine Metrik auf [, X, die die Produkttopologie [ [, g 75 induziert. Wir wéhlen ein
Element (as)ses € [[,cg Xs. Nun definieren wir fiir jedes so € S die Abbildung ¢, : X5, = [[,cg Xs
durch

Tsoy S = S0

Gs, 87&50

[¢So (xso)}s = {

und die Abbildung

dsy + Xsg X Xsg = R (24, Ys) 7 d(Psy (Ts0), Do (Uso))-



Offensichtlich ist dg, eine Metrik auf X, . Wir werden nun zeigen, dass die Metrik dg, die Topologie Ty,
induziert. Es sei daher (2} ),cs ein Netz in X, und x5, € X,,. Dann gilt

Liér} Ty = x5, beziiglich 75, < Llérll bso (25,) = ¢so(2s,) beziiglich E[STS
< Ve> 0 37’0 clVr> To : d(¢so($go)7¢s()($so)) <€

dso (T3 +Ts0)

& 1irr11 Ty = T, beziiglich d,.
re
u

Ist im Satz 2.1.7 die Menge S; leer, dann erhilt man die Aussage, dass fiir eine Folge von topologischen
Réumen ((X3,7;))ien der Produktraum (J],cn X4, [];cn 7i) metrisierbar ist genau dann, falls fiir jedes
i € N der Raum (X;,7;) metrisierbar ist.

Wir wollen nun das Produkt von iiberabzéhlbar vielen topologischen Réumen untersuchen. Hier zeigt
sich, dass das Produkt stets nicht metrisierbar ist, falls alle Rdume die in diesem Produkt auftreten
mindestens zwei Elemente besitzen.

Satz 2.1.8. Es sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von topologischen Riumen mit S = S1USy. Die Menge Sq
sei iberabzdhlbar und fiir jedes s € S1 enthalte die Menge X mindestens zwei Elemente. Weiters enthalte
die Menge X, fiir jedes s € Sy genau ein Element. Dann ist der Produktraum ([],cq Xs, [ cg Ts) nicht
metrisierbar.

Beweis: Wir wollen zwei Fille unterscheiden. Im ersten Fall gehen wir davon aus fiir jedes s € Sy gilt
Ts # {0, X}, dass also keine einzige Topologie T, s € S, mit der Klumpentopologie iibereinstimmt.
Damit enthélt fiir jedes s € S; die Topologie T, eine Menge O mit Os # X, und O, # (). Wir betrachten
jetzt einen Punkt x := (z5)scs € Hses X mit s € Oy, fiir alle s € S;. Wir werden nun zeigen,
dass x keine abz#éhlbare Umgebungsbasis besitzt. Dazu gehen wir davon aus, dass x eine abz#hlbare
Umgebungsbasis B(x) besitzt und werden diese Annahme auf einen Widerspruch fiithren. Es existiert zu
jeder Menge B € B(x) eine Menge U = [],.g W, mit U C B, die die Eigenschaft besitzt, dass W, eine
Umgebung von z, in (X, 7;) ist und Wy = X, fiir fast alle s € S erfiillt. Fiir jedes B € B(x) betrachten
wir eine solche Menge und fassen dann alle diese Mengen zu dem Mengensystem B’(x) zusammen. Es
ist offensichtlich, dass das Mengensystem B’(z) eine Umgebungsbasis von z ist. Da wir vorausgesetzt
haben, dass B(z) abzdhlbar ist, ist damit auch B’(z) abzéhlbar. Fiir jedes U € B’(z) definieren wir nun
die Menge S(U) := {s € S : W, # X}, die offensichtlich eine Teilmenge von S; ist. Weiters definieren
wir die Menge So := Uyewp:(y) S(U). Da B'(z) abzéhlbar ist, ist So auch abzéhlbar, damit existiert ein
s0 € S1\So. Damit ist U := [],.g Wi mit W, = X, fiir alle s € S\{s0}, und W, = O, eine Umgebung
von x, die aber keine Menge aus B’ (z) als Teilmenge besitzt. Wegen diesem Widerspruch besitzt = keine
abzéhlbare Umgebungsbasis. Da jeder metrisierbare Raum das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, ist der
Raum ([],cg Xs,[[,cs 7s) damit nicht metrisierbar.

Wir wollen nun den Fall betrachten, dass fiir mindestens ein s € S; die Topologie 7, mit der
Klumpentopologie iibereinstimmt. Wir betrachten nun zwei Punkte z := (2,)ses € [[,cg Xs und
Y = (Ys)ses € [l,egXs mit 2 # y und x, = y,, fir alle s € S\{so}, wobei fiir 59 die Bedingung
Teo = {0, X5, } gelten soll. Nun existieren keine Umgebungen U von z und V von y mit U NV = (, also
erfiillt der Produktraum das Trennungsaxiom 75 nicht, womit der Raum (J],.¢ Xs,[[,cq 75) auch in
diesem Fall nicht metrisierbar ist.

Ist im Satz 2.1.8 die Menge Ss leer, erhilt man die Aussage, dass das iiberabzihlbare Produkt von
mindestens zweielementigen topologischen Rdumen nicht metrisierbar ist.
Aus den letzten beiden Aussagen schliefen wir nun auf den allgemeinen Fall.

Korollar 2.1.9. Es sei ((X5,Ts))ses eine Familie von topologischen Riumen. Dann ist der Produktraum
(Ilses Xs:I1seg Ts) metrisierbar genau dann, falls fir jedes s € S der Raum (Xs,T;) metrisierbar ist
und falls eine abzihlbare Teilmenge Sy C S existiert mit der Eigenschaft, dass fiir jedes s € S\Sy die
Menge X genau ein Element besitzt.



Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass fiir jedes s € S der Raum (X, 7;) metrisierbar ist und
dass eine abzihlbare Teilmenge Sy C S existiert mit der Eigenschaft, dass fiir jedes s € S\ Sy die Menge
X, genau ein Element besitzt. Dann ist der Produktraum (J], g Xs, [[;cg 75) wegen dem ersten Punkt
von Satz 2.1.7 metrisierbar. Ist umgekehrt der Produktraum (J[,.g Xs, [[,cg 7s) metrisierbar, dann ist
wegen dem zweiten Punkt von Satz 2.1.7 jeder Raum (X, 75) metrisierbar. Wegen Satz 2.1.8 existieren
hoéchstens abzéhlbar viele s € S, fiir die die Menge X mindestens zwei Elemente besitzt.

2.2 Das Bild metrisierbarer Riaume

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, unter welchen Bedingungen das Bild eines
metrisierbaren topologischen Raums metrisierbar ist. Es zeigt sich, das bei den "meisten” Abbildungen,
die Eigenschaft der Metrisierbarkeit eines topologischen Raums nicht auf das Bild der Abbildung vererbt
wird.

Wir werden zunéichst einen wichtigen Begriff in der Metrisierbarkeitstheorie einfithren, der uns bereits
in der Seminararbeit [1] begegnet ist.

Definition 2.2.1. Ein topologischer Raum (X,T) heifit parakompakt, falls jede offene Uberdeckung von
X eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt.

Eine wichtige Aussage im Zusammenhang mit Parakompaktheit ist Satz 3.12 aus [1], der besagt, dass
jeder metrisierbare Raum parakompakt ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht, da zum Beispiel fiir
eine Menge X mit mindestens zwei Elementen der Raum (X, {), X }) parakompakt aber nicht metrisierbar
ist. Im Folgenden wollen wir einige Figenschaften parakompakter Riume herleiten.

Lemma 2.2.2. Fs sei (X, T) ein parakompakter To-Raum. Weiters seien A und B zwei abgeschlossene
Teilmengen von X . Falls fiir jedes x € B zwei offene Mengen U, und V,, existieren mit den Figenschaften
ACU,,xz eV, und U, NV, =0, dann existieren zwei offene Mengen U und V mit A CU,B CV und
Uunv =40.

Beweis: Es seien A und B zwei abgeschlossene Teilmengen von X. Das Mengensystem {V, : = €
X} U{X\B} ist eine offene Uberdeckung der Menge X. Da der Raum parakompakt ist existiert eine
lokal endliche offene Verfeinerung {W : s € S} dieser offenen Uberdeckung. Wir definieren die Menge
So:={s € S5:W,N B # 0}. Damit erhalten wir

ANW, =0 fiiralles € Sy und B C U Ws.
sESp

Wegen Lemma 3.2 aus [1] ist die Menge U := X\ J,cg, W offen. Es ist nun offensichtlich, dass die
Mengen U und V := USESO W, disjunkt sind und A bzw. B enthalten.

|
Korollar 2.2.3. Es sei (X,T) ein parakompakter To-Raum. Dann ist (X, T) normal.

Beweis: Es seien A und B zwei disjunkte Teilmengen von X, wobei A einpunktig sei und B abgeschlossen.
Da der Raum (X,7) das Trennungsaxiom T» erfiillt, ist die Voraussetzung des Lemmas 2.2.2 erfiillt,
weshalb der Raum (X, 7") regulir ist. Wir wollen nun die Normalitéit nachweisen. Dazu betrachten wir
zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X. Aufgrund der Regularitit des Raums (X, T) ist wieder
die Voraussetzung von Lemma 2.2.2 erfiillt, womit der Raum normal ist.

Proposition 2.2.4. Es set (X, T) ein normaler topologischer Raum. Dann ezistiert zu jeder lokal end-
lichen offenen Uberdeckung U := {Us : s € S} eine offene Uberdeckung V = {V : s € S} mit der
FEigenschaft, dass fir jedes s € S gilt Vs C Us.



Beweis: Wir wihlen eine Wohlordnung < auf der Indexmenge S und bezeichnen mit sy das kleinste
Element der Wohlordnung (S, <). Wir werden nun induktiv offene Mengen V; konstruieren durch

x\(Uwulmcv.cV cu.. (2)

r<s t>s

Da U eine offene Uberdeckung ist, ist X\ Ut>50 U; eine abgeschlossene Menge die in Uy, enthalten ist.
Da der Raum (X, 7T) normal ist, existiert eine offene Menge V;, mit

X\ Jucv, cV, CU,.

t>sg

Es sei nun s € S und fiir alle r < s sei V;. bereits konstruiert. Wir werden nun zeigen, dass
W ={V,:r <sU{U;:t>s}U{Us}

eine Uberdeckung von X ist. Es sei # € X. Falls ein t > s existiert mit « € Uy, dann sind wir fertig.
Wir gehen nun davon aus, dass ein solches ¢ nicht existiert. Da das Mengensystem U eine Uberdeckung
von X ist, muss z in einer Menge aus U enthalten sein. Da das Mengensystem U lokal endlich ist, ist x
insbesondere nur in endlich vielen Mengen aus U enthalten. Definiert man ro :=max{r : € U,.}, dann
ist 79 < s. Ist € V., fiir ein r < 7o, dann sind wir fertig. Anderenfalls gilt

zeX\(|J vou | v

r<ro t>ro

und nach Induktionsvoraussetzung « € V;,,. Damit ist Wj eine Uberdeckung von X. Es ist X\(U, ., ;U
U~ Us) eine abgeschlossene Menge und da W, eine Uberdeckung ist, ist diese Menge in U, enthal-
ten. Also existiert eine offene Menge V; die (2) erfiillt. Wir zeigen nun, dass V := {V; : s € S} eine
Uberdeckung von X ist. Es sei z € X. Es gilt 2 ¢ Uisr, Ut Ist € V., fiir ein 7 < 79, dann sind wir

fertig. Anderenfalls gilt wegen (2) x € V.
|
Proposition 2.2.5. Es sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Falls jede offene Uberdeckung von X eine lokal endliche abgeschlossene Verfeinerung besitzt, dann
ist der Raum (X, T) parakompakt.

(ii) Ist der Raum (X, T) parakompakt und Ty, dann besitzt jede offene Uberdeckung von X eine lokal
endliche abgeschlossene Verfeinerung.

Beweis: ad(i): Es sei U eine offene Uberdeckung des Raums (X,7) und V = {V, : s € S} eine lokal
endliche Verfeinerung von Y. Da das Mengensystem V lokal endlich ist, existiert ein Mengensystem von
offenen Mengen {O, : z € X}, mit x € O,, fiir alle z € X, und O, NV, = (, fiir fast s € S. Es sei nun
F eine lokal endliche abgeschlossene Verfeinerung von {O, : € X}. Wir definieren nun fiir jedes s € S
die Menge

Ws :X\ U F.

FeF, FnVs=0

Wegen Lemma 3.2 aus [1] ist W, offen. Weiters enthiilt die Menge W die Menge V; und es gilt fiir jedes
s € S und fiir jedes F' € F die Beziehung

W N F # () genau dann, falls V, N EF # 0. (3)

Fiir jedes s € S betrachten wir nun ein Us; € U mit Vs C U, und definieren die Mengen O, := W, N Us.
Da das Mengensystem {O, : s € S} eine Uberdeckung von X ist, folgt damit, dass {O, : s € S} eine
offene Verfeinerung von U ist. Da das Mengensystem F lokal endlich ist, existiert zu jedem x € X eine
Umgebung P, die mit fast allen Mengen aus F leeren Durchschnitt besitzt. Es sei nun z € X, dann
existieren damit endlich viele Mengen Fy,..., F;, € F mit P, C U?Zl F;. Da jedes F € F mit fast allen



Mengen aus V leeren Durchschnitt besitzt, gilt wegen (3), dass F N W, = 0, fiir fast alle s € S. Fiir ein
z € X gilt damit insgesamt

n

P,NO, =P, NW.NU, C (| JFR)NW.NU, =0, fiir fast alle s € S.

i=1

Damit ist also (Os)ses eine lokal endliche offene Verfeinerung von U.
ad(ii): Wegen Korollar 2.2.3 ist der Raum (X, T) normal und wegen Proposition 2.2.4 folgt schlus-
sendlich, dass jede offene Uberdeckung von X eine lokal endliche abgeschlossene Verfeinerung besitzt.

Wir wollen nun den Begriff der abgeschlossen bzw. offenen Abbildung definieren, die bei der Untersuchung
der Metrisierbarkeit des Bildes eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.2.6. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Riume.
1. FEine Abbildung f : (X, T) — (Y, R) heifit offen, falls das Bild jeder offenen Menge offen ist.

2. Eine Abbildung f : (X, T) — (Y, R) heifsit abgeschlossen, falls das Bild jeder abgeschlossenen Menge
abgeschlossen ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass unter stetigen abgeschlossen Abbildungen die Eigenschaft der Normalitét
eines Raums auf das Bild iibertragen wird.

Lemma 2.2.7. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Riume, wobei der Raum (X, T) normal
sei. Weiters sei f: (X, T) — (Y,R) eine surjektive, stetige und abgeschlossene Abbildung. Dann ist der
Raum (Y, R) normal.

Beweis: Die Eigenschaft eines topologischen Raums das Trennungsaxiom 737 zu erfiillen kann damit
charakterisiert werden, dass alle einpunktigen Teilmengen dieses Raums abgeschlossen sind. Damit folgt,
dass das Bild eines T3-Raums unter einer abgeschlossenen Abbildung wieder ein T7-Raum ist. Wir wol-
len nun zeigen, dass der Raum (Y, R) auch das Trennungsaxiom T} erfiillt. Es seien U,V zwei offene
Teilmengen von Y mit U UV = Y. Die Mengen f~1(U) und f~1(V) sind offen in X und erfiillen
7Y U)U f~Y(V) = X. Da der Raum (X, 7) das Trennungsaxiom T} erfiillt, existieren abgeschlossene
Teilmengen Ag und By von X mit Ag C f~1(U), By C f~}(V) und AgUBy = X. Die Mengen A := f(Ay)
und B := f(By) sind abgeschlossen und erfiillen A C f(f~%(U)) =U und B C f(f~1(V)) = V. Weiters
gilt AUB = f(X) =Y und damit ist der Raum (Y, R) normal.

Lemma 2.2.8. Es seien (X,T) und (Y,R) zwei topologische Riume und f : (X, T) — (Y,R) eine
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung f ist abgeschlossen.

(ii) Fiir jede Menge B C'Y und fiir jede Menge A € T mit f~1(B) C A ewistiert eine Menge C € R
die B enthdlt und f~1(C) C A erfiillt.

(iii) Fiir jedes y € Y und fiir jede Menge U € T mit f~1(y) C U existiert eine Umgebung V von y mit
fFivycu.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Implikation (¢) = (é¢). Die Abbildung f sei also abgeschlossen. Es sei
BCY und A € T mit f~1(B) C A. Wir definieren nun die Menge C := Y\ f(X\A4), die offen in Y ist
und die Menge B enthélt. Weiters gilt

FHO) = fHY\F(X\A)) = X\fTH(F(X\A4)) € X\(X\4) = A.

Nun wollen wir die Implikation (i7) = () zeigen. Es sei F' eine abgeschlossene Teilmenge von X. Wir
setzen A := X\F und B :=Y\f(F). Es gilt

F7HB) = fTHY\(F) = X\fTH(f(F) € X\F = A.
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Damit existiert eine Menge C' € R mit Y\f(F) C C und f~}(C) € X\F. Aus der ersten Inklusion
erhiilt man C'U f(F) = Y und aus der zweiten Inklusion folgt f~1(C) N F = ), woraus man unmittelbar
C N f(F) = 0 erhélt. Insgesamt folgt damit f(F) = Y'\C, womit die Abbildung f abgeschlossen ist.

Es ist klar, dass aus (i7) die Aussage (i7i) folgt. Wir zeigen nun die Implikation (iii) = (ii). Es sei
BCY und A € T mit f~1(B) C A. Wir betrachten nun ein y € B und setzen U := A, dann existiert
laut Voraussetzung eine Umgebung V,, von y mit f~!(V,) C A. Die offene Menge C := Uye g Vy erfiillt
nun B C C und f~1(C) C A.

Ein zentraler Begriff bei unseren Untersuchungen zur Metrisierbarkeit des Bildes ist die folgende Defini-
tion.

Definition 2.2.9. Es seien (X, T) und (Y,R) zwei topologische Riume. Eine stetige Abbildung f :
(X, T)— (Y,R) heifst perfekt, falls sie abgeschlossen ist und das Urbild jeder einpunktigen Menge kom-
pakt ist.

Wir wollen nun zwei wichtige Eigenschaften beweisen, die surjektive perfekte Abbildungen besitzen.

Korollar 2.2.10. Es seien (X,T) und (Y,R) zwei topologische Riume und f : (X,T) — (Y,R) eine
abgeschlossene Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir jedes y € Y die Menge f~'(y) kompakt ist.
Weiters sei {As : s € S} ein lokal endliches Mengensystem in X. Dann ist {f(As) : s € S} ein lokal
endliches Mengensystem in'Y .

Beweis: Es sei y € Y. Zu jedem Element aus f~!(y) betrachten wir eine offene Umgebung, die mit fast
allen Mengen aus {A; : s € S} leeren Durchschnitt besitzt. Da die Menge f~!(y) kompakt ist, existieren
endlich viele offene Umgebungen, deren Vereinigung eine Obermenge von f~!(y) ist. Diese Vereinigung
bezeichnen wir mit U, und sie besitzt mit fast allen Mengen aus {A; : s € S} leeren Durchschnitt. Wegen
dem dritten Punkt von Lemma 2.2.8 existiert nun eine Umgebung V,, von y mit f ’1(Vy) C Uy. Damit
erhélt man, dass die Menge V,, mit fast allen Mengen aus {f(As) : s € S} leeren Durchschnitt besitzt.

Korollar 2.2.11. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Riume, wobei (X, T) parakompakt und
T; sei. Weiters sei f : (X, T) — (Y, R) eine surjektive und perfekte Abbildung. Dann ist der Raum (Y, R)
parakompakt.

Beweis: Es sei V := {V, : s € S} eine offene Uberdeckung von Y. Damit ist {f~*(V:) : s € S} eine
offene Uberdeckung von X. Aufgrund des zweiten Punktes von Proposition 2.2.5 existiert eine lokal
endliche abgeschlossene Verfeinerung {Fy : s € S} von {f~}(V;) : s € S}. Wegen Korollar 2.2.10 ist
{f(Fs) : s € S} eine lokal endliche abgeschlossene Verfeinerung von V. Wegen dem ersten Punkt von
Proposition 2.2.5 ist der Raum (Y, R) damit parakompakt.

|
Lemma 2.2.12. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Es sei A eine nichtleere Teilmenge von X. Dann ist die Funktion f : (X,d) — (R,|.]) : ¢ — d(x, A)
stetig.

(ii) Es sei sei K eine kompakte Teilmenge von X und O eine offene Teilmenge von X die K enthilt.
Dann existiert ein r > 0 mit der Eigenschaft | ], Ur(z) C O.

Beweis: ad(i): Es seien x,y € X. Dann gilt d(z, A) < d(x,a) < d(z,y) + d(y, a), fiir alle a € A. Damit
erhilt man d(z, A) < d(z,y) + d(y, A) bzw. d(z, A) — d(y, A) < d(z,y). Da d symmetrisch ist erhélt ma
auch die Aussage d(y, A)—d(x, A) < d(z,y) und damit |d(x, A) —d(y, A)| < d(z,y), woraus die Stetigkeit
von f folgt.

ad(ii): Es sei K kompakt und O offen mit O # X und K C O. Die Abbildung f : (X,d) — (R,[.]) :
x +— d(z, X\O) ist auf der Menge K positiv und wegen (i) stetig. Weiters ist wegen der Stetigkeit der
Abbildung f die Menge f(K) kompakt. Daher existiert ein » > 0 mit d(z, X\O) > r, fir alle z € K.
Daher gilt (J,cx Ur(z) C O.
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Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Resultate dieses Abschnitts. Es besagt, dass das Bild eines
metrisierbaren Raums unter einer perfekten Abbildung metrisierbar ist.

Satz 2.2.13. Es seien (X, T) und (Y, R) zwei topologische Riume, wobei (X, T) metrisierbar sei. Wei-
ters sei f 1 (X,T) — (Y, R) eine surjektive und perfekte Abbildung. Dann ist der Raum (Y, R) metri-
sierbar.

Beweis: Es sei d eine Metrik auf X, die die Topologie 7 induziert. Fiir jedes ¢ € N und fiir jedes y € Y
definieren wir die Mengen

Uy:= |J Uil@), Wiy =Y\F(X\Uy), Viy:=f"(Wi) C Uy
z€f~1(y)

Aufgrund der Definition der Mengen U;,, erhélt man die Aussage
Ujy C Uy fiir alle y € Y und 4, j € N mit j > 4. (4)

Wir betrachten nun fiir jedes y € Y das Mengensystem W, := {W;, : i € N}. Jede Menge W;, aus
diesem Mengensystem ist eine offene Menge die y enthélt. Wir betrachten nun eine Umgebung V' von
y. Bs gilt offensichtlich f~!(y) € f~1(V). Da die Menge f~!(y) kompakt ist, gilt wegen dem zweiten
Punkt von Lemma 2.2.12, dass ein ¢ € N existiert mit U;, C ffl(V). Damit erhalten wir Wy, C V.
Das Mengensystem W, ist also fiir jedes y € Y eine Umgebungsbasis des Punktes y. Wir werden nun
folgende Aussage nachweisen:

Fiir alle < € N und fiir alle y € Y existiert ein j € N mit der Eigenschaft U W;, CWiy. (5)
z€Y, yeW;.

Gegeben sei daher ein ¢ € N und ein y € Y. Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 2.2.12 und der
Aussage (4) existiert ein j > 2i mit Uj, C Vi2s)y, da f~!(y) eine kompakte Teilmenge von Vg, ist. Wir
betrachten nun einen Punkt z € Y mit y € Wj,. Dann gilt

' y) € V. CU;..

Daher existiert zu jedem x € f~1(y) ein 2’ € f~1(z) mit d(x,2’) < % Damit gilt Uj, N f~1(z) # 0.
Weiters erhalten wir damit

Ujy N f71(2) € Vigiyy N f1(2) # 0.

Da f surjektiv ist erhalten wir damit

Xz C Vieiyy = f_l(W(Qi)y)7

da mit jedem =, dass in der Menge V(s;), enthalten ist, die Menge V(2;), auch die Menge f~*(f(z))
enthalt.

Wir betrachten nun ein ¢ € W;,. Es gilt f~!(t) C Uj,. Daher existiert fiir jedes z € f~!(t) ein
2 € f71(z) mit d(z,2') < % < 2. Da f71(2) C Viaiyy C Uiy, gilt, existiert ein 2” € f~(y) mit
d(2',2") < 5. Damit gilt insgesamt d(z,2”) < 1. Damit erhalten wir f~1(t) C U;,. Aus dieser Aussage
folgt t € W;,, womit die Aussage (5) bewiesen ist.

Fiir jedes ¢ € N ist das Mengensystem W, := {W;, : y € Y'} eine offene Uberdeckung von Y. Da der
Raum (X, 7)) metrisierbar ist, ist er wegen Satz 3.12 aus [1] auch parakompakt. Wegen Korollar 2.2.11
existiert damit fiir jedes ¢ € N eine lokal endliche offene Verfeinerung B; von W;. Es sei nun y € Y und
B := J;cn Bi- Wir betrachten das Mengensystem B(y) := {O € B:y € O}. Es sei V eine Umgebung von
y. Wir haben bereits nachgewiesen, dass fiir jedes y € Y das Mengensystem W, eine Umgebungsbasis
von y ist. Also existiert ein ¢ € N mit W;,, C V. Weiters haben wir bereits gezeigt, dass zu diesem y € Y’
und ¢ € N ein j € N existiert, die die Aussage (5) erfiillt. Wir betrachten nun zu diesem j € N die
Uberdeckung B;. Es existiert ein B € B; mit y € B. Da B; eine Verfeinerung von W; ist, existiert ein
a €Y mity € BC Wj,. Mit der Aussage (5) erhalten wir damit

yEBgWJag U szngygV
zeY,yeW;.
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womit B(y) eine Umgebungsbasis von y ist. Mit Lemma 3.14 aus [1] folgt damit, dass B eine o-lokal
endliche Basis des Raums (Y, R) ist. Wegen Lemma 2.2.7 ist der Raum (Y, R) normal und daher auch
regulir. Wegen dem Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov ist der Raum (Y, R) damit metrisierbar.

Die folgende Proposition, die wir im Lemma von Veinstein verwenden werden, werden wir hier nicht
beweisen. Diese Aussage wird in der Analysis Vorlesung bewiesen. Man findet einen Beweis zum Beispiel
auch in [3].

Proposition 2.2.14. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X. Dann ist K kompakt genau dann,
falls jede Folge in K einen Hdufungspunkt in K besitzt.

Satz 2.2.15 (Lemma von Veinstein). Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Riume, wobei
(X,T) metrisierbar sei. Weiters sei f : (X, T) — (Y,R) eine surjektive, stetige und abgeschlossene
Abbildung. Dann ist fir jeden Punkt y € Y, der eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt, die Menge
A(f~1(y)) kompakt.

Beweis: Da in jedem topologischen Raum jede endliche Teilmenge kompakt ist, kénnen wir uns auf Punk-
te y € Y beschriinken, die eine abzihlbare Umgebungsbasis besitzen und fiir die die Menge 9(f~!(y))
unendlich ist. Es sei nun y € Y ein solcher Punkt und A := {z; : i € N} eine abzéhlbar unendliche
Teilmenge von 9(f~1(y)). Weiters sei d eine Metrik auf X, die die Topologie 7 induziert und (V;);en
eine abzdhlbare Umgebungsbasis von y. Da die Abbildung f surjektiv, abgeschlossen und stetig ist, sind
die Mengen {y} und f~!(y) abgeschlossen, deshalb gilt fiir alle i € N die Aussage

z; € 0(fHy) € FHy) S fHVD).

Damit erhalten wir, dass fiir jedes i € N die Menge W; := Uy () N f~1(V;) eine Umgebung von z;
ist. Wir betrachten nun fiir jedes i € N ein 2} € W;\ f~!(y). Fiir jedes i € N existiert ein solches z}, da
x; in der Menge d(f~1(y)) liegt und daher jede Umgebung von z; mit der Menge (f~*(y))¢ nichtleeren
Durchschnitt besitzt. Wir fassen nun alle diese Punkte zur Menge B := {z} : i € N} zusammen. Es gilt
nun y € f(B)\f(B). Um dies einzusehen gehen wir davon aus, dass y in f(B) liegt. Damit existiert ein
2} € B mit f(x}) = y. Damit gilt dann f(2}) € f(W;\f1(y)), was offensichtlich falsch ist. Damit kann
also y nicht in f(B) liegen. Es sei nun ¢ € N, dann gilt f(z;) € V; N f(B). Damit schneidet also jede
Umgebung von y die Menge f(B). Also liegt y in der Menge f(B). Damit erhilt man auch die Aussage
B S B, denn aus B = B wiirde wegen der Abgeschlossenheit der Abbildung f die Aussage f(B) = f(B)
folgen. Damit folgt H(B) # (0, wobei H(B) die Menge aller Haufungspunkte von B ist. Da fiir jedes
i € N die Aussage d(z;,2}) < 1 gilt, erhiilt man damit H(A) = #(B). Damit haben wir nachgewiesen,
dass jede abzihlbar unendliche Teilmenge A von 9(f~!(y)) einen Hiaufungspunkt besitzt. Da die Menge
O(f~1(y)) abgeschlossen ist, folgt mit Proposition 2.2.14, dass d(f~!(y)) kompakt ist.

Der folgende Satz, der in der Literatur als der Satz von Hanai-Morita-Stone bekannt ist, beantwortet
die Frage, welche Bedingungen zur Metrisierbarkeit des Bildes von stetigen abgeschlossen Abbildungen
dquivalent sind.

Satz 2.2.16 (Satz von Hanai-Morita-Stone). Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Réiume,
wobei (X, T) metrisierbar sei. Weiters sei f : (X, T) — (Y, R) eine surjektive, stetige und abgeschlossene
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Raum (Y, R) ist metrisierbar.
(i) Der Raum (Y, R) erfillt das erste Abzihlbarkeitsaziom.

(iii) Fiir jedes y € Y ist die Menge d(f~1(y)) kompakt.
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Beweis: Die Implikation (i) = (i7) ist offensichtlich und die Implikation (i) = (iii) folgt aus dem
Lemma von Veinstein. Wir zeigen daher die Implikation (#i¢) = (4). Fiir jedes y € Y definieren wir eine
Menge A, durch

A A(f(y)), falls die Menge O(f~!(y)) nichtleer ist.
Y7 1 {x}), falls die Menge O(f~'(y)) leer ist, wobei  ein beliebiges Element aus f~'(y) ist.

Wir definieren nun die Menge A :=(J,cy Ay. Es gilt
xX\Ja=U oy Aa=Uu w4
yey yey yeY yeY

Da fiir jedes y € Y die Menge f~'(y)\A, offen ist, ist die Menge A abgeschlossen. Wir betrachten nun
die Einschrankung der Abbildung f auf die Menge A. Diese Einschrinkung f|a : (4,7 |a) = (Y, R) ist
abgeschlossen, da jede abgeschlossene Menge B aus (A, 7T |a) dargestellt werden kann als B = AN A’
mit einer Menge A’ die abgeschlossen in (X, 7T) ist. Damit ist f(B) abgeschlossen, da B abgeschlossen in
(X, T) ist. Weiters ist die Abbildung f| 4 surjektiv. Sei y € Y mit 9(f~*(y)) # 0. Da f~!(y) abgeschlossen
ist, besitzt y ein Urbild. Nun sei y € Y mit 9(f~!(y)) = 0, dann enthiilt die Menge A wieder ein Urbild
von y. Weiters ist fiir jedes y € Y die Menge (f|4)~!(y) kompakt, da sie einpunktig ist oder mit der
Menge O(f~!(y)) iibereinstimmt, die laut Voraussetzung kompakt ist. Damit ist f|4 eine surjektive und
perfekte Abbildung auf einem metrisierbaren Raum, womit auch der Raum (Y, R) wegen Satz 2.2.13
metrisierbar ist.

Aus dem Satz von Hanai-Morita-Stone erhélt man einen weiteren " Typ” von Funktionen, bei denen die
FEigenschaft der Metrisierbarkeit auf das Bild vererbt wird.

Korollar 2.2.17. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Réiume, wobei (X,T ) metrisierbar sei.
Weiters sei f : (X, T) = (Y, R) eine surjektive, stetige, abgeschlossene und offene Abbildung. Dann ist
der Raum (Y, R) metrisierbar.

Beweis: Wegen dem Satz von Hanai-Morita-Stone geniigt es zu zeigen, dass der Raum (Y, R) das erste
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Wir bertachten einen Punkt y € Y. Da die Abbildung f surjektiv ist,
existiert ein x € X mit f(z) = y. Weiters sei {U; : ¢ € N} eine Umgebungsbasis des Punktes x mit der
Eigenschaft, dass alle U; offene Mengen sind. Da f offen ist, besteht das Mengensystem {f(U;) : ¢ € N}
aus offenen Mengen, die jeweils den Punkt y enthalten. Es sei nun V' eine Umgebung des Punktes y,
dann existiert wegen der Stetigkeit von f eine Umgebung U von x mit f(U) C V. Damit existiert ein
i € Nmit f(U;) CV, womit das Mengensystem {f(U;) : i € N} eine abzihlbare Umgebungsbasis von y
ist.

Als néchstes werden wir eine weitere Aussage formulieren, die sich aus dem Satz von Hanai-Morita-
Stone ergibt. Dafiir werden wir den Begriff der Quotiententopologie und der kanonischen Projektion
wiederholen.

Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Es bezeichne X/ ~:=
{[z]~ : © € X} die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation ~. Weiters definieren
wir eine Abbildung 7 : X — X/ ~: 2+ [x]. und ein Mengensystem 7/ ~:= {0 C X/ ~: 77 }(0) € T}.
Dann ist das Mengensystem 7/ ~ eine Topologie auf X/ ~ und die Abbildung 7 ist surjektiv und stetig.
Man nennt die Abbildung 7 die kanonische Projektion auf (X, T") beziiglich der Aquivalenrelation ~ und
das Mengensystem 7/ ~ die Quotiententopologie auf X/ ~. Den topologischen Raum (X/ ~, T/ ~)
bezeichnet man als Quotientenraum.

Aus dem Satz von Hanai-Morita-Stone folgt nun unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 2.2.18. Es sei (X, T) ein metrisierbarer topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf
X, sodass die kanonische Projektion beziglich dieser Aquivalenzrelation eine abgeschlossene Abbildung
ist. Weiters sei fir jedes x € X die Aquivalenzklasse [x]~ eine kompakte Teilmenge des Raums (X, T).
Dann ist der Quotientenraum (X/ ~, T/ ~) metrisierbar.
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Beweis: Da fiir jedes z € X die Aquivalenzklasse [x]~ eine kompakte Teilmenge des metrisierbaren
Raums (X, 7T) ist, folgt damit, dass alle Aquivalenzklassen auch abgeschlossen sind. Da jede abgeschlos-
sene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt ist, folgt damit, dass fiir jedes z € X die Menge 9([z]~.)
kompakt ist. Aufgrund des Satzes von Hanai-Marita-Stone ist nun der Raum (X/ ~, 7/ ~) metrisierbar.

Unser néchstes Ziel ist es einen Satz zu beweisen, der eine Aussage dariiber macht, unter welchen Bedin-
gungen Réume, die eine Uberdeckung aus metrisierbaren Teilriumen besitzen, metrisierbar sind. Dabei
bezeichnen wir eine Teilmenge eines topologische Raums als metrisierbaren Teilraum, falls diese Menge
mit der Spurtopologie metrisierbar ist. Fiir diese Aussage brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.2.19. Es sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von disjunkten topologischen Riumen. Dann ist eine
Menge A C @,cq Xs abgeschlossen in (D, cq Xs, D,ecgTs) genau dann, falls die Menge AN X fiir
jedes s € S abgeschlossen in (X, Ts) ist.

Beweis: Eine Menge A C (P, g X ist abgeschlossen in (P, g Xs, P g Ts) genau dann, falls die Menge
(D,cs Xs)\A offen ist. Dies ist wegen der Definition der Summentopologie genau dann der Fall, falls fiir
jedes 5o € S die Menge ((P,cg Xs)\A) N X, offen in (X, Ts,) ist. Aufgrund der Gleichheit

(D X\A) N Xy, = X (AN X,,)
seS
ist dies genau dann der Fall, falls fiir jedes so € S die Menge A N X, abgeschlossen in (X, 7s,) ist.
|

Proposition 2.2.20. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und {Xs : s € S} eine lokal endliche
abgeschlossene Uberdeckung von X mit der Eigenschaft, dass fir jedes s € S der Raum (X, T|x.)
metrisierbar ist. Dann ist der Raum (X, T) metrisierbar.

Beweis: Es sei {X; : s € S} eine lokal endliche abgeschlossene Uberdeckung von X. Weiters sei T, :=
T|x,, fiir jedes s € S. Wir definieren nun fiir jedes s € S den topologischen Raum (X7, 7;) durch

X=X, x {s}und T} := T x {0, {s}}.
Wir betrachten nun die Abbildung

D (@X;,@’E’) = (X,T): (z,8) — .

seS seS

Wir werden nun zeigen, dass p surjektiv und perfekt ist. Da { X, : s € S} eine Uberdeckung von X ist, ist
p surjektiv. Fiir jedes € X definieren wir nun die Menge S, := {s € S : © € X }. Da das Mengensystem
{X; : s € S} lokal endlich ist, ist die Menge S, endlich. Damit ist die Menge

pHz) = | () x {s})

SESy

auch endlich und damit kompakt. Also ist das Urbild jeder einpunktigen Menge kompakt. Wir zeigen
nun, dass p stetig ist. Es sei O € 7. Dann gilt

p~'(0) = [J(ONX,) x {s}).
ses
Fiir jedes so € S gilt damit p~'(O)NX] = (ONX,,) x {s0}. Damit liegt p~'(O)N X7 in T . Aufgrund
der Definition der Summentopologie gilt p~1(O) € P,cs 7). Damit ist p stetig. Wir werden nun zeigen,
dass p abgeschlossen ist. Es sei daher A eine abgeschlossene Teilmenge des Raums (P, ¢ X., P,c5T7)-
Wegen Lemma 2.2.19 ist fiir jedes so € S die Menge A N X[ abgeschlossen im Raum (X7 , 7/ ). Da
X, abgeschlossen im Raum (X, 7)) ist, folgt damit, dass X,, x {so} = X[ abgeschlossen im Raum
(X x{so}, T x{0,{so}}) ist. Es gilt

T xAD {so}Hx.yxgsoy =T

Xy X 40, {s0}} =T5,.
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Schréinkt man also die Menge X x {so} auf die Menge X, % {so} ein, erhélt man den Teilraum (X , 7/ ).
Da AN X| abgeschlossen im Raum (X7 , 7] ) ist, existiert damit eine Menge B, die abgeschlossen im
Raum (X x {so}, T x {0,{so}}) ist und AN X, = BN X/ erfiillt. Damit ist die Menge AN X/ auch
abgeschlossen im Raum (X X {so}, T x {0, {so}}). Fiir jedes so € S definieren wir die Projektion auf die
erste Komponente

s 0 (X X {80}, T x{0,{so}}) = (X,T): (x,s0) — x.

Die Abbildung 7 s, ist stetig und bijektiv. Da Projektionen offene Abbildungen sind, ist auch die Inverse
77 L stetig. Da das Mengensystem { X, : s € S} lokal endlich ist, ist auch das Mengensystem {p(A)N X, :

,80

s € S} lokal endlich. Mit Lemma 3.2 aus [1] erhalten wir damit

. _—T7 . .

@ =JeAnx,) =Jo@ANx) = Jm.(Anx) =
seS seS ses

U m@nxy O — | Jranx)) = @) nx,) = pa).

sesS sesS ses

Da fiir jedes s € S der Raum (X, 7)) wegen Satz 2.1.7 metrisierbar ist, ist (P, .g Xi, @, cg ) wegen
Satz 2.1.6 metrisierbar. Damit ist der Raum (X, 7) wegen Satz 2.2.13 metrisierbar.

Definition 2.2.21. Ein topologischer Raum (X,T) heifst lokal metrisierbar, falls fiir jedes x € X eine
Umgebung U von x existiert mit der Figenschaft, dass der Teilraum (U, T |y) metrisierbar ist.

Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 2.1.5 ist es klar, dass aus der Metrisierbarkeit eines Raums die
lokale Metrisierbarkeit folgt. Interessant ist natiirlich die Frage ob es Raume gibt, fiir die diese beiden
Begriffe dquivalent sind. Das Folgende Korollar zeigt, dass parakompakte T5-Réume diese Eigenschaft
besitzen.

Korollar 2.2.22. Es sei (X, T) ein parakompakter To-Raum. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann,
falls (X, T) lokal metrisierbar ist.

Beweis: Es sei (X, 7) ein parakompakter To-Raum der lokal metrisierbar ist. Damit existiert fiir jeden
Punkt z € X eine offene Menge O,, die x enthélt und metrisierbar ist. Wir fassen alle diese offenen
Mengen zu dem Mengensystem {O, : z € X} zusammen. Da der Raum parakompakt und 7% ist, folgt
aus dem zweiten Punkt von Proposition 2.2.5, dass das Mengensystem {O, : € X} eine lokal endliche
abgeschlossene Verfeinerung F besitzt. Da jede Menge aus F metrisierbar ist, folgt mit Proposition 2.2.20
die Metrisierbarkeit des Raums (X, 7).

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch kurz auf das Problem eingehen, unter welchen Bedingun-
gen das Urbild einer Abbildung metrisierbar ist, falls das Bild der Abbildung metrisierbar ist. Die im
letzten Abschnitt betrachteten perfekten Abbildungen besitzen diese Eigenschaft nicht. Sogar das Urbild
einer perfekten und offenen Abbildung deren Bild metrisierbar ist, muss nicht metrisierbar sein. Eine
Abbildung die auf einem nichtmetrisierbaren kompakten topologischen Raum definiert ist (zum Beispiel
eine mindestens zweielementige Menge mit der Klumpentopologie) und als Zielmenge einen einpunkti-
gen topologischen Raum besitzt ist perfekt und offen, hat aber kein metrisierbares Urbild. Wir wollen
hier ohne Beweis erwéihnen, dass Abbildungen die perfekt und offen sind, deren Bild metrisierbar ist
und zusétzlich die Eigenschaft besitzen, dass das Urbild jeder einpunktigen Menge nicht nur kompakt,
sondern sogar endlich ist, die Eigenschaft haben, das ihr Urbild metrisierbar ist.

3 Metrisierbarkeit von Kompaktifizierungen

Das Ziel in diesem Kapitel ist es zunéchst eine Aussage zu gewinnen, die eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz von metrisierbaren Kompaktifizierungen angibt. Aufbauend auf
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dieser Aussage werden wir dann die Frage der Metrisierbarkeit fiir unterschiedliche Raumklassen be-
antworten. Zwei Kompaktifizierungen, ndmlich die Alexandroff-Kompaktifizierung und die Stone-Cech-
Kompaktifizierung, werden wir dann genauer untersuchen.

Zunichst wollen wir den Begriff der Kompaktifizierung definieren und einen Existenzsatz fiir Kom-
paktifizierungen herleiten. Dafiir miissen wir einiges an Vorarbeit leisten. Ein Begriff der eng mit dem
Begriff der Kompaktifizierung zusammenhéngt ist der Folgende.

Definition 3.1. Ein topologischer T1-Raum (X, T) heif$t vollstindig requldr, falls fir jedes x € X und
jede abgeschlossene Menge A C X die x nicht enthdlt eine stetige Funktion f : (X, T) — ([0,1],&|0,1))
existiert mit f(A) = {1} und f(x) = 0. Diese Eigenschaft eines topologischen Raums wird auch als
Trennungsaxiom T35 bezeichnet.

Lemma 3.2. FEs gelten folgende zwei Aussagen:
(i) Es sei (X,T) ein normaler topologischer Raum. Dann ist (X, T) vollstindig reguldr.
(i) Es sei (X,T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann ist (X,T) requlir.

Beweis: ad(i): Diese Aussage ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass ein Raum das Trennungsaxiom
Ty erfiillt genau dann, falls alle einpunktigen Teilmengen abgeschlossen sind und aus dem Lemma von
Urysohn(Satz 3.6 aus [1]), das eine Charakterisierung der Ty-Réume angibt.

ad(ii): Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge von X und © € X mit © ¢ A. Dann existiert eine
stetige Funktion f : (X,7) — ([0,1],€jp,1) mit f(A) = {1} und f(z) = 0. Damit ist f~*([0, 3)) eine
offene Menge die # enthélt und f~*((1,1]) eine offene Menge die A enthélt. Weiters sind diese beiden
Mengen disjunkt.

|
Proposition 3.3. Es gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Essei (X, T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum undY C X. Dann ist der Raum (Y, T|y)
vollstindig requldr.

(i) Es sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von topologischen Riumen. Dann ist der Produktraum
(ILses Xs:11ses Ts) vollstindig regulir genau dann, falls fir jedes s € S der Raum (Xs,7Ts)
vollstindig requldr ist.

Beweis: ad(i): Da das Trennungsaxiom Tj #quivalent ist der zur Aussage ist, dass alle einpunktigen
Mengen abgeschlossen sind, ist es offensichtlich, dass diese Eigenschaft eines topologischen Raums auf
jeden Teilraum vererbt wird. Wir zeigen nun, dass das Trennungsaxiom 73 5 ebenfalls diese Eigenschaft
besitzt. Es sei € Y und A eine abgeschlossene Teilmenge des Raums (Y, 7]y ), die  nicht enthélt.
Dann existiert eine abgeschlossene Teilmenge A’ des Raums (X,7) mit A = A’ NY. Da der Raum
(X, T) vollstéindig regulér ist, existiert per Definition eine stetige Abbildung f : (X, 7T) — ([0,1],l[0,1])
mit f(A) = {1} und f(z) = 0. Ist nun ! : (Y,T|y) — (X,T) die kanonische Einbettung, dann ist
fol: (Y, Tly)— ([0,1],&]j0,1)) eine stetige Abbildung mit (fol)(A) = {1} und (f ol)(x) = 0. Damit ist
der Raum (Y, T|y) vollsténdig regulér.

ad(ii): Wir gehen zunichst davon aus, dass alle Riume (X, 75) vollstiindig regulir sind. Wir wollen
zundchst die Eigenschaft Ty fiir den Produktraum nachweisen. Es seien (z4)ses, (¥s)ses € [lcg X
mit x5, # ys,. Wir definieren nun die Mengen U := Hses Us und V = Hses Vi. Fiir diese beiden
Mengen gelte Us; = Vi = X, fiir alle s € S\{so}. Weiters sei Us, eine Umgebung von zs, und Vj, eine
Umgebung von ys, mit © ¢ Vi, und y ¢ Us,. Solche Umgebungen existieren, da der Raum (X, 75,)
das Trennungsaxiom 77 erfiillt. Damit ist U eine Umgebung von (z;)scs und V eine Umgebung von
(ys)ses mit (z5)ses ¢ V und (ys)ses ¢ U, womit der Produktraum das Trennungsaxiom 77 erfiillt. Wir
zeigen nun, dass der Produktraum das Trennungsaxiom T3 5 erfiillt. Es sei z := (2,)ses € [[,cg Xs und
A C J],cq Xs eine abgeschlossene Teilmenge des Produktraums, die 2 nicht enthélt. Damit ist U := A°
eine offene Menge die = enthilt, also existiert eine offene Menge O := [[ .4 Os mit O C U und mit der
Figenschaft, dass fiir jedes s € S die Menge O; offen ist und x, enthélt. Fiir fast alle s € S gilt O; = X.
Wir betrachten nun die Menge Sy := {s € S : Os # X;} = {s1,...,8n}. Da der Raum (Xj,,7s,) fiir
jedes i € {1,...,n} das Trennungsaxiom T3 5 erfiillt, existiert fiir jedes i € {1,...,n} eine stetige Funktion
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fsi + (X, Tsy) = ([0,1], €[o,1]) mit der Eigenschaft f, (2,,) = 0 und f,(Og,) = {1}. Damit ist fiir jedes
i €{1,...,n} die Funktionen

fs; oms, HXQ,HT ([0, 1] 5|[01])

seS sES

stetig, wobei 7, die kanonische Projektion auf die s;-te Komponente bezeichnet. Damit ist auch die
Funktion

Fo(II X T 79 = (0.1l sy = max (fo 0 m)(v)

1,...
seS ses €{t,m}

stetig. Nun gilt f(z) = 0 und f(A) = {1}. Damit ist der Produktraum vollstéindig regulér.

Nun setzen wir voraus, dass der Produktraum vollstéindig regulér ist. Wir zeigen zunéchst, dass fiir
jedes s € S der Raum (X, 7;) das Trennungsaxiom T} erfiillt. Es sei sg € S und z4,,ys, € X5, mit
Ts, 7 Yso- Ausgehend von diesen beiden Punkten betrachten wir nun zwei Elemente des Produktraums
2= (Ts)ses, Y := (Ys)ses mit x5 = ys, fiir alle s € S\{sp}. Da der Produktraum das Trennungsaxiom
T, erfiillt existieren nun Umgebungen U von 2 und V' von y mit « ¢ V und y ¢ U. Damit existieren
Umgebungen Uy, von x4, und Vi, von ys, mit x4, ¢ Vi, und ys, ¢ Us,, womit der Raum (X, 7Ts,) das
Trennungsaxiom 77 erfiillt. Zum Schluss zeigen wir noch, dass der Raum (X,,, 7s,) das Trennungsaxiom
T5 5 erfiillt. Es sei z5, € X5, und A C X, eine abgeschlossene Teilmenge von X, die x5, nicht enthélt.
Nun betrachten wir den Punkt = := (z4)secs, wobei z, fiir jedes s € S\{so} ein beliebiges Element aus
X, sei. Weiters betrachten wir die Menge A’ := ], g As mit A, = X, fiir alle s € S\{so} und 4A,, = A.
Die Menge A’ ist abgeschlossen und enthiilt nicht den Punkt x. Damit existiert eine stetige Funktion
i (Ilees Xs [ Lies Ts) — ([0,1],Eljo,17) mit f(z) = 0 und f(A’) = {1}. Wir definieren jetzt die stetige
Abbildung

o0 * (X8077;0 H Xs, H T P Yso 7 ys)ses

seS seS

wobei y, fiir jedes s € S\{so} fest ist und ys; = x erfiillt. Weiters definieren wir die Abbildung

Jogs,: (XSD’7;D) - ([O’ 1]7g|[0,1])'

Diese Abbildung ist als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig und erfiillt (f o gs,)(zs,) = 0 und
(f ©gs,)(A) = {1}, womit der Raum (Xj,,7s,) das Trennungsaxiom T3 5 erfiillt. Damit ist der Raum
(Xs,, Tso) vollsténdig regulér.

|
Definition 3.4. Es seien (X, T) und (Y, R) zwei topologische Riume.

1. Eine bijektive Abbildung f : (X,T) — (Y, R) heifst ein Homéomorphismus, falls f und f=1 stetig
sind.

2. Die Riume (X, T) und (Y, R) heiflen homdomorph, falls mindestens ein Homdomorphismus zwi-
schen ihnen existiert.

Satz 3.5 (Einbettungssatz von Tychonoff). FEs sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann ist (X,T)
vollstindig regulir genau dann, falls eine Menge S existiert, sodass der Raum (X,T) homdéomorph zu
einem Teilraum des Produkteraums (J],.¢[0,1], [T cs(Elj0,1))) dst.

Beweis: Wir gehen zuniichst davon aus, dass eine Menge S existiert, sodass der Raum homéomorph
zu einem Teilraum des Produktraums (], g[0, 1], [[,c5(€lj0,17)) ist. Aufgrund von Korollar 3.2 ist jeder
metrisierbare topologische Raum vollsténdig reguldr. Damit ist auch der Raum ([0, 1], £|jo,1)) vollsténdig
reguldr. Wegen Proposition 3.3 ist damit auch der Raum (J],.g[0, 1], [I,c5(€lj0,17)) vollstindig regulér.
Damit ergibt sich, dass der Raum (X, 7") vollstindig regulir ist.

Wir wollen nun voraussetzen, dass der Raum (X, 7") vollstindig regulér ist. Es sei S die Menge aller
stetigen Abbildungen f : (X,7) — ([0,1],&][0,1]), dann ist die Menge S punktrennend, das heifit, zu je
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zwei verschiedenen Punkten x,y € X existiert eine Funktion f € S mit der Eigenschaft f(z) # f(y). Dies
folgt sofort aus der Eigenschaft, dass der Raum (X, T) vollstdndig regulér ist. Damit ist die Abbildung

®: (X, T) = ([T10.1, T[T Elou) : @ = (f()ses

fes fes

injektiv. Da fiir jedes f € S die Abbildung
Ty O P (Xa T) - ([Oa 1]75|[O,1]) B f(x)

stetig ist, folgt aufgrund der Konstruktion der Produkttopologie, dass die Abbildung & stetig ist. Damit
folgt insgesamt also, dass die Abbildung

o (X, T) = (2(X), (T Eloalecx)) s @ = (f@)ses
fes

bijektiv und stetig ist. Wir werden nun zeigen, dass ®’ sogar ein Homoomorphismus ist. Dazu miissen
wir noch zeigen, dass (®’)~! ebenfalls stetig ist. Es sei 2/ € ®(X) und z € X mit x = (®')~1(2’). Weiters
sei O eine offene Teilmenge von X die = enthilt. Da der Raum (X, 7) das Trennungaxiom T3 5 erfiillt,
existiert eine stetige Funktion f : (X, 7T) — ([0, 1], €ljp,1) mit f(z) =0 und f(O°) = {1}. Wir definieren
nun die Menge V := w;l([O, 1)), die in der Produkttopologie [];c5(£](0,1)) liegt. Aufgrund der Tatsache
f(z) =0€[0,1) liegt der Punkt " in V. Damit ist die Menge VN®(X) eine offene Umgebung des Punktes
' im Raum ((X), ([T¢5(€ljo.11))|e(x))- Nun betrachten wir einen Punkt z” € ()" (V N &(X)).
Fiir diesen Punkt z” gilt f(z”) € [0,1). Damit gilt ” € O. Wir haben also die Mengeninklusion
(®)~1(V N ®(X)) C O nachgewiesen, womit auch die Abbildung (®')~! stetig ist. Damit existiert eine
Menge S, sodass der Raum (X, 7) homdomorph zu einem Teilraum des Raums (ers[O, 1], ers(g 0,1]))
ist.

Definition 3.6. Es sei X eine Menge und F C P(X), wobei P(X) die Potenzmenge von X bezeichnet.
Dann heifst F ein Filter auf X, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(F1) 0 ¢ F
(F2) VA, BeP(X): (Ac FNACB)=BecF
(F3) VA, BeP(X): A, Be F=ANBeF

Ein Filter F auf X, der ein mazimales Element der Menge aller Filter auf X beziiglich der Mengeninklu-
sion C ist, heifit ein Ultrafilter auf X.

Lemma 3.7. Es sei X eine Menge. Dann gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Es sei F' C P(X) ein Mengensystem, das die endliche Durschnittseigenschaft besitzt, das heifit,
der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus F' ist stets nichtleer. Dann existiert ein Ultrafilter

F auf X mit F' C F.

(i) Es sei F C P(X) ein Filter auf X. Dann ist F ein Ultrafilter auf X genau dann, falls folgende
Bedingung erfillt ist: Fine Teilmenge A von X, die mit jeder Menge aus F nichtleeren Durchschnitt
besitzt, liegt in JF.

Beweis: ad(i): Wir wollen zunéchst festhalten, dass das Mengensystem

M :={F CP(X):F CF, F besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft}

mit der Mengeninklusion C eine halbgeordnete Menge ist. Wir betrachten nun eine totalgeornete Teil-
menge {Fs : s € S} dieser Halbordnung und definieren das Mengensystem F := |J, g Fs. Es gilt
offensichtlich 7/ C F. Es seien nun Fi,..., F;, endlich viele Mengen aus F. Dann existiert fiir jedes
i € {1,..,n} ein Mengensystem F,, mit s; € S und mit der Eigenschaft F; € F;,. Da die Menge
{Fs : s € S} totalgeordnet ist, besitzt die Menge {Fs, : i € {1,...,n}} ein groBtes Element. Dieses sei
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Fs, mit k € {1,...,n}. Damit gilt also F; € F,, fir alle ¢ € {1,...,n}. Da das Mengensystem F, die
endliche Durchschnittseigenschaft besitzt, besitzt F damit auch die endliche Durchschnittseigenschaft.
Wir haben damit nachgewiesen, dass das Mengensystem F eine obere Schranke der Menge {F; : s € S}
ist, die in der Menge M liegt. Wegen dem Lemma von Zorn gibt es daher mindestens ein maximales
Element in M.

Es sel nun F ein maximales Element der Halbordnung (M, C). Wir werden nun zeigen, dass F ein
Filter auf X ist. Es ist offensichtlich, dass (F1) erfiillt ist. Es seien nun A und B Teilmengen von X,
mit A € F und A C B. Dann gilt {B} UF € M und F C {B} U F. Aufgrund der Maximalitét von
F in M folgt damit F U {B} = F. Damit liegt die Menge B in F. Es seien nun A, B € F. Dann gilt
wieder FU{ANB} € M und F C FU{AN B}. Aufgrund der Maximalitét von F in M folgt damit
F = FU{AN B}. Damit liegt AN B in F, womit F ein Filter auf X ist mit 7' C F. Es sei F” ein
weiterer Filter auf X mit F C F”. Dann gilt F”/ € M. Aufgrund der Maximalitit von F in M folgt
damit F = F”. Damit folgt, dass F ein Ultrafilter auf X ist mit ' C F.

ad(ii): Wir gehen zuniichst davon aus, dass F ein Ultrafilter auf X ist. Es sei A eine Teilmenge von
X mit ANF # 0, fiir alle F' € F. Das Mengensystem F’ := F U {A} besitzt die endliche Durchschnitts-
eigenschaft. Wegen (i) existiert damit ein Ultrafilter 7" auf X mit der Eigenschaft ¥ C F' C F”. Da
F selbst ein Ultrafilter auf X ist, gilt damit F = F”. Damit liegt die Menge A in F. Wir wollen nun
die Umkehrung dieser Aussage zeigen. Wir gehen davon aus, dass F ein Filter auf X ist, der aber kein
Ultrafilter ist. Wegen (i) existiert ein Ultrafilter 7’ auf X mit F C F” und F # F”. Dann hat jedes
A € F'\F die Eigenschaft AN F # (, fiir alle F € F.

Definition 3.8. Es sei (X, T) ein topologischer Raum, x € X, das Mengensystem F C P(X) ein Filter
auf X und $h(x) der Umgebungsfilter von x.

1. Der Punkt x € X heifit ein Grenzwert des Filters F, falls gilt 4(x) C F.
2. Der Filter F heifit konvergent, falls er mindestens einen Grenzwert in X besitzt.
3. Der Punkt x € X heifst ein Hiaufungspunkt des Filters F, falls fiir jede Menge A € F gilt x € A.

Korollar 3.9. FEs sei X eine Menge und F ein Ultrafilter auf X. Dann ist jeder Haufungspunkt von F
auch ein Grenzwert von F.

Beweis: Es sei F ein Ultrafilter auf X. Weiters sei € X ein Haufungspunkt von F. Es sei U € $U(z)
und F € F, dann gilt U N F # (). Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 3.7 folgt damit, dass U in F
liegt.

Proposition 3.10. Es sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann ist (X, T) kompakt genaw dann, falls
jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis: Wir gehen davon aus, dass der Raum (X, 7) nicht kompakt ist und werden zeigen, dass es
dann einen Ultrafilter auf X gibt, der nicht konvergiert. Da der Raum (X, 7") nicht kompakt ist, exis-
tiert eine offene Uberdeckung U von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Deshalb besitzt das
Mengensystem F' := {O° : O € U} die endliche Durchschnittseigenschaft. Wegen dem ersten Punkt von
Lemma 3.7 existiert ein Ultrafilter F auf X mit ' C F. Wir wollen nun annehmen, dass der Ultrafil-
ter F konvergiert. Es existiere also ein Grenzwert x des Filters F. Damit ist x offensichtlich auch ein
Héufungspunkt von F. Deswegen erhalten wir

re \Fc 0= 0"

FeF oeu oeu

Dies ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass U eine Uberdeckung von X ist. Wir haben also
damit nachgewiesen, dass ein topologische Raum in dem jeder Ultrafilter konvergiert auch kompakt ist.

Wir wollen nun die Umkehrung dieser Aussage nachweisen. Der Raum (X, T) sei kompakt und F ein
Ultrafilter auf X. Daher besitzt F insbesondere die endliche Durschnittseigenschaft. Damit hat auch das
Mengensystem F := {F : F' € F} die endliche Durchscnittseigenschaft. Da der Raum (X, 7) kompakt
ist, folgt damit (¢ }-F # (). Da dies genau die Menge aller Hiufungspunkte von F ist, folgt damit, dass
F einen Haufungspunkt besitzt. Wegen Korollar 3.9 ist der Ultrafilter F damit konvergent.
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Satz 3.11 (Produktsatz von Tychonoff). Es sei ((Xs,Ts))ses eine Familie von topologischen
Rdiumen. Dann ist der Produktraum ([],cq Xs, [ cq Ts) kompakt genau dann, falls fiir jedes s € S der
Raum (X, Ts) kompakt ist.

Beweis: Der Produktraum ([ ],.g X5, [,cg 75) sei kompakt. Da fiir jedes s € S die Projektion 7 auf die
s-te Komponente eine stetige Abbildung ist und unter einer stetigen Abbildung das Bild jeder kompakten
Menge kompakt ist, folgt damit, dass fiir jedes s € S der Raum (X, 7;) kompakt ist.

Wir wollen nun die Umkehrung dieser Aussage beweisen. Es sei F ein Ultrafilter auf [, 4 X, dann
gilt, dass fiir jedes s € S das Mengensystem m4(F) ein Ultrafilter auf X ist. Es gilt offensichtlich, dass
0 & ms(F), also ist (F1) erfiillt. Es sei nun F € F und 74(F) C B. Damit gilt F C 7;'(B) und daher
gilt 771 (B) € F. Daraus folgt B = ms(n; }(B)) € ms(F). Damit ist (F2) erfiillt. Es seien nun F; und F
aus F. Dann gilt 7ws(Fy N Fy) C me(Fy) N wg(F2) und damit liegt die Menge 75(F1) N 7ws(Fy) in g (F).
Damit ist (F'3) erfiillt. Also ist fiir jedes s € S das Mengensystem 75(F) ein Filter auf X,. Es sei A C X
mit AN 7s(F) # 0, fiir alle F € F. Damit gilt 7, 1(A) N F # 0, fiir alle F € F. Wegen dem zweiten
Punkt von Lemma 3.7 folgt damit 7 1(A) € F. Daraus folgt A € ms(F). Wegen dem zweiten Punkt von
Lemma 3.7 ist damit 74(F) ein Ultrafilter auf X;.

Da jeder Raum (X, 75) kompakt ist gilt wegen Proposition 3.10, dass jeder Ultrafilter 7s(F) kon-
vergiert. Fiir jedes s € S sei z; ein Grenzwert des Filters 7, (F). Wir werden nun zeigen, dass (zs)ses
ein Grenzwert des Filters F ist. Es sei U eine Menge der Gestalt

U:= ﬂ 1 (Us,) (6)

mit n € N und $1,...,8, € S. Weiters sei fiir jedes i € {1,...,n} die Menge U, eine Umgebung von
xs, im Raum (Xj,, Ts,). Da fiir jedes i € {1,...,n} der Filter wg,(F) gegen z,, konvergiert, folgt damit
Us, € s, (F). Damit existiert fiir jedes ¢ € {1,...,n} eine Menge F; € F mit =y, (F;) = Us,. Fiir jedes
i€ {l,..,n} gilt F; C 7' (U,,) und daraus erhalten wir

U> ﬁFie}“.

i=1

Damit gilt U € F. Da die Mengen der Gestalt (6) eine Umgebungsbasis des Punktes x := (z5)ses im
Produktraum bilden, konvergiert der Filter F gegen den Punkt x. Wegen Proposition 3.10 ist damit der
Produktraum kompakt.

Definition 3.12. Es seien (X, T) und (Y, R) zwei topologische Raume. Weiters seil: (X, T) — (Y,R)
eine Abbildung. Das Paar (I, (Y, R)) heifst eine Kompaktifizierung von (X, T), falls der Raum (Y, R) ein
kompakter Ty-Raum ist und die Abbildung | ein Homdomorphismus von (X, T) auf (I(X), Ryx)) mit

der Eigenschaft l(X)R =Y.

Wir werden in dieser Arbeit sowohl das Paar (I, (Y, R)) als auch den Raum (Y, R) selbst als Kompakti-
fizierung von (X, T) bezeichnen.

Mit den bisher hergeleiteten Sétzen kénnen wir nun eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir
die Existenz von Kompaktifizierungen angeben.

Korollar 3.13. Es sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann besitzt (X, T) eine Kompaktifizierung genau
dann, falls der Raum (X, T) vollstindig regulir ist.

Beweis: Wir gehen zuniichst davon aus, dass der Raum (X, 7') eine Kompaktifizierung (I, (Y, R)) besitzt.
Da der Raum (Y, R) ein kompakter To-Raum ist, ist es offensichtlich, dass er auch ein parakompakter
T5-Raum ist. Damit ist (X, 7T) wegen Korollar 2.2.3 normal. Nun folgt wegen Korollar 3.2, dass (X, T)
vollstédndig regulér ist.

Ist der Raum (X, 7T) umgekehrt vollstéindig reguldr, dann existiert wegen dem Einbettungssatz von
Tychonoff eine Menge S, sodass der Raum (X, 7) homdomorph zu einem Teilraum des Produktraums
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(ILsesl0,1], TTse5(€lf0,17)) ist. Dieser Homoomorphismus sei [ : (X, 7) — (I(X), (IT,cs(Elo,1)lix))-
Wegen dem Produktsatz von Tychonoff ist der Raum (J], [0, 1], ]T,cs(El0,1))) kompakt. Da

I(X) eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums ([],.4[0,1], [[;c5(€lj0,17)) ist, ist der Raum
((X), (HSES(5|[O;1]))|W) kompakt. Damit ist das Paar (I, (1(X), (Hses(5|[0711))|m)) eine Kompakti-
fizierung von (X, T).

Satz 3.14 (Einbettungssatz von Urysohn). Es sei (X,T) ein regulirer topologischer
Raum mit einer abzihlbaren Basis. Dann ist (X,T) homdomorph zu einem Teilraum des Produktraums

(HneN[Ov 1}’ HnEN(E [0,1]))'

Beweis: Da der Raum (X,7) reguliir ist und eine abzéhlbare Basis besitzt, folgt aus dem Metri-
sierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov, dass er metrisierbar ist. Damit ist der Raum (X,7) auch nor-
mal. Es sei nun B eine abzdhlbare Basis des Raums (X, 7). Wir definieren nun ein Mengensystem
M :={(U,V) € BxB:U CV}. Da B abzihlbar ist, ist auch M abzihlbar und wir kénnen M schrei-
ben als M := {M,, : n € N} mit M,, := (U,,V,,). Damit existiert zu jedem n € N wegen dem Lemma
von Urysohn eine stetige Funktion f, : (X,7T) — ([0,1],&lj0,1)) mit f,(Un) = {0} und f,(Vy5) = {1}.
Wir betrachten nun die Abbildung

7067 = (T3 TLElow)) s 7 (- ful)nen

neN neN

Da wir auf dem Raum [, .y[0, 1] die Produkttopologie definiert haben, ist die Abbildung f stetig, da sie
komponentenweise stetig ist. Es seien nun z,y € X mit z # y. Da der Raum (X, 7") das Trennungsaxiom
T erfiillt, existiert eine offene Umgebung V € B von z, die y nicht enthélt. Da der Raum (X, T)
reguliir ist, gibt es eine offene Umgebung U € B von x mit U C V. Damit existiert ein n € N mit
fu(x) € fr(U) = {0} und f,(y) € fn(V°) = {1}. Damit ist die Abbildung f injektiv. Wir wollen nun
zeigen, dass die Abbildung

PO (T T € o)) = (X, T)

neN
stetig ist. Es sei x € X eine W eine offene Umgebung von z. Wir wéhlen nun U,V € B mit
reUCUCVCW.

Damit existiert ein n € N mit f,,(z) = 0 und f,(y) = 1, fiir alle y € W¢. Damit erhalten wir
I (U (@) N S (X)) S W.

Damit ist die Abbildung f~! ebenfalls stetig, womit f ein Homdomorphismus auf sein Bild ist.
[ |

Definition 3.15. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann heifit M total beschrinkt,
falls fiir jedes € > 0 eine endliche Anzahl von Punkten x1,...,x, € M existiert mit der FEigenschaft
M C Uiy Ue(xi).

Wir kénnen nun eine Aussage formulieren, die eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die
Existenz von metrisierbaren Kompaktifizierungen angibt.

Satz 3.16. Es sei (X,T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Der Raum (X, T) besitzt eine metrisierbare Kompaktifizierung.

(i) Der Raum (X, T) ist metrisierbar und es existiert eine Metrik d auf X, die die Topologie T indu-
ziert, sodass der metrische Raum (X,d) total beschrinkt ist.
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(i1i) Der Raum (X,T) besitzt eine abzihlbare Basis.

Beweis: Wir werden zunichst die Implikation (i) = (i7) zeigen. Es sei (I,(Y,R)) eine metrisierbare
Kompaktifizierung von (X, T). Es sei d’ eine Metrik auf Y, die die Topologie R induziert. Da der metri-
sche Raum (Y, d’') kompakt ist, ist er auch total beschréinkt. Da jede Teilmenge einer total beschrinkten
Menge wieder total beschréinkt ist, ist auch der metrische Raum (I(X),d'[;(x)xi(x)) total beschrinkt.
Da die Raume (X,7) und (/(X), R|;(x)) hom6omorph sind, ist der Raum (X, 7) metrisierbar, da der
Raum (I(X),R|;x)) metrisierbar ist. Es sei d eine Metrik auf X, die die Topologie 7 induziert. Weil
die topologischen Raume (X, 7) und (I(X), R|;(x)) hombomorph sind, sind auch die metrischen Réume
(X,d) und (I(X),d'|;(x)xi(x)) hombomorph, wobei wir den Begriff der Hom6omorphie zwischen zwei
metrischen Rdumen analog zu dem Begriff der Homdomorphie zwischen zwei topologischen Raumen
definieren. Damit ist auch der Raum (X, d) total beschrénkt, womit wir den Punkt (i7) nachgewiesen
haben.

Wir werden nun die Implikation (i¢) = (i4i) zeigen. Wir betrachten eine Metrik d auf X, die die
Topologie T induziert und die die Eigenschaft besitzt, dass der metrische Raum (X, d) total beschrinkt
ist. Damit existieren fiir jedes n € N endlich viele Punkte :c’f,...,:c:ﬁl(n) € X mit der Eigenschaft

X = U;’;(f) U¢ (z?). Damit ist das Mengensystem B := {U¢(2?) : n € Nund i € {1,....,m(n)}} ei-
ne abzihlbare Basis des Raums (X, 7). Um dies nachzuweisen betrachten wir einen Punkt € X und
eine offene Umgebung O des Punktes . Dann existiert ein n € N mit Ui () € O. Damit existiert ein

y € {23, ...,xfél(zn)} mit
zeUy(y) CUL(z) CO.

Wegen dem Lemma 3.14 aus [1] ist damit B eine Basis des Raums (X, 7).

Zum Schluss zeigen wir die Implikation (#i7) = (¢). Der Raum (X, 7T) ist vollstindig regulidr und
wegen dem zweiten Punkt von Lemma 3.2 auch reguldr. Da der Raum (X,7) auch eine abzéhlbare
Basis besitzt, folgt mit dem Einbettungssatz von Urysohn, dass er homdomorph zu einem Teilraum des
Produktraums ([, cx[0,1], [1,en(€ljo,17)) ist. Es sei f ein Homoomorphismus der dies erfiillt. Damit

ist das Paar (f, (f(X), (HneN(5|[0711))|m)) eine Kompaktifizierung von (X, 7). Wegen Satz 2.1.7 ist

der Raum (] ],,n[0, 1], I T,,cn(Eljo,17)) metrisierbar, womit (f(X), (HneN(8|[0,1]))|m) eine metrisierbare
Kompaktifizierung von (X, T) ist.

|
Korollar 3.17. Es sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

(i) Der Raum (X, T) ist metrisierbar und es existiert eine Metrik d auf X, die die Topologie T indu-
ziert, sodass der metrische Raum (X, d) total beschrinkt ist.

(i) Der Raum (X, T) ist requlir und besitzt eine abzihlbare Basis.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass der Raum (X, 7) reguldr ist und eine abzihlbare Ba-
sis besitzt. Damit ist er wegen dem Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov metrisierbar und damit
auch insbesondere vollstindig regulir. Damit ist also (X,7) ein vollstindig regulirer Raum mit einer
abzéhlbaren Basis. Wegen Satz 3.16 existiert damit eine Metrik d auf X, die die Topologie 7 induziert
und fiir die der metrische Raum (X, d) total beschrénkt ist. Wenn umgekehrt eine Metrik d auf X exis-
tiert, die die Topologie T induziert und fiir die der metrische Raum (X, d) total beschriankt ist, dann ist
der Raum (X, 7) regulir und besitzt wegen Satz 3.16 eine abziihlbare Basis.

Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und di,dy zwei Metriken auf X, die die Topologie T induzieren.
Ist der metrische Raum (X, d;) total beschrinkt, dann kann daraus nicht geschlossen werden, dass der
metrische Raum (X, d2) auch total beschriinkt ist. Wir wollen hier hevorheben, dass Korollar 3.17 besagt,
dass im Falle eines reguldren Raums mit einer abzéhlbaren Basis, der Raum metrisierbar ist und unter
allen Metriken, die die Topologie 7 induzieren, mindestens eine existiert fiir die der metrische Raum
(X, d) total beschriinkt ist. Diese Eigenschaft miissen aber nicht alle Metriken haben, die die Topologie
T induzieren.

Das néchste Korollar des Satzes 3.16 beantwortet die Frage der Metrisierbarkeit kompakter To-Réume.
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Korollar 3.18. Es sei (X, T) ein kompakter To-Raum. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann, falls
der Raum eine abzihlbare Basis besitzt.

Beweis: Fiir jeden kompakten Tp-Raum (X, 7) ist das Paar (idx,(X,7)) eine Kompaktifierung von
(X, T). Setzt man voraus, dass (X, 7) metrisierbar ist, dann besitzt dieser Raum damit eine metrisierbare
Kompaktifizierung. Wegen Satz 3.16 besitzt (X, 7) damit eine abzihlbare Basis. Hat der Raum (X, 7)
umgekehrt eine abzihlbare Basis, dann existiert wegen Satz 3.16 eine metrisierbare Kompaktifizierung.
Da ein kompakter T5-Raum zu jeder seiner Kompaktifizierungen homsomorph ist, ist der Raum (X, T)
metrisierbar.

Korollar 3.19. Es sei X eine tiberabzihlbare Menge und T die diskrete Topologie auf X. Dann besitzt
der Raum (X, T) keine metrisierbare Kompaktifizierung.

Beweis: Der topologische Raum (X, 7)) ist, wie in Beispiel 1.1 gezeigt wurde, metrisierbar und damit
auch vollstiindig reguléir. Daher existiert mindestens eine Kompaktifizierung von (X, 7). Da jede Basis
des Raums (X, 7)) jede einpunktige Teilmenge von X enthilt, existiert keine abzihlbare Basis. Wegen
Satz 3.16 folgt nun, dass (X, 7)) keine metrisierbare Kompaktifizierung besitzt.

Definition 3.20. Fin topologischer Raum (X,T) heifit lokal kompakt, falls jeder Punkt x € X eine
kompakte Umgebung besitzt.

Satz 3.21. Es sei (X,T) ein lokal kompakter To-Raum der nicht kompakt ist. Wir betrachten ein o ¢ X
und definieren die Menge aX := X U {a} und das Mengensystem To, := T U {{a} U X\K: K ist eine
kompakte Teilmenge des Raums (X,T)}. Dann ist das Paar (id, (X, Ts)) eine Kompaktifierung von
(X, T), wobei id die Einbettung von (X,T) in (aX,Ta) bezeichnet. Es seien ay,as ¢ X mit a1 # as.
Weiters seien (id, (01X, Ta,)) und (id, (aaX, Ta,)) zwei derartige Kompaktifizierungen, dann sind die
Raume (a1 X, Ta,) und (02X, Ta,) homdomorph.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass (a X, 7,) ein topologischer Raum ist. Offensichtlich gilt § € 7, und
X € 7T,. Es seien nun O1, 05 € T,. Wenn beide Mengen in T liegen, liegt ihr Durchschnitt auch in 7 und
damit in 7. Falls die Menge O; in T liegt, nicht aber die Menge O, dann gibt es eine kompakte Menge
K des Raums (X, 7) mit Oz = {a} U X\K. Da der Raum (X,7) das Trennungsaxiom 7T erfiillt, liegt
die Menge X\K in 7. Damit gilt O; N Oy € T C T,,. Falls beide Mengen O; und Os nicht in 7 liegen,
dann existieren kompakte Teilmengen K; und Kp von X mit O; = {a} U X\K; und O3 = {a} U X\ K>.
Damit gilt O1 N Oy = {a} U (X\(K; U K>)), womit O1 N O in Ty, liegt. Es sei nun (O;);cr eine Familie
von Mengen, die in 7T, liegen. Wir stellen nun die Menge I als disjunkte Vereinigung der Mengen I; und
15 dar, wobei fiir jedes ¢ € I; die Menge O; in T liegen soll und fiir jedes 7 € I die Menge O; nicht in T
liegen soll. Es existiert fiir jedes i € I eine kompakte Menge K; mit O; = {a} U X\ K;. Damit gilt

Joi=(JonulJ0)={arux\((|J0o)u (] EK)) ={aux\(([) 0N ([] K)).

iel i€l i€l i€l i€l i€l i€l

Da der Raum (X, 7) das Trennungsaxiom T3 erfiillt ist die Menge K := ((;c;, OF) N (N;ep, Ki) abge-
schlossen. Weiters gilt fiir jedes j € I3, dass K C K. Da jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge kompakt ist, ist die Menge K kompakt. Damit liegt die Menge (J;; O; in T, womit (aX,7s)
ein topologischer Raum ist.

Als néchstes zeigen wir, dass der Raum (aX, 7,) das Trennungsaxiom 75 erfiillt. Es seien z,y € aX.
Liegen beide Punkte in X, dann sind wir fertig. Es sei daher 2 € X und y = a. Da der Raum (X, T)
lokal kompakt ist, besitzt = eine kompakte Umgebung V. Es sei nun O, eine Teilmenge von V', die offen
ist und = enthélt. Wir definieren nun die Menge O, := {a} U X\V, die eine offene Umgebung von y in
(X, Ty) ist. Es gilt, dass die Mengen O, und O, disjunkt sind. Damit erfiillt der Raum (aX,7,) das
Trennungsaxiom T5.

Wir werden nun nachweisen, dass der Raum (aX,7,) kompakt ist. Es sei {O; : ¢ € I} eine offene
Uberdeckung von aX. Dann existiert ein j € I und eine kompakte Teilmenge K; von X, sodass O; =
{a} U X\K;. Nun ist sicherlich das Mengensystem {O;\{a} : i € I} eine offene Uberdeckung von K.
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Damit existieren i1, ...,%, € I mit K; C O;, U...UO;,. Damit gilt o X = O;, U...UO0;, UO;, womit der
Raum (aX, 7,) kompakt ist.

Offensichtlich gilt T = T,|x, damit ist die Abbildung id : (X,7) — (id(X), Talx) ein Homéo-
morphismus. Da der Raum (X, 7") nicht kompakt ist, folgt X7 = aX. Damit haben wir nachgewiesen,
dass (id, (X, T,)) eine Kompaktifizierung von (X, T) ist.

Es seien (id, (1 X, Ta,)) und (id, (a2 X, Ta,)) zwei Kompaktifizierungen von (X, 7T), die wie oben
konstruiert werden, mit a; # as, dann ist die Abbildung

falls X
Fi(a1 X, Toy) = (X, Ta,) t T+ {I’ alls ¥ €

o, falls x = oy

ein Homoomorphismus.
|

Definition 3.22 (Alexandroff-Kompaktifizierung). FEs sei (X, T) ein lokal kompakter To-Raum der
nicht kompakt ist. Dann heif$t die in Satz 3.21 konstruierte Kompakaktifizierung (aX, Ty,) die Alexandroff-
Kompaktifizierung von (X, T).

Die Alexandroff-Kompaktifizierung wird auch als Einpunktkompaktifizierung bezeichnet, da sie aus einer
Menge X durch die Hinzunahme eines Punktes der nicht in X liegt konstruiert wird.
Aus den bisherigen Erkentnissen erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 3.23. Es sei (X, T) ein lokal kompakter To-Raum. Dann ist (X, T) vollstindig reguldr.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass der Raum (X, 7)) sogar kompakt ist. Dann ist er wegen
Korollar 2.2.3 normal und damit wegen dem ersten Punkt von Lemma 3.2 auch vollstandig regulér. Ist der
Raum (X, T) ein lokal kompakter T5-Raum der nicht kompakt ist, dann besitzt er eine Kompaktifizierung,
nimlich die Alexandroff-Kompaktifizierung, damit ist (X, 7) wegen Korollar 3.13 vollstindig regulir.

|
Im folgenden Lemma werden wir zwei wichtige Eigenschaften lokal kompakter T5-Réume beweisen.
Lemma 3.24. Fs sei (X,T) ein lokal kompakter Ts-Raum. Dann gelten folgende zwei Aussagen:
(i) Fiir jedes x € X existiert eine Umgebungsbasis von x, die aus kompakten Teilmengen von X besteht.

(ii) Es seiY eine offene oder abgeschlossene Teilmenge von X. Dann ist (Y, T|y) ein lokal kompakter
T5-Raum.

Beweis: ad(i): Es sei U eine Umgebung von x im Raum (X,7) und V eine kompakte Umgebung von
x im Raum (X, 7). Damit ist U NV eine Umgebung von z im Raum (V, T |y). Da der Raum (V, T|y)
ein kompakter Th-Raum ist, ist er wegen Korollar 2.2.3 normal und daher auch reguldr. Damit existiert
eine offene Menge W des Raums (X, 7) mit

ceWNVCWAVCWAVCUNV.

Die Menge W NV ist kompakt im Raum (X, T), da sie eine abgeschlossene Teilmenge der Menge V ist.
Damit ist W NV eine kompakte Umgebung von = im Raum (X, 7T), die in der Umgebung U enthalten
ist. Daher existiert fiir den Punkt x eine Umgebungsbasis, die aus kompakten Teilmengen von X besteht.

ad(ii): Es sei zuniichst YV eine offene Teilmenge von X und z € Y. Dann existiert wegen () eine
kompakte Teilmenge K des Raums (X,7) die z enthidlt und eine Teilmenge von Y ist. Diese Menge
ist auch eine kompakte Teilmenge des Raums (Y, 7|y ). Es sei nun Y eine abgeschlossene Teilmenge des
Raums (X,7) und = € Y. Da der Raum (X, 7) lokal kompakt ist, existiert eine kompakte Umgebung
V von z. Da der Raum (X, 7) das Trennungsaxiom T erfiillt ist V' auch abgeschlossen. Damit ist die
Menge V NY eine abgeschlossene Teilmenge des Raums (X, 7). Da diese Menge Teilmenge von V ist,
ist sie auch kompakt in (X, 7) und damit auch kompakt im Raum (Y, 7|y ).
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Wir wollen hier ohne Beweis erwidhnen, dass ein beliebiger Teilraum eines lokal kompakten 75-Raums
nicht unbedingt lokal kompakt sein muss. Zum Beispiel ist der topologische Raum (R, &) lokal kompakt,
nicht aber der Teilraum (Q, £|g).

Definition 3.25. Es sei (X,T) topologischer Raum.

1. Der Raum (X,T) heifit o-kompakt, falls die Menge X dargestellt werden kann als Vereinigung von
abzihlbar vielen kompakten Teilmengen von X.

2. Eine Teilmenge A von X heifst relativ kompakt, falls A kompakt ist.

Analog zu den Begriffen Umgebung, Umgebungsfilter und Umgebungsbasis fiir Punkte eines topologi-
schen Raums werden folgende Begriffe definiert.

Definition 3.26. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und A C X.

1. Die Menge U C X heifst eine Umgebung von A, falls eine Menge O € T existiert mit der Eigen-
schaft ACOCU.

2. Es bezeichne SI(A) die Menge aller Umgebungen von A, dann heifit das Mengensystem B(A) eine
Umgebungsbasis von A, falls $B(A) C U(A) und falls fir jede Umgebung U von A eine Menge B
aus B(A) existieret mit der Figenschaft A C B C U. Das Mengensystem (A) heifst der Umge-
bungsfilter von A.

Lemma 3.27. Fs sei (X,T) ein lokal kompakter Ts-Raum. Dann gelten folgende zwei Aussagen:

(i) Es sei K eine kompakte Teilmenge von X. Dann besitzt K eine Umgebungsbasis die nur aus kom-
pakten Teilmengen von X besteht.

(ii) Der Raum (X,T) sei zusditzlich o-kompakt. Dann existiert eine Folge (Oy)nen von relativ kom-
pakten und offenen Teilmengen von X, die X iberdecken und die die Eigenschaft haben, dass fir
jedes n € N gilt O, C Opy1.

Beweis: ad(i): Es sei K eine kompakte Teilmenge des Raums (X,7) und U eine Umgebung von K.
Da der Raum lokal kompakt und T5 ist, existiert wegen dem ersten Punkt von Lemma 3.24 fiir jedes

z € K eine kompakte Umgebung U, die in U enthalten ist. Das Mengensystem {U,: x € K} ist daher
eine offene Uberdeckung von K. Nun existieren endlich viele Punkte x4, ...,z, € K mit der Eigenschaft

K C U;_, U,,. Damit ist die Menge V := | J!_, U,, eine kompakte Umgebung von K die in U enthalten
ist.

ad(ii): Es sei (Kp)nen eine Folge von kompakten Teilmengen von X, sodass (J,cy Kn = X. Wegen
(i) existiert eine Umgebung O; von K; die relativ kompakt und offen ist. Fiir n > 1 wird nun induktiv
die Menge O,, als relativ kompakte und offene Umgebung von O,,_1 U K, definiert. Damit hat die Folge
(On)nen die im Punkt (i) geforderten Eigenschaften.

Der folgende Satz gibt nun hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Metrisierbarkeit der
Alexandroff-Kompaktifizierung an.

Satz 3.28. Essei (X, T) ein lokal kompakter To-Raum der nicht kompakt ist und (X, T,) die Alexandroff-
Kompaktifizierung von (X,T). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Alexandroff-Kompaktifizierung (aX,Ty) ist metrisierbar.
(ii) Der Raum (X, T) ist metrisierbar und o-kompakt.

(i1i) Der Raum (X,T) besitzt eine abzihlbare Basis.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst die Implikation (i) = (i7). Wegen Satz 3.16 ist der Raum (X,7) me-
trisierbar durch eine Metrik d, fir die der metrische Raum (X, d) total beschrankt ist. Damit kann
X dargestellt werden als Vereinigung von abgeschlossenen Kugeln. Da jede abgeschlossene Kugel eines
metrischen Raums kompakt ist, ist der topologische Raum (X, T) o-kompakt.

Wir zeigen nun die Implikation (i4) = (4i7). Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 3.27 existiert eine
Folge (Oy,)nen von relativ kompakten und offenen Teilmenge von X mit UneN Op, =X und O,, C O, 1,
fiir alle n € N. Der Raum (O,, Tlgo) ist fiir jedes n € N ein metrisierbarer und kompakter 7T>-Raum.
Wegen Korollar 3.18 besitzt der Raum (O, Tlo;) damit eine abzihlbare Basis. Damit hat auch der
Raum (O, Tlo, ) eine abzihlbare Basis B,,, womit das Mengensystem B := |J, _ B eine abzéhlbare
Basis von (X, T) ist.

Zum Schluss zeigen wir die Implikation (ii3) = (¢). Es sei By eine abz&hlbare Basis des Raums (X, T).
Wir betrachten einen Punkt z € X und eine Umgebung U von x. Dann existiert wegen dem ersten Punkt
von Lemma 3.24 eine kompakte Umgebung K, von z, die in U enthalten ist. Nun existiert wegen dem
Lemma 3.14 aus [1] eine Menge aus By, die  enthélt und eine Teilmenge von K ist. Fiir jedes € X und
fiir jede Umgebung U von x bestimmen wir eine solche Menge aus B’y und fassen alle diese Mengen zu
dem Mengensystem By zusammen. Da By natiirlich abzéhlbar ist, schreiben wir dieses Mengensystem als
Bx :={U, : n € N}. Wegen dem Lemma 3.14 aus [1] ist Bx eine Basis des Raums (X, 7). Da jede Menge
aus By Teilmenge einer kompakten Menge ist und da der Raum (X, 7) das Trennungsaxiom T» erfiillt,
sind alle Mengen aus Bx relativ kompakt. Nun gilt X = (J,, o Un, womit der Raum (X, 7) o-kompakt
ist. Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 3.27 existiert damit eine Folge (O, ),y von relativ kompakten
und offenen Teilmengen von X mit O,, C O,, 1, fiir alle n € N. Wir betrachten nun das Mengensystem
B, = {{a} U X\O,, : n € N}. Es ist klar, dass alle Mengen aus B,, offene Umgebungen von « im Raum
(aX,T) sind. Es sei nun U eine Umgebung von «. Damit existiert eine kompakte Teilmenge K von X
mit der Eigenschaft {a} U X\K C U. Da (O,)nen eine monoton wachsende Uberdeckung von X ist,
existiert ein m € N mit der Eigenschaft K C O,,, damit gilt {a}UX\O,,, C U, womit das Mengensystem
B, eine abzihlbare Umgebungsbasis von « ist. Damit ist das Mengensystem B := Bx UB, wegen Lemma
3.14 aus [1] eine abzéhlbare Basis der Alexandroff-Kompaktifizierung (aX, 7,). Wegen Korollar 3.18 ist
die Alexandroff-Kompaktifizierung damit metrisierbar.

neN

Proposition 3.29. Es sei (X, T) ein lokal kompakter To-Raum der parakompakt ist. Dann existiert eine
Familie (X5, T |x.))ses von offenen, paarweise disjunkten und o-kompakten Teilrdumen von (X,T) mit
X =Uses Xs-

Beweis: Da der Raum (X, 7) lokal kompakt ist, existiert zu jedem Punkt x € X eine kompakte Umge-

o
bung K, von z. Damit ist das Mengensystem U := {K,: © € X} eine offene Uberdeckung von X, die aus
relativ kompakten Mengen besteht. Da der Raum (X, T) zusétzlich parakompakt ist, existiert zu dem
Mengensystem U eine lokal endliche offene Verfeinerung V.

Es sei nun K eine kompakte Teilmenge von X. Zu jedem x € K existiert eine offene Menge O,, die x
enthélt und héchstens mit endlich vielen Mengen aus V nichtleeren Durchschnitt besitzt. Da die Menge
K kompakt ist existieren endlich viele Punkte 1, ..., z, aus K mit K C U?:l O,, =: O. Die offene Menge
O besitzt nun auch mit hochstens endlich vielen Mengen aus V nichtleeren Durchschnitt. Damit haben
wir gezeigt, dass jede kompakte Teilmenge K von X mit fast allen Mengen aus V leeren Durchschnitt
besitzt.

Wir werden nun auf der Menge X eine Aquivalenzrelation ~ definieren durch die Festlegung = ~ y
genau dann, falls eine endliche Anzahl von Mengen Vi, ...,V,, aus V existiert mit V; N V;y1 # 0, fiir
alle ¢ € {1,...,n — 1}. Weiters soll gelten 2 € V] und y € V. Es ist einfach nachzuweisen, dass ~ eine
Aquivalenzrelation auf X ist. Die Aquivalenzklassen sind offene Teilmengen von X, da V aus offenen
Mengen besteht. Es sei X = |J,.g X die Zerlegung von X in diese Aquivalenzklassen X.

Es bleibt zu zeigen, dass die Rédume (X, T|x,) o-kompakt sind. Zunichst sei darauf hingewiesen,
dass die Menge V fiir jedes V € V eine kompakte Teilmenge des Raums (X, 7)) ist. Dies folgt unmittelbar
aus der Tatsache, dass V eine Verfeinerung von U ist. Es sei nun a € X. Da das Mengensystem V lokal
endlich ist, liegt der Punkt a in héchstens endlich vielen Mengen aus V und diese sind nach Definition
der Aquivalenzrelation ~ Teilmengen von X,. Wir definieren nun die Menge A; als die Vereinigung iiber
diese endlich vielen Mengen aus V die a enthalten. Da fiir jedes V' € V die Menge V kompakt ist, ist auch
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die Menge A; kompakt. Wir betrachten nun ein « € A;. Damit existiert ein V, € V mit z € V, C 4,
und a € V,. Da V eine offene Uberdeckung von X ist, existiert eine offene Menge V' € V die z enthiilt.
Fiir diese Menge gilt V NV, # 0. Damit gilt x ~ a. Damit erhalten wir A; C X,. Da die Menge A;
kompakt ist, kann sie wegen dem ersten Absatz dieses Beweises hochstens mit endlich vielen Mengen
aus V nichtleeren Durchschnitt besitzen. Die Vereinigung iiber alle diese Mengen bezeichnen wir mit
A,. Nun zeigt man analog zu vorhin die Mengeninklusion Ay C X,. Man kann dadurch induktiv eine
Folge (A, )nen von relativ kompakten Mengen definieren mit A, C X, fiir alle n € N. Wir zeigen nun
die Gleichung X = UieN A;. Dazu betrachten wir ein z € X,. Damit existieren endlich viele Mengen
Vi,..,Vpaus Vmit a € V; und x € V,, und V; N V1 # 0, fiir alle 4 € {1,....,n — 1}. Es gilt daher
a€Vy C A CA. Weiters gilt V; NV, # 0. Damit existiert ein y; € V3 N Va. Daraus folgt Vo N Ay # ()
und daher Vo C A,. Setzt man dieses Verfahren fort erhélt man, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt V; C A4,.
Damit gilt = € A, C ey A;.

]

Wir wollen hier ohne Beweis erwiahnen, dass auch die Umkehrung von Proposition 3.29 gilt. Falls fiir
einen lokal kompakten To-Raum (X, T) eine Zerlegung wie in Proposition 3.29 existieren sollte, dann ist
(X, T) parakompakt.

Mit Hilfe von Proposition 3.29 kénnen wir nun die Frage der Metrisierbarkeit fiir lokal kompakte
T>-RAaume beantworten.

Korollar 3.30. Es sei (X, T) ein lokal kompakter To-Raum. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann,
falls eine Familie ((Xs, T |x.))ses von offenen, paarweise disjunkten und o-kompakten Teilrdumen von
(X, T) eaistiert, die alle eine abzihlbare Basis besitzen und X = J,cg X erfiillen.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass eine Familie ((Xs, T|x,))ses von Teilrdumen von (X, T)
existiert, die die im Korollar angefiihrten Eigenschaften besitzt. Wegen Korollar 3.23 ist der Raum
(X, T) vollstéindig reguldr. Damit sind die Teilrdume (X, 7|x,) wegen dem ersten Punkt von Propo-
sition 3.3 auch vollsténdig reguldr. Damit sind die Rdume (X5, 7T|x.) wegen dem zweiten Punkt von
Lemma 3.2 auch regulidr. Aufgrund des Metrisierbarkeitssatzes von Nagata-Smirnov sind damit alle
Réume (X, T|x,) metrisierbar. Wegen Lemma 2.1.3 gilt nun (P, ¢ Xs. P,cs(Tlx.)) = (X, 7). Mit
Satz 2.1.6 folgt damit die Metrisierbarkeit von (X, T).

Wir gehen nun davon aus, dass (X, T) lokal kompakt und metrisierbar ist. Dann ist er wegen dem Satz
3.12 aus [1] auch parakompakt. Wegen Proposition 3.29 existiert damit eine Familie ((Xs, T|x.))ses von
offenen, paarweise disjunkten und o-kompakten Teilrdumen von (X, 7) mit X = (J, g Xs. Wegen dem
zweiten Punkt von Lemma 2.1.5 und dem zweiten Punkt von Lemma 3.24 sind alle Rdume (X, 7| x,)
lokal kompakt und metrisierbar. Ist fiir ein s € S der Raum (X, T|x,) nicht kompakt, dann besitzt
dieser Raum wegen Satz 3.28 auch eine abzihlbare Basis. Sollte fiir ein s € S der Raum (X, 7T|x.)
kompakt sein, dann folgt die Existenz einer abzéhlbaren Basis aus Korollar 3.18. Damit besitzen also
insgesamt alle Rdume (X, 7|x,) eine abzéhlbare Basis.

Wir wollen nun wieder auf den Einbettungssatz von Tychonoff eingehen(Satz 3.5). Wir haben in diesem
Satz nachgewiesen, dass zu einem vollstéindig reguléren topologischen Raum (X, 7) eine Menge S exis-
tiert, sodass er homéomorph zu einem Teilraum des Produktraums (], g[0, 1], [[,c5(£lj0,17)) ist. Im Be-
weis des Satzes haben wir einen Hom6omorphismus konstruiert der dies leistet. Diesen Homdomorphismus
wollen wir ab jetzt mit 8 bezeichnen. Damit erhalten wir also, dass (3, (8(X), (H865(8|[0’11))|m)) eine
Kompaktifizierung von (X, T) ist.

Definition 3.31 (Stone-Cech-Kompaktifizierung). Es sei (X, T) ein vollstindig regulirer topologi-
scher Raum. Dann heif$t die im Finbettungssatz von Tychonoff konstruierte Kompaktifizierung
(BX,Ts) = (B(X), (Hses(é'ho,l]))\m) die Stone-Cech-Kompaktifizierung von (X, T).

Lemma 3.32. Es sei (X, T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann kann jede Funktion
[ (B(X), Tslax)) — (R,E) die beschrinkt und stetig ist zu einer stetigen Funktion auf dem Raum
(BX,T3) fortgesetzt werden.
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Beweis: Es sei f : (8(X),Tslpx)) — (R,&) beschrinkt und stetig. Wir verwenden nun dieselbe
Notation wie im Beweis des Einbettungssatzes von Tychonoff. Wir definieren die Menge S := {g :
(X, T) = ([0,1],&|j0,1)): g ist stetig}. Wir betrachten nun die Funktion fo 3 : (X,7) — (R,£), die
stetig und beschrénkt ist. Nun existieren zwei positive Zahlen ¢ und k& mit der Eigenschaft, dass fiir
alle z € X gilt 0 < e((f o B)(x) + k) < 1. Damit gilt go := €((f o f) + k) € S. Die Projektion
Tgo + ([1segl0, 1], T1ses(El0,1)) = ([0,1],Elj0,1)) auf die go-te Komponente ist stetig. Weiters gilt fiir alle
reX

(g0 © B)(2) = 740 ((9())ges) = go()-

Damit gilt 7y, |3x) = €(f + k). Damit ist 7y, [sx eine stetige Fortsetzung von e(f + k) auf fX. Daher
ist f:= 1(my,|px) — k eine stetige Fortsetzung von f auf 5X.

Satz 3.33. Es sei (X, T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann besitzt kein Element der
Menge BX\B(X) eine abzihlbare Umgebungsbasis.

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Wir gehen also davon aus, dass ein z € SX\B(X)
existiert, dass eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt. Wir kénnen 0.B.d.A davon ausgehen, dass diese
Umgebungsbasis offen ist. Dies sei das Mengensystem {U; : i € N}. Da (8X,73) ein kompakter Ts-
Raum ist, ist er wegen Korollar 2.2.3 normal und damit auch reguldr. Wir werden nun induktiv eine
offene Umgebungsbasis {O; : i € N} von z definieren. Die Mengen dieser Umgebungsbasis erhalten wir
folgendermafien:

Ol = (]17 T E Oz - 61 - Oi—l ﬂUi, fiir alle 7 > 1.
Damit gilt also
0; D Oi+1, fiir alle 7 € N. (7)

Es sei nun U eine Umgebung von z. Wir gehen davon aus, dass U N S(X) nur endlich viele Elemente
x1, ..., Ty enthélt. Da (8X, T3) das Trennungsaxiom T erfiillt, ist jede kompakte Teilmenge von SX auch
abgeschlossen. Damit ist die Menge {1, ..., z,} abgeschlossen. Damit ist auch U’ := U\{x, ..., 2, } eine
Umgebung von z. Nun gilt U’ N (X) = @ und daher z ¢ B3(X) = SX. Wegen diesem Widerspruch
enthélt also jede Umgebung U von z unendlich viele Elemente aus der Menge 8(X). Wir kénnen daher
eine Folge a1,b1, as,ba, ... aus S(X) definieren, mit paarweise verschiedenen Folgengliedern und mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes i € N gilt a;,b; € O; N B(X). Aufgrund der Konstruktion dieser Folge ist es
offensichtlich, dass die beiden Folgen (a;);en und (b;)ien in (85X, T5) gegen x konvergieren.

Fiir jedes i € N werden wir nun fiir das Element b; eine offene Umgebung V; in (8(X), Tsls(x))
definieren, die folgende drei Bedingungen erfiillt:

(a) Vi € 0N B(X)

(b) Es existiert ein j € Nmit V;N0O; =0
(¢) Vin{am,by, :mneN}=(

Es sei i € N fest. Es ist O; eine offene Umgebung von x und damit ist auch O;\{b;} eine offene Umgebung
von z. Damit existiert wegen (7) ein j € N mit j > i und z € O; C O;\{b;}. Es existiert also ein j € N
mit b; ¢ O;. Damit ist die Menge W := O, N B(X) eine offene Umgebung von b; in (B(X), Tslax))-
Weiters ist auch W' := O; N B(X) eine offene Umgebung von b; in (3(X), T3|s(x)). Wir betrachten nun
eine dritte Menge W, die eine offene Umgebung von b; in (3(X), T3|s(x)) ist mit a1, ...,a;_1 ¢ W und
bi,...,bi—1,bi41,...,bj—1 ¢ W’. Dann erfiillt die Menge V; := W N W' NW" die drei oben angefiihrten
Bedingungen.

Wir betrachten nun einen Punkt y € 8(X). Da der Raum (88X, 73) das Trennungsaxiom 715 erfiillt,
existiert offene Umgebung O von y in (8X,73) und ein j € N mit der Eigenschaft O N O; = (. Fiir ein
i > j gilt nun V; C O; C O; und daher (O N B(X)) NV; = 0. Damit ist das Mengensystem {V; : i € N}
lokal endlich in (3(X), Tsls(x))-
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Da der Raum (8(X), Tals(x)) vollstandig regulér ist, existiert fiir jedes i € N eine stetige Funktion
fi o (B(X), Talpxy) — ([0,1],&lj0,1) mit f(b;) = {1} und f(B(X)\V;) = {0}. Wir definieren nun die
Funktion

f= Si/lelgfz' (B(X), Talsx)) = ([0,1],€

0,1]):

Es sei nun gy € 3(X). Dann existiert eine Umgebung U von yo in (8(X), Talg(x)) mit U NV; = 0, fir
fast alle ¢ € N. Fiir i1, ..., 4, € N gelte U NV; # (. Damit erhélt man f;(U) = {0}, fiir alle ¢ ¢ {i1, ..., 5}
Weiters gilt daher

f(y) = max{fi, (y), ..., fi, (y)}, fiir alle y € U.

Damit existiert fiir jeden Punkt yo € 3(X) eine Umgebung U in (3(X), 73|g(x)) mit der Eigenschaft,
dass f|u stetig ist. Damit ist die Funktion f wegen Korollar 3.11 aus [1] stetig.

Wegen Lemma 3.32 existiert eine stetige Fortsetzung f' von f auf (8X,7s). Da die beiden Fol-
gen (a;)ien und (b;)ien in (BX,T3) gegen x konvergieren, folgt damit, dass die Folgen (f’(a;))ien und
(f'(b;))ien gegen f’(x) konvergieren. Nun gilt aber, dass die Folge (f/(b;)):en konstant 1 ist und dass die
Folge (f'(a;))ien konstant 0 ist. Wegen diesem Widerspruch hat damit der Punkt x € SX\B(X) keine
abzéhlbare Umgebungsbasis.

Mit Satz 3.33 lassen sich nun alle vollstéindig reguléiren Rdume bestimmen, deren Stone-Cech-Kompaktifi-
zierung metrisierbar ist.

Korollar 3.34. Es sei (X,T) ein vollstindig reguldrer topologischer Raum. Dann ist die Stone-Cech-
Kompaktifizierung (8X,Tg) von (X, T) metrisierbar genau dann, falls der Raum (X,T) ein metrisier-
barer kompakter To-Raum ist.

Beweis: Falls (X, 7) ein metrisierbarer kompakter T5-Raum ist, dann ist er homdomorph zu seiner Stone-
Cech-Kompalktifizierung, die damit auch metrisierbar ist. Ist umgekehrt die Stone-Cech-Kompaktifizierung
metrisierbar, dann gilt wegen Satz 3.33, dass die Menge SX\3(X) leer ist. Damit ist (X, 7) ein metri-
sierbarer kompakter T>-Raum.

|
Daraus erhalten wir unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 3.35. Es sei (X, T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann ist jede Kompaktifi-
zierung von (X, T) metrisierbar genau dann, falls (X, T) ein metrisierbarer kompakter To-Raum ist.

4 Metrisierbarkeitssatze

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wollen wir weitere Metrisierbarkeitsséitze herleiten.

Definition 4.1. Fin topologischer Ti-Raum (X, T) heifit collectionwise normal, falls fiir jedes diskrete
Mengensystem {Fs : s € S} von abgeschlossenen Teilmengen von X ein Mengensystem {Us : s € S} von
offenen, paarweise disjunkten Teilmengen von X existiert mit der Figenschaft, dass fiir jedes s € S gilt

Fy, CUs.

Korollar 4.2. Es sei (X,T) ein topologischer Raum der collectionwise normal ist. Dann ist der Raum
(X, T) normal.

Beweis: Es seien A und B zwei disjunkte nichtleere abgeschlossene Teilmengen von X. Wir gehen davon
aus, dass ein x € X existiert mit der Eigenschaft, dass jede Umgebung U von x die Menge A und die
Menge B schneidet. Dann gilt z € AN B = AN B. Wegen diesem Widerspruch ist das Mengensystem
{4, B} diskret. Da der Raum (X,7) collectionwise normal ist, existieren nun zwei offene disjunkte
Mengen O 4 und Op mit A C O4 und B C Opg. Damit ist der Raum (X, 7) normal.
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Proposition 4.3. Es sei (X,T) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist (X, T) collectionwise
normal.

Beweis: Es sei d eine Metrik auf X, die die Topologie T induziert. Es sei {Fs : s € S} ein diskretes
Mengensystem von abgeschlossenen Teilmengen von X. Fiir jedes sg € S definieren wir die Menge

Uy ={z€X:d(z,F,) <d= |J F}
s€S\{so}

Ist fiir ein s € S die Menge F, leer, dann setzen wir d(z, Fy,) := oo, fiir alle z € X. Es seien nun s
und s; aus S mit sg # s1. Wir wollen davon ausgehen, dass Ug, N U, nichtleer ist. Es sei € Us, N U, .
Dann gilt

d(CL‘,FSO) < d(l’, U Fs) < d('r7F81) und
s€S\{s0}

d(z, F,,) <d(z, |J F)<dFy).
seS\{s1}

Aufgrund dieses Widerspruchs gilt also Uy, N Uy, = . Wir betrachten nun ein so € S. Es sei z € Fy,.
Dann gilt d(z, Fy,) = 0. Weiters gilt d(z,U,eg\ (501 £5) > 0. Damit gilt Fy, C Us,. Da die Metrik d
stetig ist (erster Punkt von Lemma 2.2.12), ist fiir jedes sg € S die Menge Us, offen. Damit ist der Raum
(X, T) collectionwise normal.

Satz 4.4 (Zweiter Metrisierbarkeitssatz von Bing). Es sei (X, T) ein topologischer Raum der col-
lectionwise normal ist. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann, falls eine Folge von offenen Uberdeckung-
en Wp)nen von X existiert mit der Figenschaft, dass fiir jedes x € X das Mengensystem B(z) =
{S(z, Wy,) : n € N} eine Umgebungsbasis von x ist.

Beweis: Wir gehen zunéchst davon aus, dass der Raum (X, 7)) metrisierbar ist. Die Existenz einer Folge
von offenen Uberdeckungen (W, ),en, sodass fiir jedes 2 € X das Mengensystem B(z) := {S(z, W,,) :
n € N} eine Umgebungsbasis von x ist, folgt aus dem Metrisierbarkeitssatz von Alexandroff-Urysohn.

Wir gehen nun davon aus, dass eine Folge von offenen Uberdeckungen (Wh ) nen existiert, sodass fiir
jedes x € X das Mengensystem B(z) := {S(xz,W,,) : n € N} eine Umgebungsbasis von x ist. Wir werden
nun zeigen, dass jede offene Uberdeckung von (X,7) eine o-lokal endliche offene Verfeinerung besitzt.
Es sei U := {U, : s € S} eine offene Uberdeckung von X. Wir withlen nun eine Wohlordnung < auf der
Menge S und definieren fiir jedes sg € S und jedes i € N die Menge

Fupi = X\(S(X\Usp, Wi) U | Us).

<380

Es ist offensichtlich, dass fiir jedes sp € S und fiir jedes i € N die Menge Fj, ; abgeschlossen ist. Wir
betrachten nun ein so € S und ein ¢ € N. Es sei © € Fy, ;. Dann gilt « ¢ S(X\Us,, W;) und z ¢ Uy, fiir
alle s < sp. Damit gilt

Fy i CUs,. (8)

Nun betrachten wir ein # € X. Fiir dieses © € X definieren wir die Menge S, := {s € S : x € U,}.
Da (S, <) eine wohlgeordnete Menge ist, besitzt die nichtleere Menge S, ein kleinstes Element. Dieses
bezeichnen wir mit s(z). Da fiir jedes © € X das Mengensystem B(z) := {S(z,W,) : n € N} eine
Umgebungsbasis des Punktes z ist, existiert ein i(x) € N mit

Damit gilt © € F(4),i()- Wir wollen diese letzte Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis nachweisen.
Wir gehen also davon aus, dass z ¢ Fy(2),i(z) gilt. Nun konnen zwei Fille eintreten. Zunéchst gehen
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wir davon aus, dass z in S(X\Us(r),Wl-(m)) liegt. Damit existiert ein W € W,y mit x € W und
W N (X\Us(yy) # 0. Wegen (16) gilt damit auch W C Uy (,), womit wir offensichtlich einen Widerspruch
haben. Weiters kann z offensichtlich nicht in (J, <s(@) U, liegen, womit wir insgesamt die Behauptung = €
Fy(2),i(z) nachgewiesen haben. Damit ist das Mengensystem F := {F;; : s € S,i € N} eine abgeschlossene
Uberdeckung von X. Fiir jedes i € N definieren wir nun das Mengensystem F; := {Fs;:s €S} Wir
betrachten nun ein ¢ € N und ein z € X. Dann ist die Menge Uy () N S(z, W;) eine offene Umgebung von
x. Wir werden nun zeigen, dass fiir alle sg € S\{s(z)} gilt

Us(m) n S(.’ﬂ, WZ) NFg = 0. (10)

Um (17) nachzuweisen fithren wir eine Fallunterscheidung durch. Wir betrachten zunichst ein sg €
S\{s(x)} mit x € Us,. Nun fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Wir gehen also davon aus, dass fiir
ein solches sg die linke Seite in (17) nichtleer ist. Dann existiert ein y € U,y N S(x, W;) N Fy, ;. Damit
liegt y insbesondere in der Menge S(X\Us,, W;)¢. Daher gilt y € U,,. Weiters gilt auch y € Uy,
und y ¢ U, fiir alle s < sg. Damit erhalten wir s(x) > sp. Aufgrund unserer Voraussetzung = € U,
folgt damit s(x) = sg. Damit haben wir einen Widerspruch. Nun betrachten wir ein sg € S\{s(x)} mit
x ¢ Us,. Damit gilt S(z, W;) C S(X\Us,, W;), womit auch in diesem Fall (17) gilt. Wir haben also
insgesamt bewiesen, dass fiir alle so € S\{s(z)} die offene Umgebung Uy, N S(z,W;) von z mit der
Menge F, ; leeren Schnitt besitzt. Damit ist fiir jedes ¢ € N das Mengensystem F; := {F,,; : s € S}
diskret. Da der Raum (X,7T) collectionwise normal ist, existiert nun wegen (15) fiir jedes ¢ € N ein
diskretes Mengensystem U; := {U ; : s € S} von offenen Teilmengen von X mit

Fs; CUs; CUs, firallese S.

Damit ist das Mengensystem {U,; : s € S,7 € N} eine o-lokal endliche offene Verfeinerung von U :=
{Us : s € S}. Damit haben wir also gezeigt, dass jede offene Uberdeckung von X eine o-lokal endliche
offene Verfeinerung besitzt.

Nun sei fiir jedes n € N das Mengensystem B,, eine o-lokal endliche offene Verfeinerung von W,,. Wir
definieren nun das Mengensystem B := | J,,cyy Bn. Weiters betrachten wir fiir ein € X das Mengensystem
B(x) :={0 € B:x € O}. Es sei nun U eine Umgebung von x. Dann existiert ein n € N mit S(z, W,,) C
U. Da B, eine offene Verfeinerung von W,, ist, existiert ein O € B mit

z€O0CS(z,B,) CS(xW,) CU.

Damit ist B(z) eine Umgebungsbasis von x. Wegen Lemma 3.14 aus [1] ist damit B eine o-lokal endliche
Basis von (X,7). Der Raum (X,7) ist collectionwise normal, daher wegen Korollar 4.2 normal und
damit insbesondere auch regulér. Aus dem Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov folgt damit die
Metrisierbarkeit des Raums (X, 7).

Es sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Eine Folge von offenen Uberdeckungen (U,)nen von X mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes 2 € X das Mengensystem B(x) := {S(z,U,) : n € N} eine Umgebungsbasis
von z ist, heifit eine Entwicklung des Raums (X, 7). Eine solche Entwicklung ist uns bereits im Metri-
sierbarkeitssatz von Alexandroff-Urysohn begegnet. Wie wir gesehen haben, kommt dieser Begriff auch
im zweiten Metrisierbarkeitssatz von Bing vor(er wurde im Jahr 1951 bewiesen). Topologische Riume,
die eine Entwicklung besitzen und regulir sind heilen Moore-Rdume. Es existieren Moore-Riume, die
nicht metrisierbar sind. Umgekehrt ist aber jeder metrisierbare Raum ein Moore-Raum. Satz 4.4 zeigt,
dass jeder Moore-Raum, der collectionwise normal ist, auch metrisierbar ist. Nun ist es natiirlich nahe-
liegend zu Fragen, ob normale Moore-Réume metrisierbar sind. Fleissner hat 1982 bewiesen, dass unter
der Annahme der Kontinuumshypothese (die Kontinuumshypothese besagt, dass jede iiberabzihlbare
Teilmenge der reellen Zahlen bijektiv auf die reellen Zahlen abgebildet werden kann), die unabhiingig
von ZFC ist, nichtmetrisierbare normale Moore-Rédume konstruiert werden kénnen. Dieses Problem fiihrt
in den Bereich der mathematischen Logik, weshalb wir hier nicht genauer darauf eingehen wollen.

Wir wollen nun einen weiteren Metrisierbarkeitssatz beweisen, der von Alexandroff aus dem Jahr
1960 stammt. Zuvor wollen den Begriff der uniformen Basis einfiihren.

Definition 4.5. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und B eine Basis des Raums (X, T). Dann heifst
B eine uniforme Basis, falls jedes x € X folgende Figenschaft besitzt: Fiir jede Umgebung U von x
existieren hochstens endlich viele Mengen aus B, die x enthalten und keine Teilmenge von U sind.
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Satz 4.6 (Metrisierbarkeitssatz von Alexandroff). Es sei (X,T) ein topologischer Raum der col-
lectionwise normal ist. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann, falls eine uniforme Basis existiert.

Beweis: Wir gehen zunichst davon aus, dass der Raum (X, 7) metrisierbar ist. Es sei d eine Metrik
auf X, die die Topologie T induziert. Fiir jedes n € N definieren wir das Mengensystem U, := {U 1 (z) :
x € X}. Da der Raum (X, 7T) metrisierbar ist, ist er wegen Satz 3.12 aus [1] auch parakompakt. Damit
existiert zu dem Mengensystem U,, eine lokal endliche offene Verfeinerung 5,,. Wir werden nun nach-
weisen, dass das Mengensystem B := |J,,cy B eine uniforme Basis des Raums (X, 7) ist. Wir zeigen
zunéchst, dass B eine Basis ist. Dazu betrachten wir ein z € X und eine Umgebung V' des Punktes z.
Damit existiert ein n(z) € N mit Uﬁ () C V. Wir betrachten nun ein B € By, (), dass x enthilt. Ein

solches B existiert, da Bay () eine Uberdeckung von X ist. Da Bap(x) eine Verfeinerung von Usy, sy ist,
existiert ein y € X mit

xe€BCU_1 (y)CU

2n(x)

L(r) V.
Damit haben wir nachgewiesen, dass B(z) := {O € B: z € O} eine Umgebungsbasis des Punktes z ist.
Wegen Lemma 3.14 aus [1] ist B damit eine Basis des Raums (X, 7). Wir werden nun zeigen, dass B
sogar eine uniforme Basis ist. Es sei x € X und V eine Umgebung des Punktes x. Da fiir jedes n € N
das Mengensystem ,, lokal endlich ist, ist  nur in endlich vielen Mengen aus B,, enthalten. Es existiert
ein n(z) € N mit

xeU_1 (x) CV.

iz
Wir betrachten nun ein m € N mit m > 2n(z). Fiir jedes B € B,,,, das x enthiilt, existiert ein y € X mit

re€BCUL(Y) CU_L (1) CV

da B,, eine Verfeinerung von U,, ist. Damit existiert in jedem Mengensystem B,, mit m > 2n(z) keine
Menge, die x enthélt und gleichzeitig keine Teilmenge von V ist. Damit existieren nur endlich viele
Mengen aus B, die z € B und B ¢ V erfiillen. Damit ist B eine uniforme Basis des Raums (X, T).

Wir gehen nun davon aus, dass der Raum (X, 7T) collectionwise normal ist und eine uniforme Basis
B besitzt. Wir zeigen zunéchst die Aussage, dass jede Menge aus B in hochstens endlich vielen Mengen
aus B enthalten ist. Dafiir gehen wir vom Gegenteil aus und fiihren dies auf einen Widerspruch. Wir
gehen also davon aus, dass eine Menge B € B existiert, die eine echte Teilmenge von abzdhlbar unendlich
vielen Mengen aus B ist. Diese Mengen fassen wir zusammen zum Mengensystem B’ := {B; : i € N}.
Jedes B; enthélt den Punkt x und hat mit dem Komplement von B nichtleeren Durchschnitt. Dies ist
ein Widerspruch dazu, dass B eine uniforme Basis ist. Also ist jede Menge B € B in hochstens endlich
vielen Mengen aus B enthalten. Wir werden ab jetzt fiir jedes B € B mit r(B) die Anzahl aller Mengen
aus B bezeichnen, die die Menge B enthalten. Wir werden nun nachweisen, dass fiir jedes n € N das
Mengensystem

W :={B € B:r(B) >n}U{{z}: xist ein isolierter Punkt von X}

eine offene Uberdeckung von X ist. Dazu betrachten wir einen Hiufungspunkt = von X. Dann existiert
ein Netz (z;);c; aus X\{z}, dass gegen x konvergiert. Da B eine Basis des Raums (X, T) ist, existiert
ein By € B mit x € B;. Da B; eine Umgebung von x ist, existiert ein j € I mit x; € By. Da der
Raum (X, 7T) das Trennungsaxiom T} erfiillt, existiert wegen Lemma 3.14 aus [1] eine Menge By aus B,
die = enthilt, x; nicht enthdlt und eine echte Teilmenge von B, ist. Fiihrt man dieses Verfahren n-mal
durch, erhélt man, dass z in einer Menge B aus B liegt mit 7(B) > n. Damit ist fiir jedes n € N das
Mengensystem W, eine offene Uberdeckung von X.

Wir werden nun zeigen, dass fiir jedes z € X das Mengensystem B(z) := {S(z,W,) : n € N} eine
Umgebungsbasis des Punktes z ist. Es sei daher V eine Umgebung des Punktes x mit der Eigenschaft,
dass mindestens eine Menge B aus B existiert, die € B ¢ V erfiillt. Da B eine uniforme Basis ist,
existieren damit hochstens endlich viele Mengen By, ..., B, aus B, die x enthalten und mit der Menge
X\V nichtleeren Durchschnitt besitzen. Damit gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Beziehung r(B;) < n.
Damit erhalten wir, dass fiir jedes i € {1,...,n} gilt B; ¢ W,41. Daher ist jede Menge aus W, die =
enthélt auch in der Menge V enthalten. Daraus folgt S(x,W,4+1) C V. Betrachtet man den Fall, dass
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V eine Umgebung von z ist, die alle Mengen aus B enthilt, die den Punkt x enthalten, dann gilt fiir
jedes n € N die Mengeninklusion S(z,W,,) C V. Damit ist also B(x) := {S(z,W,) : n € N} eine
Umgebungsbasis des Punktes x. Wegen Satz 4.4 ist damit der Raum (X, 7) metrisierbar.

Zum Schluss dieser Arbeit wollen wir den Metrisierbarkeitssatz von Arhangelski beweisen, der auch aus
dem Jahr 1960 stammt. Dazu brauchen wir den Begriff der regulédren Basis.

Definition 4.7. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und B eine Basis des Raums (X, T). Dann heifst
B eine requlire Basis, falls jedes © € X folgende Figenschaft besitzt: Fiir jede Umgebung U von x existiert
eine Umgebung W von x mit der Eigenschaft, dass hichstens endlich viele B € B die beiden Bedingungen
BNW # 0 und BN (X\U) # 0 erfiillen.

Satz 4.8 (Metrisierbarkeitssatz von Arhangelski). Es sei (X, T) eine topologischer Ty -Raum. Dann
ist (X, T) metrisierbar genau dann, falls eine requlire Basis existiert.

Beweis: Wir gehen zunichst davon aus, dass (X, 7T) ein metrisierbarer topologischer Raum ist und d
eine Metrik auf X, die die Topologie T induziert. Fiir jedes n € N ist das Mengensystem U, := {U () :

x € X} eine offene Uberdeckung des Raums (X, 7). Wegen Satz 3.12 aus [1] existiert zu jedem n € N eine
lokal endliche offene Verfeinerung B,,. Wir haben bereits im Beweis des Satzes 4.6 nachgewiesen, dass
B :=J, ey Bn eine Basis des Raums (X, T) ist. Wir zeigen nun, dass diese Basis auch reguldr ist. Dazu
betrachten wir ein € X und eine Umgebung V' von z. Damit existiert ein n(x) € N mit Uﬁ () CV.

Fiir jedes m € {1,...,3n(x)} betrachten wir nun eine Umgebung W,,, von z, die mit fast allen Mengen
aus B, leeren Durchschnitt besitzt. Wir definieren nun die Menge

We=( () Wwn)nU_ (2)

3n(x)
m<3n(z)

und betrachten ein k > 3n(z). Es sel nun B € By, mit BNW # (). Da By eine Verfeinerung von Uy, ist,
existiert ein y € X mit B C U (y). Weiters gilt U (y) NU_1_(z) # (. Damit erhilt man insgesamt

3n(z)

1
k

BCUL(y) CU_(z) CV.
Damit haben wir nachgewiesen, dass B eine regulére Basis des Raums (X, T) ist.

Wir setzen nun voraus, dass der Raum (X, 7") das Trennungsaxiom 77 erfiillt und eine regulire Basis
besitzt. Im ersten Schritt werden wir nun nachweisen, dass der Raum (X, T) regulér ist. Wir betrachten
ein € X und eine offene Umgebung V von x. Da B eine regulire Basis des Raums (X, T) ist, existiert
eine offene Umgebung W7 von x mit der Eigenschaft, dass fiir hochstens endlich viele Mengen B € B gilt
BNW #( und BN (X\V) # 0. Nun betrachten wir einen Punkt y ¢ V', der ein Hiufungspunkt von X
ist. Da der Raum (X,7) das Trennungsaxiom 7} erfiillt, kénnen wir analog zu der Vorgehensweise im
Beweis des Satzes 4.6 zeigen, dass y in unendlich vielen Mengen aus B enthalten ist. Da B regulér ist,
existiert mindestens ein B’ € B, dass y enthiilt und B’ N W = {) erfiillt. Damit gilt also y ¢ W. Es sei
nun y ¢ V ein isolierter Punkt von X, dann ist {y} eine Umgebung von y. Die Menge W NV ist eine
Umgebung von x, die y nicht enthélt. Damit gilt y ¢ W NV. Insgesamt erhalten wir damit, dass fiir
jedes y ¢ V gilt y ¢ W N V. Damit erhalten wir, dass fiir jedes € X und fiir jede offene Umgebung V'
von z eine offene Menge W existiert mit

zeWnvVCcwnvcCcv

Damit ist der Raum (X, T) regulér.

Im zweiten Schritt werden wir nun zeigen, dass die regulidre Basis B auch o-lokal endlich ist. Eine
Menge B € B nennen wir maximal in B, falls sie in keiner anderen Menge aus B enthalten ist. Mit By
bezeichnen wir die Menge aller maximalen Mengen aus B. Es ist offensichtlich, dass jede regulire Basis
auch eine uniforme Basis ist. Wie im Beweis des Satzes 4.6 gezeigt wurde, ist daher jede Menge aus B in
nur endlich vielen Mengen aus B enthalten. Damit ist das Mengensystem B; eine Uberdeckung von X.
Wir werden nun zeigen, dass B; lokal endlich ist. Es sei x € X. Dann existiert ein B € By mit x € B. Wir
gehen zunichst davon aus, dass B mit fast allen Mengen aus By leeren Durchschnitt besitzt. Dann sind
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wir fertig. Besitzt B mit unendlich vielen Mengen aus Bj nichtleeren Durchschnitt, dann kénnen diese
Mengen keine Teilmenge von B sein, da sie alle maximal in B sind. Damit existieren also unendlich viele
Mengen aus B; C B, die X\B schneiden. Da B eine regulire Basis ist, existiert damit eine Umgebung
W C B von z, die mit hochstens endlich vielen dieser Mengen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Damit
ist B; lokal endlich. Wir definieren nun das Mengensystem Bs, als die Menge aller Mengen aus B\B; die
maximal in B\B; sind. B sei also das Mengensystem aller Mengen aus B\ B, die in keiner anderen Menge
aus B\B; enthalten sind. Wir betrachten nun einen Hiufungspunkt = € X. Wir wissen bereits aus dem
Beweis von Satz 4.6, dass unendlich viele Mengen aus B existieren, die = enthalten. Damit existiert eine
Menge B € B2 mit € B. Nun zeigt man analog zu vorhin, dass eine Umgebung W von z existiert, die
mit fast allen Mengen aus By leeren Durchschnitt besitzt. Wir betrachten nun den Fall, dass z € X ein
isolierter Punkt von z ist mit {2} € Bs. Dann kann man analog zu vorhin zeigen, dass {x} eine Umgebung
von z ist, die mit fast allen Mengen aus By leeren Durchschnitt besitzt. Zum Schluss betrachten wir den
Fall, dass « ein isolierter Punkt ist und {«} ¢ Bs erfiillt. Damit liegt {z} in B;. Nun kann es keine Menge
aus By geben, die x enthélt. Damit besitzt die Umgebung {z} von z mit allen Mengen aus By leeren
Durchschnitt. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass By lokal endlich ist. Wir definieren nun induktiv
fiir jedes n > 1 ein lokal endliches Mengensystem B,,, wobei B,, das Mengensystem aller Mengen aus
B\(U?;ll B;) ist, die in keiner anderen Menge aus B\(U?;ll B;) enthalten sind. Damit erhalten wir, dass
B = U, cn Bn eine o-lokal endliche Basis von (X, 7)) ist. Da der Raum (X, 7)) auch regulér ist, folgt aus
dem Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov die Metrisierbarkeit des Raums (X, 7).
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