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0.1 Zusammenfassung

Der Brouwersche Abbildungsgrad ist ein Konzept der nichtlinearen Analysis, das dazu dient,
Aussagen iiber die Existenz von Losungen nichtlinearer Gleichungen f(x) = y zu treffen. Er
wird iiber drei Eigenschaften definiert: Normalitdt, Additivitdt und Homotopieinvarianz.

Das Ziel der Arbeit ist es, Grundlagen beziiglich des Abbildungsgrades zu erarbeiten und seine
wichtigsten Eigenschaften zu beschreiben. Weiters soll seine Niitzlichkeit bei zahlreichen Bewei-
sen erkennbar werden.

Im ersten Abschnitt wird der Abbildungsgrad definiert und seine Konstruktion fiir Funktionen
mit verschiedenen Voraussetzungen beschrieben. Weiters wird seine Eindeutigkeit gezeigt und
einige Eigenschaften angefiihrt. Der zweite Abschnitt widmet sich den wichtigsten Anwendun-
gen, wie zum Beispiel dem Brouwerschen Fixpunktsatz oder dem Satz von Borsuk.



0.2 Wichtige Definitionen und Resultate

Definition 0.1. Sei Q C R" eine offene Menge und Q der Abschluss von 2.
e Die Menge aller stetigen Funktionen f : Q — R™ nennen wir C(Q, R™).

e Die Menge aller stetigen Funktionen f : Q — R™, fiir die gilt f|o: Q — R™ ist k—mal
stetig differenzierbar, nennen wir C*(Q, R™) fiir k > 1.

Definition 0.2. Sei 2 C R eine offene Menge und f : Q — R” mit f € C*(Q,R") =: C}(Q).
Mit J¢(.) bezeichnen wir die Jacobi-Matrix von f. Fiir a € €2 wird sie wie folgt berechnet.

L@ ... )
Jf(a): T,
H(a) o F2a)

Definition 0.3. Die Distanz zwischen einem Punkt x und einer Menge M definieren wir als

dist(z, M) = inf{da(x,m): m € M}.

Definition 0.4. Seien X,Y topologische Réume und f,g : X — Y stetige Funktionen. Eine
Homotopie zwischen f und g ist eine stetige Abbildung

H:[0,1] x X Y,

fiir die H(0,x) = f(x) und H(1,z) = g(z) gilt.

Definition 0.5. Eine Menge 2 C R™ heifit symmetrisch, wenn gilt — = 2, wobei —Q = {—x :
x € Q}.

Definition 0.6. Sei {2 C R" eine offene und beschréinkte Menge. Wie betrachten Funktionen
[:Q =R feC (). Mit S¢(Q) bezeichnen wir die Menge aller = € €, fiir die det J¢(z) = 0
gilt.

Satz 0.7 (Satz von Sard). Sei Q C R"™ offen und f € C*(Q). Dann gilt A\,(f(Sf)) = 0, wobei
A das Lebesgue-Mafs ist.

Beweis. Siehe [De85, Kapitel 1, §1, Proposition 1.4]. O

Definition 0.8. Sei E irgendeine Menge. Dann heit eine Menge A € R” bzw. A ¢ CF von
Funktionen f : E — R eine Algebra von Funktionen, falls gilt:

(i) A ist ein linearer Teilraum.

(il) Mit f,g € Aist auch f-g € A.



Eine Algebra A auf F ist punktetrennend, falls es zu je 2 verschiedenen Punkten z1, x5 € E eine
Funktion f € A gibt mit f(x1) # f(x2). Man nennt eine Algebra A nirgends verschwindend,
falls es zu jedem z € E ein f € A gibt, sodass f(z) # 0.

Satz 0.9 (Satz von Stone-Weierstra$l). Sei (K,T) ein kompakter topologischer Raum, und sei
A C Cy(K,R) eine punktetrennende, nirgends verschwindende Algebra stetiger Funktionen.
Dann ist A dicht in Cy(K,R) beziiglich der Supremumsnorm.

Beweis. Siehe [Kal5, Kapitel 12, Satz 12.15.6] O

Bemerkung 0.10. Sei 2 C R"™ offen und beschrankt. Wir zeigen mit Hilfe des Satzes von Stone-
WeierstraB, dass C?(2, R) dicht in Cy(Q, R) ist.

(92, T2) ist ein kompakter topologischer Raum und C%(Q,R) C C(Q,R). C?(,R) ist eine Al-
gebra, da die Menge ein linearer Teilraum ist und die Multiplikation zweier Funktionen aus
C?(Q,R) wieder darin enthalten ist.

Wir zeigen, dass C?(Q,R) punktetrennend ist. Seien z,y € Q und gelte x # y. Dann gibt es
mindestens eine Koordinate ¢, fiir die gilt z; # y;. Die Projektion f auf die i-Koordinate ist eine
C?-Funktion so, dass f(z) # f(y).

C?(Q,R) ist nirgends verschwindend. Betrachte dafiir die konstante 1-Funktion.

Korollar 0.11. Seien 2 C R™ beschrinkt und offen. Dann ist C?(Q,R") dicht in C(£2,R™).

Beweis. Betrachte f = (f1,..., fn) : @ = R® mit f € C(Q). Laut Bemerkung 0.10 ist C%(Q, R)
dicht in C(©2,R). Deshalb existiert zu jedem f; und fiir alle € > 0 ein g; : Q@ — R mit g; €
C?(Q,R) , sodass

|fi(x) — gi(z)] < e fiiralle z¢€Q.
Daraus folgt fiir g = (g1,...,9n) : Q@ — R", dass
I f(x) — g(z)|| < ¢ =C((e). fiir alle € Q.

Wir erhalten, dass C?(€2,R") dicht in C'(£, R™) ist.
O

Satz 0.12 (Fortsetzungssatz von Tietze). Ein topologischer Raum (X,T) erfiille (Ty). Ist A C
X abgeschlossen und f : A — R stetig, so existiert eine stetige Fortsetzung g von f auf X, also
ein stetiges g : X — R mit gla = f, wobei sup,c 4 | f(t)] = supex |g(t)]

(e RU{+00}).

Beweis. Siehe [Kal5, Kapitel 12, Satz 12.10.3] O

Eine Folgerung aus dem Satz von Tietze lautet:

Korollar 0.13. Sei A C R™ kompakt und f: A — R"™ stetig. Dann existiert eine stetige Fort-
setzung auf R™.



Beweis. (R™,Tg,) erfullt (T4). Betrachte f = (f1,...,fn) : A — R"™. Dann sind fiir jedes f;
die Voraussetzungen aus dem Fortsetzungssatz von Tietze erfiillt. Also existiert zu jedem f; ein
stetiges g;: R™ — R mit g;|4 = f;. Insgesamt erhalten wir, dass g = (g1,...,9n) : R” — R" eine
stetige Fortsetzung von f auf R ist. O

Satz 0.14 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen). Sei D C R"*™ offen, und sei F': D — R™,
F € CY(D). Weiters sei (a,b) € D, sodass F(a,b) =0 und sodass

OF;

det( Dns;

)ilj=1 # 0.

(i) Dann ezistieren offene Kugeln U = Us(a) C R™ um a und V = U,(b) C R™ um b mit
U xV C D, sowie eine stetige Funktion g : U — V, sodass

F(z,g9(x)) =0 firalle zeU.

(ii) Die Funktion g lost die Gleichung F(x,y) = 0,2 € U,y € V wollstindig in dem Sinn, dass
wenn (x,y) € UXV mit F(z,y) =0, immery = g(z) gelten muss, insbesondere b = g(a).

(i13) (8gﬁj )iy fiir alle (u,v) € U x V. invertierbar ist; die Funktion g ist auf U stetig diffe-

renzierbar und es gilt

dg(a) — — ((ZEnglo)yn 7 O () y

0Ty ij=1 Ox;j ij=1

Beweis. Siehe [Kal6, Kapitel 14.1, Satz 14.1.4] O

Beispiel 0.15. Sei 2 C R™ offen, p > 1 und h: R x Q — RP stetig differenzierbar, sodass
h(to, zo) = 0 und

det Jy(t,,.) (z0) # 0

fiir (to, o) € Rx Q. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen sind erfiillt
firn=1und D =R x Q.

Es folgt also, dass ein Intervall U := (tg — r,t9 + r), eine Kugel V := Us(zg) C 2 und eine
stetige Funktion g: U — V existiert, sodass g(tp) = xo und (z,g(z)) die einzige Losung von
h(z,y) =0ist mit z € U und y € V.

Definition 0.16. Sei A = (aij)ﬁjzl eine Matrix. Sei B;; die Matrix, die entsteht, wenn man die
i-te Zeile und die j-te Spalte streicht. Dann sind die Kofaktoren a;; folgendermaflen gegeben.

CLNZ‘j = (—1)i+j det Bij

Lemma 0.17. Sei A = (aij)?,j:1 eine nxn-Matriz und a;; ihre Kofaktoren firi,j € {1,...,n}.
Dann gilt
n n ) )
Z&l’jaik = Z(—l)ﬁ_] det B;j - aj, = 5]‘1@ det A fir k,j€1,...,n.
i=1 i=1



Beweis. Fiir j = k soll Y.° (—1)" det B;; -

a;; = det A gelten, was aber nach dem La-
place’schen Entwicklungssatz genau der Entwicklung nach der j-ten Zeile entspricht. Fiir j #£ k
gilt
n

Z(—I)H—j det Bij c ik = det
i=1

a1l airj—1 Qi Q1j+1 ... Qlp

Gnl Qp j—1

Gnk  Gnj+1
da wegen j # k die k-te Spalte nun doppelt vorkommt

Proposition 0.18. Sei Q C R” oﬁen [ € C*Q), und fiir x € Q seien a;;(z) die Kofaktoren
der Matriz J¢(x) mit den Eintrigen 2 ( )

. Dann gilt

aaﬂ .
Z oz, —0 fir j=1,...

Beweis. Sei i fest. Die Spalte

(af1 O0fi—1 Ofix1 _ Ofn 7

8.73k7”.’ 8.%%7 8:Uk7 "&ck
wird mlt bezelchnet Dann gilt
i i1 OfF af* ofr of af*
i(x) = (—=1)"7 det e , , e, )
a] (.%') ( ) ¢ (8951 ij_l 81‘j (‘)a:j+1 8a:n)
Wir beschreiben mit dem Hut jene Spalten, welche weggelassen werden. Wir erhalten weiters
oa ’ = * [ * 2 px * *
G(z)  _ —1)’+](Zdet(af 2 A7 Ao MY MY
Ox;j = ox1 Ox;j Oxp—1 O0x;0x Oxp41 oxy,
d t . e .
+ ; ¢ 83?1 ’ &rk,l’ 8$j8$k’ akarl’ ’ aCL‘j’ ’ 6:cn))
Sei

g B o oF
i = €C OxjOxy’ dxi’ " Oxy

of oI,
"Oxy T Oxy
Da f € C%(Q2), gilt nach dem Satz von Schwarz cx; = cj;. Da sich das Vorzeichen der Determi-
nante dndert, wann immer zwei benachbarte Spalten vertauscht werden, erhalten wir

(—U”jaggfy =D (=D o + D (D) Py =D (1) owjon
k<j j

k>j k=1



mit op; =1 fiir k < j,05; = 0 und oy; = —ojy, fiir alle j, k. Daraus folgt

n

aaﬂ - k—1+j i—1+k k—1+j
Z 8% =Y (D) Moo = Y (1) Foe == Y (=D oy 0.

G k=1 kj=1 G k=1

Also gilt

oa
Z aﬂ —O fir i=1,....,n
Ox;

Proposition 0.19. Sei A eine relle n X n-Matriz mit det A # 0, seien A1,. .., Ay die negativen
Eigenwerte von A und oy, ..., o, deren Vielfachheiten. Dann ist R™ die direkte Summe R™ =
N @ M, sodass

(a) N und M sind invariant unter A,

(b) A|n hat nur die Eigenwerte A1, .., A\, und A|pr hat keine negativen Eigenwerte,

(¢c) dim N =370 oy



1 Definition, Existenz und Eindeutigkeit

1.1 Definition und Konstruktion

Der Brouwersche Abbildungsgrad, kurz Abbildungsgrad, ist eine Funktion und wird durch drei
Eigenschaften eindeutig bestimmt: Normalitéit, Additivitdt und Homotopieinvarianz. Ad hoc ist
nicht klar, dass es Funktionen mit diesen Eigenschaften gibt. Wir werden zunéchst die Funktion
degp angeben und zeigen, dass sie diese drei Eigenschaften hat. Spater werden wir zeigen, dass
Funktionen mit diesen drei FEigenschaften eindeutig sind und infolge mit degp iibereinstimmen.

Definition 1.1. Sei
M ={(f,9Q,y): Q CR" offen und beschrinkt, f: O — R™ stetig,y € R™\ f(0Q)}.
Eine Funktion
deg: M — 7Z
heifit Brouwerscher Abbildungsgrad, falls sie die folgenden drei Eigenschaften erfiillt.
(d1) Normalitét: deg(id, 2,y) =1 fir y € Q.

(d2) Additivitét: deg(f,Q,y) = deg(f, Q1,y) + deg(f, Q2,y), falls Q;, Qs disjunkte, offene Teil-
mengen von (2 sind mit y ¢ f(2\ (21 UQs)).

(d3) Homotopieinvarianz: deg(h(t,.),Q, y(t)) ist unabhingig von ¢ € [0, 1], falls h: [0,1] x Q —
R™ sowie y: [0,1] — R™ stetig sind und y(t) ¢ h(t,00) fir alle t € [0, 1].

Wir beginnen mit der Definition von degp fiir f € C1(Q) und y ¢ f(Sf(2)).

Lemma 1.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f: Q — R™ , f € 61(9). Weiters sei y €
R™\ f(8QU Sf). Dann ist f~1{y} endlich.

Beweis. Da wir y ¢ f(S;(2)) voraussetzen, gilt det J¢(z) # 0 fiir alle z € f~'{y}. Aus dem
Umkehrsatz [Kal6, Kapitel 14, Satz 14.2.1] folgt, dass fiir x € f~'{y} eine offene Umgebung
U, von x existiert, sodass f~{y} NU, = {z}. Zuz € Q\ f~1{y} gibt es wegen der Stetigkeit
ein offenes U, > z derart, dass y ¢ f(U,). Da Q kompakt ist, wird es von endlich vielen Mengen
Uy, mit j =1,...,m iiberdeckt. Insbesondere ist f~!{y} = Uiz Uz, N f~Hy} endlich. O

Definition 1.3. Sei Q C R" offen und beschriinkt, f: Q@ — R , f € 61((2). Weiters sei
y € R™\ f(0Q2U Sf). Dann definieren wir

degp(f,Qy) = Z sgn(det J¢(z)).
zef~Hy}



Bemerkung 1.4. Fiir Proposition 1.5 benétigen wir die Familie (¢4 )qa>0 von Funktionen ¢, :
R™ — R definiert durch

d1(z) = {C'eXp(lﬂiw)a lll <1,

0, sonst,

mit ¢ > 0, sodass [, ¢1(x) dz = 1, und durch ¢q(z) = a "¢ (2). Es gilt ¢, € C°(R"),
Jgn #a(z)dz = 1 und K4 (0) = supp ¢, Hier und im Folgenden steht ||.|| fiir die Euklidische
Norm.

Proposition 1.5. Seien Q, f und y wie in Definition 1.3. Dann ezistiert eg = €o(y, f) > 0,
sodass

degp(f,Q,y) = /que(f(az) —y) -det Jp(x)dx fiir alle 0 < e < €. (1.1)

Beweis. Im Falle f~'{y} = ) existiert kein = € €2, sodass f(z) = y. Fiir 0 < e < dist(y, f(Q)),
gilt || f(z) — y|| > € und damit Mﬁ)—y\\ > 1, was ¢.(f(z) —y) = 0 bedeutet.

Aufgrund von Lemma 1.2 wissen wir, dass f~'{y} endlich ist, also f~'{y} = {z1,...,2m}.
Da wir « ¢ S¢(Q) = {z € Q : det Js(x) = 0} voraussetzen, konnen wir aus dem Umkehrsatz
[Kal6, Kapitel 14, Satz 14.2.1] folgern, dass disjunkte Kugeln U, (x;) existieren, sodass f|y, (a,)
Diffeomorphismen auf offene Umgebungen V; von y sind.

Insbesondere gilt
sgn(det Jy(x)) = sgn(det J¢(x;)) fir o € Uy(x;) und i=1,...,m.
Sei r > 0 so klein, dass U,(y) C (%, V;. Weiters sei W; = Uy (z;) N f~1 (U, (y)).

Weil f(Q\ UL, W;) kompakt ist und y nicht enthlt, folgt || f(z) —y|| > B fir x € Q\ UL, Wi
und hinreichend kleinem 3 > 0.

f(Q)

Abbildung 1.1: Veranschaulichung
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Wegen ¢e(x) = 0 fiir [|£]] > 1 gilt ¢e(f(x) —y) = 0 fiir alle z € Q\ [J;2; W; und 0 < e < 3. Also
gilt

[ outs) - et sgta Y = 3 sgn(det Jy(a:) ) [ 6@ = pldet Iy
=1

Aus f(W;) = U, (y) folgt f(W;) —y = U,(0). Deshalb und wegen det J;(x) = det Jy_, () folgt

aus dem Transformationssatz

/ oc(f y)|| det Jy_y(x)|| do = /U o Ge(r)dr =1 fiir € < ¢ := min{pg,r}.
Insgesamt erhalten wir fiir 0 < € < ¢q
degp(f,,y) ngn (det Jg(x;)) / oe(f y) det J¢(z) dx. (1.2)
i=1
O]

Nun wollen wir degp auch fiir y € f(S¢) definieren.

Bemerkung 1.6. Seien (¢¢)es0 wie in Bemerkung 1.4, seien y1,y2 € R™ und seien z € R™ und
€ > 0 zunéchst beliebig. Betrachte

1
w(z) = /O de(x —y1 +t(y1 — y2)) dt (y1 — y2).

Um die Divergenz divw(z) = >_1" ag;(f) zu berechnen, sei daran erinnert, dass fiir konstantes
v € R" und g : R" — R, div(g - v) = v - Vg gilt, wobei V der Gradient ist und mit v - Vg
das kanonische Skalarprodukt der Vektoren v und Vg bezeichnet wird. In unserem Fall sei
v =1y —y2 und g(z fo de(x — y1 + t(y1 — y2)) dt. Da der Integrand von (divw)(z) =

fo Vo (r —y1 +t(yr — yg)) (y1 — y2) dt mit dtqﬁg( —y1 + t(y1 — y2)) iibereinstimmt, folgt aus
dem Fundamentalsatz der Analysis

divw(z) = ¢e(x — y2) — de(® — v1)-
Sei nun yp € R™ ein weiterer Punkt und ¢ € [0, 1]. Wegen
|z =y + 1ty —y2)ll = = = woll — 1t(yo — y2) + (L = ) (yo — w1) |
> |lz = yoll = max(llyo — w1ll, llyo — y2l)

folgt aus ||z — yo|| > max(||yo — y1 ] [[yo — y2||) + €, dass w(z) = 0, womit suppw C K,(yo) mit
r=max(|lyo — u1ll, lyo — y2ll) + .

Aus Satz 0.7 wissen wir, dass fiir beliebige yo € R™ und a > 0 die Menge U, (vo) \ f(Sy)
iiberabzéhlbar ist.

11



Satz 1.7. Sei f € C*(Q),y0 ¢ f(OQ) und a = dist(yo, f(IQ))(> 0). Fiir y1,y2 € Ua(yo) mit
y1,y2 & f(S5(Q)) gilt

degB(fv Qv yl) = degB(fv Qa y2)

Beweis. Aus Proposition 1.5 wissen wir, dass sich degp(f,Q,v;) fir ¢ = 1,2 als Integral (1.1)
mit hinreichend kleinem e, also fiir alle € mit 0 < € < i und n > 0, darstellen l&sst.

Wir werden eine Funktion v € C'(R") konstruieren, sodass suppv C € und fiir hinreichend
kleines € > 0

[0c(f () = y2) = ¢e(f () —y1)|Jf(x) = divo(z) fir zeQ (1.3)

gilt. Dazu verwenden wir die Abbildung w aus Bemerkung 1.6 mit € < n und € < o —max(||yo —
y1lls lyo — y2||). Wir definieren

sz )aji(z) auf Q und vj(z) =0 auf R"\Q fir j=1,...,n,

wobei die Funktionen aj; die Kofaktoren beziiglich .J; sind, siehe Proposition 0.18.

Fir = max(lgo — g1l 30 — sl + € gilt wegen ¢ < o — max(llgo — w1, g0 — wsll) die
Ungleichung r < «a. Fiir € 09 gilt daher f(x) € R™\ K,(yp). Da f stetig ist, existiert ein
d >0, sodass f(z) € R™\ K,(yo) fir alle z € Us(z). Damit gilt fiir z € Us(x) wegen Bemerkung
1.6 w(f(2)) = 0, woraus dann suppwo f C Q folgt. Also gilt suppv C Q und infolge v € C*(R").
Wir erhalten

ovj(x - 8wZ ) Ofk(x 8aﬂ x) ..
E g fiir all .
83:] aji( 8zk oz —|— oz, iir alle x € Q
i,k=1 =1

Aus Lemma 0.17 folgt

Zaﬁ(x)a-’gfgfj) = &, det J¢(x)

=1

und gemeinsam mit Proposition 0.18 erhalten wir

divo(r) = > M&k det J;(z) = (divw)(f(z)) det J¢ (),

0z
ik=1 k

wodurch (1.3) nachgewiesen ist. Nun ergibt die Integration iiber einen Quarder @ = [—a,a]”

mit Q C Q

dogp(f. % y) — degp(f, Q) = / divo(z) dr = /Q divo(z) dz

87)1 8vn
= /a /a 8:1:1 aixn dxl dl’n

12



Z// / 9% G, {dar... dag}\{day} = 0.
- —a —a —a 8953-
7j=1

— (@)=t (—a) =0

Der Ausdruck dz;{dz;... dz,}\{dz;} bedeutet, dass fiir jedes j € {1,...,n} die n Integrale
so vertauscht werden, dass die Funktion % zuerst nach dx; 1ntegr1ert wird. Da diese erste
Integration 0 ergibt, verschwindet der Integrand fiir die nachfolgenden n — 1 Integrale. O

Definition 1.8. Sei Q C R" offen und beschrinkt, f: @ — R”, f € C?(Q) und y ¢ f(09).
Dann definieren wir degp(f,Q,y) = degg(f,Q,y1), wobei y1 ¢ f(Sf(2)), sodass |ly1 — y|| <
dist(y, f(0€2)) und degg(f, 2, y1) durch Definition 1.3 gegeben ist.

Wegen Satz 1.7 héngt diese Definition nicht von y; ab.

Lemma 1.9. Sei Q C R" offen und beschrinkt, f: Q — R™ f € C*(Q), y,z ¢ () und sei
lly — z|| < dist(y, f(02)). Dann gilt

degB(f’ Qa y) = degB(f7 Qv Z)

Beweis. Gelte [ly — z| < dist(y, f(9Q)) und damit 2z € Ugis(y,fa0))(v)- Dann gilt Uy(2) C
Udist(y, f(o0)) (y) mit a = dist(y, f(0Q)) — [ly — 2||. Laut Satz 0.7 existieren z; € Uy(z) mit
zi & f(S§(Q)). Da ||y — 2| < dist(y, f(092)) erhalten wir mit Definition 1.8

degp(f,Q2,y) = degp(f, 2, ).
Wegen ||z — z;|| < a < dist(z, f(02)) bekommen wir auch
degp(f, 9, z;) = degg(f, 9, 2).
O

Als nichstes werden wir die Definition derart weiterentwickeln, dass wir statt f € C?(2) nur
mehr f € C(12) fordern miissen.

Proposition 1.10. Sei f € C*(Q) und y ¢ f(99). Dann gilt fir g € C*(Q) mit max, g
lg(@)|| < dist(y, f(0)), dass degp(f +1tg,y) = degp(f,Q,y) fir alle t € [-1,1].

Beweis. Wegen max, g [|g(z)|| < dist(y, f(0Q)) gilt fiir (x,t) € 92 x [-1,1]

ly = (f +tg) (@)l = lly = F@)I| = [tllg(@)]| = dist(y, f(92)) — llg(=)]| >0

und somit y ¢ (f + tg)(09).
Schritt 1: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir |¢| < J, wobei ¢ € (0, 1] hinreichend klein ist.

Schritt 1.1: Tm Fall f~{y} = 0 gilt fiir |t| max, ||g(x)| < dist(y, f(Q)) sicherlich f(z)+tg(x) # y
fiir x € Q. Deshalb sind beide Grade null.
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Schritt 1.2: Sei f~Yy} = {x1,..., 2} # 0 und det Jp(z;) # 0 fiir i = 1,...,m,p, == f +tg
und h(t,x) = pi(z) —y fiir (¢, z) € R x Q.

Dann gilt h(0,z;) = 0 und det Jy(o )(z;) = det Jp(x;) # 0. Aus Beispiel 0.15 folgt, dass ein
Interval (—r,r), disjunkte Kugeln K,(z;) C € und stetige Funktionen z;: (—r,r) — U,(z;)
existieren, sodass

pt_l{y} nv = {Zl(t)ﬂ 0 Zm(t)}

mit V = ", Up(x;). Wir wihlen p auch so klein, dass sgn(det J¢(z)) =

= sgn(det J¢(x;)) fiir o € K,(z;).

Weil f(Q\V) kompakt ist und y nicht enthiilt, folgt || f(x)—y|| > f fiir z € Q\V und hinreichend
kleinem 3 > 0. Nun wollen wir

prH{y} = {a(t), . 2 ()} fiir [t <01 o= min{r, §(max ()N~}

zeigen:

Firr 2 € p; {y} gilt f(x) + tg(x) = y und weiter f(z) —y = —tg(x). Es folgt ||f(z) — y| =
ltg ()| = [¢[llg(2)|| und somit fir ] < S(max,, q [lg(w)])~

lg()]]

max, g [|g(w)]

1f(x) =yl <8

|§5-

Da fir z € Q\ V, ||f(z) — y|| > B gilt, folgt z € V, also @ € U,(z;) fiir ein i € {1,...,m}. Da
z;(t) die einzige Losung von h(t,z) = 0 mit x € U,(x;) ist, folgt = 2;(t).

Wir wissen, dass det Jy(z) # 0 fiir € V, da sgn(det J;(z)) = sgn(det J¢(z;)) auf K,(z;). Da
det J,, (z) in (t,z) € [-6,6] x V gleichmiBig stetig ist, finden wir § < §; derart, dass

|det Jp, (z) — det Jf(z)| < min{| det J¢(2)|: 2 € V}

fir [t| < dund z € V.
Dann folgt sgn(det Jp, (zi(t))) = sgn(det J¢(z;(t))) = sgn(det Jy(x;)) und infolge degg(ps, 2, y)
= degp(f,Q,y) fir |t| < ¢ laut Definition 1.3.

Schritt 1.3: Man nehme schliellich y € f(S;(€2)) an. Wihle ein yo € U, /3(y) \ f(Sf(2)) mit
a = dist(y, f(0€2)) und d2 > 0, sodass nach Schritt 1.2

degB(ptaQayO) = degB(fagayO) = degB(fuguy) fiir |t| < 62-

Sei 0 = min{dy, § max_(|lg(z)||)~}. Dann folgt ||yo — pe(z)|| > § fiir z € 9Q und |¢| < § und
damit ||lyo — y|| < dist(yo, p¢(092)). Nach Definition 1.8 gilt degg(pt, 2, yo) = degp(pe, 2, y), was
zusammen mit obiger Gleichung degg(pt, 2,y) = degg(f, 2, y) impliziert.

Schritt 2: Nun zeigen wir die Proposition fiir ¢ € [—1,1].

Sei wieder p; = f+tg. Wir betrachten degg(pt, Q,y) fiir t € [—1,1]. Weil p = f+sg+ (t—s)g =
ps + (t — s)g, wissen wir aus dem ersten Beweisteil, dass degg(pt, 2, y) in einer Umgebung
Ue,(s) von s konstant ist. Insbesondere sind {s € [—1,1] : degg(ps, 2, y) = degg(po, 2, y)} und
{s € [-1,1] : degp(ps, 2, y) # degp(po, R, y)} offene Teilmengen von [—1,1]. Da Intervalle zu-
sammenhéngend sind, muss erstere Menge mit [—1, 1] {ibereinstimmen, womit degg(ps, 2, y) =
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degp(po, 2, y) fiir alle s € [—1,1].
O

Mit Hilfe dieses Resultats werden wir in weiterer Folge sehen, dass degp konstant auf allen
C?(Q)-Abbildungen ist, die nahe genug an einer stetigen Abbildung sind.

Bemerkung 1.11. Sei nun f stetig und y ¢ f(992). Aufgrund von Korollar 0.11 existieren Funk-
tionen Iy, ly € C?(12), sodass max, g || f(z) — li(z)|| < § dist(y, f(0R)) fiir i = 1,2. Es folgt

%dist(y, F(09)) < dist(y, 1:(9Q)) < Z dist(y, £(9Q)).

Daraus ergibt sich max g || f(z) — li(z)[| < 1 dist(y, [1(99)) fiir ¢ = 1,2 und weiter

max [[lo(z) — Li(z)| = max|f—1l+1l— f]
el e

< max||f — 4| + max|[|f — I
e z€Q

< %dist(y, L(99))

fiir i = 1,2. Sei h(t,x) = li(x) + t(l2(z) — li(x)). Da die Voraussetzungen fiir Proposition 1.10
erfiillt sind, folgt, dass degg(h(t,.), 2, y) konstant fiir ¢ € [—1,1] ist. Fiir ¢ = 0 erhalten wir
h(t,.) =1; und fiir t = 1, h(t,.) = la, also degg(l1,Q,y) = degg(l2, 2, y).

Wegen Bemerkung 1.11 hingt degp (1, Q,y) in der folgenden Definition nicht von der konkreten
Wahl von [ ab.

Definition 1.12. Sei f: Q — R" stetig, y € R™ \ f(99). Dann definieren wir degg(f,,v)
= degp(1,Q,y), wobei | € C*(Q) mit max, g [|l(z) — f(z)|| < +dist(y, f(02)) und
degp (1,9, y) durch Definition 1.8 gegeben ist.

Schlielich zeigen wir, dass degp die Eigenschaften (d1)-(d3) erfiillt und deshalb ein Brouwer-
scher Abbildungsgrad ist.

Satz 1.13. Die Funktion degg aus Definition 1.12 erfillt die drei charakterisierenden Eigen-
schaften (d1)-(d3) des Abbildungsgrades aus Definition 1.1.

Beweis.
(d1) degp(id,Q,y) =1 fir y € O

Da id(z) = y nur dann gilt, wenn z = y und y € Q, folgt

degp(id, Q,y) = Z sgn(det Jiq(z)) = sgn(det Jig(y)) = 1.
zeid~H{y}

(d2) degg(f,Q,y) = degp(f,Q1,y) + degr(f,Qa2,y), falls 1, Qs disjunkte, offene Teilmengen
von (2 sind, sodass y ¢ f(Q\ (Q1 UQs)):
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(d3)

Wir kénnen oBdA. annehmen, dass f € C%(Q2) und y ¢ f(Sf(2)). Sollte das nicht der
Fall sein, finden wir laut Korollar 0.11 fiir jedes € > 0 eine Funktion k& € C?(Q), sodass
max, g || f(z) — k(z)|| < e Wihle

€= idist(y, FQ\ (21 UQ)))

Gemeinsam mit der Voraussetzung y ¢ f(Q\ (21 UQy)) folgt y ¢ k(2 (21 UQ2)) und aus
Definition 1.12 erhalten wir degg(k,Q,y) = degg(f, 2, y) und wegen 0€2; C Q\ (21 U Qo)
auch degp(k,Q;,y) = degp(f,Q;,y) fur j =1,2.

Nun wéhlen wir y1 ¢ k(Sk(£2)), sodass ||y — y1|| < dist(y, k(Q\ (21 UQ2))). Dann gilt laut
Definition 1.8 degg(k,Q,y) = degg(k,Q,y1) sowie die entsprechenden Gleichheiten fiir
Q1 und Q. Insgesamt erhalten wir degg(f, 2, y) = degp(k,Q,y1) und degg(f,Qj,vy) =
degp(k,Q;,y1) mit j = 1,2 sowie k € C?(Q), y1 ¢ k(Sk(R2)) und y1 ¢ k(Q\ (21 UQ2)).

Sei also f € C1(Q) und y ¢ f(S;(2)). Da wir Q; und € als disjunkt voraussetzen und
y & f(Q\ (21 UQy)) gilt, erhalten wir

degB(f, Q1 U 927 y) = Z Sgn(det Jf(l‘))
zef~y}
= Z sgn(det Jr(x)) + Z sgn(det Jy(x))
wef~ 1y} wef~ 1y}
e €y

= degB(fanvy)+degB(f)QZay)'

degp(h(t,.),Q,y(t)) ist unabhiingig von t € [0, 1], falls h: [0, 1] x Q@ — R" sowie y: [0,1] —
R™ stetig sind mit y(t) ¢ h(t,00) fiir alle t € [0, 1]:

Da [0, 1] x 02 kompakt ist, existiert ein €; > 0, sodass
|h(t,z) — y(t)|| > 12¢; fir alle (¢,z) € [0, 1] x O9Q.

Da [0,1] x © kompakt ist, sind sowohl h als auch y gleichmiilig stetig. Somit gibt es eine
Zerlegung 0 =tg < t; < --- <t = 1 von [0, 1], die

17 (ts; ©) — h(tipr, 2)|| < e und [ly(ti1) —y(t)ll < e (1.4)
firallez € Qund i =0,...,m — 1 erfiillt. Fiir i = 0,...,m sei fig : Q — R” eine Folge
von C2-Funktionen, die fiir K — oo gleichmiflig gegen h(t;,.) konvergiert. Dann finden wir
einen Index ki, sodass

| fix(x) — h(t;,z)|| < e fiiralle k> ki, €Q, i=0,...,m.

Wegen ||h(t;, z) — y(t;)|| > 12€; fiir x € 0Q gilt fir i =0,...,m

3e1 < % dist(y(ti), h(ti, 8(2))
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Firi=0,...,m—1 gilt

I fivihe — Rt )l < Nfizie — A1, )+ |R(Ei1, ) — B(E, Dl
< € +€

1
< ZdiSt(y(ti)ah(tiaaQ))'

Also wird die Voraussetzung aus Definition 1.12 fiir stetige Funktionen h(t;,.) von f;
und von f;11 erfiillt.

Somit gilt
degp(fir, Q0 y(t:) = degp(h(ts,.), QL y(t:) = degp(fiy1,k, L y(t:)). (1.5)
Wegen

12e1 < |ly(t:) — h(ts, )|
< ly(t:) = firrkll + [ firrp — RCGivrs )l + [|R(ig1, ) — R(Es, )|

~~

<e€1 <e€1

folgt [ly(ti) — firrkll > 10e1, also [[y(tis1) — y(t:)|| < er < 10e1 < dist(y(ti), fi+1,6(02)).
Mithilfe von Lemma 1.9 bekommen wir

degp(fir1,Q,y(t;)) = degp(fir1, L y(tiv1))-

Gemeinsam mit (1.5) erhalten wir degg(h(t;,.), 2, y(t;)) = degg(fir1, Q, y(tit1))
=degg(h(tit1,.), Q,y(tiz1)) fiir alle i =0,...,m — 1, also

degp (h(0,.),€,y(0)) = degp(h(ty,.), % y(t1)) = --- = degp(h(1,.), 2, y(1)).

Da fiir ein festes ¢t € [0, 1] die Zerlegung 0 = tg < t; < -+ < t,, = 1 derart gewihlt werden
kann, dass t = ¢; fiir ein j € {0,...,m} ist ¢t — degg(h(t,.),2,y(t)) konstant auf [0,1].

O]

Es folgt ein Beispiel fiir die Berechnung des Abbildungsgrades in R?.
Beispiel 1.14. Sei f: R? — R? definiert durch

x 3 — 3xy?
f =| _.3 2
Y y° + 37y

Wir wollen deg(f,Uz(0),a) fiir @ = (1,0)T berechnen. Zuniichst gilt

= 3z* + 3022y% + 3y*
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Nun ist das Gleichungssystem zu l6sen:

x> — 3xy? 1
—3 +32%y = 0

Mit Hilfe einer Fallunterscheidung kommt man auf die Losungen:
1 i/2 i/2
xr1 = y L2 = , L3 =
0 V/3i/2 —/3i/2
und erhélt somit

3
3 90 27
(1,0} = 3 (ot () = sgn(3) + sgn<16+16+16> 3

1.2 Eigenschaften des Abbildungsgrades

Die Eigenschaften (d4)-(d7) folgen unmittelbar aus den Haupteigenschaften (d1)-(d3).

Definition 1.15. Eine Zusammenhangskomponente ist eine maximal zusammenhéngende Teil-
menge eines topologischen Raumes.

Proposition 1.16.

(d4) (Kroneckersches Existenzprinzip) Aus deg(f,Q,y) # 0 folgt die Existenz eines x € £,
sodass f(z) =y, d.h. f~Hy} # 0.

(db) deg(.,Q,y) ist konstant auf
lg € C(Q) : max|lg(z) - (@)l <7}

und deg(f,<,.) ist konstant auf Up(y) C R"™, wobei r = dist(y, f(O)). Weiters ist
deg(f,€,.) konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von R™\ f(0Q).

(d6) Der Abbildungsgrad hingt nur von den Werten am Rand ab, d.h. deg(g,Q,y) = deg(f, 2, y)
wenn glaa = flaq-

(d7) Sei Qp eine offene Teilmenge von 2, wobei y ¢ f(Q\ Q). Dann gilt deg(f,Q,y) =
deg(f, 1, y).

Beweis.

(d7) Sei Q1 := Q und Qy := 0. Wegen (d2) gilt deg(f,Q,y) = deg(f,Q,y) + deg(f,0,y) und
damit deg(f,0,y) = 0. Also folgt aus (d2) mit Qy = 0, dass deg(f,Q2,y) = deg(f, A, y),
wann immer Q; offene Teilmenge von € ist und y ¢ f(Q\ €1).

(d4) Sei f~Hy} =0, alsoy ¢ f(Q) = f(Q\0). Aus (d7) mit Q; = 0 folgt deg(f,Q,y) =
deg(f,0,y) = 0.
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(d5) Wir zeigen zuerst, dass deg(., (2, y) konstant ist auf
{geC(Q): max lg(z) — f(2)|l < dist(y, f(9€2))}.

(d3) besagt, dass deg(h(t,.), 2, y) konstant ist, wenn h stetig ist und y ¢ h(t,00). Fir
g aus obiger Menge definieren wir die stetige Funktion h(t, z) := tg(x) + (1 — t) f(z). Es
bleibt zu zeigen, dass y ¢ h(t, Q). Betrachte fiir x € 92

ly =h(t,2)| = lly—tg(z) — f@) +tf ()l = lly — f(x) = tg(x) = f(2))]]
ly — F@) = [l (g(x) = f(2))]-
Wegen [ly — f(z)]| = dist(y, f(9€)) und |[(g(z) — f(2))[| < dist(y, f(99) folgt

ly = f(@)I = [tll[(g(x) = F(@)]] ly = f(@)I] = [¢] dist(y, f(692))

dist(y, f(992)) — [t| dist(y, f(95))
0.

Y

AVARAVARAYS

Also gilt y ¢ h(t,09) und aus (d3) folgt deg(f,Q2,y) = deg(g, 2, y).

Fiir die letzte Aussage stellen wir fest, dass R™\ f(9€2) offen ist und damit auch ihre Zusam-
menhangskomponenten. Wir verwenden die Figenschaft, dass in R™ zusammenhéngend
dquivalent zu wegzusammenhéingend ist; Siehe [Kal5, Kapitel 11, Lemma 11.3.3]. Wenn
also B eine Zusammenhangskomponente von R™ \ f(9f2) ist und y;,y2 € B, dann finden
wir eine stetige Kurve y: [0,1] — B, sodass y(0) = y; und y(1) = y2. Wihle h(t,z) = f(x).
Dann folgt aus (d3), dass der Abbildungsgrad konstant auf Zusammenhangskomponenten
ist.

Dass deg(f,€,.) auf U,(y) mit r = dist(y, f(992)) konstant ist, folgt aus dem soeben
Gezeigten, da die Kugel U, (y) ganz in einer Zusammenhangskomponente enthalten ist.

(d6) Wir verwenden (d3), setzen y(t) = y und h(t,z) = tf(x) + (1 — t)g(z). Fir z € 99 gilt
h(t,z) = tf(x) + (L= 1) f(x) = f(x) # y, also y & h(t,09).

O]

1.3 Eindeutigkeit des Abbildungsgrades

Dieses Unterkapitel beschéftigt sich ausschliellich mit dem Beweis der Eindeutigkeit des Brou-
werschen Abbildungsgrades.

Lemma 1.17. Sei A € R™"™ mit det A # 0 und Q C R™ offen mit 0 € Q. Erfillt deg (d1)-(d3),
so gilt

deg(A,,0) = sgn(det A).

Beweis. Sei R™ = N & M wie in Proposition 0.19, sodass A|x nur die paarweise verschiedenen
negative Eigenwerte A1, ..., A, und A|ys keine negativen Eigenwerte hat. o, . .., a;, bezeichnen
die Vielfachheiten von A1, ..., A,,. Weiters seien piy,41, . . ., pp mit p < n die positiven Eigenwerte
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von A und by,41,...,b, deren Vielfachheiten. 0 ist kein Eigenwert von A, da A regulér ist. Es
gilt

det(A—Xid) = (1" [T =) T O\ —up)™,
k=1 j=m+1

und infolge

m P m
det A = (—1)“ H | A | %% H ,ujj mit o = Zak,
k=1 k=1

j=m+1

also sgn(det A) = (—1).

Wenn A keine negativen Eigenwerte hat, gilt det(¢tA+(1—t)id) # 0in [0, 1], womit die Vorausset-
zungen von (d3) wegen 0 €  erfiillt sind. Aus (d1) und (d3) folgt deg(A, 2,0) = deg(id, 2,0) =
1 = sgn(det A).

Betrachten wir nun den Fall, dass A negative Eigenwerte hat, also N # {0}. Wegen R” = N& M
hat jedes x € R™ eine eindeutige Darstellung x = Pyx 4+ Pyrx mit Pyxz € N und Pz € M mit
Projektionen Py: R™ — N und Pyy =1 — Py: R" — M.

Wir wollen deg(A,,0) = deg(—Pn + P, 2,0) zeigen und benétigen dafiir die Homotopie
ho(t,z) = tAz + (1 — t)(—Pyz + Pyz). Um (d3) anwenden zu koénnen, muss gelten, dass

ho(t,x) =tAz + (1 — t)(—Pyx + Pyz) # 0 fir (¢,x) € [0,1] x 0Q. (1.6)

Um das einzusehen, beachte, dass h(0,z) = 0 die Gleichung Pyz = Py € NN M = {0} und
weiter x = 0 ¢ 02 impliziert.
Als néichstes nehmen wir h(¢,z) = 0 mit ¢ # 0 an, also

tAx + Pyx — Pyx + tPyx — tPyx =0,
was wegen R” = N @& M &quivalent zu
tAPyx — (1 —t)Pyx =0 und tAPyx+ (1 —t)Pyz =0
beziehungsweise zu

APyx = APyx € N und APyx = -APyxe M

ist, wobel \ = % > 0. Da A|y nur negative und A|p; nur positive Eigenwerte hat, folgt
Pyz = Pyx = 0, was x = 0 ¢ 0N ergibt. Da wir x € 02 vorausgesetzt hatten, erhalten wir

einen Widerspruch. Also folgt aus (d3)
deg(A,Q,0) = deg(—Pn + Par, ©2,0). (1.7)

Schritt 1:
Sei @« = dim N gerade, also a = 2p fiir p > 1. Wir konstruieren eine a x a-Matrix B mit
B? = —I|y. Fiir p =1 sei B = By, wobei
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Fiir allgemeines p bestehe B aus Bi-Blocke in der Hauptdiagonale, also
boj—1,2j =1 =bgj2j—1 fir j =1,..,p, (1.8)

und bj;, = 0 fiir alle anderen j, k.
Wir definieren Homotopien zwischen — Py + Py; und BPy + Py und zwischen I = Py + Py
und BPy + Pys durch

hi(t,z) = tBPyx — (1 — t)Pyx + Py,
ho(t,z) =tBPyx + (1 —t)Pyz + Py

Um (d3) anwenden zu kénnen, muss
hi(t,z) =tBPyx — (1 — t)Pyz + Pyx #0, (t,x) € [0,1] x 0

gelten. Fiir t = 0 wiirde h1(0,2) = —Pyx + Pyz = 0 auch = 0 ¢ 909 implizieren. Fiir ¢ # 0
folgt aus hy(t,z) =0

1-—1t¢
BPnx = TPN.T und Pyx =0,

was im Fall x # 0 aber ein Widerspruch dazu ist, dass B nur komplexwertige Eigenwerte hat.
Die Argumentation fiir hy verlduft analog. Aus (d3) und (1.7) folgt deg(A,2,0) = deg(I,,0) =
1= (-1)% = sgn(det A).

Schritt 2.1:

Sei @ = dim N ungerade, d.h a = 2p + 1 fiir p > 0. Wir kénnen N schreiben als: N = N1 & No
mit dim Ny = 1 und dim Ny = 2p mit dazugehorlgen Projektionen Q1 N — N und QQ =
I|N Ql N — Ns. Dann gilt PN—Q1PN+Q2PN

Wir wollen zeigen, dass die Homotopie hg(t x) = —QlPN + tBQy Py — (1-— t)QgPNx + Py
zwischen —Q1 Py — Q2Py + Py und —Q1 Py + BQoPy + Py die Ungleichung hs(t,z) # 0 auf
[0,1] x O erfiillt. Hier ist B wie in (1.8).

Fiir t = 0 erhalten wir h3(0,x) = —Q1Pyz—QoPyz+ Pyx # 0, da x € 9Q und somit Pyz # 0
oder Py # 0. Angenommen, es exitiert (t,z) € (0,1] x 99, sodass hs(t,z) = 0. Dann folgt
durch wenige Umformungen

~ 1—¢ =~
B(QQPNl') = T(QQP]\[%‘) und PM{L' = 0,

was im Falle x # 0 ein Widerspruch dazu ist, dzzss B nur komplexe Eigenwerte besitzt.
Wir bené6tigen noch eine Homotopie zwischen —Q1 Py +BQoPn+ Py und —Q1 P+ Qo Py + Py

ha(t,z) = —Q1Px +tQoPy + (1 — t)BQo Py + Pyy.

Der Beweis, dass h4(t,z) # 0 auf [0, 1] x 02 ist, verlduft analog zu jenem von h3(t, x).
Kennzeichnen wir die Homotopien hg, hs und hy4 in dieser Reihenfolge mit —, so erhalten wir
insgesamt

A — —Py + Py — —Q1Py + BQa2Py + Py — —Q1Py + Q2Py + Py

21



Wegen (d3) folgt deg(A,Q,0) = deg(—Q1 + Q2,,0) mit Q1 = Q1 Py und Q2 = Q2P + Py,
Dabei sind @1 und @ die Projektionen zur Zerlegung R™ = N1 & (Ny & M).

Schritt 2.2:
Wir wissen bereits deg(A, 2,0) = deg(—Q1+Q2, 2, 0) und wollen deg(A, Q2,0) = —1 = (—1)?PF!
= sgn(det A) nachweisen. Also bleibt noch deg(—Q1 + @Q2,€,0) = —1 zu zeigen.

Wegen dim Ny =1 gilt N1 = {)e : A € R} fiir ein e € R” mit |le|| = 1. Betrachte
U={Xe: A€ (-2,2)}, Up={re:X€e (-2,0)}, Uy={Xre: A€ (0,2)}
und sei V' C No & M eine offene Menge mit 0 € V. Wir definieren eine Abbildung
f:U+V =R Xed+r— (|]A|—1)e+r.

Die Funktion hs(t, \e +7) = t(|]\| —2)e+e+r mit ¢ € [0,1], \e+r € U +V ist eine Homotopie
zwischen f und der Funktion g(Ae+7) = e+r. Wir zeigen hs(t, Ae+1) # 0 auf [0,1] x O(U + V).
Angenommen hs(t,\e + r) = 0 fiir ein Paar (t,Ae + r) € [0,1] x (U + V). Beachte, dass
AU +V) = (dU + V) U (U + 8V) U (dU + dV). Es folgt

t(J\—2)e+e=0 und r=0.
Wegen || — 2 = 0 auf 90U, sowie 0 ¢ OV erhalten wir einen Widerspruch. Also folgt aus (d3)
deg(f,U +V,0) =deg(g,U + V,0). (1.9)

Da e konstant und ungleich 0 ist und damit g=1{0} = {), folgt aus (d4) deg(g, U + V,0) = 0 und
wegen (1.9) auch deg(f,U + V,0) = 0.

Wegen f|ly = (|A| — 1)e = 0 genau dann, wenn || = 1, folgt, dass f|y keine Nullstellen in
U\ (U1 U UQ) hat, also 0 §é f‘U(U\ (U1 U UQ)), was 0 §7§ f(U +V \ [(Ul U UQ) + V]) impliziert.
Also gilt laut (d2)

0 =deg(f,U+V,0) =deg(f,U1 +V,0) + deg(f,Uz + V,0).

Wir untersuchen nun f|y,+v(Ae+7r) = —(A+1)e+r. Die einzige Nullestelle dieser Funktion ist
—e+0 € U; + V. Betrachten wir —(A+1)e+r auf ganz U +V, wird klar, dass es keine weiteren
Nullstellen gibt. Weiters erkennen wir —(A+1)e+r = —Ae—e+r = [(—id |y)+id |v](Ae+71) —e.
Aus (d7) folgt

deg(f, U1 + V,0) = deg(flv,+v,U1 +V,0) = deg([(—id |y) +id |v] — e, U + V,0).
Nun betrachten wir die Homotopie hg(t, \e+71) = —Ae—te+r zwischen [(—id |y)+id |y] —e und
[(—id |y)+id |v]. Da hg(t, Ae+r) = 0, t = —X impliziert, aber |A\| = 2 auf U, ist hg(t, Ae+7) # 0
auf [0,1] x 9(U + V). Aus (d3) folgt
deg([(—id ) +id|v] —e,U + V,0) = deg([(—id |y) +id |[v], U + V,0).

Wir gehen analog fiir fly,+v(Ae+7) = (A—1)e+7 vor. Dae+0 € Us +V die einzige Nullstelle
von (A —1)e+r auf ganz U ist und (A — l)e+7r = Ae—e+r = [(—id|y) + id|v] — e, folgt
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zusammen mit (d7)
deg(f, Uz +V,0) = deg(flu,+v,Uz2 + V,0) = deg([(—id|v) +id [v] —e,U + V,0).

Die Homotopie h7(t, Ae +r) = Ae — te + r zwischen [(—id|y) +id |y] + e und [(—id|¢) +id |v]
erfiillt die Voraussetzungen von (d3), da |A| = 2 auf OU und somit ¢ # A beziehungsweise
hr(t, Ae + 1) # 0. Wir erhalten

und damit insgesamt

0= deg(fa Ul + V7 O) + deg(f7 U2 + V’ O)

1.10
— deg(l(~id|o) +id[v], U+ V;0) + deg((id | +id v}, U + V;0). (1.10)

Wegen [id | +id |v] = id |y4+v und (d1) gilt deg([id |y+id |v], U+V,0) = 1. Also folgt gemeinsam
mit (1.10)

deg([(—id|y) +id|v],U + V,0) = —1.

Da U und V Nullumgebungen sind, und wir 0 € ) vorausgesetzt haben, existiert eine offene
Nullumgebung Q7 C R™ mit 3 C QN (U + V). Somit folgt aus (d7)

deg([(—id|y) +id|v], U+ V,0) = deg([(—id|v)+id[v],21,0)
deg([(_ id ’U) +id |V]> Qv 0)
deg([(_ id ’N1) +id |N2€BM]7 Q, O)'

Also erhalten wir schlussendlich
deg(A,Q,0) = deg(—Q1 + Q2,9,0) = deg((—id |n;) X id | Ny@ar, ©2,0) = —1 = sgn(det A).

O]

Satz 1.18. Se:
M = {(f,9,y) : @ CR" offen und beschrinkt, f € C(), y € R™\ f(9N)}.
Dann existiert hochstens eine Funktion
deg: M — 7Z
mit den Eigenschaften (d1)-(d3).

Beweis. Sei deg : M — Z eine beliebige Funktion mit den Eigenschaften (d1), (d2) und (d3).
Wir zeigen, dass dann deg = degp gilt. Der Beweis ist in 2 Schritte aufgeteilt.

Schritt 1:
Als erstes betrachten wir f € C%(Q) mit y ¢ f(OLU Sy).
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Falls f~Hy} = 0:
Wegen (d4) gilt deg(f,Q,y) = 0. Da degp auch (d1)-(d7) erfiillt, gilt auch degg(f,Q2,y) = 0.

Falls f_l{y} = {:L'la s 7$m} 7& (Z) :
Wir definieren die lineare Abbildung A; als A; := Jy(x;) fiir alle ¢ = 1,...,m. Wir wissen aus
Lemma 1.17, dass

degp(f,Qy) =Y sgn(det Jp(z;)) = ) deg(4;,2,0).
=1 =1

Nun wollen wir zeigen, dass

deg(f,Q,y) = degB(f7Q’y)' (111)

Dazu wihlen wir disjunkte offene Umgebungen U; von z;. Wegen y ¢ f(2\ (U, U;)) folgt aus
(d7)

deg(f,Q,y) =Y deg(f,U;,y).

=1

Um deg(f,U;,y) zu berechnen, bemerke, dass per Definition der Ableitung auf normierten
R&aumen sicher

f(@) =y + Ai(z —x;) + |lz — x| - e(x — 25), (1.12)

wobei ¢ in 0 stetig ist mit £(0) = 0. Da die Matrizen A; fiir alle ¢ regulér sind, existieren die
Inversen Ai_l. Aus

2l = A7 Aiz]| < 147 1]l Aszll

folgt ||Aiz|| > ||z]| - ¢ auf R™ fir ¢ = H;j” > 0. Betrachte die stetigen Funktionen y(t) = ty

und h(t,z) = tf(z) + (1 — t)A;(x — z;). Fur ¢t € [0,1] und hinreichend kleines § > 0 folgt aus
[ = ail| <6

[n(t,2) =y = [[Ai(z — i) + - |lz — il - e(z — zi)
> Az —z)|| = (It - lz — @il - e(z — =)
> ez —aill = llz — il - e(z — 2:) > 0.

Deshalb folgt aus (d3) und (1.12), dass deg(f, Us(x;),y) = deg(A; — A;x;, Us(z;),0).
Da auf U; \ Us(x;), f(x) # y gilt, folgt mit (d7)

deg(f,Ui,y) = deg(f,Us(xi),y)

und somit
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Da x; die einzige Losung von A;(x — z;) = 0 ist, folgt wieder aus (d7)
deg(AZ - Ail‘i, U(g(l‘i), 0) = deg(Al — Ail‘i, UT(O), 0) (114)

mit 7 > 0, sodass U, (0) D Us(z;) fiir alle i. Wihlt man y(t) = 0 und h(t,z) = t(A;x — Ax;) +
(1 —t)Ajx = Aj(x — tx;), so gilt wegen

o = txi|| = [ll=]| = tlaill] = r — t]zi]| >0 fir = e dU(0),
h(t,z) # 0 auf [0,1] x OU,(0). Aus (d3) folgt schiefllich
deg(A; — Az, Ur(0),0) = deg(4;, Ur(0),0)
und mit (1.13), (1.14) und (d7)
deg(A4;, €2, 0) = deg(A;,U,(0),0) = deg(f, Ui, y).

Somit bekommen wir mit Hilfe von Lemma 1.17 schlie3lich

deg(f,Qy) =D deg(f.Usy) =Y deg(4;,Q,0) = > degp(A;, Q,0) = degp(f, Q2,y).
=1

=1 i=1

Schritt 2:

Sei nun f € C?(Q) und y ¢ f(09) beliebig.

Dann gilt Uy(y) N f(02) = 0, wobei o = dist(y, f(0N2)). Wihle h(t,z) = f(x) und y(t) =
ty + (1 — t)y1, wobei y1 € Ua(y) und y1 ¢ f(S¢(£2)) ist. Die beiden Funktionen sind stetig.
Wegen h(t,00) = f(9Q) und Uy (yo) N f(0K2) = 0, sind die Voraussetzungen von (d3) erfiillt.
Es folgt

deg(f,Q,y1) = deg(f, Q,y) fiir alle y; € Uy(y).

Dieselbe Aussage gilt fiir degp, womit deg(f,Q,y) = degp(f,Q,y).

Betrachte schlussendlich f € C(Q) und y ¢ f(99). Dann ist a = dist(y, f(9Q)) > 0 und wir
finden g € C?(Q), sodass max,q||f(z) — g(x)|| < «, siche Bemerkung 0.10. Die Funktion
h:[0,1] x Q — R™, definiert durch h(t,z) = (1 —t)f(x) + tg(z) ist stetig und mi y(¢) = y gilt

1Rt ) —y(@)[| = [If (z) —yll - I;lgg\lf(w) —g(w)| >0 fir z € oQ.

Aus (d3) folgt deg(f, 2, y) = deg(g, 2, y). Dasselbe gilt fiir degp, womit der Satz gezeigt ist.

O
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2 Anwendungen der Abbildungsgrades

Es folgen einige bekannte Sétze, in deren Beweisen der Abbildungsgrad angewendet wird.

2.1 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Definition 2.1. Sei X ein Raum und A C X ein Teilraum. Eine Retraktion ist eine stetige
Abbildung f: X — A, fiir die f|4 =id|4 gilt.

Lemma 2.2. Sei R >0 und f: Kr(0) C R"™ — Kg(0) stetig. Dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Wenn f einen Fixpunkt am Rand hat, dann sind wir fertig. Wir kénnen also = # f(z)
fiir alle z € OUR(0) annehmen. Sei h: [0,1] x OUR(0) — R™ definiert durch h(t,z) = z —tf(x).
Dann gilt h(t,z) # 0 fur (¢,x) € [0,1] x OUR(0). Um das einzusehen, bemerke, dass am Rand
|z]| = R und f(z) # z gilt, weshalb

1At 2)[| = Nzl = e[ f ()] = R = ¢ f(z)]| = (1 = )R > 0

auf [0,1) x OUR(0). Fiir ¢t = 1 gilt am Rand h(t,z) = = — f(x) # 0. Aus (d3) und (d1) folgt
deg(id —f,9Q,0) = deg(id,2,0) = 1. Aus der Eigenschaft (d4), dem Kronckerschen Existenz-
prinzip, folgt, dass es ein x € Ug(0) gibt, fiir das z — f(x) = 0 beziehungsweise f(z) = x
gilt. O

Satz 2.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei D # () eine konvezxe, kompakte Teilmenge von R™
und f: D — D eine stetige Abbildung. Dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Wihle Ug(0) so grof8, dass D C Ur(0). Dann existiert eine Retraktion pp : Kr(0) — D
mit [|[x—pp(x)|| = inf{||y—=z| : y € D} fiir alle z € Kr(0), siche [WKB15, Kapitel 3, Satz 3.2.3].
Nun wenden wir Lemma 2.2 an und erhalten, dass z¢p € Kr(0) existiert mit f(pp(zo)) = wo.
Da f nach D hinein abbildet, gilt 9 € D und somit pp(x¢) = ¢ und schlieBlich f(x¢) = zo.
O

Dieses wichtige Theorem kann unter anderem bei Eigenwertproblemen verwendet werden.

Proposition 2.4 (Perron-Frobenius). Sei A = (a;;) eine n x n-Matriz mit a;; > 0 fir alle
i,j=1,...,n. Dann existiert A > 0 und x # 0 sodass x; > 0 fir allei =1,...,n und Az = Az,
d.h. A hat einen nicht negativen FEigenvektor zu einem nichtnegativen Figenwert.

Beweis. Sei

D={zeR":z;>0firallei=1,...,n und Zfb‘z‘zl}
i=1
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Wenn Ax = 0 fiir ein z € D, so folgt die Aussage mit A = 0. Wenn Ax # 0 auf D, dann gilt
wegen der Kompaktheit von D, dass > | (Az); > o fiir ein & > 0 und alle z € D.

Die Abbildung f: x — Ax/> "  (Az); ist stetig auf D und es gilt f(D) C D. Nach dem
Brouwerschen Fixpunktsatz hat f einen Fixpunkt zg € D, wodurch Axy = Axp mit A =

> i1 (Axo);. O

2.2 Geometrische Anwendungen

Bemerkung 2.5. Aus (d5) folgt fiir beschrinktes und offenes 2 C R™ und f € C(Q), dass
deg(f,Q,y) auf einem Gebiet G C R"™\ f(0f2) konstant ist. Deshalb wird die Schreibweise

deg(f, Q, G) verwendet fiir deg(f,Q2,y) mit y € G.

Lemma 2.6. Sei Q C R" offen und beschrinkt, f : Q@ — R"™ stetig. Seien K; die Zusam-
menhangskomponenten von R™\ f(09). Dann ezistieren fir n = 1 genau zwei unbeschrinkte
Komponenten. Fiir n > 1 existiert genau eine unbeschrdinkte Komponente.

Beweis. Fiir n = 1 finden wir, da f(Q) kompakt ist, ein Intervall [a, b], sodass f(Q2) C [a, b]. Al-
so existiert eine unbeschriankte Zusammenhangskomponente Ko, D (—00,a) und eine weitere,
K, D (b,00). Jede weitere unbeschrinkte Zusammenhangskomponente hat infolge nichtleeren
Schnitt mit Ko, oder Ko, und stimmt daher mit K, oder K, iiberein.

Fiir n > 1 finden wir, da f(€2) kompakt ist, ein hinreichend grofies € > 0, sodass K.(0) D f(Q).
R™\ K¢(0) ist zusammenhéngend und unbeschriankt. Das heifit, eine unbeschrinkte Zusammen-
hangskomponente Ko, von R™\ f(09) enthilt bereits R™ \ K(0) und hat damit nichtleeren
Schnitt mit jeder anderen unbeschrinkten Zusammenhangskomponente, womit es nur eine un-
beschriankte Zusammenhangskomponente geben kann. O

Satz 2.7 (Produkttheorem). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € C(Q),g € C(R™) und
seien D; mit i € I die beschrinkten Zusammenhangskomponenten von R™\ f(0). Weiters sei

y & (go f)(0). Dann gilt:

deg(go f,Q,y) = deg(f, 2, D;) deg(g, Di,y),

wobei nur endlich viele Summanden ungleich 0 sind.

Beweis. Siehe [De85, Kapitel 1, §5, Satz 5.1] O

Definition 2.8. Eine stetige Kurve C': [a,b] — R heiit einfach geschlossen, wenn C'(a) = C(b)
und wenn sie auf [a, b) injektiv ist.

Satz 2.9 (Jordanscher Kurvensatz). Jede einfach geschlossene stetige Kurve C: [a,b] — R2
teilt R? in zwei Gebiete 1 und Qo so auf, dass C([a,b]) = 00 = Qs und Qy = R2\ Q.

Da fiir eine einfach geschlossene stetige Kurve C, ihr Bild C(]a, b]) homéomorph zum Einheits-
kreis OU7 (0) ist und da U7(0) und R?\ K1(0) die Zusammenhangskomponenten von R?\ 9U; (0)
sind, kann das Theorem auch folgendermafien umgeformt werden: Wenn eine Kurve C([a, b]) C
R? hom6omorph zu U1 (0) ist, dann hat R? \ C' genau zwei Zusammenhangskomponenten.
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Lemma 2.10. Sei K C R™ abgeschlossen und seien G; die Zusammenhangskomponenten von
R™\ K, d.h. G; sind offene und paarweise disjunkte Mengen, sodass R" \ K = |J;cy Gi. Dann
gilt 0G; C K fiir alle i € N.

Beweis. Angenommen es existiert ein j, sodass 0G; € K. Das heifit es gibt ein 2y € 9G,; mit

xo ¢ K. Daraus folgt g € R" \ K = |J,c G und somit existiert ein i € N mit zg € Gj,. Da

G; offen und disjunkt sind, und somit getrennt, erhalten wir einen Widerspruch zu zg € 9G}.
O

Der Jordan-Brouwer Zerlegungssatz ist die Verallgemeinerung des Jordanschen Kurvensatzes
auf R”.

Satz 2.11 (Jordan-Brouwer-Zerlegungssatz). Sei n > 1 und seien A1 C R™ und Ay C R"
kompakte Mengen, die homdomorph zueinander sind. Dann haben R™\ Ay und R™ \ Ay die
gleiche Anzahl an Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Sei h: Ay — As ein Homdomorphismus und % eine stetige Fortsetzung auf R™. Sei
h~1 die Umkehrabbildung von k und h~! eine stetige Fortsetzung auf R"™. Diese Fortsetzungen
existieren laut Korollar 0.13. Weiters seien K; die beschréinkten Zusammenhangskomponenten
von R" \ A; mit j € J und wir benennen die unbeschrinkte Komponente K. Seien L; die
beschrénkten Komponenten von R™ \ Ay mit ¢ € I und die unbeschrinkte Lo,. Wir definieren
J = JU{oo} und I := I U{co}. Man bemerke, dass dK; C Ay und OL; C Ag; siche Lemma
2.10. Also gilt h(0K;) C A2 und h™1(9L;) C A;.

Sei j € J fest. Bezeichne G, die beschriinkten Zusammenhangskomponenten von R" \ h(9K;)
mit ¢ € @ und G die unbeschréinkte Komponente davon und sei @) := Q U {oo}. Wegen

ULi =R"\ 4, cR"\ h(0K;) = | ] G, (2.1)

iel a€Q

gibt es zu jedem 7 € I ein q € Q, sodass L; C Gg. Insbesondere gilt Lo, C G0, weil jeweils
genau eine unbeschréinkte Komponente existiert.
Fiir y € K folgt aus (d1) und (d6) wegen (b= o h)|ox; = (h™" o h)|ax,

1=deg(h™' oh, K;,y) = deg(h~T o h, Kj,y).
Mit Hilfe des Produkttheorems erhalten wir

1 =deg(h~loh, Kjy) = Z deg(h, K;,Gy) deg(h=1, Gy, y).
9€Q

Sei N, = {i € I : L; € G,}. Wir wollen zeigen: Aus y € K; C R™\ A; folgt y ¢ h=1(G, \
Uien, Li)- Wegen (2.1) gilt Gq \ U;en, Li C A2 fiir alle ¢ € Q Aus y € K folgt y ¢ Ay =
h~(As) = h=1(Az) und damit y ¢ h=1(G, \ UZGN i)- Also folgt aus (d2)

deg(h—1 Z deg(h~T, L;, y).
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Nach der Definition des Abbilungsgrades deg(., ., G) auf einem Gebiet G, siche Bemerkung 2.5,
gilt

deg(h, K;,G,) = deg(h, K, L;) fiir alle i € N,.
Wegen y € K erhalten wir
1=> """ deg(h,Kj, Li)deg(h~T, Li,y) = Y _ deg(h, K, L;) deg(h~1, Ly, K;). (2.2)
q€Q €Ny iel

Wir wiederholen das gleiche Argument mit festem L; anstatt K; und h und AT vertauscht und
erhalten

1= deg(h,Kj,L;)deg(h~ 1, L;, K;) fiir alle i € I. (2.3)
jeJ

Hat R" \ Ay nun |I| < oo viele Zusammenhangskomponenten L;, dann bekommt man aus (2.2)
und der Summation in (2.3) tiber 4

11 =>"1=>"> deg(h, K;, Li)deg(h~ 1, L;, K;) = > .1 =|J].

iel jeJ iel jeJ

2.3 Topologische Anwendungen

Satz 2.12 (Der Satz vom Igel). Sei n ungerade und Q@ C R™ offen und beschrinkt mit 0 € Q.
Sei f: 00 — R™\ {0} stetig. Dann existiert ein x € 02 und A # 0, sodass f(x) = Ax.

Beweis. Aufgrund von Korollar 0.13 kénnen wir annehmen, dass f auf ganz € stetig ist. Da n
ungerade ist, gilt deg(—id, 2,0) = —1; siehe Lemma 1.17.

- 1.Fall: deg(f,,0) # —1:
Aus deg(f,Q,0) # deg(—1id,2,0) folgt wegen (d3), dass h(t,z) = (1 —t)f(z) — tx eine
Nullstelle (to, zo) € (0,1) x 92 haben muss. Also gilt f(zo) = 120 xo. Wir haben also ein
x € 09 gefunden, sodass f(z) = Az mit A\ = lioto

- Fall 2: deg(f,9Q,0) = —1:
Wegen deg(id,2,0) = 1 kann man analog mit (d3) sowie h(t,z) = (1 — t)f(x) + tx
argumentieren.

Wir finden also fiir beliebigen Abbildungsgrad von f ein € 9Q und X # 0, sodass f(x) =
Az, O

Lemma 2.13. Seien u : @ — R™ und v : Q@ — R Abbildungen, wobei 0 C R™ offen und
beschrinkt, u,v € C*(Q). Sei v(z) # 0 auf einer Teilmenge A C Q. Sei hy(z) = u(x) — v(z)y
fiir ein y € R™. Dann gilt 0 ¢ hy|a(Sy,|,) fir fast alle y € R™.
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Beweis. Gilt fiir x € A die Gleichung ¥ (x) =y, also hy(x) = 0 fiir ein y € R", dann folgt aus der
Quotientenregel Ju(z) = (1 yn, (2 (z). Also gilt det(Jx (z)) = 0 genau dann wenn det(Jp, (z)) =0
unter gegebenen Voraussetzungen und somit = € Su, genau dann wenn z € Sp,. Aus dem
Satz von Sard, siehe Satz 0.7, folgt, dass fiir fast alle y € R™ gilt y ¢ “]A(Su|A) Somit ist

0 & hyla(Sh,|,) fiir fast alle y € R™. O

Satz 2.14 (Der Satz von Borsuk). Sei Q C R™ offen, beschrdankt und symmetrisch um 0 € Q.
Wenn f € C(Q) ungerade ist und 0 ¢ f(0) gilt, dann ist deg(f,Q,0) ungerade, insbesondere

deg(f,9Q,0) # 0.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f € C?(Q2) mit det J¢(0) # 0. Falls das néimlich nicht der
Fall ist, finden wir laut Korollar 0.11 eine Funktion g; € C%(), sodass max, g || f(z) — g1(z)|| <
é dist(0, f(0€2)). Wir definieren die ungerade Funktion go(z) := 3(g1(z) — g1(—x)) und wihlen
ein 0 € R mit max, g ||0z| < 3§ dist(0, f(12)), das nicht Eigenwert von Jy,(0) ist. Dann ist

fi=g2—0-id € C*(Q) ungerade mit det J#(0) # 0. Wir erhalten

1F@) = 1@ = @) - did(e)  1(@)]
- 3@ - aa) - do - s
— 3@ - n-a - b0 - 50 - s
< (@) = F@I + o (~2) — F(==)]) + o]
< %2 - %dist((), £(09)) + |15z
< édist(& £(69) + édist(o, £(09))
1

= —dist(0, f(O9)).

W

Somit folgt deg(f, 2, 0) = deg(f,,0) aus (d5).

Sei also f € 62(9) ungerade und det J¢(0) # 0. Es reicht zu zeigen, dass es ein ungerades

g€ 62(9) gibt, welches hinreichend nahe an f ist, sodass 0 ¢ g(S4(€2)). Da g ungerade ist, gilt
g(0) = 0 und somit

deg(f,€,0) = deg(g,2,0) = sgn(det J4(0)) + Z sgn(det Jy4(x)), (2.4)
0#xeg—1{0}

2 ist symmetrisch um die Null und g ist ungerade. Also ist g(x) = 0 #quivalent zu g(—xz) = 0,
womit die Summe eine gerade ganze Zahl ergibt. Wegen sgn(det J,(0)) # 0 werden wir erhalten,
dass deg(f,2,0) ungerade und insbesondere ungleich 0 ist.

Wir konstruieren fiir gegebenes € > 0 induktiv ungerade Funktionen g1, ..., g, € C?(Q) mit

|f(z) — gr(z)|| < € fiir @ € Q. (2.5)
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Dabei soll gelten 0 ¢ gi|q, (S

gk\ﬂk)’ k=1,...,n wobei

Qe :=Q\ (HiN---NHg) ={x € Q:x; #0 fiir mindestens ein i < k}
und
Hy = {x e R" : x}, = 0}.

Sei g1(z) := f(x) — 23y, mit y; € R, sodafs max, g, [[f(z) —g1(z)| = max, g, lz3y1]| < € und
0 ¢ g1la, (Sgo, )- Wegen f und z$ € CY(Q) ist das laut Lemma 2.13 moglich.

Angenommen wir haben gj definiert mit (2.5) und 0 ¢ 9k|9k(sgk\nk)'

Sei gp+1(z) = gx(x) — xz+1yk+1. Wieder ist yr41 so gewihlt, dass (2.5) erfiillt ist und 0 ¢
gk‘*‘l‘Q\HkH(Sgk+1|Q\Hk+1)'

Fir x € QN Hiyq gilt wegen zx11 = 0, gry1(z) = ge(z) und Jy, (2) = Jy, (v). Fir o €
QN Hjyq folgt daher aus 0 = g4 1(7) = gr(x) wegen 0 & gilq, (S...), dass Jy, ., (0) = Jg, (0) # 0,
also 0 ¢ gk+1|9kak-+1(Sgk+1\nkak+1)‘

Wegen (2 N Hyq1) U (2 \ Hiq1) = Qg1 erhalten wir 0 ¢ gry1lo,, (S,

k+1leg )-

Fiir g := g,, gilt daher wegen Q \ {0} = Q,, 0 ¢ g|Q\{0}(S’g‘Q\{O}) und nach Konstruktion von g
gilt Jy(0) = J;(0) # 0. Somit erhalten wir 0 ¢ g|a(Sy,). Fiir € > 0 hinreichend klein folgt aus
(d5), dass deg(f,2,0) = deg(g,2,0). O
Die folgenden Korollare resultieren aus dem Satz von Borsuk.

Korollar 2.15. Sei Q2 C R™ offen, beschrinkt und symmetrisch um 0 € Q. Sei f € C(Q), sodass
0¢ f(O) und f(—x) # Af(x) auf OQ fir alle X > 1. Dann ist deg(f,$2,0) ungerade.

Beweis. Wir betrachten die ungerade Funktion g(z) = f(z) — f(—x) und stellen die Homotopie
hit,z) = (1 —1t)f(x) +t(f(x) — f(—2)) = f(x) — tf(—x) zwischen f und g auf. Wir wollen nun
h(t,z) # 0 auf [0, 1] x O zeigen. Wire h(t,z) = 0 mit z € 9Q und ¢ € [0, 1], so hétten wir

f(z) =tf(—z) und damit f(—=z) = Af(z) (2.6)

fir A = % > 1, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist. Aus dem Satz von Borsuk
folgt, dass deg(g, 2,0) ungerade ist und wegen (d3) schlieBlich auch deg(f,€2,0).
U

Korollar 2.16 (Borsuk-Ulam). Sei Q@ C R™ mit den Voraussetzungen aus Korollar 2.15,
f: 00 = R™ stetig und m < n. Dann existiert ein x € 9 sodass f(x) = f(—x).

Beweis. Betrachte f als Abbildung von R™ nach R™ x {0} C R™. Angenommen f(z)—f(—z) # 0
auf 99). Die Funktion g sei eine stetige Fortsetzung von f(z) — f(—x),z € 9Q auf , sodass

g:QCR"— R x {0}.

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Korollar 2.15. Aus der Annahme f(x) — f(—xz) # 0
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auf 0€) folgt 0 ¢ ¢g(00). Fiir x € 09 gilt

9(=z) = M(z) & (f(=2) = f(@)) = Af(z) - f(-=))

Also ist auch g(—x) # Ag(z) fiir x € 9Q und A > 1 erfiillt. Mit Hilfe von Korollar 2.15 erhalten
wir deg(g,$,0) # 0. Aus (d5) folgt, dass deg(g,2,y) = deg(g,2,0) fiir alle y € U,(0), wobei
r = dist(0, g(09)). Nun liefert (d4), dass die R™-Kugel U,.(0) in g(Q) C R™ x {0} enthalten ist,
was ein Widerspruch zu m < n ist. O
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