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Vorwort

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Trennungsaxiom T3 in topologischen Rdumen. Das
Ziel ist, moglichst viele und interessante Charakterisierungen von T3 anzugeben. Eine
reichhaltige Quelle hierfiir waren Teile der Diplomarbeit von Karsten Evers, siehe [1], in
der auch einige neue Aussagen aus diesem Gebiet zu finden sind.

Im ersten Kapitel zeigen wir einige grundlegende Eigenschaften. Das zweite Kapitel
beschéftigt sich mit semiuniformen Rdumen. Um nicht gleich alle Leser zu verschrecken,
wird zuerst der etwas stérkere Begriff der uniformen Rdume eingefiihrt, zu dem es zwei
recht unterschiedliche Zugénge gibt. Beide Zugénge werden vorgestellt, und es wird gezeigt,
dass sie dquivalent sind. Die Definition der Uniformitét, welche eng mit TS% verbunden
ist, wird anschlieffend abgeschwécht, wodurch der Begriff der Semiuniformitét entsteht,
welcher wiederum eng mit T3 zusammenhéngt.

Im Kapitel 3, welches stark auf [1] basiert, wird die urspriingliche Definition von steti-
ger Konvergenz, die auf Hans Hahn zuriickgeht, vorgestellt, und auf topologische Réaume
verallgemeinert. In diesem Zusammenhang ergibt sich eine interessante Eigenschaft von
T3-Raumen (Satz 3.2.5), die sich (im Hauptresultat, Satz 3.4.1 (7)) sogar als charakte-
ristisch fiir T3 erweist. Diese Eigenschaft war zwar schon seit langerem bekannt, jedoch
nicht, dass es sich hierbei um eine charakteristische Eigenschaft von T3-Réumen handelt.
Es ergibt sich in diesem Zusammenhang aufserdem eine natirliche, neue Abschwichung
des Begriffs der Stetigkeit, namlich die schwache Stetigkeit, aus der sich ebenfalls eine
dquivalente Formulierung von T3 ergibt (Satz 3.4.1 (ii4)).

Notation

—o Der Umgebungsfilter von z € X in einem Topologischen Raum (X, 7)) wird mit 4, oder
auch, um die Topologie zu betonen, mit 11976— bezeichnet.

—o Fiir ein p € X steht Tp:={A C X |p € A} fir den zu p gehorenden Hauptfilter.

—o Fiir eine Filterbasis B bezeichnet B die Menge der Abschliisse, also B := {E | B € %}.
Man sieht leicht, dass es sich dabei wieder um eine Filterbasis handelt.

Die iibrige Notation wird aus [3] ibernommen.



1 Grundlegende Eigenschaften

1.1.1 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifst 7'3-Raum, wenn

(T3) fiir allez € X und A C X abgeschlossen mit « ¢ A gibt es offene Mengen O,, 04 C
X,0,N04 =0, mit z € O, und A C Oy gibt.

1.1.2 Lemma. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann ein T3-Raum, wenn es fir
allex € X und O € T mit x € O eine Menge U € T gibt, sodass x € U C U C O.

Beweis. Sei © € O fiir ein offenes O. Wegen T3 kann man x von der abgeschlossenen
Menge O€ trennen, da = ¢ O°. Damit gibt es offene, disjunkte Mengen U und V mit x € U
und O° C V. Aus der Disjunktheit folgt U C V¢ und weil V¢ abgeschlossen ist, gilt sogar
U C V¢ Wir erhalten also x e U CU C V¢ C O.

Gelte umgekehrt die im Lemma formulierte Eigenschaft. Zu x ¢ A mit A abgeschlossen,
wenden wir die Eigenschaft auf 2 € A¢ an und erhalten ein offenes U mit x € U C U C A°.
Damit kénnen wir x und A aber durch die offenen, disjunkten Mengen O, := U und
O, := U trennen. O

1.1.3 Korollar. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Folgende drei Eigenschaften sind
dquivalent:

(1) (X, T) ist ein T3-Raum.

(ii) U, ist eine Filterbasis des Umgebungsfilters U, fir alle x € X.

(iii) Fiir jede Filterbasis B folgt aus B — = bereits B — x.

Beweis. Man sieht leicht, dass die Menge der Abschliisse von Mengen aus einer Filterbasis
wieder eine Filterbasis bildet.

(i) = (ii) Es liegt mit [, eine Filterbasis vor. Es bleibt nur zu zeigen, dass der davon
erzeugte Filter schon der Umgebungsfilter von z ist, also §(il;) = U,. Dabei ist die linke
Seite klarerweise in der rechten Seite enthalten. Um zu zeigen, dass auch die rechte Seite
in der linken enthalten ist, nehmen wir uns eine beliebige Umgebung U von z her. Es gilt
also x € O C U fiir ein O € T. Wegen T3 existiert nach Lemma 1.1.2 ein P € 7 mit
x € PC P C O CU. Danmit ist P eine Umgebung von z, also P € i, mit P C U, was
U € F(i,) zur Folge hat.

(ii) = (i) Angenommen i, ist eine Filterbasis des Umgebungsfilters von z, fiir alle
x € X. Fiir ein beliebiges £ € X und eine beliebige Menge O € T mit x € O gilt
klarerweise O € 4., und laut Voraussetzung gibt es ein U € 4, mit U C O. Zu der
Umgebung U gibt es ein P € T mit x € P C U. Es folgt z €¢ P C P C U C O, womit
nach Lemma 1.1.2 das Trennungsaxiom T3 gezeigt wére.

(79) = (i79) Angenommen B — z, d.h. 4, C §(B). Folgende Aussage ist dazu dquivalent,
falls W irgendeine Filterbasis von i, ist:

YW eWw3dBeB:BCW.

Auf die Filterbasis [, bezogen bedeutet das, dass es zu jedem U € 4, eine Menge B € B
gibt mit B C U. Klarerweise gilt dann auch B C U. Unter nochmaliger Anwendung obiger
Aquivalenz folgt B — .

(iii) = (ii) Die Voraussetzung angewandt auf 4, — z liefert £, — z, also F(Lh;) D L.
Klarerweise gilt auch die andere Inklusion, womit das Gewiinschte gezeigt wére. O



2 Uniforme und semiuniforme Raume

2.1 Zwei Zugange zu Uniformitaten

2.1.1 Definition (Uniformitét mit Nachbarschaften). Sei X eine nichtleere Menge. Ein
Filter U auf X x X heiltt Uniformitdt oder uniforme Struktur, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(Unl) ACU fir alle U € Y.
(Un2) Fiir alle U € Y ist auch U™ € U.
(Un3) FuralleU e U gibt esein V e Y mit VoV CU.

Hier bezeichnet A die Diagonale A := {(x,z)| z € X} und U~! die Menge der ver-
tauschten Paare aus U, U~ := {(z,y) | (y,z) € U}. AuBerdem definieren wir

VoW :={(z,2)| Iye X : (z,y) e VA(y,2z) e W}.

Das Paar (X,U) heifst uniformer Raum. Fir die Elemente U € U, die man auch Nachbar-
schaften nennt, und fiir ein beliebiges z € X definieren wir noch den x-Schnitt von U als
Up={ye X |(z,y) € U}.

2.1.2 Definition (Grundlegende Definitionen aus der Theorie der Uberdeckungen). Fiir
ein v C P(X) und ein A C X nennen wir y(4) :=J{C €~v| CNA#0} den (y—)Stern
von A. Aus A C B ist sofort y(A) C v(B) ersichtlich. Fiir A = {«} schreiben wir statt
y({x}) meist v(z). Ein v € P(X) mit | Jy = X nennt man eine Uberdeckung von X.

Fiir o, 8 € P(X) sagen wir

—o « ist eine Verfeinerung von B, in Zeichen o < [, falls fiir alle A € a ein B €

existiert mit A C B.

—o « ist eine Sternverfeinerung von (8, in Zeichen o <* (3, falls fiir alle z € X ein B € 3
existiert mit a(z) C B.

—o « ist eine starke Sternverfeinerung von 3, in Zeichen o <** 3, falls fiir alle A € «
ein B € [ existiert mit a(A) C B.

Es ist ersichtlich, dass eine starke Sternverfeinerung auch eine Sternverfeinerung, bzw. eine
Sternverfeinerung auch eine Verfeinerung ist.

2.1.3 Proposition. Sei o, 3,7 C P(P(X)). Falls a eine Sternverfeinerung von 3, und 3
eine Sternverfeinerung von -y ist, so ist « eine starke Sternverfeinerung von vy, d.h.

a< BAB< Ty = a<T.

Beweis. Sei A € a beliebig. Wir miissen ein C' € v finden, sodass a(A) C C gilt. Zunéchst
gilt
aa)=U{Adldeadnas0} =] al),

T€EA



wobei fiir x € A per definitionem A C «a(x). Fiir jedes € A kann man wegen o <* /3 eine
Menge B* € § finden, mit a(z) C B*. Klarerweise umfasst jede Menge B* auch ganz A.
Damit ergibt sich fiir ein beliebiges y € A wegen y € B*

U a@) c | B"CB).

z€A z€A
Wegen [ <* v gibt es zu dem y eine Menge C € v mit S(y) C C. O

2.1.4 Definition (Uniformitit mit gleichméifigen Uberdeckungen). Sei X # (). Eine nicht-
leere Menge I' C P(P(X)) heifst Uniformitit oder uniforme Struktur, falls folgende Bedin-
gungen erfiillt sind.

Ugl) Firallea eT'ist Ja =X

Ug3

(Ugl)
(Ug2) Fiir alle o € P(X) mit v < « fiir ein y € T folgt schon a € T.
( ) Fiir je zwei o, 5 € T gibt es ein v € ' mit v < «, .

(Uc4)

Ug4) Fiir alle a € T' gibt es ein v € I’ mit v <* a.
Das Paar (X, T") heift uniformer Raum. Die Elemente von I" nennt man auch gleichméfige
Uberdeckungen.

2.1.5 Bemerkung. Aufgrund von Proposition 2.1.3 kénnte man in Definition 2.1.4 bei (Ug4)
statt der Sternverfeinerung auch eine starke Sternverfeinerung fordern, ohne den Begriff
Uniformitdt zu dndern. Dies wird erwéhnt, weil es in der Literatur oft so gemacht wird.
Desweiteren sei darauf hingewiesen, dass das, was wir starke Sternverfeinerung nennen, in
der Literatur héufig nur ,Sternverfeinerung” genannt wird.

Folgendes Lemma zeigt, dass die beiden Definitionen von Uniformitét dquivalent sind.

2.1.6 Lemma. Ist uns auf einer Menge X eine Uniformitit U wie in Definition 2.1.1
gegeben, so konnen wir daraus folgendermafen eine Uniformitdit I'yy wie in Definition 2.1.4
konstruieren:

Fu—{aCP ‘ElUO‘EU VmeXﬂAeamltUo‘CA}

Ist uns umgekehrt eine Uniformitit I' wie in Definition 2.1.4 gegeben, so kénnen wir
daraus ebenfalls eine Uniformitdt Up wie in Definition 2.1.1 konstruieren:

urzzs({UAxA aeF})

Aca
Dabei gilt, dass diese Konstruktionen zueinander invers sind, also fir ein U bzw. einT stets
Llr =U bzw. LTy = r gilt. Damit ist T'yy = T dquivalent zu Uy = U, und wir sprechen in
diesem Fall von aqu1valenten Umformztaten




Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Iy, tatséchlich die Eigenschaften (Ug1) bis (Ug4) erfiillt:

Die Nachbarschaft U?, die zu jedem « € I'y existiert, enthélt wegen (Ux1) immer die
ganze Diagonale, was gleichbedeutend mit z € U fiir alle x ist. Da es per definitionem zu
jedem x € X eine Menge A € o mit UY C A gibt, ergibt sich |Ja = X, und damit (Ugl).

Um (Ug2) zu sehen, sei uns ein @ € P(X) und ein v € I'yy mit v < o gegeben. Weil ~
ein Element von Iy, ist, existiert eine Nachbarschaft UY € U, sodass es zu jedem x € X
eine Menge C' € ~ gibt mit U C C. Aus v < « folgt, dass es zu jeder Menge C' € ~ eine
Menge A € « gibt, mit C C A. Damit gilt U} C C C A und daher o € T'y.

Um Eigenschaft (Ug3) nachzuweisen, seien uns « und g € I'y gegeben. Wir definie-
ren v := {ANB|A€ «,B € 8}. Klarerweise gilt 7 < «, 3, denn ein beliebiges Element
C € v ist von der Gestalt C = AN B und erfiillt offensichtlich C' C A, B. Bleibt noch zu
iiberpriifen, ob v auch ein Element von I'y; ist. Wir wissen von der Existenz zweier Nach-
barschaften U® und U?, wobei fiir jedes z € X ein A € a und auch ein B € 3 existiert
mit U C A bzw. Uf C B. Nun ist U® N UP wieder eine Nachbarschaft aus I und erfiillt
(U“ N Uﬁ)m =UsnN Uf C AN B, womit v € I'y verifiziert wére.

Um Eigenschaft (Ug4) zu belegen, sei a € 'y beliebig. Wir miissen ein 7 € I'y, konstru-
ieren mit v <* . Zunéchst bemerken wir, dass fiir eine beliebige Nachbarschaft U € U die
Menge aller z-Schnitte {U, |z € X} wegen (Uy1) eine Uberdeckung von X ist, die, wie
man leicht sieht, sogar ein Element von Iy, ist. Wegen (Uy3) existiert ausgehend von der
Nachbarschaft U® sicherlich ein V € Y mit VoV C U Wenn wir zu W := VNV ~! iiber-
gehen, wird W symmetrisch, d.h. W = W~1!, und es gilt immer noch W o W C U®. Man
beachte, dass wegen (Uy2) die Menge V! wieder aus U ist (und damit, wegen der Fil-
tereigenschaft, auch W € U). Definiere nun v := {W, |z € X}. Wie oben schon bemerkt,
gilt v € T'y. Es bleibt also noch v <* a zu zeigen:

Fiir ein beliebiges y € X miissen wir ein A € « finden, sodass y(y) C A gilt. Zu y gibt
es aber wegen « € 'y sicher ein A € «, so dass Uy C A. Wir behaupten jetzt, dass dieses
A auch schon eine Obermenge von ~y(y) ist. Um das zu zeigen, sei z beliebig aus

vy) =B lyeBeyt=J{We |z € X mit y e W,}.

Damit gilt z € W, fiir ein passendes x € X, was aber zu (z, z) € W dquivalent ist. Es gilt
auch y € W, und damit (z,y) € W, bzw. aufgrund der Symmetrie von W auch (y,z) € W.
Daraus folgt (y,2) € Wo W C U, womit aber aus z € U;* C A schlieklich v(y) C A, und
damit v <* « folgt.

Nun zur Konstruktion von Ur. Zunéchst iiberzeugen wir uns, dass das Mengensystem

%::{UAXA aEF}

Aca

iberhaupt eine Filterbasis ist: Klarerweise gilt (} ¢ B # (. Seien zwei Mengen B; und
By aus B gegeben, das heift By = (Jy e, A X A und By = UBeBB x B fiir gewisse
a,f in T. Nun gibt es wegen (Ug3) ein v € T' mit v < «, 3. Die dazugehorige Menge
B3 = UCE’YC x C' € B erfillt damit Bg C By N Bs.

Also macht die Definition von Ut Sinn. Um zu zeigen, dass dadurch wieder eine Unifor-
mitét im Sinne von 2.1.1 definiert wird, miissen noch die Eigenschaften (Uy1) bis (Uy3)
nachgewiesen werden:




Zu U € Ur gibt es per definitionem immer ein B € B mit B C U. Da aber schon jedes
Basiselement stets die gesamte Diagonale enthélt (hier geht (Ug1) ein - also die Tatsache,
dass jedes a € T eine Uberdeckung ist), folgt A C U, also (Un1).

Fiir U beliebig aus Ur folgt aus B C U, mit B € 9B passend, sofort B~ C U~! (Inklu-
sionen bleiben beim Umdrehen aller Paare erhalten). Weil jede Basismenge symmetrisch
ist, also B = B~! gilt, haben wir U~! € Ur gezeigt, und damit (Up2).

Zu U beliebig aus Ur sei wieder B eine Basismenge mit B C U und sei a € T' eine
gleichmiifige Uberdeckung, fiir die B = Aca A x A gilt. Aufgrund von (Ug4) gibt es
jetzt eine Sternverfeinerung v € I' von «, das heiftt v <* a. Wir behaupten nun, dass die
Menge V := Uge, C x C aus Ur die Beziehung V o V' C U erfiillt. Sei dazu (,2) ein
Element von V o V. Das bedeutet, dass es ein y € X gibt, sodass die Paare (z,y) und
(y,z) jeweils in V enthalten sind. Nach Definition von V gibt es also eine Menge C; € 7,
die beide Punkte x und y enthélt, und es gibt eine Menge Cs € +, die beide Punkte y und
z enthélt. Insbesondere enthalten beide Mengen den Punkt y, woraus sofort C1, Cy C 7(y)
folgt. Weil ~ eine Sternverfeinerung von « ist, gibt es aber zu diesem y sicher eine Menge
A in a, fur die y(y) € A gilt. Also sind C; und C5 in A enthalten, insbesondere also
die zwei Punkte z und z. Die zwei Punkte liegen in der selben Menge A € «, womit
(7,2) € Upea A X A= B C U folgt. Wir haben damit V o V' C U verifiziert. Es gilt also
(Un3).

Zu zeigen bleibt, dass diese Konstruktionen zueinander invers sind.
Wir beginnen mit I'y, = I.

Ty 2 [ : Sei @ € T beliebig. Um a € I'y. zu verifizieren, miissen wir eine Nach-
barschaft U® € Uj angeben, sodass fiir jedes x € X ein A € o mit Uy C A existiert.
Zuniichst bemerken wir, dass fiir ein beliebiges v € T' und die dazugehérige Nachbarschaft
U(Jew C x C € Uy folgender Zusammenhang gilt:

(UCXC) ={y|ICey:z,yeC} = U C =~(zx) (1)

Cery v Cev,xeC

Wenn wir nun speziell  als Sternverfeinerung von «, also v <* «, und dann als Nachbar-
schaft U einfach U := (Jge, C x C wiihlen, ergibt sich fiir beliebiges z € X wegen (1)
schlieflich Uy* = v(x) C A fiir ein A € o, womit o € Ty gezeigt wiire.

Ty, © [ : Sei nun a € Ly beliebig. Per definitionem existiert eine Nachbarschaft
U* € Uy, sodass fiir alle z € X ein A € « existiert mit Uy C A. Konstruktionsbedingt
enthélt die Nachbarschaft ein Basiselement, d.h. (Jgcs B x B C U fiir ein 8 € . Mit der
Identitét (1) ergibt sich fiir ein beliebiges x € X

(UBxB) = B(z) CU2 C A.

T

Also ist (3 eine Sternverfeinerung von «, d.h. § <* «a. Damit ist insbesondere /S eine
Verfeinerung von «, d.h. < a. Wegen Eigenschaft (Ug2) folgt v € T'.

Es bleibt noch U, = U zu zeigen.
Ur, 2 U : Sei U € U beliebig. Um U € Ur,, zu zeigen, miissen wir ein a € I'; finden,
sodass (Jgc, A X A C U. Konstruiere zu dem U ein symmetrisches V' € Umit VoV CU.



Definiere jetzt « als die Menge der z-Schnitte von V, d.h. a := {V, |z € X}. Offenbar
liegt o in I';;. Wir behaupten, dass mit diesem a bereits |J ., A x A C U gilt. Sei dazu
(7,y) € Upea A x A beliebig. Damit sind = und y in einer Menge A € « enthalten, also
x,y € V; fir ein t € X. Damit sind die Paare (¢,2) und (¢,y), bzw. wegen der Symmetrie
von V auch das Paar (z,t), Elemente von V. Es folgt (z,y) € VoV CU.

Upa - U : Sei nun U beliebig aus L{pa. Es gibt also ein o € I', sodass UAea AxACU,
wobei es zu diesem « konstruktionsbedingt wieder eine Nachbarschaft U* € u gibt, sodass
es fiir alle z € X eine Menge A € a mit US C A gibt. Wir behaupten nun, dass U* C U
gilt, woraus wegen der Filtereigenschaft U € U folgt. Sei dazu ein Paar (z,y) beliebig aus
U®. Damit ist y € UZ, wobei US C A fiir ein A € . Da klarerweise auch x ein Element
von Uy ist, folgt x,y € A. Damit ist aber (z,y) € [Jye, A X ACU. O

Eine Uniformitit erzeugt auf natiirliche Art und Weise eine Topologie.

2.1.7 Definition. Fiir einen uniformen Raum (X, ) wie in Definition 2.1.1 definieren wir
folgendes Mengensystem:

TU):={OCX |VzeO03U €U :U, CO}

Fiir einen uniformen Raum (X,I") nach Definition 2.1.4, definieren wir auf dhnliche Art

und Weise
TI)={0OC X |VxeOJacl:a(z) CO}.

2.1.8 Lemma. Die oben definierten Mengensysteme TU) und T(T) sind Topologien auf
X. FallsU und T' zwei dquivalente Uniformitdten sind, d.h. falls Ty =T gilt, so erzeugen

sie dieselbe Topologie, d.h. T(U) = T(L).

Beweis. Es ist sofort ersichtlich, dass die leere Menge und der ganze Raum jeweils Elemente
von beiden Mengensystemen sind.

Seien 01,02 € T (U) beliebig. Zu x € O1 N Og gibt es demnach zwei Nachbarschaften
U bzw. U? aus U, mit U:} C Oq bzw. Ul,2 C 0. Damit gilt fiir die Nachbarschaft U N U2
klarerweise (U1 N Uz)gC =UlNU2 C 01N Oy, womit O1 N Oy € T(U) verifiziert wiire.

Die Vereinigung von einer Familie von Mengen aus 7 (i) ist wieder in 7 (i), denn ein
beliebiges x aus der Vereinigung ist sicher in einer Menge O aus der Familie enthalten. Es
gibt also eine Nachbarschaft U mit U, C O. Klarerweise ist U, auch in der Vereinigung
enthalten.

Seien 01,02 € T(I') beliebig. Zu x € O1 N Oy gibt es demnach zwei gleichméfige
Uberdeckungen o bzw. 8 aus I', mit a(z) € Oy bzw. B(z) C Oz. Nach (Ug3) gibt es eine
gleichmifige Uberdeckung v € T' mit v < a, 3, woraus unmittelbar y(z) C a(z) N B(x)
und schlieflich v(z) C O1 N Oy folgt.

Bei der Vereinigung argumentiert man genauso wie bei T (U).

Seien nun U und T’ zwei dquivalente Uniformititen. Es gelte also Iy = I, oder dazu
aquivalent Uy = U. Wir zeigen T (U) = T(T).

T(U) C T(T): Sei O € T(U) beliebig. Es gibt also fiir jedes 2 € X eine Nachbarschaft
U € U mit U, € O. Weil U auch in Ui enthalten ist (es gilt U = Up), existiert ein
o € T mit Uye, A X A C U. Wenn man hier zum z-Schnitt iibergeht, ergibt sich mit (1)
a(x) CU, C O, also O € T(I).



T(U) 2 T(T): Sei O € T(T) beliebig. Es gibt also zu jedem x € X eine gleichmiRige
Uberdeckung o € T mit a(z) € O. Weil a auch in [';; enthalten ist (es gilt I = I';), gibt
es eine Nachbarschaft U® € U mit der Eigenschaft, dass fiir jedes € X eine Menge A € «
existiert mit U C A. Daraus folgt, dass die Menge A den Punkt x enthélt. Es ergibt sich
U C ACa(z)CO,also Oc TU). O

Der folgende Satz soll die weitere Vorgehensweise motivieren und wird hier nur zitiert.
Fiir einen Beweis siehe |2, III. Theorem 13.11].

2.1.9 Satz. Ein topologischer Raum (X, T) erfillt genau dann das Trennungsaziom T3%,
wenn es eine Uniformitat U auf X gibt, sodass T =T (U).

2.1.10 Bemerkung. Klarerweise gilt auch die entsprechende Formulierung von Satz 2.1.9
im Kontext von gleichméfigen Uberdeckungen.

Wenn man an Satz 2.1.9 denkt, wirkt es - in Hinblick auf unser Ziel, d&quivalente Formu-
lierungen von T3 zu finden - plausibel, das Konzept von Uniformitéten zu verallgemeinern
und dann auf eine dhnliche Aussage (siche Korollar 2.2.7) zu hoffen.

2.2 Semiuniformitat

2.2.1 Definition. Sei I' eine beliebige Teilmenge von P(P(X)). Fiir a und  aus I" heifst
« eine (bzgl. T') lokale Sternverfeinerung von v, in Zeichen o <™ =, falls es fiir alle A € «
ein 4 € ' und ein C € v gibt, mit 54 (4) C C.

2.2.2 Definition (Semiuniformitit). Sei X # (. Eine nichtleere Menge I' C P(P(X))
heifst Semiuniformitdt oder semiuniforme Struktur, falls die Bedingungen (Ug1) bis (Ug3)
von Definition 2.1.4 (Uniformitéit mit gleichméRigen Uberdeckungen) erfiillt sind, und au-
ferdem noch folgende Eigenschaft gilt:

(S) Fiir alle vy € T gibt es ein a € I’ mit a <™ 7.
Das Paar (X,I") heit semiuniformer Raum.

2.2.3 Bemerkung. Mit dem Begriff der Semiuniformitét liegt tatsdchlich eine Verallgemei-
nerung von Uniformitéten vor, denn jede Uniformitét ist auch eine Semiuniformitét:

Um Eigenschaft (S) nachzuweisen, wihlen wir zu einem beliebigen y € T" eine Sternverfei-
nerung . Eine Sternverfeinerung muss im Allgemeinen nicht eine lokale Sternverfeinerung
sein. Wenn wir aber zu 8 nochmals eine Sternverfeinerung a wéhlen, so gilt a <* g <* v
und nach Proposition 2.1.3 a <** ~. Eine starke Sternverfeinerung ist immer auch eine
lokale Sternverfeinerung:

Zu beliebigem A € a wihle 54 := «. Nun existiert aufgrund der starken Sternverfeine-
rung eine Menge C' € v mit a(A) C C, womit o <™ ~ gezeigt wiire.

Bemerke insbesondere die Tatsache, dass bei starken Sternverfeinerungen das 54 nicht
von A abhéngt.

Wir wollen ausgehend von einer Semiuniformitit wieder eine Topologie erzeugen. Wenn
wir zu Definition 2.1.7 und Lemma 2.1.8 zuriickblattern, erkennen wir, dass die Eigenschaft
(Ug4), fir den Nachweis, dass 7 (I") eine Topologie ist, an keiner Stelle erforderlich war.
Damit ist folgende Definition sinnvoll.



2.2.4 Definition. Fiir einen semiuniformen Raum (X,T") sei T (I") die Topologie
TI):={0OCX |VxeOJaecl: a(zx)CO}.

Folgendes Lemma beinhaltet einige Eigenschaften dieser Topologie.
2.2.5 Lemma. Fir einen semiuniformen Raum (X,T") gilt:
(i) A :={x e A|Ja el :alx) C A} = A° fir alle A C X.
(i

(13i) Fir jedes x € X ist {a(x) | € I'} eine Filterbasis des Umgebungsfilters $h

)
) Zu a €T ist auch a® :={A° |A € a} eT.
)
)
)
)

Tl

() Mit {a°(z) |z € X,a € T'} liegt eine Basis der Topologie T (T') vor.

(v

(vi) Fir alle x € X und fir alle « € T existiert ein v € T' mit y(y(z)) C a(x).

(X, T(T)) ist ein T3-Raum.

Beweis. (i) Sei A C X beliebig. Wir zeigen zundchst A’ € T(T'). Zu x € A’ existiert per
definitionem ein v € T' mit y(z) C A. Fir A’ € T(I') miissen aber ein o € T finden,
sodass sogar a(x) C A’. Wir wihlen « als lokale Sternverfeinerung von v, a <t 7, die
nach Eigenschaft (S) existiert, und zeigen a(x) C A"

Sei y € a(z) beliebig, dann existiert ein Ay € a mit z,y € Ag. Wegen der lokalen
Sterneigenschaft gibt es ein 84, € I' und eine Menge C' € y mit 84,(Ap) C C. Insbesondere
gilt Ba,(y) C Ba,(Ao) € C C y(z) C A, wasy € A’ zur Folge hat. Damit haben wir gezeigt,
dass die Menge A’ offen ist.

Weil mit A’ eine offene Teilmenge von A vorliegt, gilt A’ C A°. Um die andere Inklusion
zu zeigen, sei x € A° beliebig. Weil A° offen ist, gibt es ein v € I' mit y(z) C A° C A,
woraus = € A’ folgt.

(i7) Sei o € T'. Es gibt ein 8 € ' mit 3 <™ . Zu beliebigem B € 3 gibt es ein B € T’
und ein A € a mit Sp(B) C A. Fiir jedes b € B gilt damit Sp(b) C A, was b e A’ = A°
bedeutet. Daher gilt B C A° und folglich § < a°. Nach Eigenschaft (Ug2) gilt a® € T

(7i7) Sei x € X beliebig. Zunédchst muss a(z) fiir jedes « € T' iiberhaupt eine Umgebung
von z sein. Dies folgt aber aus € a°(x) C «(z) und der Tatsache, dass a°(x) als
Vereinigung von offenen Mengen wieder offen ist.

Sei jetzt U € Uy A beliebig. Es gilt demnach x € O C U fiir ein O € T(I'). Per
definitionem gibt es dann ein o € I' mit a(z) C O C U.

(iv) Die Mengen aus der etwaigen Basis konnen als Vereinigung von offenen Mengen
geschrieben werden, sind also selbst schon offen. Sei nun O € 7(I') und = € O beliebig.
Per definitionem gibt es ein @ € I' mit a(z) € O. Damit haben wir ein Basiselement,
namlich a°(z), gefunden, sodass = € a°(z) C O gilt.

(v) Wir zeigen die zu T3 &dquivalente Eigenschaft aus Lemma 1.1.2. Sei dazu x € O fiir
ein offenes O beliebig. Wegen der Offenheit existiert zu dem x ein v € T' mit v(z) C O.
Wihle zu diesem ~ eine lokale Sternverfeinerung o <* ~. Weil a°® nach Punkt (i) aus T
ist, also insbesondere eine Uberdeckung von X ist, findet sich ein A € « mit x € A°. Wir
behaupten nun, dass A C O. Daraus wiirde niimlich z € A° C A°(C A) C O folgen, womit
T3 gezeigt wire. Um die Behauptung zu verifizieren, sei y € A beliebig. Wegen o <t ~
existiert zu der Menge A € « ein 4 € ' und ein C' € v mit S4(A) C C. Aufgrund von
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B4 €T gibt es ein B € 4 mit y € B°. Wére AN B = (), so stiinde das im Widerspruch
zuy € A. Aus AN B # () folgt aber B C $4(A). Konstruktionsbedingt gilt jetzt sowohl
x € Ba(A) (wegen x € A), als auch y € S4(A) (wegen y € B). Wegen S4(A) C C gilt
z,y € C, woraus C' C «y(x) C O und schlieflich y € O folgt.

(vi) Sei € X und a € T beliebig. Zu « gibt es eine lokale Sternverfeinerung n <™ «.
Waéhle ein F € n mit € E°. Nun gibt es zu diesem E € n ein g € I' und ein A € «
mit Sp(E) C A. Andererseits gibt es, wegen der Offenheit von E°; auch ein 6 € I" mit
0(z) C E°. Jetzt gibt es wegen (Ug3) ein v € I' mit v < g, d. Es ergibt sich

(v(2)) € ~(0(x)) S (E°) Cy(E) € Be(E) € A.
Dabei ist x € y(7y(x)) und damit auch z € A, woraus A C «(x) folgt. O

2.2.6 Satz. Sei (X,T) ein T3-Raum. Dann gilt
(1) Tr:={yCPX)|FaCT mit Ja =X und o < ~} ist eine Semiuniformitdt.

(ii) Die Topologie T wird durch die Semiuniformitat T'r aus Punkt (i) erzeugt, also T =
T@T7).

2.2.7 Korollar. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann ein T3-Raum, falls es eine
Semiuniformitdt I' auf X mit T =T (I') gibt.

Beweis. (von Satz 2.2.6)

(¢) Wir miissen Eigenschaften (Ug1) bis (Ug3) und Eigenschaft (S) zeigen.

Zu beliebigem v € T'7 existiert stets eine offene Uberdeckung a mit a < ~. Wenn o
schon ganz X {iiberdeckt, dann erst recht v, womit (Ug1) klar wére.

Um (Ug2) zu sehen, sei § C P(X) und v € I'y mit v < 5. Per definitionem existiert
eine offene Uberdeckung a mit o < . Damit gilt auch o« < § und wir haben 3 € I'r
gezeigt.

Fiir (Ug3) sei 1, v2 aus I'7. Es gibt offene Uberdeckungen «, 8 mit o < 1 bzw. 3 < 2.
Offenbar ist dann a A 8 := {ANB|A € a,B € 3} eine offene Uberdeckung, und damit
klarerweise ein Element von I, das sogar a A 8 < 71,9 erfiillt.

Um Eigenschaft (S) zu zeigen, sei 7 beliebig aus I'r. Sei 3 eine offene Uberdeckung
von X mit 8 < ~. Wir miissen jetzt eine lokale Sternverfeinerung von v konstruieren.
Zu beliebigem B € f und z € B existiert wegen T3 eine offene Menge Op, € T mit
z € Op, C Op, C B (siche Lemma 1.1.2). Wir definieren

a:={0p.|B€p,zcB}.

Klarerweise ist a eine offene Uberdeckung von X und damit ein Element von I'y. Wir
behaupten nun o <* ~. Ist ndmlich A € « beliebig, so ist A = Op, fiir ein B € § und
x € B passend. Nun wihle 4 := {B,@C} € I'r. Damit gilt Sa(A) = Ba(Ops) = B.
Beachte aber, dass es zu dem B € 3 wegen 8 < <y bestimmt ein C' € v gibt mit B C C.
Wir haben also 84(A) C C und damit o <t v gezeigt.

(1) Es bleibt noch 7 = T (I'7) zu zeigen.

Sei O € T. Fiir jedes x € O gibt es wegen T3 ein U € T mit x € U C U C O. Nun ist
= {O,Uc} ein Element von I'7 mit v(x) = O C O, was O € T (I'r) zur Folge hat.

Sei O € T(I'r). Fiir jedes « € O gibt es ein v € I'y mit y(xz) C O. Zu ~ gibt es eine
offene Uberdeckung o mit o < , woraus = € a(x) C vy(z) C O folgt. Damit ist O € T,
denn es ldsst sich schreiben als Vereinigung von offenen Mengen O = J ., a(z). O
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3 Stetige Konvergenz

3.1 Urspriingliche Definition

Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen ist folgende Definition, die auf Hans Hahn im
Jahre 1921 zuriickgeht (namentlich wéren auch noch Weierstrass, P. Du Bois-Reymond
und Caratheodory zu nennen). Sie beinhaltet, neben den wohlbekannten Konzepten der
punktweisen Konvergenz und der gleichméfigen Konvergenz, eine weitere Moglichkeit, die
Konvergenz von Funktionenfolgen zu beschreiben.

3.1.1 Definition (stetige Konvergenz). Eine Folge reeller Funktionen f,, : R — R kon-
vergiert stetig im Punkt x gegen eine Grenzfunktion f : R — R, falls fiir jede gegen x
konvergente Folge (z,,)nen die Folge (fn(xn))nen gegen f(z) konvergiert.

Falls eine Folge von Funktionen im Punkt x stetig konvergiert gegen ein f, und zwar fiir
alle z € X, so sagen wir (f,,)nen konvergiert stetig gegen f.

3.1.2 Bemerkung. Aus der stetigen Konvergenz folgt stets die punktweise Konvergenz,
indem man fiir (z,,),en einfach die konstante Folge x,, := = wahlt. Mit geeigneten Gegen-
beispielen siecht man auch, dass die gleichméfige Konvergenz nicht die stetige Konvergenz
impliziert, und auch nicht umgekehrt.

3.2 Definition im Kontext topologischer Raume

Um thematisch wieder in Richtung Trennungsaxiom T3 zu gelangen, werden wir Definition
3.1.1 auf die Situation verallgemeinern, in der der Ausgangsraum und der Zielraum der
Funktionen f, verschiedene topologische Rdume sind. Eigentlich kénnte man die Defini-
tion direkt iibernehmen, denn alle Begriffe, insbesondere Folgen und deren Konvergenz,
sind ja bekanntlich auch in topologischen Raumen erklért. Diese Vorgehensweise wird aber
kaum sinnvoll sein, da nicht einmal so elementare Konzepte wie die Stetigkeit einer Funk-
tion durch die Folgenkonvergenz beschreibbar sind. Als natiirliche Verallgemeinerung der
Folgenkonvergenz dient uns oft die Netzkonvergenz (auch Moore-Smith Konvergenz) oder
auch die Filterkonvergenz, deren Konzepte jedoch dquivalent sind. Wir wahlen hier den
Weg iiber die Theorie der Filterkonvergenz.

3.2.1 Definition (stetige Konvergenz eines Filters). Seien (X,7) und (Y, Q) zwei topo-
logische Réume, und sei ¢ ein Filter auf einer nichtleeren Teilmenge Z von Y X. Definiere
fiir einen beliebigen Filter ¢ auf X mit Hilfe von ¢ das Objekt

o) :={ACY|IP € ¢,Q €y mit P(Q) € A},

wobei P(Q) :={g(z)|g € P und = € Q}. Dabei ist ¢(¢) offensichtlich ein Filter auf Y.
Wir sagen nun, dass ¢ stetig auf Z gegen f : X — Y konvergiert, in Zeichen ¢ > £, falls
fiir alle Filter ¢ auf X und alle x € X folgende Implikation gilt:

vhe = o) S flo)

3.2.2 Bemerkung. Sei ¢ ein Filter auf Z C YX und f € YX. Bezeichne ® die Menge aller
Obermengen von Mengen aus ¢, also ® := {A CYX|3Pcpmit PC A}, so gilt

p> fauf Z < & fauf V¥

Wir kénnen also in Definition 3.2.1 bei Bedarf Z = Y voraussetzen.
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3.2.8 Bemerkung. Im Folgenden verstehen wir unter dem mit einer Folge (ay,),cn aus einer
Menge A assoziierten Filter den Filter ¢ := §F ({{an |n > m} |m € N}) auf A.

Falls auf A noch eine Topologie 7 vorhanden ist, so ist folgende Aquivalenz leicht er-
sichtlich:

T T
an — a < ¢ = a

Auf der linken Seite meinen wir die Konvergenz einer Folge, auf der rechten Seite die
Filterkonvergenz.

Folgendes Lemma gibt dariiber Auskunft, inwiefern Definition 3.2.1 eine Verallgemeine-
rung von Definition 3.1.1 ist.

3.2.4 Lemma. Seien (X, T) und (Y, O) topologische Riume, (fn)nen eine Folge aus Z C
YX und erfille (X,T) das erste Abzihlbarkeitsaziom (jeder Punkt hat eine abzihlbare
Umgebungsbasis). Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent.

(1) Der mit (f)nen assoziierte Filter ¢pfn auf Z (siehe Bemerkung 3.2.3) konvergiert
stetig auf Z gegen f, also ¢In > f.

(1) Fir alle x € X und fir alle Folgen (xy)nen aus X mit x, U gilt fn(zn) 4 f(z)
(also im wesentlichen die urspriingliche Definition der stetigen Konvergenz von H.
Hahn).

Beweis. (i) = (i) Sei x € X und eine dagegen konvergente Folge (zy,)nen beliebig. Be-
zeichne mit ¢* und ¢/ die mit den beiden Folgen assoziierten Filter auf X bzw. Z. Laut
Voraussetzung gilt ¢/ = f, was gemeinsam mit ¢®» T, 2 natiirlich ¢ (¢*n) Q f(z)
zur Folge hat. Das bedeutet, dass jedes U € L[](?(x) auch ein Element von ¢/ (¢®) ist,
weshalb es ein P € ¢/» und ein Q € ¢** gibt mit P(Q) C U. Folglich gibt es zwei Indizes
Ny, N3 € N mit f,(z,,) € U fur n > Ny und m > Na. Fiir n,m > N := max(Ny, No) gilt
fn(zy) € U und damit insbesondere f,,(z,) € U. Weil die Umgebung U von f(x) beliebige
war, folgt f,,(zy) Q f(x).

Bemerke, dass diese Beweisrichtung ohne dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom auskommt.

(ii) = (i) Sei wieder ¢/ der mit (f,)nen assoziierte Filter auf Z. Sei z € X und
ein Filter ¢ auf X beliebig, mit ¢ Ty % Zu zeigen ist ¢/ (p) A f(z). Sei (An)nen eine
Umgebungsbasis von z, die 0.B.d.A. auch A,, D A, erfiillt. Klarerweise gilt insbesondere
{A, |n e N} Co.

Angenommen, es gilt nicht ¢ (y) Q f(z), dh. 4 ) ¢ ¢ (). Es gibt dann eine

f@
Umgebung U von f(z), die nicht in ¢/ (p) ist, was wiederum bedeutet, dass fiir alle

P € ¢/" und alle Q € ¢ immer P(Q) ¢ U gilt. Indem wir fiir ein & € N konkret P :=
{f;j |7 > k} wihlen, folgt:

Fiir alle k£ € N und fiir alle Q € ¢ gibt es ein n > k mit f,(Q) € U.

Damit kénnen wir folgende Konstruktion durchfiihren, in der induktiv eine Folge (x;,)nen
definiert wird:

1. Zu 1 und A; gibt es ein ny > 1 und einen Punkt a; € Ay mit f,,(a1) ¢ U.

Definiere die ersten n; Folgeglieder durch z; = z9 := ... 1= z,, = aj, sodass
insbesondere f,, (zn,) ¢ U gilt.
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2. Zu n; und Aj gibt es ein ng > n; und einen Punkt as € Ag mit f,,(a2) ¢ U.

Definiere die néchsten ng — n; Folgeglieder durch x,, 41 := ... := xp, := ag, sodass
insbesondere f,,(zn,) ¢ U gilt.

3. Zu ny und As gibt es ein ng > ng und einen Punkt a3 € Az mit f,(a3) ¢ U.

Definiere die nachsten n3 — ng Folgeglieder durch x,,41 := ... := z,; := a3, sodass
insbesondere f,,(zn,) ¢ U gilt.

Wir zeigen nun, dass die Folge (x,)nen gegen x konvergiert: Dazu sei O eine beliebige Um-
gebung von z. Es gibt sicher ein m € N mit A, C O, denn (Ay,)nen ist eine Umgebungs-
basis von z. Nun gilt z; € A,, C O fiir alle j > n,,. Fiir j = n, gilt ja z,,, = am € Ay,
und fiir grofere j folgt die Aussage aus Ay C A, fiir K > m.

Aus der Voraussetzung folgt f,(x,) — f(x). Daher miisste es fiir jede Umgebung von
f(z), insbesondere fiir unser U, einen Index N € N geben, sodass f,(x,) € U fir alle
n > N. Angenommen es gibe ein solches N, dann wéhlen wir ein m € N mit n,, > N,
und erhalten den Widerspruch f,, (zy,,) ¢ U. O

An dieser Stelle konnte man sich fragen, woher der Name stetige Konvergenz kommt?
Bisher wurde von keiner Abbildung gefordert oder bewiesen, dass sie stetig ist. Auferdem
ist unklar, was das mit dem Trennungsaxiom T3 zu tun hat. Beide Fragen werden mit dem
néachsten Resultat beantwortet:

3.2.5 Satz. Seien (X, T) und (Y, O) topologische Riume undY erfille TS3. Ist ¢ ein Filter
auf Z CYX, der stetig gegen ein f € YX konvergiert, so ist f stetig.

Beweis. Wegen Korollar 2.2.7 und der Tatsache, dass (Y, Q) ein T3-Raum ist, gibt es eine
Semiuniformitét I' auf Y mit 70 = O. Sei z € X und ¢ ein Filter auf X mit ¢ Ty . Wir

zeigen f(yp) o= f(x), was bekannterweise dquivalent zur Stetigkeit von f ist. Wir zeigen
nur {a(f(z)) |a € T'} C f(p), was dank Punkt (4i7) von Lemma 2.2.5 aber gleichbedeutend
ist mit ilj(?(m) C f(p).

Sei o € I beliebig. Wir zeigen a(f(z)) € f(¢). Bezeichne [ eine lokale Sternverfeinerung
von «, B < a. Wir finden sicher ein B € 3, das eine Umgebung des Punktes f(z) ist.
Dies gelingt, da 3° ebenfalls aus I' und damit insbesondere eine Uberdeckung von Y ist.

Es gibt also ein B € f mit f(z) € B° C B, was B € ilj(?(x) bedeutet. Aus ¢ = f und

® LA™ folgt () — f(x). Jede Umgebung von f(z) ist demnach auch ein Element von
#(p), also insbesondere B € ¢(¢). Damit muss es ein P € ¢ und ein Q) € ¢ geben, sodass
P(Q) € B. Wegen 3 <* « gibt es zu B € B ein B € T und ein A € a mit Sg(B) C A.
Wir behaupten nun f(Q) C Sg(B).

Wenn sich die Behauptung als richtig herausstellt, gilt f(Q) C Bp(B) C A, was aber
A € f(p) und daher a(f(x)) € f(p) zur Folge hiatte. Damit wére die Stetigkeit von f
gezeigt.

Zu zeigen bleibt f(Q) C Sp(B). Angenommen, es gibe ein z € Q, sodass f(z) ¢ Sp(B)
gilt. Analog zum 2. Absatz des Beweises findet man ein D € g, welches eine Umgebung

von f(z) ist. Aus 1z Tz folgt, aufgrund der stetigen Konvergenz von f, ¢(1z) g f(2).
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Zu der Umgebung D gibt es nun ein P’ € ¢ und ein Q' € 12 mit P'(Q’) C D. Betrachte
nun P”:= PN P € ¢. Es gilt

P'(z) S P'(Q) S D wnd P'() C P(Q) C B,

da z € Q. Wegen f(z) € D € fp und f(z) ¢ Bp(B) gilt aber BN D = (), was jedoch
aufgrund von P”(z) # () im Widerspruch zum Gezeigten steht. O

3.2.6 Problemstellung. Ist die in Satz 3.2.5 genannte Eigenschaft von T3-R&umen cha-
rakteristisch fiir T37 Mit anderen Worten:

Wenn man von einem topologischen Raum (Y, Q) nur weif, dass fiir alle topologischen
Riume (X, 7) und fiir alle Filter ¢ auf Y~ die stetig gegen ein f konvergieren, f immer
stetig ist, erfiillt dann Y schon T37

Diese Frage wurde erstmals in der Diplomarbeit von Karsten Evers, siehe [1], beantwor-
tet.

3.3 Schwach stetige Abbildungen

Bei der Untersuchung dieser Fragestellung wird sich folgende Begriffsbildung als niitzlich
erweisen.

3.3.1 Definition. Seien (X,7) und (Y, O) topologische Raume. Wir nennen eine Abbil-
dung f: X — Y schwach stetig im Punkt x, falls

fiir alle V' € iy, existiert ein U € Y, mit f(U) C V.

Die Abbildung f heiftt schwach stetig, wenn sie in jedem Punkt x € X schwach stetig ist.

3.53.2 Bemerkung. Falls mit 20, bzw. W,y Umgebungsbasen von U, bzw. i, vorliegen,
so kann man in Definition 3.3.1 auch V' € W;(,) und U € W, fordern, und erhalt, wie
man sich leicht iiberzeugen kann, einen dquivalenten Begriff.

Wenn man zusétzlich annimmt, dass der Zielraum (Y, O) ein T3-Raum ist, so ist aus
Korollar 1.1.3 bekannt, dass die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis bilden.
In diesem Fall verkommt die Forderung f(U) C V fiir V€ Up,) zu f(U) C V, weil
V' Dbereits abgeschlossen ist. Es fallen hier also die Begriffe ,stetig” und ,schwach stetig*
zusammen. Damit ergibt sich folgendes

3.3.3 Lemma. Seien (X,T) und (Y,0) topologische Riume. Ist f : X — Y schwach
stetig und der Zielraum T3, so ist f stetig.

Eine Funktion ist bekanntlich genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen
Menge wieder abgeschlossen ist. Das ndchste Lemma beinhaltet die entsprechende Aussage
in abgeschwachter Form.

3.3.4 Lemma. FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann schwach stetig, wenn fiir alle
x € X das Urbild jeder abgeschlossenen Umgebung von f(x) eine Umgebung von x ist.

Beweis. Angenommen f ist schwach stetig, und A sei eine abgeschlossene Umgebung von
f(z). Die schwache Stetigkeit liefert die Existenz einer Umgebung U von z mit f(U) C
A = A. Geht man zu den Urbildern unter der Abbildung f iiber, so folgt z € U C f~1(A).
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Sei nun die andere Eigenschaft vorausgesetzt. Fiir jedes V' € iy, ist V eine abge-

schlossene Umgebung von f(x). Wir folgern, dass f~(V) eine Umgebung von z ist, was
r €0 C f~4V) mit O € T bedeutet. Indem wir die Abbildung f auf beiden Seiten der
Inklusion anwenden, folgt f(O) C V. O

In dem néachsten Lemma werden zwei Situationen beschrieben, in denen sich der Begriff
der schwachen Stetigkeit natiirlich ergibt.

3.3.5 Lemma. Seien (X, T) und (Y,O) topologische Riaume, so gilt
(i) Ist ¢ ein Filter, der stetig gegen g : X — Y konvergiert, so ist g schwach stetig.

(i) Ist f: D =Y stetig, wobei D C X dicht ist, und gelte noch folgende Eigenschaft:
Fiir alle 2 € X gibt es eine stetige Fortsetzung f, : DU {z} =Y, fo|p = f.
Dann ist die Abbildung F : X — Y, F(x) := fu(x) schwach stetig.

Falls (Y,O) zusdtzlich T3 erfiillt, so erhalten wir (mit dem Wissen aus Lemma 3.3.8) in
beiden Fdillen als Korollar: g bzw. F' sind stetig. (Insbesondere folgt erneut die Aussage aus
Satz 3.2.5)

Beweis. (i) Sei z € X und V € ilg)(x) beliebig. Wir miissen ein U € 4! finden mit

g(U) C V. Wegen ¢ > g folgt aus der Trivialitdt 7 T, % nun p(UT) Q g(z). Damit
ist V€ ¢(4U]), es gibt also ein P € ¢ und ein U € 47 mit P(U) C V. Angenommen
g(U) LV

Dann gibe es ein z € U mit g(z) ¢ V, also g(z) € V° e ilf(z). Aus der stetigen

Konvergenz von ¢ und 1z N folgt ¢(12) 9 g(2), speziell V' € ¢(1z). Damit gibt
es ein P’ € ¢ und ein Q € 1z mit P/(Q) C V*, insbesondere P'(z) C V°. Betrachte
nun P’ := PN P € ¢. Einerseits gilt P”(z) C P'(z) C V°, andererseits folgt auch
P"(z) C P(z) C P(U) CV C V. Dies ist nur méglich, wenn P”(z) = () gilt, was aber
P" = ) zur Folge hitte. Dies stiinde aber im Widerspruch zu P” € ¢, womit g(U) C V
gezeigt ware.

(73) Seien z € X und V € Lll(?(x) beliebig. Wir miissen ein U € 47 finden, mit F(U) C
V. Aufgrund der Stetigkeit von f, bei = gibt es eine offene Umgebung U von z, sodass
f-(UN(DU{x})) CV. Angenommen F(U) £ V.

Dann gébe es ein z € U mit F(z) € V' € ill(g(z). Zu dieser Umgebung von f,(z) gibt
es, wegen der Stetigkeit von f,, eine offene Umgebung U’ von z, dh. z € U’ € T, mit
£ (U'N(DU{z})) CV . Nungilt z € UNU’ € T. Es gibt, aufgrund der Dichtheit von D,
bestimmt ein d € D mit d € U N U’. Einerseits gilt

f(d) € LU N (DU{=}) SV,
andererseits ergibt sich auch
fo(d) = fo(d) € fu(UN(DU{a})) SV CV.
Dieser Widerspruch beweist F(U) C V. O

3.3.6 Bemerkung. Noch ungeklart ist die Frage, ob in Lemma 3.3.5 (i) auch die Umkehrung
gilt:

Gibt es fiir jede schwach stetige Funkion f einen Filter ¢ auf YX (oder geeignetem
Z CYX), der stetig gegen f konvergiert?
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3.4 Charakterisierungen von T3

Wir kommen nun zum Hauptresultat in dieser Arbeit, das neben der Beantwortung der
Problemstellung 3.2.6 auch noch andere dquivalente Formulierungen von T3 enthalt.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Karsten Evers in seiner Diplomarbeit unter
anderem diesen Satz erstmals formuliert und bewiesen hat, siche [1, Satz 2.2.3].

3.4.1 Satz. Fir jeden topologischen Raum (Y, Q) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (Y,O) ist ein T3-Raum.
(i) Fiir jeden topologischen Raum (X,T), jeden Filter ¢ auf Y~ und jede Abbildung

f: X =Y gilt:
S f = fist stetig .

(iii) Fir alle topologischen Raume (X,T) gilt, dass jede schwach stetige Abbildung f :
X — Y sogar stetig ist.

(iv) Fiir jeden topologischen Raum (X,T), jede dichte Teilmenge D C X und jede stetige
Abbildung f: D =Y mit der Eigenschaft

Fiir alle z € X existiert eine stetige Fortsetzung f, : DU {z} — Y.
ist die Abbildung F : X — Y, F(x) := f,(x) stetig.

Beweis. (i) = (it) Diese Richtung wurde in Satz 3.2.5 oder durch Lemma 3.3.5 (4) zusam-
men mit Lemma 3.3.3 bewiesen.

(73) = (i) Wir zeigen stattdessen die Kontraposition —(i) = —(i1).

Angenommen es gilt nicht T3. Wir miissen jetzt einen topologischen Raum (X, 7), einen
Filter ¢ auf YX und eine Funktion f: X — Y derart konstruieren, dass zwar ¢ — f gilt,
aber f nicht stetig ist.

Wegen —T3 und Lemma 1.1.2 gibt es einen Punkt a € Y und eine offene Menge U € O
mit a € U, sodass es keine abgeschlossene Umgebung von a gibt, die in U enthalten ist.
Fiir jedes V € ta N O setze V := {W € taN O |W C V}. Bezeichne oo ein Element, das
in keiner hier definierten Menge als Element vorkommt.

X = ( U 7Vx {V}) U {(a,0)}

VetanO
A = {(WnV)x{W}|WetanOund V € O}

Ay ;:{( U @x{Q})u{(a,oo)}\Wemmo}

QeW
B = 2y Uy und schlieklich 7:= {( JV[v € 3}

Beachte, dass X eine Teilmenge von Y x (P(Y) U {oo}) ist, die auch folgendermafen
geschrieben werden kann:

X={(y.V)|yeV,VetanO}U{(a,0)}
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1. Schritt: T ist eine Topologie auf X .

Um das zu verifizieren, rechnen wir vor, dass 8 eine Basis einer Topologie ist.

Zunéchst gilt sicher | J% = X: Der Punkt (a,c0) ist in jeder Menge aus 2l enthalten,
und ein beliebiger anderer Punkt aus X ist von der Gestalt (y,Q), wobei a € Q € O und
y € Q gilt. In diesem Fall lisst sich eine Menge in 2 finden, die (y, Q) enthilt, indem wir
einfach W = @ und V =Y wihlen.

Seien nun zwei Mengen A, B € B und ein £ € AN B beliebig. Um zu zeigen, dass B
Basis einer Topologie ist, miissen wir jetzt eine Menge D € B finden, sodassx € D C ANB
gilt. Dazu unterscheiden wir 3 Falle:

1.: Falls A,B € 2y, so gilt A = (Wi NVy) x {W1}, B = WynNV,) x {Wa} wobei
Vi,Va € O und Wy, Wy € TanO. Aus x = (y, Q) € ANB folgt nun Wy = Q = Wha.
Die Wahl D := (QNViNV,) x {Q} €Ay CBerfiillt nunx € D C AN B.

2.: Falls A, B € 2y, so gilt A = (UQevVl Qx{Q}) U{(a,0)} und B = (UQEWQQ X
{Q}) U {(a,00)}, fiir Wy, Wa € ta N O. Mit W3 := W1 N Wa € Ta N O folgt nun
offenbar AN B = (Ugeyp, @ ¥ {Q}) U {(a,0)} € A2 C .

3.: Falls A € 2 und B € g, s0 gilt A= (W1NV)x{Wi}, B = (UQGWQQX {Q}Hu
{(a,00)}, mit W1, Wy € tfanN O und V € O. Aus = = (y,Q) € AN B folgt nun
Q =W; € Wy und damit (y,Q) € A= AN B.

Definiere nun f: X =Y, (y,2) — y.
2. Schritt: f ist im Punkt (a,00) nicht stetig.

Wire f im Punkt (a, 00) doch stetig, so miisste es zu jeder Umgebung W von f((a,)) =
a eine Umgebung V' von (a,00) geben, sodass f(V) C W. Wir wéhlen speziell W = U,
und bemerken, dass es fiir eine Umgebung V' von (a,o0) stets ein A € 2 gibt, sodass
(a,00) € A CV gilt. Demnach miisste f(V') C U, also insbesondere f(A) C U, gelten. Sei
WetanO mit A = (UQEWQ x {Q}) U{(a,00)}. Wir erhalten W = f(W x {W}) C
f(A) C U, was aber im Widerspruch zur Wahl von U, ganz zu Beginn des Beweises, steht.

Wir miissen nun einen Filter ¢ auf Y konstruieren, der stetig gegen unser nicht stetiges
f konvergiert. Definiere dazu fiir (y,Q) € X, wobei (y,Q) # (a,00), V € Ty N O und
W etanO:

Po((y.Q),V):=={g9: X =Y |g((@NnV) x{Q}) CV}
PuW)i={9: X =Y [9((U,_ 5 @ * {Q}) U{(a.00)) S W}
Dabei handelt es sich bei der ersten Definition - fiir einen festen Punkt (y, Q) € X und
ein festes V' - um jene Abbildungen g, die eine Umgebung des Punktes (y, @) (ndmlich
jene Menge aus 2, die sich aus W = @ und V = V ergibt) ganz in eine Umgebung

von f((y,Q)) = y (némlich V) hinein abbilden. Ahnliches gilt fiir die zweite Definition,
allerdings im Punkt (a, 00). Wir setzten nun

9 :={Py((5,Q),V) | (a,00) # (1,Q) € X,V € tyNOYU{P,(W) |W € tan O} .

Es handelt sich dabei aber - im Allgemeinen - noch nicht um einen Filter. Im 3. Schritt
werden wir zeigen, dass endlich viele Mengen aus ¥ stets nichtleeren Schnitt haben. Daraus
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ergibt sich natiirlich, dass die Menge aller endlichen Schnitte eine Filterbasis ist. Der davon
erzeugte Filter wird unser 1 sein.

3. Schritt: Endlich viele Elemente aus 9 haben einen nichtleeren Schnitt.
Seien endlich viele Elemente Py((y;, Qi),V;),i € J und P,(W;),i € K aus ¥ gegeben
(J N K = 0). Definiere

{@nv) <@, X\ [@nv) < {Qi}]} falls i € J

;= _ _
{Ugew, @ < {Q1) U(a,50)} , X\[(Ugerw, @ x {@H) U{(a,00)}] | fallsi € K

Beachte, dass fiir jeden Index die Menge ®; zwei Elemente enthélt, die wiederum Paare,
niamlich Elemente von X, enthalten. Definiere weiters

D= H D; und f::{ ﬂ a(i)‘ae@}.

1€JUK 1€ JUK

Offenbar ist £ eine Zerlegung von X. Wir definieren nun punktweise eine Funktion g :
X — Y, welche im Schnitt der endlich vielen Mengen aus ¥ liegt. Dazu muss g gewisse
Umgebungen in gewisse andere Umgebungen hinein abbilden. Sei also (y,Q) € X. Es
gibt nun genau ein o € D mit (y, Q) € (;cyux @(i). Um die Situation iibersichtlicher zu
machen, definieren wir

Joi={i € J [a(i) = (Q:NVi) x {Qi}}
Ko={ieK|a@)= (], . @x{Q})U{(a,0)}}.

QeW;
Um g an der Stelle (y, @) einen Wert in Y zuzuordnen, unterscheiden wir 4 Félle:

L. Fall: J, =0, K, # (. Dann sei g((y, Q)) beliebig aus (¢, Wi Diese Menge ist nicht
leer, da sie z.B. a enthélt.

2. Fall: Jo # 0, Ko = (). Dann sei g((y, @Q)) beliebig aus (1, ; Vi. Warum ist diese Menge
nicht leer? Wegen (y, Q) € ;e (i) gilt

0# () ali) = [ (@inVi) x{Qi}
1€Ja i€Ja

Damit gilt bereits @); = @ fiir alle i € J,, und wir kénnen den Ausdruck verein-
fachen zu

(@n ﬂ Vi) x {Q} # 0, woraus ﬂ Vi # 0 folgt.

1€Jo 1€Ja
3. Fall: J, =0, K, = 0. Dann sei g((y,Q)) vollkommen beliebig aus Y.

4. Fall: Jo # 0, Ko # 0. Dann sei g((y, Q)) beliebig aus (M;c . Vi) N (Niex, Wi). Konnte
diese Menge leer sein? Ahnlich zum 2. Fall gilt

Qe () al)C ()a@)n () ak) =

i€eJUK 1€Jq keKq
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_ (ﬂ (@:iNV;) x {Qi}> m( N (U @x{e}) U{(a,OO)}),
i€Ja keKoa Qew,

woraus Q; = Q fiir alle i € J, und Q € Wk - also Q@ C Wy, - fir alle k € K, folgt.
AuRerdem gilt y € ((;c;. Vi) N Q, woraus

0 (Y Vi) nQC (V)N ( () W) folgt.

1€Ja 1€ Ja keKq

Offenbar gilt nun g € (N;c; Po((¥i, Qi), Vi) N (Nyer Pa(Wi)), womit der 3. Schritt
abgeschlossen wére.
Wir definieren nun den Filter ¢ durch

Y:={FCY*|ImeN3IP,...,P,edmit LN...NP, CF}.

4. Schritt: Der Filter ¢ konvergiert stetig gegen f.

Sei ¢ 1 (y,V) € X beliebig, wir miissen ¢ (¢) A f((y,V)) = y zeigen. Sei dazu
O € TyN O beliebig. Um O € 1(¢) zu zeigen, muss P(F) C O fiir ein P € ¢ und ein F € ¢
gezeigt werden.

1. Fall: V' = co. Dann ist y = a, und fiir die Wahl P := P,(O) € v,

F = (UQ€O~@ x {Q}) U{(a,00)} € As C U] C ¢ gilt - konstruktionsbedingt -
P(F) C O,

2. Fall: V #£ 00, d.h. V € tan O. Wihle in diesem Fall P := Py((y,V), O),
F:=(VNO)x{V}, damit P(F) C O gilt.

(1) = (i4i) Wenn der Zielraum einer schwach stetigen Abbildung ein T3-Raum ist, ist
sie automatisch stetig, siche Lemma 3.3.3.

(791) = (i) Wir zeigen wieder die Kontraposition —(i) = —(#i¢). Oben haben wir bereits
ein f: X — Y konstruiert, das zwar schwach stetig (dies folgt aus Lemma 3.3.5 (7)), aber
nicht stetig ist, womit —(iii) gezeigt wire.

(i) = (iv) Die im Punkt (iv) defnierte Funtion F' : X — Y ist wegen Lemma 3.3.5 (i)
schwach stetig, und, weil Y T3 ist, sogar stetig (Lemma 3.3.3).

(iv) = (i) Wir zeigen —(i) = —(iv), und kniipfen dazu an obiger Konstruktion an.
Neben (X,7) und f: X — Y definieren wir noch

D:= [J Qx{Q} wnd g:D-Y,(4.Q)y.
QetanO

1. Schritt: D = X.

Um zu zeigen, dass D dicht ist, weisen wir nach, dass jede offene, nichtleere Teilmenge
von X nichtleeren Schnitt mit D hat. Es reicht, dies fiir alle nichtleeren Mengen aus unserer
Basis 8 = 2(; U%ly zu zeigen.

1. Fall: A€y, dh. A= WnNV)x{W} fiirein WetanO und V € O. Weil A nicht
leer ist, gibt es ein y € W NV, woraus W NV # () folgt. Fiir ein z € W NV gilt
nun (z, W) € AN D, und daher AN D # (.
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2. Fall: A € 20y, also A = (UQGWQ x {Q}) U {(a,00)} fiir ein W € ta N O. In diesem
Fall gilt 0 # W x {W} C AnD.

2. Schritt: g ldasst sich stetig auf jedes (y,z) € X fortsetzen.

Wir zeigen zunéchst, dass sowohl die Einschrankung von f : X — Y auf X\{(a, )},
als auch die Einschrankung von f auf D U {(a, 00)} beziiglich der jeweiligen Spurtopologie
stetig ist:

ad flx\{(a,00)}=: P
Sei (y,Q) € X\{(a,00)}, und h((y,Q)) =y € O € O beliebig, so gilt fiir die Umge-
bung (@ N O0) x {Q} € A von (y,Q)

h((QNO)x{Q}) =QNO CO.

ad flpuf(a,c0))=: P
Fiir den Punkt (a,00) und beliebiges W € ta N O ist

(DU{@c) 0 (U @ {Q}) u{la, )
QewW
eine Umgebung von (a, 00), die auch folgendermafen geschrieben werden kann:
(Pn U @x{Q}) Uila,00)} = {(:Q) [y € Q € W} U{(a, )}
Qew

Es ist ersichtlich, dass diese Umgebung unter der Abbildung h genau auf W abgebildet
wird. Insbesondere ist die Bildmenge in W enthalten, was die Stetigkeit in (a, 00) zeigt.

Um die Stetigkeit von h in den iibrigen Punkte (y, @) € D nachzuweisen, nehme man
fiir beliebiges O € Ty N O die Umgebung

(DU{(a,00)}) N ((QNO) x {Q}) = (@NO) x{Q},
fiir die L((Q N O) x {Q}) C O gilt.
Nun kann man g auf beliebige Punkte stetig fortsetzen, indem die jeweils passende stetige
Einschrankung von f eventuell weiter eingeschréankt wird.

3. Schritt: Die Fortsetzung von g auf X, bezeichnet als G, ist nicht stetig.
Klarerweise gilt aufgrund von G((y,2)) = g(y,»)((y,2)) = f((y,2)) = y nun G = f,
womit gezeigt wére, dass G nicht stetig ist. O
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