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1 Einleitende Worte

Diese Bachelorarbeit ist im Zuge der Lehrveranstaltung ” Praktikum mit Bachelorarbeit”
vom Institut fiir Analysis und Scientific Computing unter der Betreuung von Ao.Univ.Prof.
Dipl.-Ing. Dr.techn. Michael Kaltenbéck entstanden. Die Arbeit ldsst sich inhaltlich in
zwei Teile unterteilen:

Der erste Teil der Arbeit widmet sich vordergriindig dem Satz von Krein. Dahingehend
werden Begriffe wie 'Extremalpunkte’, ’konvexe Hiille’ u.a. wiederholt beziehungswei-
se definiert und eingehend besprochen. Zusétzlich steht inhaltlich auch der Begriff der
o(X, X’)-Kompaktheit im Mittelpunkt der ersten Hélfte.

Im zweiten Teil der Arbeit befassen wir uns mit Operatorhalbgruppen auf Banachraumen.
Hier stehen vor allem die verschiedenen Stetigkeitsauffassungen im Mittelpunkt der Ar-
beit. Ziel wird es sein, zu zeigen, dass Operatorhalbgruppen beziiglich der starken Opera-
tortopologie stetige sind, genau dann wenn sie beziiglich der schwachen Operatortopologie
stetig sind.

Vorrausgesetzt sind nur die grundlegenden Kenntnisse aus der Einfiihrungsveranstaltung
”Funktionalanalysis 1”. Insbesondere werden die Sitze von Hahn-Banach, Banach-Steinhaus
und Banach-Alaoglu als bekannt vorrausgesetzt.

2 o(X, X')-Kompaktheit: Die Sitze von James und
Krein

2.1 Grundbegriffe

Im weiteren Verlauf bezeichne Uy die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten
Raumes X und B(X) die Menge aller beschrankten linearen Abbildungen von X auf
sich selbst. Weiters bleiben die Variablensymbole x, y, z fiir Variablen aus X vorbehalten,
f,g,s fiir Variablen aus X’ und Symbole der Form F, G, S fiir Variablen aus X",

Definition 2.1.1. Fine Menge U heifit konvex wenn fiir alle 0 < A < 1 und x,y € U
folgt, dass auch \x+ (1 — Xy € U ist. Ist B eine beliebige Menge, so bezeichne co(B) die
konvexe Hriille von B und ist definiert als die kleinste konvexe Menge, die B enthdlt.
Befinden wir uns auf einem topologischen Raum, so ist ¢o(B), die abgeschlossene kon-
vexe Hiille von B, definiert als die kleinste abgeschlossene und konvexe Menge, die B
enthdlt.

Definition 2.1.2. Sei X ein Vektorraum und K C X konvex.



(a) F C K heifst Sette von K, falls F' konvex ist und

2,22 € K,IN:0< A< L,Ani+ (1 =Ny € F = z9,20 € F
erfillt.

(b)  z € K heifst Extremalpunkt von K, falls {z} eine Seite von K ist, mit anderen
Worten, falls

21,22 € K,IN:0< A<, Aey+ (1 =Ny =2 = x1 =29 = 7.

gilt. ex(K) bezeichne die Menge aller Extremalpunkte von K.

Lemma 2.1.3. Ist K konvex, ' C K eine Seite in K und G C F eine Seite von F', so
ist G eine Seite in K. Speziell gilt ex(F) =ex(K) N F.

Beweis. Angenommen es existiert zu den Punkten x1,25 € K ein A € (0,1), sodass
Az1 + (1 — N)zo € G erfiillt ist. Damit liegt Ax; + (1 — A)x2 auch in F' und, da F eine
Seite von K ist, folgern wir x1,x9 € F. Verwenden wir nun dir Vorraussetzung, dass G
eine Seite von F ist, erhalten wir x1, x5 € G. Deshalb ist GG eine Seite von K.

m

Lemma 2.1.4. Sei X ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum und sei A konvex in
X. Dann gilt

Z _ ZU(X,X’) .
Beweis. Sei A eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von X. Fiir g ¢ A existiert
nach dem Satz von Hahn-Banch ein f € X’ und ein o € R, sodass

supRe f(z) < a < Re f(zo)

€A
erfiillt ist. Klarerweise ist dann O := {z € X : Re f(z) > a} offen in X beziiglich der
schwachen Topologie und erfiillt o € O und AN O = (). Damit ist gezeigt, dass es fiir
jedes g € X\ A eine offene Umgebung um x, gibt, die ganz in X\ A enthalten ist. Dies
entspricht genau der Bedingung, dass X\ A eine offen Menge der schwachen Topologie ist
und damit ist A abgeschlossen in der schwachen Topologie.

Demzufolge ist jede beziiglich der urspriinglichen Topologie auf X abgeschlossenen kon-
vexe Menge auch beziiglich der schwachen Topologie abgeschlossen. Andererseits ist die
schwache Topologie die grobere von den beiden und damit ist jede schwach abgeschlossene
Menge auch abgeschlossen. Damit folgt die Behauptung.
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2.2 James-Schranken

Definition 2.2.1. Sei (X, ||.||) ein Banachraum und bezeichne C eine beschrinkte Teil-
menge von X'. Dann nennt man B C C' eine James-Schranke(engl. “James bounda-
ry”) von C, wenn fir alle x € X ein g € B existiert, sodass Re g(x) = sup{Re f(z) :
f € C}. Man nennt B ein James-Schranke von X, wenn B C Uy erfillt ist und B eine
James-Schranke von Ux: darstellt.

1. Bemerkung: Man erkennt hier, dass die obige Bedingung an eine James-Schranke ho-
mogen in x ist. Da wir uns in einem Banachraum befinden kénnen wir mit Hilfe des Satzes
von Hahn-Banach zu jedem z € X ein Funktional aus Uxs finden, fir das f(z) = ||z||
erfiillt ist. Deshalb kann man die Bedingung an eine James-Schranke von X umformulieren
in:

B C Uy ist eine James-Schranke von X genau dann wenn fiir jedes z € X mit ||z|| =1
ein g € B existiert, sodass g(x)=1 erfiillt ist.

2. Bemerkung: In der Definition wird vorausgesetzt, dass C beschrinkt ist. Ist C
zuséatzlich noch schwach-*-abgeschlossen und kreisformig so folgt aus dem Satz von Banach-
Alaoglu, dass C schwach-*-kompakt in X’ ist. Damit ist die Menge {f(x), f € C'} nichts
anderes als das Bild der kompakten Menge C unter dem (schwach-*-stetigen) Funktional
x € X” und damit selbst kompakt in C. Daraus folgt die Existenz eines Funktionales
g € C, sodass |Re g(z)| = sup{|Re f(z)|: f € C} erfiillt ist und aus der Kreisformigkeit
folgt, dass es sogar ein g gibt welches Re g(x) = sup{Re f(x) : f € C} erfiillt. Damit ist
C eine James-Schranke fiir sich selbst. Also lésst sich zumindest fiir diesen Spezialfall die
Frage nach der Existenz einer James-Schranke schnell beantworten.

Satz 2.2.2. Sei X ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum mit kompakter und konve-
zer Teilmenge K. Dann gilt: Jede nicht leere abgeschlossene Seite F von K enthdlt einen
Ezxtremalpunkt von K.

Beweis. Der Beweis fufit auf dem Lemma von Zorn und dem Satz von Hahn-Banach.
Bezeichne M die Menge aller abgeschlossenen nichtleeren Seiten von K die in F ent-
halten sind, versehen mit der durch C induzierten Halbordnung. M ist nicht leer, da
F in M enthalten ist. Sei nun (F;);c; eine totalgeordnete Kette aus (M, C). Dann ist
F = (ic; Fi wieder eine abgeschlossene Teilmenge von K. Wir wollen nun zeigen, dass
F ebenfalls ein Element aus M ist. Dazu bleibt noch zu zeigen, dass F eine nicht leere
Seite von K ist.

Sei also x1, 2 € K beliebig. Angenommen es existiert ein A € (0,1) sodass Az; + (1 —
Az, € F erfiillt ist. Daraus folgt Az + (1 — N)zy € F;, fiir alle i € I. Da F; eine Seite
von K ist folgt x1, x5 € F;, Vi € I. Ist aber x1, x5 € F;, Vi € I, so sind 7 und x5 auch
im Schnitt aller F; also in F enthalten. Damit ist F eine Seite von K.

Um nachzuweisen, dass F nicht leer ist, muss man sich lediglich in Erinnerung rufen, dass
K kompakt ist und damit auf K die Endliche Durchschnittseigenschaft erfiillt ist. Da der
Schnitt von verschiedenen JF; iiber eine endliche Indexmenge nie leer ist, gilt dies auch



fiir den Schnitt iiber die gesamte Indexmenge I.

F ist damit eine untere Schranke der Kette (Fi)ier in M. Damit sind alle Vorraussetzung
an das Lemma von Zorn erfiillt und wir wissen daher, dass in M ein minimales Element
Fo existiert.

Angenommen Fj ist kein Extremalpunkt: Damit enthélt Fy mindestens 2 unterschiedliche
Elemente x # y. Da X laut Voraussetzung lokalkonvex ist, existiert nach dem Satz von
Hahn-Banach ein Funktional f € X’ mit

Re f(z) < Ref(y). (1)

Betrachte nun die Menge

Fi:={z€Fy : Re f(z) = sup (Re f(z))}.

Z'€Fo

Da f stetig ist und Fy als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K selbst kom-
pakt ist, wird das Supremum an mindestens einer Stelle angenommen und JF; ist damit
nicht leer. Ferner ist F; abgeschlossen, da man F; darstellen kann als FoN(Re )~ ({20}),

mit 2o 1= sup,.cx (Re f(2')).

Zusétzlich ist F; eine Seite von Fy. Um das einzusehen seien zwei beliebige Punkte x4
und x5 aus Fy gegeben, fiir die ein 0 < A < 1 existiert, welches Azy + (1 — N)zg € Fy
erfiillt. Damit folgt Ref <)\{E1 + (1 - )\):1:2> = 29, was wir auch schreiben koénnen als
ARef(21) + (1 — M)Ref(22) = 2.

Da 2y jedoch das Supremum iiber alle Realteile ist, kann dieses iiber eine Konvexkombina-
tion ARef(z1)4+(1—A)Ref(x2) nur dann angenommen werden, wenn Ref(x;) =Ref(z3) =
zo erfiillt ist. Damit folgt bereits, dass x; und x5 in F; enthalten sind und damit ist F;
eine Seite von Fy. Als solche ist F; aber auch eine Seite von K(vergleiche Lemma [2.1.3))
und damit enthalten in der teilgeordneten Menge M. Zusétzlich folgt aus , dass F;

eine echte Teilmenge von Fy ist, was im Widerspruch zur Minimalitdt von F; steht.
n

Korollar. Fiir jeden Banachraum X ist ex(Ux/) eine James-Schranke von X.

Beweis. Sei x € X mit ||z|| = 1. Betrachte die Menge H := {f € Ux, : f(x) = 1}.
Erneut gilt nach dem Satz von Hahn-Banch, dass zumindest ein solches f existiert und
damit ist ‘H nicht leer. Indem man sehr dhnlich argumentiert wie im Beweis von Satz
kann man zeigen, dass H eine o(X’, X)-abgeschlossene Seite von Uy ist. Damit
folgt aus Satz [2.2.2] dass H mindestens einen Extremalpunkt von Ux: enthélt. Damit ist
bereits gezeigt, dass ex(Ux/) eine James-Schranke von Uy ist. ]



2. Bemerkung: Allgemein werden wir uns im néchsten Kapitel der Frage widmen, ob
eine James-Schranke einer Menge bereits grof3 genug ist, sodass die abgeschlossene Kon-
vexe Hiille davon die gesamte Menge aufspannt. Die Antwort lautet ’ja’, fiir separa-
ble Banachrdume. Das eben bewiesene Korollar in Verbindung mit den Satz von Krein-
Milman([Wer06], VIII.4.4) stellt bereits einen Vorboten dieser Aussage dar. Denn nach
dem Satz noch Krein-Milman gilt co(ex(Ux/)) = Ux+, wobei ex(Ux/) eine James-Schranke
von Uy ist.

2.3 Der Satz von Krein

Das folgende Kapitel widmet sich dem Satz von Krein und den ihm zugrunde liegenden
Theoremen. Der Satz von Krein besagt, dass in einem Banchraum X die abgeschloss-
ne konvexe Hiille einer beziiglich der schwachen Topologie o(X, X') kompakten Menge
wieder schwach-kompakt ist.

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit beschrinken wir uns jedoch auf den Fall eines sepa-
rablen Banachraumes. Der Grund dafiir liegt einerseits darin, dass der Beweis des Sates
von James fiir den allgemeinen Fall sehr technisch verlduft und andererseits darin, dass
im separablen Fall die Herleitung mittels den bereits oben ertrterten James-Schrenken
erfolgen kann. Dieser Zugang hat meiner Ansicht nach den grofien Vorteil eine Einfiihrung
als auch einen breiten Uberblick iiber zentrale Begriffe der unendlichdimensionalen Geo-
metrie in Banachrdumen und dessen Dualrdumen zu liefern, ohne auf langere Sicht die
inhaltliche Zusammengehorigkeit zu verlieren. So werden nun im folgenden Kapitel mit
den Satzen von Krein, James und Godefroy die Begriffe 'Konvexe Hiille’, "Extremalpunk-
te’ und 'James-Schranke’” erneut einander gegeniibergestellt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit verwenden wir des 6fteren den Satz von Goldstine. Deshalb
sei hier auf Grund der Vollstédndigkeit der Beweis des Satzes erbracht:

Satz 2.3.1 (von Goldstine). Sei X ein ein normierter Raum. Dann ist Ux o(X", X')-
dicht in Uxn und folglich ist ganz X o(X", X')-dicht in X".

Beweis. Wir folgen der Beweisstruktur des Bipolarensatzes(fiir detailliertere Informatio-
nen iiber den Zusammenhang zwischen den Satz von Goldstine und dem Bipolarensatz
siche [Wer06], Kapitel VIII., bzw. fiir einen alternativen Beweis siehe [Fab00], 73ff):
Fiir jede Menge B C X' sei B° definiert als

B°:={F e X":Re F(g) <1, Vg e A},

sowie fiir alle A € X" sei A° definiert als

A°:={fe X :ReG(f) <1, VG € B}.

Dann gilt fiir alle A C X":



o A° ldsst sich schreiben als A° = (,4{f € X' : Re G(f) < 1} und ist damit als
Schnitt von abgeschlossenen und konvexen Mengen selbst abgeschlossen und konvex
in der Topologie von o(X', X").

e Fiir alle A gilt 0 € A°.

o Klarerweise gilt A C A°°.

Mit diesen Eigenschaften folgt sofort co(A U {0}) C A°°, wobei der Abschluss beziiglich
der o(X”, X’)-Topologie zu verstehen ist.

Angenommen es gibt ein Fy € A°°\co(A U {0}). Nach dem Trennungssatz von Hahn-
Banach gibt es deshalb ein o(X’, X”)-stetiges Funktional g € X', welches

Re Fy(g) > 1> Re G(g), VG e A

erfiillt. Aus der rechten Ungleichung folgt ¢ € A° und aus dem linken Teil folgt damit
Fy ¢ A°°. Das steht bereits im Widerspruch zu Fy € A*°\céo(A U {0}).

Damit ist co(A U {0}) = A°° bewiesen. Wenden wir dieses Ergebnis auf die kanonische
Einbettung von Ux in X" an, erhalten wir

—0c X”,X’)

UX// = Uf;(o - @(UX) - U)((

Lemma 2.3.2. Sei X ein separabler Banachraum sei Sx := {x € X : ||z|| = 1}. Weiters
sei {T nen C Sx dicht in Sx. Dann wird Ux: versehen mit

d(f,g) = 27| f(z:) — g(z:)l, Vf.g€Ux,
=1

zu einem kompakten metrischen Raum. Ferner ist die identische Abbildung

’ZdUX, : (UX/, U(X/, X”)) — (UX/, d)
ein Homdoomorphismus.

Beweis. Dass d(.,.) die Eigenschaften einer Metrik hat, ist auf der Hand liegend. Des-
halb wollen wir zuerst die Stetigkeit von idy,,, iberpriifen. Dazu sei eine offene Umgebung
O :={g € Ux :d(f,g) < €} von einem Punkt f € Uy, gegeben. Klarerweise gibt es ein
N €N, sodass 27N = 372 27N~ < £ erfiillt ist.



Definiere Q; als die Menge Q; := {g € Uxs : |(f — 9)(2:)| < 55} @ ist damit eine offene
Menge in der schwach-*-Topologie und damit ist auch Q := ﬂf\il Q; eine offene Menge in
dieser Topologie. Zusétzlich gilt f € Q.

Fiir alle g € @ folgt somit

d(f,g) = Z27i’f($i) —g(x)| =

N 00 oo
= > 27 @) gl + Y 27 flw) gl < 5+ Y 2N =
i=1 i=N+1 =1

Damit haben wir gezeigt, dass es zu jedem f € Ux: und jeder Umgebung O um f eine
o(X’, X")-offene Umgebung ¢ um id[})l(, (f) = f gibt, sodass Q C id&i,(O) = O erfiillt
ist. Demnach ist idy, stetig.

Da (Ux:,o(X’, X") ein kompakter Raum ist, ist jede stetige und bijektive Funktion, die
auf (Uxs,o(X’, X") definiert ist und in einen Hausdorffi-Raum hinein abbildet, bereits
homdomorph. Damit haben wir abschlieBend gezeigt, dass idy,, homdomorph ist, und

damit auch, dass (Uy,d) ein kompakter Raum ist.
]

Satz 2.3.3 (nach Godefroy). Sei X ein Banachraum und sei C' eine beschrinkte abge-
schlossene und konvexe Teilmenge von X'. Ist B eine James-Schranke von C und separabel
in (X',|||lx/), so gilt co(B) = C.

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir noch folgendes technisches Lemma. [*°(B)
bezeichne im Folgenden den Banachraum {z : B — R : sups.p [2(5)| < 0o} versehen mit
der Norm ||z|| := supgep [2(5)].

Lemma 2.3.4 (Simon’s inequality). Sei B eine belicbige Menge und sei C' eine unter
unendlichen Konverkombinationen abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von 1*°(B),
d.h. fiir alle Koeffizientenfolgen i > 0 mit Y, . Ai = 1 und allen ¢; € C folgt Y, . Nic; €
C. Sei weiters vorausgesetzt, dass fiir alle c € C' ein b € B existiert, sodass

c(b) = sup(c(3)).

BeB
Dann gilt fir jede Folge (¢;)ien aus C
inf sup ¢(5) < sup limsup ¢;(53).
c€C gep BeB N

Beweis. Sei (¢;)ien aus C. Definiere Cy := {> .2, hic; = A >0, Y2, A\ = 1}, Wir

miissen zeigen, dass



inf sup c(f) < sup limsup ¢;(3),
ceC1 gep B€B €N

denn daraus folgt bereits mit der Ungleichungskette

inf sup ¢() < inf supc(5) < suplimsup ¢; (),
ceC gep ceC1 geB peB i€N

die behauptetet Aussage:
Sei € > 0. Wihle induktiv z; € Cj so, dass fiir k =0,1,2,...

sup(2Fvy + 2.1)(B) < inf sup(2Fuy + 2)(8) +

3eB 2€Cki1 BeB 2k+1’

erfiillt ist, wobei vy := 0 und vy, := Zle o fiir k € N. Setze v := ), 5t

Da 2,1 = 28 1y — 281y, gilt, erhalten wir

2k+1vk+1 — kak = Zk+1 + kak
und unter Verwendung von 2%v — 2%y, = 27> %, 415 € C1 erhalten wir fiir alle £ =
0,1,2,...

€
sup(2° oy — 2%0k) (6) < sup (25 ok + (250 — 2800)) () + ST —
BeB BeB

€ €
= sup(2" —— =2F :
Z‘QE( V)(B) + e Zggv(ﬁ) + e

Da v aus ('} stammt existiert ein b € B, sodass v sein Supremum an der Stelle b annimmt.
Mit Hilfe der Formel 221:_01 2k = 2™ _ 1 erhalten wir aus der letzten Ungleichung

m—1
20, (b) = ) (28 — 2F0,)(b)
k=0
< (2™ = 1)supv(f) + e = 2™v(b) + € — sup v(3).

BeB BeEB

Daraus folgt supscg v(8) < 2™v(b) — 20y, (b) + € und daher folgt

inf sup c(5) < supwv(f) < limsup(2™v — 2™v,,)(b) + €,
c€C1 geB BeB meN
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und das fiir beliebige € > 0. Verwenden wir schlussendlich 2™v —2™v,, € C,,+1, so kénnen
wir den Limes superior abschitzen mit

lim sup(2™v — 2™v,, ) (b) + € < limsup ¢, (b) + ¢,
meN meN

und damit folgt

inf sup ¢(f4) < limsup(2™v — 2™v,,)(b) +€, Ve > 0.
cc€C1 geB meN

Daraus folgt die Behauptung.

Beweis. (von Satz [2.3.3). Angenommen ¢o(B) # C. Da C eine abgeschlossene konvexe
Ubermenge von B ist gilt ¢o(B) C C und mit der Annahme ¢o(B) # C erhalten wir
C\co(B) # 0.

(1. Schritt). Sei g € C\co(B). Zuvorderst suchen wir ein F' € X" mit ||F|| = 1, sodass
ein o und ein [ existieren, mit

a < g, Re F(g) > /8 und Re F(f) <a VfeB. (2)

Dazu verwenden wir den Trennungssatz von Hahn-Banach, der gerade besagt, dass man
eine abgeschlossene konvexe Mengen und eine kompakte konvexe Menge in einem lo-
kalkonvexen topologischen Vektorraum mittels einer reellen Hyperebene von einander
trennen kann. Das bedeutet genau ein solches F' € X" existiert.

(2. Schritt). Sei S := {x € Ux : Re(g(z)) > B}. Nach dem Satz von Goldstine gilt

F € U_Xw*, d.h. es existiert ein Netz (y;);e; mit Elementen aus Uy, sodass fiir alle
f e X' gilt:

limyi(f) =lim f(y;) = F(f) nC.

Weil ReF'(g) > [ gilt, kann man alle y; sogar aus S wéhlen. Da das Netz (y;);cr als
Netz von Funktionalen aus X” punktweise fiir jedes f € X’ gegen F konvergiert, gilt dies
insbesondere fiir alle f € B C X',

Definiere Y := span(B). Dann ist Y ein abgeschlossener und separabler Teilraum von
X'. Nach Lemma ist (Uyr,o(Y',Y")) damit kompakt und metrisierbar. Deshalb
besitzt in diesem Raum jedes Netz eine konvergente Teilfolge. Konvergiert das Netz, so
konvergiert natiirlich auch die Teilfolge gegen den selben Grenzwert. Das Netz (y;|y )ier

"Hier bezeichne Ux~ den Abschluss von Ux in X" beziiglich der Topologie o(X”, X").
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liegt in Uy-. Damit gibt es eine Teilfolge (2, )nen von(y;)ier, sodass (x,]y )nen in Uy bzgl.
der schwach-*-Topologie gegen F'|y konvergiert.

Insgesamt erhalten wir demnach eine Folge x,, aus S, die auf ganz Y und damit auf ganz
B punktweise gegen F' konvergiert.

(3.Schritt). Es gilt lim(f(x,)) — F(f) fir f € B. Damit folgt

sup(lim (Ref(z,))) = sup(ReF(f)) < a. (3)

feB neN feB

Weil B eine James-Schranke von C' ist, gilt

supRef(z) =supRef(z) Vze X,
feB fec

und aus g € C folgt

supRef(z) > Reg(x) > 5 Vz €S,
feC

und damit auch

i > i > 8.
inf sup Ref(z) 2 inf Reg(z) 2 (4)

Aus der urspriinglichen Annahme a < ( und aus den Ungleichungen und folgt
somit

sup(lim(Ref(z,))) < a < § < inf sup Ref(z) = inf sup Ref(z). (5)
feB mEN z€S fec z€eS feB

Es ist sehr leicht ersichtlich, dass S unter unendlichen Konvexkombinationen abgeschlos-
sen ist. Weil B eine James-Schranke von C' ist, sind alle Vorraussetzungen an Lemma
erfiillt und damit konnen wir auf die Folge (x,),eny aus S die Ungleichung von
Simon anwenden und erhalten

sup(lim(Ref(z,))) > inf sup Ref(z). (6)

feB neN z€eS feB

Die Ungleichungen und @ stehen jedoch im direkten Widerspruch zu einander, wo-
durch die urspriingliche Annahme ¢o(B) # C' ad absurdum gefiihrt wurde. m

Bemerkung: Die Vorraussetzung in Satz[2.3.3] dass B eine in der Topologie des Banach-
raumes X' separable Menge ist, ist unabdingbar, wie man am folgenden Beispiel sieht:
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Beispiel: Sei X der Banchraum C[0, 1], der Raum aller komplexwertigen setigen Funk-
tionen definiert auf dem Intervall [0, 1] versehen mit der Supremumsnorm. Damit ldsst
sich X' identifizieren mit den Raum M([0,1],Bo17), der Raum aller Komplexen Mafe
auf [0,1] versehen mit der Totalvariation als Norm.

Definiere 4, t € [0, 1], als das normierte Punktmaf} zu t, mit anderen Worten jenes Maf3,
das definiert ist durch

1, wennte A
(A=< , VA € B .
«A) {O, wenn ¢t ¢ A 0.1

Die Totalvariation von d; ist 1 und damit gilt 6, € Ux.. Betrachte nun die Menge B :=
{6 : 0<t <1} CUy. Fiir jedes f € C([0,1]) gibt es ein ¢y, sodass

sup (Ref(t)) = Ref(to).

t€0,1]

Damit folgt auch, dass

sup /[O | Ref(t)du(t) = sup (Ref(t)) = Ref(to) = /[O B Ref (t)dd,, (t),

[l =1 t€[0,1]

und damit ist gezeigt, dass B eine James-Schranke von Uy ist.

Betrachten wir nun die abgeschlossene Konvexe Hiille von B. Es ist leicht ersichtlich, dass
mit der Menge {> 7, A0, : n €N, t; € [0,1], \; >0, >, A; = 1} eine konvexe
Obermenge von B gegeben ist. Andererseits kann man jedes Element aus dieser Menge
durch endliches Konvexkompinieren aus B erhalten. Damit ist klar, dass co(B) die oben
angegeben Gestalt besitzen muss. An dieser Stelle sei bemerkt, dass man an dieser Dar-
stellung erkennt, dass ¢o(B) kein einziges kontinuierliches Maf enthélt und damit nicht
die gesamte Einheitskugel in M([0,1]) aufspannt. Aus dem Satz wissen wir jedoch,
dass dies fiir separable James-Schranken von Ux: gelten sollte. In diesem Beispiel ist B
aber keine separable Menge, weil B ein {iberabzéhlbares, linear unabhéngiges System ist,
das keine Haufungspunkte besitzt. Und in Folge dessen ist auch ¢o(B) # Ux:.

Das in einem Raum wie M([0,1]) die Einheitskugel gar keine separable James-Schrenke
besitzen kann, zeigt folgender Satz:

Satz 2.3.5. Sei X ein Banachraum. Besitzt X eine separable James-Schranke, so ist
bereits ganz X' separabel.

Beweis. Besitzt Uy eine separable James-Schranke so ist auch die abgeschlossene und
konvexe Hiille dieser Schranke separabel. Nach dem vorangegangenen Satz folgt damit,
dass Uy separabel ist. O
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Satz 2.3.6 (von James, fiir separable Banachraume). Sei C' eine abgeschlossne konveze
Teilmenge eines separablen Banachraumes X. Dann gilt: C ist genau dann schwach kom-
pakt wenn fiir jedes f € X' gilt, dass Re f sein Supremum iiber C' an einem Punkt in C
annimmdt.

Beweis. (=): Angenommen C ist kompakt in der schwachen Topologie o(X, X’). Auf
Grund der Tatsache, dass jedes f aus X' stetig beziiglich der schwachen Topologie auf X
ist, ist das Bild von C' unter Re f kompakt in R. Daraus folgt bereits, dass das Supremum
an einer gewissen Stelle angenommen wird.

(«<): Als erstes wollen wir iiberpriifen, dass C' eine James-Schranke von T in X" ist.
Das heif3t es ist zu zeigen, dass zu jedem f € X' ein xy € C gibt, sodass

Re f(z9) = sup Re F(f)
Fec””
erfiillt ist. An dieser Stelle geniigt es jedoch das Supremum iiber die Menge C' zu wéhlen,
da C klarerweise dicht in C" ist. Gesucht ist also ein zy € C' mit der Eigenschaft

Re f(zo) = supRe f(x)

zeC
Das entspricht aber genau der Voraussetzungen des Satzes, namlich dass alle f das Supre-
mum an irgendeiner Stelle xg in C' angenommen wird. Demnach ist C' eine James-Schranke

—w
von C' .

Hier konnen wir nun Satz [2.3.3| anwenden, und erhalten ¢o(C) = C"". Da C bereits
selbst eine abgeschlossene und konvexe Menge ist, gilt C' = ¢o(C') und zusammen mit der
vorangegangenen Identitét erhalten wir

c=0c".

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist Ux» kompakt in der Topologie o(X”, X’). Und
da, wie eben gezeigt wurde, C eine beschriankte und beziiglich der Topologie o(X"”, X")
abgeschlossene Menge ist, ist C' ebenfalls beziiglich o(X”, X') kompakt.

Da wir einerseits mit o(X"”, X’) nichts anderes gegeben haben, als eine Initiale Topologie
bzgl. der Familie X’ und weil andererseits o(X, X’) nichts anderes ist, als eine Initiale
Topologie bzgl. der Familie X’ und weil zusétzlich X C X" gilt, stimmt die Spurtopologie
(X,0(X"”, X")|x) mit der Topologie (X,o(X,X’)) iiberein. Deshalb erhalten wir, weil
C' kompakt in (X”,0(X”, X’)) und ganz in X enthalten ist, dass auch C kompakt in
(X,0(X,X")) ist. O

Satz 2.3.7 (von Krein, fiir separable Banachrdume). Sei X ein separabler Banachraum.
Ist C schwach kompakt in X, so ist auch ¢o(C') schwach kompakt in X.
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Beweis. Sei f € X'. Zuerst soll gezeigt werden, dass
sup Re f(x) = supRe f(z). (7)
xz€co(C) xeC

Dazu betrachten wir die Konstruktion der konvexen Hiille von C:

O)={> "Nej : meN, ;€C, N\ >0, Y N =1}
j=1

j=1
Angenommen (z,),en sei eine Folge aus co(C), fir die gilt
limRe f(xz,) = sup Re f(x).
neN z€co(C)

Jedes z,, lasst sich damit in der Form

m m
Ty = Z AjnCjn schreiben, mit Z Ajin =1, Vn € N.

J=1

Wihle ¥, 1= ¢jy ., Wobei ¢j, , bestimmt ist durch Re f(cj,.n) = maxj’,(Re f(c;,)). Man
achte darauf, dass hier jedes y, aus C' stammt, und nicht mehr aus co(C'). Damit folgt:

Re f(z,) = Re f( i NjnCin) =

m

:Z NinRe f(cjn) < Z NinRe f(yn) =
J=1 J=1
=Re f(ya)(D_ Ajm) = Re f(ya).
7=1

Man erhalt

sup Re f(z) = limRe f(z,) < limRe f(y,) < supRe f(x),
xz€co(C) neN neN zeC

und damit folgert man
sup Re f(z) = sup Re f(z) = supRe f(z).

z€co(C) z€co(C) zeC

Damit ist die Gleichheit in @ bewiesen.
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Da C o(X, X’)-kompakt ist, folgt aus Satz [2.3.6] dass fiir jedes f € X das Supremum
von Re f an einer Stelle xy in C' angenommen wird. Andererseits kann man Satz [2.3.6]
auch auf die Menge ¢o(C') anwenden, da aus bereits folgt, dass jedes reele Funktional
sein Supremum auf ¢o(C') annimmt, ndmlich an der selben Stelle xy. Damit folgt auch
schon die (X, X’)-Kompaktheit von ¢o(C).

O

3 Operatorhalbgruppen

3.1 Grundbegriffe

Unter einem dynamische System, oder auch deterministischen System, versteht man im
allgemeinen einen zeitabhéngigen Prozess, der zwar vom Anfangszustand, aber nicht vom
Anfangszeitpunkt abhéngt. Man spricht in diesem Fall von einem homogen beziiglich der
Zeit abhéngigen Modell. Dynamische Systeme finden vielfiltige Anwendungen in Berei-
chen der Mathematik, dienen jedoch hauptséchlich zur Beschreibung von verschiedensten
Prozessen in der Physik.

Formal wird ein dynamisches System beschrieben durch eine Familie (7'(¢));~o von Ab-
bildungen auf einer Menge X mit den Eigenschaften

(8)

T(s+t) = T(s)T(t), firallet,s>0,
T(0) = idx.

Hier bezeichnet X den Zustandsraum, ¢ € R} den Zeitraum, und jedes z € X nennt sich
einen Zustand. Fiir jeden Zustand = beschreibt die Abbildung 7" die zeitliche Entwicklung
von X. Das heifit der Zustand x geht zum Zeitpunkt ¢ {iber in den Zustand T'(¢)x.

Ist X ein Banachraum und sind alle Abbildungen 7'(t) € B(X), so spricht man auch von
einer Operatorhalbgruppe.

Definition 3.1.1. Sei (X, ||.||) ein Banachraum. Eine Abbildung T : [0,00) — B(X)
heifst Operatorhalbgruppe, falls

(i) T(s+t) = T(s)T(t), fir alle s,t € [0,00), (9)

(@) T(0) = I. (10)
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Die Standardsituation in der oftmals Operatorhalbgruppen in natiirlicher Weise auftreten
sind sogenannte abstrakte Cauchy-Probleme (ACP)

{u(t) = Au(t), fiirt >0, (11)

wobei A ein Linearer Operator auf einem Banachraum X ist. Existiert fiir jeden Punkt
x € X ein globale Losung u(t, ), dann definiert

T(t)x = u(t,z), t>0, z€ X,

eine Operatorhalbgruppe auf X.

Beispiel: Das wohl bekannteste Beispiel fiir ein ACP ist der in der Quantenmechanik
verwendetet Zeitentwicklungsoperator U(t) zu einem zeitunabhéngigen Hamiltonoperator
H. Befindet man sich in einem Hilbertraum(Zustandsraum) H, so geniigt jeder Zustand
¥ (x,t) der Schrodingergleichung

b t) = Hip(a D)

wobei H ein selbstadjungierter, nicht notwendigerweise beschriankter, linearer Operator
auf H ist. Wie man an der Gestalt leicht erkennt, beschreibt die Schrédigergleichung die
zeitliche Entwicklung von Quantenzustinden und zwar in dem Sinn, dass jedem Quanten-
zustand eine Funktion ¢(x,t) in Abhéngigkeit von der Zeitvariable ¢t und der Ortsvariable
x zugeordnet wird und die Zeitableitung der Funktion durch den Operator H evaluiert
werden kann. Verschiede Eigenschaften von 1 wie Paritéit oder Periodizitiat entsprechen
dann den verschiedenen physikalischen Interpretationen.

Weil H ein selbstadjungierter linearer Operator ist, kann man den Operator U (t) := e~ ntH
deﬁniere, welcher der Differenzialgleichung 2e~#"" = —iHeH! geniigt. Damit lisst

sich die zeitliche Entwicklung von ¢ mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators und des
Grundzustandes beschreiben:

o Y(z,t) = Ut)p(z,0) = U(t)o(x),

e U(0)o = o,

o (U(t+s)o) = U@)U(s)vo,

e fiir jede Funktion ¢(z) € H gilt: U(t)¢(z) geniigt der Schrodingergleichung.

Ist H beschréinkt, so ldsst sich eHt einfach iiber das Riesz-Dunfordsche Funktionalkalkiil definieren
und auch die Gleichheit %e*%“q = —%H e~ w1 lisst sich auf elementare Art und Weise nachrechnen.
Ist H jedoch nicht beschrinkt, so muss man auf den Spektralsatz fiir unbeschriankte selbstadjungierte
Operatoren zuriickgreifen, was die Sache etwas verkompliziert.
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3.2 Stark stetige Operatorhalbgruppen

Definition 3.2.1. Eine Operatorhalbgruppe (T(t))i>0 auf einem Banachraum X heifit
stark stetig Operatorhalbgruppe, oder Cy-Halbgruppe, wenn die Abbildung T : [0, 00) —
B(X) beziiglich der starken Operatortopologie setig ist. Das ist genau dann der Fall, wenn
fiir jedes x € X die Bahnkurve

Gt e &) = T()e (12)

eine stetige Abbildung von R™ nach (X, ||.||) darstellt.

Unser néchstes Ziel ist es, zu untersuchen, unter welchen notwendigen beziehungsweise
hinreichenden Bedingungen eine Operatorhalbgruppe stark stetig ist. Eines der funda-
mentalen Ergebnisse der Funktionalanalyis Familien von linearen, beschréinkten Opera-
toren betreffend ist der Satz von Banach-Steinhaus oder auch bekannt als das Prinzip der
gleichméBigen Beschranktheit (uniform boundedness principle). Wenden wir dieses Wis-
sen auf die Definition einer stark stetigen Operatorhalbgruppe an, erhalten wir folgendes
Lemma:

Lemma 3.2.2. Sei X ein Banchraum und sein T eine Funktion von einer kompakten
Menge K C R in den Raum B(X). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i): T ist stetig beziiglich der starken Operatortopologie auf B(X), d.h. die Abbildungen

K —- X
t — T(t)x
sind stetig fir jedes v € X.

(i1): Das Bild von K ist beschrinkt in B(X) und die Abbildungen

K — X
t — T(t)x
sind stetig in jedem Punkt x einer in X dichten Menge D C X.

(#1i): Die Abbildung

{KXO — X
(t,x) — T(t)x

ist gleichmapSig stetig fir jede in (X,||.||) kompakte Menge C'.
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Beweis. Die Richtung (iii) = (i) ist trivial, da man als C' das Singleton {z} wihlen
kann, wodurch aus der gleichméfligen Stetigkeit die Stetigkeit in der starken Operatorto-
pologie folgt.

Auch die Richtung (i) = (ii) ist nicht sehr aufwendig. Als dichte Teilmenge D wéhle
man ganz K und um zu zeigen, dass T'(K') beschriankt ist verwende man das Prinzip der

gleichméfigen Beschrénktheit, welches direkt zum Ziel fiihrt.

Nun zu (ii) == (iii): Sei C ein in X kompakte Menge und sei die Abbildungsnorm
|T(t)]| < M fiir alle t € K.

Wihle ein € > 0 beliebig:

Weil C totalbeschrinkt ist existiert eine endliche Ansammlung von Punkten x4, ..., z,, €
D, sodass die Umgebungen U (7;) == {x € X : ||z — z;|| < {7} ganz C iiberdecken.
Nun wiahle 6 > 0 derart, dass T'(t)x; — T(s)x; < efiiralle: =1, ...,m und s,t € K mit

|s — t| < 4. Dies ist moglich, weil die Funktionen T'(t)x;, t € K, als stetige Funktionen
auf einem Kompaktum gleichméfig stetig sind.

Daraus folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir beliebige z,y € C' mit ||z — y|| <
und ¢, s € K mit |t — s| <0

1Tz —T(s)yl| <

<T@ (@ — 2|l + (T ) = T(s))xyl| + [[T(s) (25 — )|l + | T(s) (@ = )| = 4e,

wobie j aus {1, ..., m} so gewéhlt sei, sodass ||z — x;|| < 57 erfiillt ist.

Satz 3.2.3. Fir eine Operatorhalbgruppe T'(t)¢>o auf einem Banachraum X sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) T(t)eso ist stark stetig.

(b) limy_oT(t)x =z, fir alle x € X.

(¢c) FEs existiert ein § > 0, M > 1 und eine Dichte Teilmenge D C X, sodass

(i) [IT(O)|| < M, fiir alle t € [0,0],
(11): limy_o T(t)x = z, fiir alle z € D.

Beweis. (a) = (c): Wahle D := X und wéhle § > 0 beliebig. Dann ist die Bahnkurve

€, - [0,0] = X
Tt e &) = T
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zu jedem x € X als stetige Abbildung von einem Kompakten Intervall in einem Banach-
raum beschriankt. Damit gilt

sup ||T(t)x]| < o0, VrelX
t€[0,d]

und damit folgt nach dem Prinzip der gleichméfiigen Beschranktheit

sup ||T()|] < oc.
t€[0,0]

Damit ist (a) = (c)q) gezeigt. Der zweite Tail (a) = (c)() folgt direkt aus der
starken Stetigkeit von T'(t);>o.

(¢) = (b): Um diese Richtung zu zeigen definieren wir die Menge K := {t, : n € N}
fiir eine beliebige Nullfolge (¢,,)nen C [0, 00). Es folgt aus der Annahme ¢, — 0, dass die
Menge {||T'(¢,)|| : t, > ¢} endlich ist, und damit ein Maximum Mj besitzt. Damit gilt,
zusammen mit den Vorraussetzungen von Punkt (c), dass das Bild von K unter T' be-
schrénkt ist mit der oberen Schranke M; := max{M, My}. Zusitzlich ist T'(.)z : K — X
laut Vorraussetzungen stetig im Punkt 0 fiir jedes x € D und damit, weil K sich nur um
0 hiuft, stetig auf ganz K. Aus Lemma ii) folgt somit die Stetigkeit fiir alle z € X
und weil ¢,, beliebig gewihlt war, gilt dies sogar fiir alle Nullfolgen. Damit ist (¢) =
(b) bewiesen.

(b) = (a): Seitp>0und seixz € X. Aus

: B - : o
Nm ||T(to + h)w — T(to)z[| < IT(t)|| im [[T'(h)z — z]| =0

folgt die Rechtsstetigkeit. Fiir den Fall h < 0 folgt aus

1T (to + h)x = T(to)x|| < [|T (o + h)|| |l = T(=h)z]|

die Linksstetigkeit, wenn ||T'(¢o + h)|| fiir alle h aus einer Umgebung (¢y + ho, to], ho < 0,
beschrénkt ist. Um einzusehen, dass ||T'()||te(tg4hoto] Deschrankt ist, betrachten wir ein
beliebiges x € X.

Aus den Vorraussetzungen in (b) folgt limy o ||7°(¢)x — x|| = 0. Daraus folgt die Existenz
eines § > 0, sodass alle (T'(t)x)icp,s in  + Ux enthalten sind und damit durch ein
Konstante M beschrankt sind. Nun gilt

18]
sp Tl < sup [IT(#)al] < bk | [T (md)| [ M < oo.
tE(t0+h0,t0] tE(O,to] m=0

Alles Weitere folgt wiederum aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschréinktheit.
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3.3 Schwach stetige Operatorhalbgruppen

Ahnlich wie im vorrangegangenen Kapitel iiber stark stetige Operatorhalbgruppen kann
man sich die Frage stellen, ob es Sinn macht, schwach stetige Operatorhalbgruppen zu
definieren. Die Frage lautet demnach welche Aussagen man iiber Operatorhalbgruppen
T : (0,00 — B(X) treffen kann, wenn man nicht wie im Kapitel zuvor Stetigkeit
beziiglich der starken Operatortopologie fordert, sonder lediglich Stetigkeit beziiglich der
schwachen Operatortopologie. Die erste Vermutung wiére, dass schwach stetige Operera-
torhalbgruppen im allgemeinen weniger Figenschaften besitzen als stark stetige. Denn
immerhin ist jede stark stetige Operatorhalbgruppe auch schwach stetig, die Umkeh-
rung scheint jedoch auf dem ersten Blick nicht zu gelten. Satz beweist jedoch das
Gegenteil.

Definition 3.3.1. Eine Operatorhalbgruppe (T(t))i>0 auf einem Banachraum X heifit
schwach stetig Operatorhalbgruppe, wenn die Abbildung T : [0,00) — B(X) beziiglich
der schwachen Operatortopologie setig ist. Das ist genau dann der Fall, wenn fir alle

x € X und fir alle f € X' die Abbildung

) [0,00) = C
FT()): {t S 13

stetig 1st.

Satz 3.3.2. Eine Operatorhalbgruppe T (t)i>o ist genau dann stark stetig, wenn sie
schwachstetig ist.

Beweis. Zu zeigen ist nur, dass schwach stetig stark stetig impliziert. Sei K eine in [0, 00)
kompakte Menge. Betrachte T'(t)x fiir festes « als lineare und beschrénkte Abbildung von
X’ nach C. Dann gilt auf Grund der schwachen Stetigkeit

sup f(T(t)x) < o0, VfeX'
tek

Damit gilt nach dem Prinzip der gleichméafigen Beschranktheit, dass

sup [|T(t)z|| < 00,  Vze X.
tek

Wenden wir darauf ein weiteres Mal das Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit an
erhalten wir

sup || T'(2)|| < oo,
teK
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fiir alle kompakten Mengen K. Um die starke Stetigkeit der Operatorhalbgruppe nachzu-
weisen konnen wir demnach Satz (3.2.3))) verwenden. Zu zeigen bleibt damit noch, dass
die Menge

Bi={ae X :lm|[T(t)z - || = 0)

dicht in X ist.
Nun definieren wir fiir jedes € X und r > 0 das Funktional

%uy:%A%@@@@ Vfe X (14)

Dieses Funktional ist als Zusammensetzung von linearen Funktionen linear und erfiillt

o) < 1 [ 1H@EIds < sup [T ol 151,

te(0,r]

Damit ist z, € X”.

Als néchstes betrachten wir die Funktion 7'(.)z : [0,r] — X. Diese Funktion ist stetig
beziiglich der o(X, X’)-Topologie. Um das einzusehen, bedenke man, dass o(X, X’) die
initiale Topologie beziiglich X’ ist. Eine Funktion die nach X abbildet ist demnach genau
dann stetig, wenn alle Verkniipfungen mit Funktionen aus X’ stetig sind. In unserem Fall
ist das genau die Forderung nach schwacher Stetigkeit fiir die Operatorhalbgruppe T'(t).

Als stetige Funktion bildet T'(.)z : [0,r] — X kompakte Mengen auf kompakte Mengen
ab und deshalb ist die Menge

B:={T(s)x : sel0,r]}

o(X, X')-kompakt fir alle r > 0. Betrachte nun die Menge

B:={T(s)x : s€[0,r]NQ}

und definiere den Teilraum Y als Y := span(B). Da B abzéhlbar ist, ist Y ein beziiglich
der Norm-Topologie separabler und abgeschlossener Teilraum. Damit gilt

EU(Y,Y’) _ EU(X,X’)' (15)
BT ist eine schwach-abgeschlossene Teilmenge von B und damit selbst schwach kom-

pakt. Deshalb ist auch B kompakt in o(Y, Y”’). Mit Satz[2.3.7 erhalten wir demnach,

22



dass E(EJ(Y’Y/)) kompakt in o(Y,Y”) ist und zwar unabhéngig davon, ob die abgeschlos-
sene Konvexe Hiille sich nun auf (X ||.||) oder auf (Y, |].||) bezieht.

Klarerweise ist ¢o(B) C E(EO(Y’Y/)

). Nach Lemma [2.1.4] gilt aber auch

YY)

und damit folgt co(B) 2 B , was wiederum

@(B) 2 co(B")

)
. .. .. . . R __,~=o(Y}Y’
impliziert. Damit ist die Gleichheit ¢o(B) = ¢o(B
co(B) eine o(Y,Y’)-kompakte Menge.
Folgern wir wie in , so erhalten wir:

)) gezeigt und demzufolge ist auch

co(B) ist (X, X’)-kompakt.

Bezeichne R, die Menge aller Rieman-Zerlegungen R = ((53) e ( ;) je R ) des Intervalls

0, 7] mit Zwischenstellen «;, die ausschliellich aus [0,7] N Q stammen. Dann ldsst sich

schreiben als

1 n(R)
z,(f) = ;7%161% Z(fj — &) f(T(aj)x) =
(g —¢)
= Jim (30 ST ) )

Diese Gleichheit gilt fiir alle f € X’ woraus direkt folgt

z, = lim (Z MT(CMJ-)SU ) (16)

RER, r
J=1

Auf Grund der Tatsache, dass das obige Integral existiert, existiert auch der Grenzwert
in und ist eindeutig bestimmt. Hinzu kommt noch, dass

n(R)
Z fg D Gm —&)
r
Jj=1
ist und damit ist jede Partialsumme Z MT (aj)x eine Konvexkombination von

Werten T'(a;)z aus B und damit ist
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Il
—_

woraus man

T, = 7%161% < Z MT(O@)SE ) € co(B)

folgern kann. Daraus kann man x,, € X schlieflen, fiir alle r € Q.

Fiir jedes x € X ist
li . <1 — =0,
li | (ar) = £(2)] <l sup [£(T(s)2) ~ f(2)

da die Operatorhalbgruppe T'(s) schwach stetig ist. Das heifit x, konvergiert gegen x fiir
r "\, 0 beziiglich der schwachen Topologie und damit ist die Menge
D = {z,,reQ",x € X}

schwach dicht in X. Auf Grund von Lemma ist die Menge sogar dicht beziiglich der
Norm-Topologie.

Andererseits gilt fiir alle z,:

IT(t)z, —%r—wpr/ f(r /Vﬂbﬂﬂg

IFIES

1 s
< sw 1 [ g1 [ <

2t t\o
< —llzll sup [|T(s)]| —
r s€[0,r+t]

Daraus folgt D C E, und weil D bereits dicht in X ist, gilt dies auch fiir . Damit ist
der Beweis vollendet.
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