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Einleitung

Physikalischer und historischer Hintergrund

In diesem Abschnitt soll die Feynman-Kac-Formel heuristisch hergleitet werden.

Man betrachte die zeitabhéingige (nichtrelativistische) Schrodingergleichung fiir ein einzelnes
Teilchen in einem elektrischen Feld

)
z’hgtllf(x,t) - [hA + V(x,t)} U(z,t).

2m

Wobei m die reduzierte Masse, V' die potentielle Energie und ¥ die Wellenfunktion bezeich-
ne. Wir kénnen die rechte Seite dieser Gleichung als (unbeschrénkten) linearen Operator H
auffassen, Hamiltonian genannt:

1. h 1
—CH=""A— M
R ams n Y
wobei My der Multiplikationsoperator mit der Funktion V' sei, d.h. (My¥)(z) = V(z) - ().

Damit ldsst sich die Schrodingergleichung kompakt anschreiben als

) i
U@, t) =~ (H)(,1).

Unter gewissen Anforderungen an den Operator H kann die Losung dieser Gleichung fiir belie-
bige Anfangsbedingungen durch eine Operatorhalbgruppe dargestellt werden, formal

U(x,t) = e*"tg/hgo(x), mit  ¥(z,0) =: ().

Die Idee von Feynman war, die Trotter-Produktformel zur Berechnung dieser Operator-
halbgruppe zu verwenden, die besagt, dass fiir eine gewisse Klasse von Operatoren A, B die
Gleichung

e tA+B) _ Lim <e—tA/N€—tB/N>N
N—oo

gilt, wobei der Grenzwert beziiglich der Hilbertraumnorm (im Fall von H die L?(R")-Norm) zu
verstehen ist. Damit erhélt man

. , N
—itH/h_ _ 1 ithA _itMy
o= i (o |0 e |- ]) o

Unter geeigneten Anforderungen an die Funktion ¢ gilt die Formel

n/2
ithA/(2mN) _(mN / mN,
i) = () [ e (% e = dl?) ola) o )
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Der Operator exp (— %) ist gleich dem Multiplikationsoperator mit der Funktion exp(—itV/(Nh)).

Durch iteriertes Anwenden der Beziehung (1) erhalten wir die Darstellung

o JHPAY [ itMy N (@) =
Pl omn [P Nh LI =
.mN 9 itV (xy) / .mN 9 itV (x2)
Cn /]R” exp <z 50 lz1 — ¢ )exp( NF ) X . exp | 15+ |xe — 1]|* | exp N

N .
X ... X /Rn exp <Z7;th”xN - xN1||2) exp (—W) o(zn)dry dey_q ...dr

mit Cy = (mN/(ith))™/2. Wenn wir € = t/N, zo := q setzen und annehmen, dass die Integra-
tionsreihenfolge beliebig vertauscht werden darf, erhalten wir

N
—itH/h _ k4 m
(1) (q) = Jim Cy /(Rn)NeXP ’i;f[?

Bis zu diesem Punkt ldsst sich die Herleitung auch in einer rigorosen Variante durchfiihren.
Wir versuchen nun, den Limes zu berechnen: Man kann sich die Werte z;, j = 0,..., N als die
Werte eines Weges z(s) an den Punkten s; := je = jt/N denken, dann gilt z; = z(jt/N), und
wegen |s; — sj—1| = € kann die Grofle ||z; — xj_1]| /€ als Approximation an die Ableitung von z
nach s gesehen werden. Weiter kann der Integrand der obigen Gleichung als Riemann-Summe
interpretiert werden. Bezeichnen wir die Menge aller stetigen Wege z(s) von [0,¢] nach R,
die z(0) = ¢ erfiillen mit W,. Indem man nun auf hochgradig nichtrigorose Weise den Limes
berechnet, erhilt man

(e71/h)(q) = C , P (; /Ot !ZL‘

mit einer Normierungskonstanten C'. Das Maf$ y ist auf WV, definiert und sollte in einem gewissen
Sinn als ” Verallgemeinerung”des Lebesgue-Mafles auf W, interpretierbar sein. Interessant an der
obigen Formel ist, dass der Integrand im Exponenten der Lagrange-Funktion £ des Teilchens
entspricht, £ = T — V wobei T = (1/2)m||v||* die kinetische Energie des Teilchens ist und V'
dessen potentielle Energie. Die Formel (2) ist als Pfadintegralformel von Feynman bekannt und
ist der Ausgangspunkt fiir die Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik. Es fillt jedoch
schwer, der obigen Formel streng Sinn zu verleihen, da einerseits das Maf} 4 in einem gewissen
Sinn eine Verallgemeinerung des Lebesgue-Mafles sein sollte, es aber keine ”verniinftige” (i.e.
o-endliche und translationsinvariante) Verallgemeinerung des Lebesgue-Mafles auf C[0, 1] gibt.
Dariiberhinaus ist offensichtlich die Folge der Konstanten Cy bestimmt divergent.

l’] IL’]_l
€

— V(l’j_l)] go(a;N)dazl darg c. dJIN.

dj
ds

2
- V(fC(S))] d8> p(a(t)) p(dx) (2)

Um die Giiltigkeit der Pfadintegralformel von Feynman mathematisch streng zu beweisen, un-
tersuchte Mark Kac Operatoren der Form exp(—tH /h). Hat man die Formel fiir Operatoren
dieses Typs bewiesen, kann man versuchen durch analytische Fortsetzung auf die Operatoren
des Typs exp(—itH /h) zu schlieBen. Das formale Analogon von (2) fiir diesen Fall lautet

()@ =0 [ e (—; / t [75 |

dﬁ 2
ds

+ V(ﬂﬂ(S))] d8> p(a(t)) p(d). (3)



Die Idee von Kac war, den quadratischen Teil des Exponenten separat zu betrachten und den

Ausdruck
Coxn [ -1 / m
PATH ), 2

als Mafl auf W, zu betrachten. Die spezielle Form von (4) ldsst vermuten, dass es sich dabei um
ein Gaufimafl handelt. Tatséchlich wird diese Rolle vom Wiener-Maf} eingenommen.

di:
ds

2
ds> (da) (4)

Uber die Arbeit

In Kapitel 1 wird das Wiener-Maf} eingefiihrt und es werden die fiir den Beweis der Feynman-
Kac-Formel wesentlichen Eigenschaften des Wiener-Mafles bewiesen. Der Inhalt dieses Kapitels
ist eine Adaption/Verallgemeinerung von Kapitel 1.3 in [3], fiir das Verstdndnis dieses Teiles sind
Kenntnisse aus elementarer Analysis sowie Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie erforderlich.

In Kapitel 2 wird die Trotter-Produktformel gezeigt, die Beweise dieses Kapitels orientieren
sich an [1], Seiten 8-15 sowie 27-30 und [2], Kapitel A.5. Fiir das Verstandnis dieses Kapitels ist
grundlegendes Wissen aus Funktionalanalysis notwendig.

In Kapitel 3 werden die Ergebnisse der beiden vorangegangen Kapitel verwendet um das End-
resultat, die Feynman-Kac-Formel zu zeigen. Die Grundidee fiir diesen Beweis wurde aus [2],
Kapitel 3 iibernommen.



Kapitel 1

Wiener-Mafl und Wiener-Integral

1.1 Das bedingte Wiener-Maf3 und W(q, ¢)

1.1.1 Definitionsbereich und o-Additivitit

Definition 1.1. Es sei n eine natiirliche Zahl und ¢,¢" € R™. Dann sei W(q, ¢/, [0,1]) definiert
als die Menge aller stetigen Funktionen « von [0, 1] nach R", die die Randbedingung v(0) = ¢
und (1) = ¢ erfiillen. Wir schreiben auch W(q, ¢') oder einfach W.

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, das Wiener-Maf3 w einzufiihren und zu zeigen, dass es sich
dabei um ein endliches Maf auf der Borel-o-Algebra auf (W(q,q',[0,1]), ||.]|) handelt, wobei
||.]loc die Supremumsnorm bezeichnet. Dazu betrachten wir zunéchst ein einfaches Erzeugen-
densystem dieser o-Algebra.

Definition 1.2. Wir bezeichnen eine Menge I C W als Zylindermenge, wenn sie sich fiir ein
m € N anschreiben lésst als

I'={yeW|((t),.. ,v(tm)) € A},

wobei A C R™ eine Borelmenge sei und 0 < t; < ... < t, < 1. Fiir die obige Menge I schreiben

wir auch abkiirzend
I = R(tl, ceey tm; A)

Satz 1.3. Die Menge aller Zylindermengen R ist eine Algebra.

Beweis. Offenbar gilt R # (). Wir zeigen die Abgeschlossenheit unter Vereinigungen fiir I, J € fR:

I={yeW]| (), . (tn) €A}, J={yeW|(v(s1),....,7(sk)) € B}.

Essei 0 < r; < ... < r < 1 so gewdhlt, dass {r1,....,7} = {t1,...;tm} U {s1,..., 85 }. Wihlt
man eine Permutation o4 so, dass die ersten mn Eintrdge von o4 o (v(r1),...,7(r7)) genau
(y(t1),...,7(tm)) sind und eine Permutation op so, dass die ersten kn Eintrdge von op o

(y(r1), ..., v(r7)) genau (y(s1),-..,7(sx)) sind, gilt
I={yeW/|oao((r1),...7(r)) € A x RI=mn} (1.1)
J={yeW|ogo(y(r),...v(r)) € B x R\=Fn}, (1.2)

Es folgt

TUJ= {'y EW | (7(r1), e y(m1)) € o7 (A x RE™™) Yo (B x R(l‘k)”)} €N



Dass mit I auch 7€ in fR liegt, siecht man noch einfacher:

={yeW|((t), ., v(tm)) € A ={veW | (v(t1),....,7(tm)) € A} € R.
O

Bemerkung 1.4. Das Mengensystem fR ist keine o-Algebra, wie man sich leicht anhand eines
Beispiels klar machen kann: Sei y9 € W fest gewihlt, dann gilt

oo 2"
k k
ﬂ ﬂ {VEW”Y<2TL> = (2,1)} = {70}
n=1k=0
Offenbar enhélt R keine einelementigen Mengen, also liegt diese Menge nicht in fR.

Bemerkung 1.5. Inwieweit ist die Darstellung einer Menge als Zylindermenge eindeutig? Be-
trachten wir den Fall zweier nichtleerer Zylindermengen, die sich nur an einer ,Stiitzstelle* s
unterscheiden und sei diese zunéchst am Ende angehéngt , d.h.

R(t1,..c;tm; A) = R(t1, ..., tm, 3 B).

Fiir beliebiges a € A kénnen wir durch passende Parametrisierung nun einen Polygonzug p € W
mit (p(t1),...,p(tm)) = a finden. Fiir beliebiges x € R™ kénnen wir p zu einem Polygonzug
p € W mit (p(t1),..,0(tm),P(s)) = a X x abéndern und sehen, dass jeder solche Polygonzug p
in der Menge R(t1,..,tm,s; B) liegen muss. Es folgt B = A x R™. Fiir den Fall, dass die sich
unterscheidende Stiitzstelle s an einer beliebigen Stelle in der Kette t1 < ... < s < ... < t,
befindet, folgt mit einer passend gewéhlten Permutation o

B=o0"1(AxR").

Definition 1.6. Sei [ eine Zylindermenge wie in Satz 1.3. Dann ist das Wiener-Mafl w von I
definiert durch (¢ := 0, ug := ¢, tms1 := 1, Umy1 :=¢)

m+1 - m+1 HUz Uz—le
w(I) = H [277‘(751‘ — tifl)] n/2 . / exp ( Z ) durdus ...duy, (1.3)

i=1
Definition 1.7. Wir fithren Abkiirziingen fiir Dichten von Normalverteilungen ein, es sei

2

o) o= 2] 2o (<2 ) la) o= [2m] P exp (‘””) |

2 2t

Fiir f € L*(R) bezeichne F[f](k) die Fouriertransformierte von f an der Stelle k, d.h.

:/f(x)-exp(—ika:)dx
R

Lemma 1.8. Firt,s > 0 gilt die Beziehung @i+s = (1 * @s), das heifit

Bwﬁﬁ—ﬁydﬂexp<2éjf$> :[watﬂ_v2jgemo<—;[CE;$02+-i1> dy, zeR.




Beweis. Wir zeigen zuerst
th?
Flial(h) = exp (-5 ).

Es sei daran erinnert, dass die Funktion ¢ die eindeutige Losung der Differentialgleichung
¢ +wp =0, p(0) = (2m) '/

ist. Wendet man auf beide Seiten dieser Gleichung die Fouriertransformation an, so sieht man,
dass F[p] Losung derselben Differentialgleichung ist, wobei aber Fp](0) = 1 gilt. Damit ist die
obige Behauptung fiir t = 1 gezeigt, fiir allgemeines ¢ > 0 folgt mit der Substitution y = x/v/t

Flod(k) = 2]~/ /R exp <—§j _ m) do = [27]"1/2 /R exp (-3/22 - ikﬁy> dy

tk?

_ Fle)(Vik) = exp (—2) |

Es folgt
Floirs| = Flod] - Flos) = Fler * @s)-

Die Behauptung folgt nun daraus, dass die Fouriertransformation auf der Schwartzklasse injektiv
ist. O
Satz 1.9. Das Wiener-Maf ist ein Inhalt auf fR.

Beweis. Nach Bemerkung 1.5 ist die Darstellung einer Menge als Zylindermenge nicht eindeutig,
wir zeigen deshalb zuerst die Wohldefiniertheit fiir zwei nichtleere Zylindermengen (die leere
Menge lisst sich auf vielfdltige Weise als Zylindermenge anschreiben, trivialerweise liefert aber
jede dieser Darstellungen den Wert 0). Wir wollen mit den Bezeichnungen von Bemerkung 1.5
folgendes zeigen:

W(R(t1, oyt A)) = W(R(EL, ooy b1, 8, Ly ooyt 0 (A X R™))).

Es geniigt dabei, die Gleichheit fiir Produkte von Intervallen zu zeigen. Durch Einsetzen in (1.3)
wird klar, dass die behauptete Gleichheit sicher erfiillt ist wenn gilt

2 2
[(27)2(s — t1_1)(t; — )] 72 / exp (—; [”“S — il Ju =l D dug = (1.4)

s—1t1_1 tr— s

[27(t; — t1_1)] 2 - exp <—1”“l‘“’—1”2> . (1.5)

2 -t

Wir zeigen diese Gleichheit komponentenweise: fiir die erste Komponente soll gelten

(1) A
exp (—1 [(ul —2)° + ( ll)Q]) dz = (1.6)

2 tl—S S—tl,1

[(27‘()2(tl —s)(s— tl_l)]—l/Q/

R

[27(t; — t_1)] Y2 exp | —s—— | (1.7)

Dies folgt aus Lemma 1.8, wenn man die Substitution z = y+ul(i)1 durchfithrt und z = ul(l) —ul(i)l

einsetzt. Indem man das Produkt iiber alle Komponenten bildet erhilt man die behauptete



Gleichheit und damit die Wohldefiniertheit.

Wir zeigen die Additivitéit. Fir I, J € SR iibernehmen wir die Bezeichungen aus Satz 1.3. Wenn
man den Beweis von Satz 1.3 betrachtet wird die folgende Aquivalenz klar:

INJ=0 & o' (AxRE™M™) Ne (B x REF™) =0,

Wenn man nun w(/),w(J) unter Verwendung der Darstellung in Gleichung 1.1 respektive 1.2
ausrechnet, ist die Additivitat klar. O

Bemerkung 1.10. Mithilfe von Lemma 1.8 kann leicht die Gesamtmasse von w berechnet
werden. Es gilt mit ¢ € (0, 1) beliebig

r 2
wW(g,q)) = w({y € W | (t) € R"}) = (27) " exp (‘”qzq”> '

Das bedingte Wiener-Maf} ist demnach kein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beispiel 1.11. Fiir 0 < ¢ < 1, A Borelmenge im R™ und p :=t¢’' + (1 — t)q gilt

w({y € W[ ~(t) € A}) = [(2m)%(1 — t)}nﬂ/Aexp <_; [Hq _tuH + ”C—I’l—_tzll D du

~ (zmr - | exp< : [”t(l b bl g - qHZDdu

o2

Beispiel 1.12. Es sei 0 < s <t < 1 und zunéchst n = 1 angenommen, a < b und es bezeichne
E:={(u,v) € R?:a < v —wu < b}. Dann gilt

w{y €W [r(t) =7(s) € (a,0]}) =w({y e W] (7(s),7(t)) € E}) =

= [(2n)s(t - 5) 1/2/ /uﬂ exp (— [( _Sq)z + (”t__?z + (q;__:)zb dvdu.
Die Transformation o« = u — ¢q, 8 = v — u fithrt auf

= [(2n)%s(t — 5)(1 1/2// exp (— {Jr tﬁ_: + (q/_ql__’i_o‘)2]) dBda.

Eine Vertauschung der Integrationsreihenfolge zusammen mit Lemma 1.8 fithrt auf

L e e e e e

t—s -

b — 3 — 2
=[<2ﬂ>2<t—s><1—(t—s>>l”2/a exp(—;[(ft_(;( )(?t_iii - ")QDdﬂ'

Durch Aufmultiplizieren folgt fiir beliebiges n und fiir jede Borelmenge A C R™
w({y e W[r(t) —(s) € A}) =

— w(W) - [(2n(t - 9)(1 ~ (¢ )]

A

|z — (t—s)(d —q)|?
P ( 20— 5)(1— (1)) ) -



Definition 1.13. Sei S die Menge aller Binérzahlen im Intervall [0,1]. Fiir « > 0, m € N
fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

1. Hyla] :=={y €W |3s1,80€ S : |[7(s1) —v(s2)| > als1 — s2|” }

2.Hy :={yeW|Va>03s1,52€S : [|7(s1) —v(s2)|| > als1 — s2|* }

k k—1 1\°
) = — | - —_— — k=1,2,3,...,2™
3 a7a’k’m {ry 6 W | Hry <2m) ry < 2m > H > ¢ (2m> } 7 ’ ,3, ’

Das von w induzierte duflere Mafl wird im Weiteren als w* bezeichnet.

Lemma 1.14. Fs sei 0 < a <1 und a > 0. Erfillt v € W die Bedingung

k k—1 1\°
— )=y <a(= am
b &) (5 ) se(a) memrenm

2a
1—-2—a

Beweis. Wir konnen O.B.d.A. s1 < sg und [s1, s3] # [0, 1] annehmen, da der Fall s; =0, sy =1
direkt aus der Voraussetzung mit m = 0 folgt. Da die Differenz zweier Binérzahlen wiederum
eine Binérzahl ist, besitzt sy — s1 eine Darstellung der Form

so folgt

[7(s1) = (s2)ll < 51— 52|" s1,8 €8

1 1 1 .
32—81:2714-2724-...—}‘% mit k1<k2<<kj
Betrachten wir die Intervalle
1 1 1 1 1
[51,51+%H51+%751+%+2kj7.71]7---7[52*271,82]-

Durch Bilden einer Teleskopsumme und Verwenden der Voraussetzung folgt

LAVER 2 /1\° (2%)& 2a
— «
\|’y(32)—’y(31)\§2az<2i> §2az<2i> =20 2o < (s — )™

i=k1 i=k1
O
Definition 1.15. Fiir ¢t > 0 ist die Gammafunktion definiert durch
o0
I'(t) ::/ ' exp(—x) dx
0
Als unvollsténdige obere Gammafunktion wird die folgende Funktion bezeichnet (b > 0):
o
(t,b) := / 'L exp(—z) dzx
b
Lemma 1.16. Es gilt fir ke N
1 (2k)!
r — | =/
(e3) - B0
Beweis. Die folgende Relation kann leicht mittels partieller Integration gezeigt werden:
Mz+1)=al'(x), z>0.
Mit dieser Identitét kann die Behauptung durch vollstdndige Induktion gezeigt werden. O



Lemma 1.17. Fir natirliche Zahlen k > 1 gilt

k—1

T(k,b) = (k- 1)! - exp(—b) Y —

=0

Beweis. Die folgende Rekursionsrelation kann unmittelbar durch partielle Integration gezeigt
werden:

D(k,b) = (k—1)-T(k—1,b) + b Lexp(—b).
Die Behauptung folgt mittels vollstandiger Induktion. O

Definition 1.18. Fiir £ € N bezeichnen wir die Zufallsvariable Y mit der Dichte

1

kaﬂ_l exp(—xz/2)

fy(z) =

als Chiquadratverteilung mit Freiheitsgrad k, in Zeichen Y ~ x4 (0)

Lemma 1.19. Ist Y eine Chiquadratverteilung mit Freiheitsgrad k, so folgt fiir die charakteri-
stische Funktion

Elexp(itY;)] = Flfy,](—t) = (1 — 2it)~*/2

Beweis.

Flfvl(=t) = ! / 2?2 exp(—x/2 + itx)dx =

. k21 oo (1o
2K/2T(k/2) Jr /R:E exp(—xz(1 — 2it))dx.

T(k/2)

Die Substiution u = (1 — 24t) fithrt auf

_ r(kl/z)(l = 2it)k/2/Ruk/21 exp(—u)du = (1= 2it) ™2,

O

Satz 1.20. Es seien X1, .., X;, unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen, wobei X; ~ N (u;, 1).
Sei A == Y"1 p2 und es bezeichne Y, ~ x;(0) mit Dichte fy,. Dann hat die Zufallsvariable
Y =", X? die Dichte

s exp(—\/2)(\/2)!

Fr(@): il

fYn+2i(x)' (1-8)

1=0

Beweis. Offenbar gilt fy € L'(R). Mit dem Satz von Fubini und Lemma 1.19 folgt

FLfy(t) = exp(=A/2) | Flfvan,)(£) = (14 2it) " exp(=1/2) Y A/Q (14 2it)™
Jj=0 7=0
o - \—n/2 it
= (1 + 2it) exp<1+2it> .

Wir berechnen die Dichte von X? fiir k € {1,...,n}. Es gilt

P(X? < ) = P(X < V&) + P(Xp = —/a).

10



Setzt man auf der rechten Seite ein und differenziert nach z, ergibt sich

Fro(2) = — [exp (M) e (Mﬂ

2 2

_ ! exp(—W)-COSh(\/Euk).

FEinsetzen in die Potenzreihenentwicklung des Cosinus Hyperbolicus ergibt

_ 1 @+ )\ < (zpp)
e () y

Was mit Lemma 1.16 umgeformt werden kann zu

B M2 e (M2/2)J $(2j+1)/2_1 exp (—$/2)
=ew (-5 ) - U S 1

Jj=0

Dies entspricht genau der Form (1.8) fiir n = 1, folglich muss gelten

pit
Flfx)(t) = (1+2it) " exp (1;2”) :

Aufgrund der Faltungseigenschaft der Fouriertransformation muss die Fouriertransformation
der Dichte der Zufallsvariable 2?21 X2 gleich dem Produkt der Fouriertransformationen der
einzelnen Dichten sein, also gleich

kl;[l]-"[fxg](t) = (14 2it) ™2 exp <1 +Z;t> .

Da die Fouriertransformation auf L!(R) injektiv ist, muss daher fy (fast iiberall) gleich der
Dichte von Y 7_, X? sein. O

Definition 1.21. Verteilungen mit einer Dichte der Form (1.8) werden als nichtzentrale Chiquadrat-
Verteilungen bezeichnet, wir schreiben auch Y ~ y, ().

Lemma 1.22. FEs seien X1, ..., X, unabhdngige normalverteilte Zufallsvariable, wobei X; ~
N (pi,0). Die Zufallsvariable | X || sei gegeben durch || X|| = />, X2. Dann gilt mit X =
)
it (%)
P(|IX]| > ¢) < 272 ¢ LA
c cexp |l ——+ = | .
= p o2 9

Beweis. Es sei p := [§]. Ist n ungerade, so sei Xa, ~ N(0,0) sodass X1, ..., X, unabhéngig
bleiben. Damit gilt jedenfalls

P(|X][>¢) < P

Sxese) < (35 (%) > (2))

i=1

Diese Wahrscheinlichkeit kann mithilfe von Satz 1.20 berechnet werden. Wir fiithren fiir die
weitere Rechnung die Abkiirzung b := (c/0)? ein. Damit folgt

11



2p Xi2 00 X (= N/2)(\/2)¢ 1 .
P(Z <U) >b> :/b ZZ; p( é!)( /2) 2P+if(p+i)xp+ Vexp(—/2)dz

i=1
exp(—=\/2)(\/2)" 1 i—
Z._ . é! 1A 2p+z‘1“(p+i)/b a? " exp(—x/2) da

:Zexp(_A/z)(A/z)z 1 /2jxp+i—1exp(—x) dx

— 1! I'(p+1)
= exp(=A/2)(A/2) T(p + 4, 2b)
N Z j T(p+1i)

Die Vertauschung von Integration und Summation kann hier beispielsweise mit dem Satz von
Fubini gerechtfertigt werden. Mit der Identitdt I'(p) = (p — 1)! und Lemma 1.17 folgt weiter

0o i—1 00 pti— 1
)\/2 (A/2)F PEST (2b)k i
g exp(—2b) E X < 2P Lexp(—2b— A/2) - E ' g
=0 k=0
A
< 2771 exp (—b + 2> .

Definition 1.23. Fiir I € R sei W definiert als

(1) == w(I) /w(W)

Lemma 1.24. Fiir I, m wie in Definition 1.13 gilt die Abschétzung

1 2a—1
w(Iaakm) <72 exp <_“2 <2m> > .

Beweis. Nach Beispiel 1.12 gilt, dass die i-te Komponente von vy (2%) — (%) unter w nor-
malverteilt ist mit Erwartungswert p; = 27 - (¢ — ¢¥) und Varianz o2 = = (1—55). Es
folgt mit Lemma 1.22

a 2a-1 1N\2, 2
G R R B R e e
WiV sz )=l —=— ||| >al| = <2< .exp | — +
1 2a—1 o 2
< 92 . oxp (_a2 (2m> N g 2qH )

2c—1
W(lpakm) =WLa,akm) wW) < a2 exp <—a2 <;n> ) .

Fiir w folgt damit

12



Proposition 1.25. Fir o < 1/2 gilt

. " 2a B
Jm (H [1 = 2D =0
Beweis. Nach Lemma 1.14 gilt

ﬁﬁ I apm © H [1_2;_(1}6 = H[ ] Gijfaakm

m=0 k=1 m=0 k=1

Unter Verwendung der Subadditvitdt von w* und Lemma 1.24 erhalten wir

(el 2] E - (2)”)

m=0 k=1
1 2a0—1
23 e (_a2 <2m) ) |
m=0
Mit 0 := 1/2—ca und der Abschétzung 2 > § lésst sich dies fiir hinreichend grofies a anschreiben
als
/2 = 2 620 /2 = 2 a2
) m _ . m -n m . _
=7 22 exp( a® -2 )Sﬂ' ZQ exp( aém)_1—2exp(—a25)‘
m=0 m=0
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz. 0

Satz 1.26. Das Wiener-Mafl w ist o-additiv auf der von R erzeugten o-Algebra.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Folge von Zylindermengen [ mit den Figenschaften

Iy 1 C Iy VkeN ﬂszq)
k=0

bereits folgt, dass
lim w(I) = 0.

k—o0

Wir schreiben I = R(tk,la tk2y .- 7tk,m(k:); Ey).

Schritt 1: Wir konnen fiir jedes k eine abgeschlossene Menge Ay C Ej finden mit w(Iy \ Ji) <
orrrs Wobel J := R(tk1, k2, - - s tm(k); Ak). Definiere

k
L = ﬂ Ji €R, esgilt Ly CJ, CI; womitfolgt w(l)=w(l\ L)+ w(Lg)
i=1

Es gilt die Inklusion

A k
LA\ L= L\ ()= JUe\ 7)) < J@\ )

=1 =1 =1

Daher folgt

>

w(ly \ L)




Schritt 2: Wir zeigen die Existenz einer natiirlichen Zahl ko, sodass w(Ly) < €/2 fiir alle k > k.

Sei 0 < @ < 1/2 und b := 1722“_a. Nach Proposition 1.25 gilt fiir hinreichend grofles b, dass

w(I) < €/2 wenn nur I C H,[b]. Wir zeigen in diesem Schritt die Existenz eines kg, sodass

M. = LkﬂHa[b]c:w, k > ko.

Offenbar ist M}, monoton fallend und es gilt N2 My, = (. Angenommen, es wire M, # () fiir
alle k € N, dann gébe es eine Folge (zp)reny mit z, € My. Man beachte

Ho[b)* ={veW : |ly(t) = y(s)| < bJt — 5" Vt,s €[0,1]}

cN{vew : h® =159 < bl — 5| vt,5 € [0,1]}
=1

Daher ist die Familie {x,(;) ke N} gleichgradig stetig und wegen

o] = o () 2 0) + 200 < b1+ g D] < b+ o)

auch gleichméflig beschréinkt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli gibt es eine Teilfolge m,(;]) von
(4)

x;” mit lim; o a:,(;]) = z9 € C0,1] , wobei Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm gemeint

ist. Es folgt die Existenz einer Teilfolge x;; und eines xo € C([0, 1], R") mit Hx,(zj) — w[()i) oo =0
fiir alle ¢ = 1,2,...,n woraus die Konvergenz gegen xo in W(q, ¢') folgt.

Fiir jedes kg gilt x € My, = = € M, fir alle £ > ko. Da My, abgeschlossen ist, folgt ¢ € My,
und da ko beliebig war erhalten wir zo € N2, M}, Widerspruch. Es folgt die Existenz eines
ko € N mit My = () fiir alle k > k. O

Korollar 1.27. Wiener-Pfade (d.h. Wege v € W) sind w-fast sicher Holder-stetig zum Expo-
nenten « solange 0 < a < 1/2

Beweis. Es bezeichne C, die Menge der zum Exponent o Holder-stetigen Funktionen. Mit
Proposition 1.25 folgt

D(Cy) = W(HS) = lim w(Ha[n]%) =1 — lim @(Haln]) = 1.

n—oo n—oo

1.1.2 Die Borel-o-Algebra auf (W(q,q), ||-||~)

Es bezeichne Tyy das System der WV(q,q’), ||-]|o) - offenen Mengen. In diesem Abschnitt zeigen
wir, dass die von R erzeugte o-Algebra mit der Borel-o-Algebra auf W (q, ¢/, [0, 1]), im Folgenden
mit o(7y) bezeichnet, tibereinstimmt.

Lemma 1.28. Es sei (X, d) ein separabler metrischer Raum. Dann kann jede offene Menge als
abzdhlbare Vereinigung offener Kugeln dargestellt werden.

Beweis. Sei A eine abzihlbare Teilmenge von X mit A = X und O eine offene Menge. Sei
(an)nen eine Abzidhlung von A. Definiere

d(an,00) an €O
€n =
0 an ¢ O

14



Sei z € O beliebig. Wéhle eine Teilfolge a,, € O mit a,, — z. Angenommen, es wiirde
d(00, ayp, ) — 0 gelten, dann wiirde folgen

d(z,00) < d(z,an,) + d(a,,00) — 0

ein Widerspruch zu O offen. Also gilt d(a,, ,00) > ¢ > 0 fiir alle k£ € N. W&hlt man k so gro8,
dass d(z,an,) < c erfiillt ist, folgt = € Ue,, (an,). Wir haben folgendes gezeigt:

[j U, (an) = O.
n=0

Satz 1.29. Die von R erzeugte o-Algebra stimmt mit der Borel-o-Algebra o(Tyy) diberein

Beweis. [R C o(Tw)]: Betrachten wir I € R mit I = R(t1,...,tm; A). Die Funktion

Fiypet - V(@0 -llo0) = ®™ LD,y = (v(t2), -+, (Em))

ist stetig, daher borelmessbar und es folgt I = Ft;l._.,tm (A) € o(Tw).

[Tw C o(R)]: Zuniichst ist W(q,q'),||-]|oc) separabel, da das n-fache kartesische Produkt der
Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten nach dem Satz von Weierstra3 dicht in
W(q,q'), ||-||o) liegt. Nach Lemma 1.28 geniigt es deshalb zu zeigen, dass jede offene Kugel in
o(R) liegt. Es gilt fiir alle € > 0 und fiir jedes y9 € W:

o0

few : lr—olle = et = N {’yew ) = 2] zthe{;n,;n,...,l}} € o(R).

m=0

O]
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1.1.3 Das Wiener-Mafl auf W(q,q¢',T)

Definition 1.30. Es sei T' > 0. In Analogie zur Definition von W(q, ¢') sei W(q, ¢’, T') definiert
als die Menge aller stetigen Funktionen « von [0, 7] nach R", die die Randbedingung ~v(0) =
und v(T') = ¢ erfiillen. Wir schreiben abkiirzend Wy. Dariiberhinaus bezeichne Ry die ebenfalls
analog zu definierenden Zylindermengen auf W(q,q', T).

Definition 1.31. Das Wiener-Mafl wp auf W(q, ¢, T) sei fiir eine Zylindermenge I := {y €
W(q,qd,T) : (v(t1),....,v(tm)) € A} mit 0 < ¢; < ... <ty < T und A Borelteilmenge des R™"
definiert als (tg := 0, tymt1 := T, up := ¢, Umt1 = ¢)

R L i =i
wr(I) == H[Q?T(ti—ti_l)]_”ﬂ-/exp< Z L el ) durdus ...dugy, (1.9)

i=1 ti =tz
Satz 1.32. wy ist ein Maf auf der Borel-o-Algebra auf W(q,q',T)

Beweis. Betrachte die Funktion

©:(W(a,4), lI-l0) — W(a,d",T), ||-llc)
[t =] = [t = (T1)]

Offensichtlich ist @ isometrisch und bijektiv, also insbesondere messbar. Damit ist fiir alle
Borelmengen B C W(q,q', T) ein Maf} erkléirt:

Man rechnet leicht nach, dass w®~! auf allen Zylindermengen mit wr wie in (1.9) definiert
iibereinstimmt. d

Bemerkung 1.33. Mit Lemma 1.8 lisst sich die Gesamtmasse von W(q, ¢',T) berechnen, es
gilt
wr(W) = (27rT)7"/2 exp —7qu _ q||2 .
2T

Definition 1.34. Fiir I Borelmenge auf Wr sei

wT(I)

’LlA}T(I) = m

Beispiel 1.35. In Analogie zu Beispiel 1.11 folgt fiir 0 < ¢t < T mit pu(t) := Tq +Z q

2
wr({y € Wr | 7(6) € A}) = wr(Wr) - (2at(T = 0" [ exp (—’;(; ’_”L)) du.

Beispiel 1.36. Ebenfalls analog zu Beispiel 1.12 folgt flir 0 < s <t < T
wr({y € Wr | (t) —~(s) € A}) =
=S ( ./ 2
— J2n(t — T — (t — -n/2 Hx_T(q_Q)H de.
wr (W) (2= )T = (0= )] [ oo (= T

16



1.2 Das Wiener-Integral

In diesem Abschnitt werden mehrere einfache Wiener-Integrale konkret berechnet.

Definition 1.37. Fiir Wiener-integrierbare Funktionen f : Wr — R schreiben wir das Wiener-
Integral von f als

Balfl = [, 10)du

Und analog fiir w .
o R
Balfl o= [, @ dit) =

Fiir vektorwertige Funktionen g : Wr — R sei das Integral in naheliegender Weise definiert
als der Vektor der Integrale der Komponenten, d.h.

Eulg] = (EuwlgW)], ..., Eulg™)).

Beispiel 1.38. Beispiel 1.11 zeigt, dass fiir 0 < ¢ < 1 die Zufallsvariable v(¢)(*) unter wT elne
N((%q’(i) + %q(i),t(T — t))-Verteilung hat, dementsprechend muss mit p(t) := Tq + T tq
gelten

/ (1) did() = plt), / I (8) = u(®)]? dib(y) = (T — 1),
W(q,q',T) W(q,q',T)

Beispiel 1.39. Genauso folgt wegen Beispiel 1.36 fiir 0 < s <t < 1

[ b0 -2l die) =2 -0,
W(g,q',T)

[ =) - W - 0l i) = (- (T - (- 5).
W(q,q',T)

Beispiel 1.40. Mit dem Satz von Fubini und Beispiel 1.38 kénnen wir auch den Erwartungswert
der Zufallsvariable fo v(t)dt berechnen:

/W(q,q’) [/OT ") dt] dib(y / / Wiad) (y)dt = /OTH(t) dt — q ;’ q

Satz 1.41. Sei 0 < t; < ... <ty <T, sei g eine messbare Funktion von R™" nach R. Dann
gilt

/ GOV (t1), () do(y) =
W(q,q',T)

ﬁ[Qw(ti — ti_l)]_”/z/ exp ! i M g(ut, ... Up)duy . .. digy,.
nm 2 i t - tz 1 ’ ’

=1

Beweis. Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen v(¢1), ..., v(ty) unter w ist gegeben durch

1 _n |u; — u; ||
Flug, . ) = w(WT)[zw(ti—ti_l)] /2eXp< Z ut _1;1 >

wie das Berechnen der Randdichten (Lemma 1.8) zeigt. Die Behauptung folgt somit aus dem
Llaw of the unconscious statistician®. ]
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Kapitel 2

Die Trotter-Produktformel

2.1 Lie-Produktformel

Es sei H ein Hilbertraum und B(H) die Menge der beschrankten Operatoren auf H. Fiir A €
B(H) kann e definiert werden als
et = —
k!
k=0
Offenbar gilt ||e4|| < ell4ll also ist auf diese Weise ein beschriinkter linearer Operator definiert.
Lemma 2.1. [Cauchy-Produkt auf B(H)] Es seien Ay, B,, Folgen von beschrinkten Operatoren
auf H, sodass die Reihe A := % ° A, absolut konvergiert und B := Y >° B, konvergiert.

Dann gilt
AB =" A;B,
n=0 k=0

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie im Fall von Folgen komplexer Zahlen, es geht hier nur darum
klar zu machen dass die Kommutativitit der Multiplikation nicht bené6tigt wird. Definiere

n n n k
S;? = ZAk’ SE = Z Bk, Cn = Z ZAZkal
k=0 k=0

k=0 =0
Es gilt
Cn=) A iS¢ =) An(SP-B)+S;
k=0 k=0

Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N sodass

€

1S3 = Bl < a1
3 2 ko [l 4]l

VYn >N

Wegen ||A,|| — 0 gibt es ein M € N mit

€

| ALl < i Yn > M
33 0o IS¢ - Bl

Schliellich gibt es ein L € N, sodass

€
157 = Al € i V> L
3Bl

18



Insgesamt folgt fiir n > max(L, M + N)

S A i(SP— B)+ (S}~ A)B

|Cn — AB|| =
=0
N-1 n
< Al ISP = Bl + D Al - ISP = Bl + 157 = All - | B|| < e
=0 i=N

Lemma 2.2. Fir A,B € B(H) mit AB = BA gilt

A+B _ A B _ B A

€ € e

Beweis. Mit Lemma 2.1 folgt
oo [ee] oo n o0 n
Ak B¥ 1 1 n
A B . _ kpn—k __ - k pn—k
=D T T i B —Zn!Z(k)AB
k=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0

Da A mit B kommutiert kann nun der binomische Lehrsatz angewendet werden, dies fiithrt auf

_ i A+ B)" _ asn
= n!

B+A A+B n

Analog folgt ePe? = e =e .

Bemerkung 2.3. Die folgenden Tatsachen betreffend Differential- und Integralrechnung auf
Banachrdumen werden als bekannt vorausgesetzt: Fiir eine Menge X C R sei C(X, H) die
Menge aller stetigen Funktionen die X auf H abbilden. Es gilt

1. Ist w € C(X,H) mit [y [|u(t)]| dt < oo, dann ist u auf X (riemann-)integrierbar und es

gilt
H/Xu(t) dt H S/X”“(t)ll dt.

2. Sei A e B(H). Gilt w € C(X,H),Au € C(X, H) und sind v und Au auf X integrierbar,
folgt

A/Xu(t) dt—/XAu(t) dt.
3. Fiir u € C([a,b], H) gilt

b d
/a Coult) dt = u(b) — u(a).

Definition 2.4. Eine Operatorhalbgruppe ist ein stark stetiger Homomorphismus ¢ — T}
der die positiven reellen Zahlen [0,00) auf auf B(H) abbildet. Die Homomorphieeigenschaft
schreibt sich als
T(s)T'(t)=T(s+t) Vs,te]0,00)
Die starke Ableitung
d
dt

wird infinitesimaler Erzeuger oder infinitesimaler Generator genannt.

T(t)|=0o=A
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Satz 2.5. Fir A e B(H) ist
T(t) :[0,00) = B(H), t~ etA
eine Operatorhalbgruppe mit infinitesimalem Generator A.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft folgt aus Lemma 2.2. Fiir jedes kompakte Intervall [a, b]
gilt

o m .
> ’n,‘ [ A[I" < exp (max([al, [b])[|A]]) < o0
n=0

Also konvergiert die Reihe e gleichmiBig, damit ist t — e*? als gleichméBiger Grenzwert von
Polynomen stetig auf jedem kompakten Intervall [a,b] und damit stetig auf [0,00). Fir ¢t € R
gilt wegen der gleichmiiBigen Konvergenz von e*? auf [—t, t]

/tA A p A/t A J Ai/t ST A" J Ai thrl m
e S = e S = S = —
0 0 =0 0 n! =0 (n+ 1)‘

L (LA™
:Z:l( )

Also gilt %e“‘ = Aetd = et A.

O
Satz 2.6. (Lie-Produktformel) Fir A, B € B(H) gilt
k
A+B _ Ak _BJk
e klg](r)lo (e e ) (2.1)

in der Operatortopologie.
Beweis. Definiere C := e(A*B)/k und D := eA/*eB/% Fiir die Norm von C, D folgt

Al + [1B]]

Cll, 1D <
el 1o < exp [ 121

} — exp(J Al + | B

Fiir die Potenzreihenentwicklung von D gilt mit Lemma 2.1

Bk AR S (B/EY N AT B
D—e/e/—z . 7l _Zk Z R —
i=0 =0 ;

Damit lasst sich die Norm von C' — D abschatzen durch

A—f—Bk e At B
HC—DHzZ([ /%) Zk Z -<m_i)!‘
1=0
_A+B i A Bml
= il kmz .
1 = AP ||B|™
Skg-[exp(HAHHIBIHZZ‘ I, 151 ),]
m=2 =0
2
< = -exp(|l Al + [|B])

k.2
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Wir erhalten

k—1
IC* = D¥|| = || > ¢™(C — D)D* ™| < exp(||Al| +||B]|) - k- |C = D)
m=0
woraus die Behauptung folgt. O

2.2 Der Satz von Hille-Yoshida

Die Beziehung (2.1) ldsst sich in einem gewissem Sinn auf unbeschrinkte Operatoren auswei-
ten (Trotter-Produktformel). Fiir den Beweis brauchen wir einige Hilfsmittel, die in diesem
Abschnitt hergeleitet werden. Wir fithren einige Definitionen/Konventionen fiir unbeschréinkte
Operatoren ein:

Definition 2.7. Es sei A ein Operator auf einem linearen Unterraum D(A) von H, der D(A)
auf H abbildet. Wir nennen D(A) den Definitionsbereich von A und nehmen an, dass D(A)
dicht in H liegt. Es gelten die Definitionen

ker(A) := {x € D(A) : Az =0}

ran(A) :={y € H: 3z € D(A) : Ax =y}
Der Graph von A ist definiert durch
I'(A) :={(z,Az) : x € D(A)}

A ist abgeschlossen, wenn I'(A) abgeschlossen ist und abschlie3bar, falls I'(A) der Graph
eines Operators A ist. Der zu A adjungierte Operator A* ist durch die Formel

(A%z,y) = (z, Ay)
definiert, falls es fiir x € H ein C' > 0 gibt, sodass gilt
(2, Ay)l < Cllyll, Vy € D(A)

Ist diese Bedingung erfiillt, so folgt aus dem Darstellungssatz von Riesz und der Dichtheit von
D(A), dass A*x € H eindeutig bestimmt ist. Fiir den Definitionsbereich dieses Operators gilt

D(A") ={x e H|3C>0:|(z, Ay)| < Clyll, vy e D(A)}

FEin Operator A ist selbstadjungiert, wenn A = A* und essentiell selbstadjungiert, wenn
gilt A = A* oder dquivalent dazu A* = A**.

Die Resolvente p(A) eines Operators A ist gegeben durch
p(A)i= (A€ C : (A-N"" e B(H)}
und dessen Komplement, das Spektrum durch
o(A) :=C\ p(A)
Wir nennen A halbbeschrinkt von unten, falls es ein ¢ > 0 gibt mit

(, Az) > c|z||?
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und positiv semidefinit, wenn gilt
(r,Az) >0 VYx #0

A heifit dissipativ, wenn fiir jedes A > 0 und alle x € D(A) gilt, dass
Az — Az|| = All].

Definition 2.8. Eine Kontraktionsoperatorhalbgruppe ist eine Operatorhalbgruppe, die
zusétzlich die Eigenschaft
@) <1, t=0

aufweist. Ist A der Erzeuger einer Operatorhalbgruppe, dann gilt firD(A)

D(A) = {er; 5 1%@;%}

Wir notieren die von A erzeugte Operatorhalbgruppe auch als
T(t) =: e
Proposition 2.9. Sei T'(t) eine stark stetige Kontraktionsoperatorhalbgruppe mit Erzeuger A.
a) Firxz e H undt >0 ist fg T(s)x ds € D(A) und

T(t)r—x = A/O T(s)x ds. (2.2)

b) Fiir x € D(A),t >0 ist T(t)x € D(A) und

%T(t)x _ AT(t)z = T(t) Az (2.3)
c) Ist x € D(A) und t > 0, folgt
T(t)xr —x = /Ot AT (s)x ds = /Ot T(s)Ax ds. (2.4)
Beweis.  a) Fiir alle h > 0 konnen wir die folgenden Umformungen durchfiihren:

% [T(h) —1I] /0 T(s)x ds = fll/o [T(s+ h)x —T(s)z] ds

1 t+h 1 h
— - T o[
h/t (s)x ds h/o (s)x ds

Was fiir h — 0 gegen T'(t)x — = konvergiert.
b) Mit Ay, := h~L[T(h) — I] gilt fiir h >0

%[T(t F Rz — T(H)2] = AyT(H)z = T(t) Ay

Was T'(t)r € D(A) und die Behauptung fiir den rechtsseitigen Limes zeigt. Fiir den

linksseitigen Limes betrachte man fiir 0 < h <t

ih[T(t — h)a — T(t)a] — T(t) Az = T(t — h)[A, — Az + [T(t — h) — T(t)] Az
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c¢) Folgt unmittelbar aus b).
O

Korollar 2.10. Ist A Erzeuger einer stark stetigen Operatorhalbgruppe auf H, dann ist D(A)
dicht in H und A ist abgeschlossen.

Beweis. Nach Proposition 2.9 gilt limy o ¢t~ fg T(s)x ds = x fiir alle x € H, wonach D(A)
dicht in H liegt. Die Abgeschlossenheit folgt leicht aus Punkt a). O

Korollar 2.11. Sei T'(t) eine stark stetige Operatorhalbgrupppe und A ihr infinitesimaler Er-
zeuger. Zu jedem x € D(A) ist u(t) := T'(t)x,t € [0,00), die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems

' = Au, u(0) =x. (2.5)

Beweis. Dass u(t) = T(t)x das Anfangswertproblem 16st, folgt aus Proposition 2.9. Ist v :
[0,00) — D(A) eine weitere Losung von (2.5), so gilt fiir festes ¢ > 0 und s € [0, ¢]

(%(T(s)v(t —38))=T(s)Av(t —s) = T(s)Av(t —s) =0
Somit ist T'(s)v(s — t) in s konstant und es gilt T'(t)z = T'(t)v(t — t) = T(0)v(t) = v(t). O

Korollar 2.12. Seien T, T stark stetige Operatorhalbgruppen mit infinitesimalen Generatoren
Al,AQ. Fualls A1 Q AQ, fOlgt T1 = TQ.

Beweis. Fir x € D(A;1) C D(Ay) ist sowohl Ti(t)x als auch Th(t)x eine Losung von (2.5). Es
folgt T (t)x = Ta(t)x fiir alle z € D(A;). Da D(A;) dicht liegt, folgt die Behauptung. O

Proposition 2.13. Sei T(t) eine stark stetige Kontraktionsoperatorhalbgruppe mit Generator
A. Dann ist (0,00) C p(A) und
A=Az = / e MT(t)z dt, (2.6)
0
fiir alle x € H und A > 0.

Beweis. Definiere fiir beliebiges A > 0 den Operator Uyz = [;~ e MT'(t)x dt. Wegen

[Uxz|| < / e T ()]l dt < A7z
0
ist Uy € B(H). Weiter gilt

%[T(h) — MUz = % /0 T e MIT( + e — T(t)a] dt

1 [0 A rh

= / e NT()x dt — — [ e MT(t)x dt
hJo hJo

Fiir h — 0 folgt Uyz € D(A) und AUyz = AUxg — g, also

AN—A)Uyx =2, x€H. (2.7)

23



Fiir z € D(A) erhalten wir

o0 o0

U Az = / e MT(t) Az dt = / Ale™MT(t)x] dt
0 0
= A/ e MT(t)x dt = AUy,
0

also folgt

U\AN—Azx =z, ze€D(A (2.8)

O

Definition 2.14. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener linearer Operator auf H mit dichtem
Definitionsbereich und (0, 00) C p(A). Dann ist die Yoshida-Approximation Ay von A fiir
A > 0 definiert als

Ay = AAN-A)7! (2.9)
Proposition 2.15. Die Yoshida-Approximation Ay hat die Eigenschaften

a) Ay ist fir jedes X > 0 ein beschrinkter linearer Operator auf H und > ist eine stark
stetige Kontraktionsoperatorhalbgruppe

b) AyA, = ALAy fir alle A, > 0.
¢) limy_,oo Az = Az fiir alle © € D(A)

Beweis. Fiir A > 0sei Ry = (A—A)7!. Da A dissipativ ist, folgt ||Rx|| < A7, Es gilt (A—A)R) =
I auf H und Ryx(A — A) = I auf D(A), daraus folgt
Ay =X2Ry— X auf H, \>0, (2.10)

und
Ay = AR\A auf D(A), A> 0. (2.11)

Gleichung (2.10) zeigt, dass Ay beschrénkt ist und es gilt mit Lemma 2.2

et = exp(—tA)[e™ | < exp(—tA) - exp(tA[[Ral) < 1.

Damit ist a) gezeigt. Punkt b) folgt aus (2.10) und Ry\R,, = R, R) fiir alle A\, 4 € rho(A). Fiir
Punkt ¢) zeigen wir zunéchst

lim ARye =z, x€ H. (2.12)
A—00
Denn fiir x € D(A) ergibt sich [[ARyx — z|| = ||[RaAz| < A7 Y|Az|| — 0 fir A — oco. Die
Beziehung (2.12) folgt, da D(A) dicht in H ist und ||AR)—I|| < 2 fiir alle A > 0. Die Behauptung
c) folgt unmittelbar aus (2.10) und (2.12). O

Lemma 2.16. Sind B, C beschrinkte lineare Operatoren auf H die BC' = CB sowie ||e!P|| < 1
und ||’ || < 1 fir alle t > 0 erfillen, dann folgt

|etPx —eCx|| < t|Bx — Cx|, xzeH, t>D0. (2.13)
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Beweis. Dieses Resultat folgt aus der Identitét

t

td
By — tCqp :/ -~ [esBe(t—s)C:| Tz ds :/ esB(B N C)e(t_S)C:E ds
o ds 0

t
= / e*Belt=9C(B — C)x ds
0

wobei bei der letzten Gleichheit eingeht, dass die Operatoren B und C' kommutieren (Lemma
2.2). O

Lemma 2.17. Sei A ein dissipativer abgeschlossener linearer Operator auf H, definiere p*(A) =
p(A) N (0,00). Wenn pt(A) nichtleer ist, folgt p*(A) = (0,00).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass pT(A) offen und abgeschlossen in (0,00) versehen mit der
Spurtopologie ist. Da z +— Re(z) stetig von (C,|.|) nach (R,|.|) ist, ist p(A) offen in R, womit
pT(A) offen in (0, 00) ist.

Fiir den Beweis der Abgeschlossenheit sei eine Folge \,, € p*(A4) mit A\, — A > 0 gegeben. Fiir
x € H definiere x, = (A — A)(\, — A) "z fiir jedes n € N. Da A dissipativ ist gilt die Beziehung

A — A\
An
Daher ist ran(A — A) dicht in H, aber da A abgeschlossen und dissipativ ist, ist ran(A — A)

abgeschlossen und es folgt ran(A — A) = H. Da A dissipativ ist folgt wiederum, dass A — A

injektiv ist und ||(A — A)7!|| < A~L. Insgesamt erhalten wir also A € pt(A), was zu zeigen war.
O

. . — . . -1 < T _
Jim [z, — 2| = lim [[(A = An) (A = A) ]| < Tim ]| = 0.

Satz 2.18. (Satz von Hille-Yoshida): Der lineare Operator A auf H ist genau dann der Erzeuger
einer stark stetigen Kontraktionsoperatorhalbgruppe auf H wenn gilt:

a) D(A) ist dicht in H

b) A ist dissipativ

c¢) ran(A\ — A) = H fiir ein X > 0.
Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus Korollar 2.10 und Proposition 2.6. [Mar-
kov] Wir zeigen, dass die Bedingungen a) — ¢) hinreichend sind:
Ein dissipativer Operator A ist genau dann abgeschlossen, wenn ran(A— A) fiir A > 0 abgeschlos-
sen ist. Die Bedingungen b), ¢) implizieren daher, dass A abgeschlossen ist und p(A) N (0, c0)

nichtleer ist, woraus wegen Lemma 2.17 bereits (0, 00) C p(A) folgt. Mit Lemma 2.15(b) sowie
2.16 folgt

letra — el < ) Aye — Ayall, @€ H, Au>0, t>0. (2.14)

Wegen Lemma 2.15¢) und der Vollstandigkeit von H existiert deshalb limy_, et g fiir alle
x € D(A) und alle t > 0. Da die Familie von Halbgruppen {e?4*, A > 0} gleichmiilig beschriinkt
ist und D(A) dicht in H liegt, existiert T(t)z := limy_,o, e/ fiir alle z € H. Weiter ergibt
sich fiir s,¢ > 0 (T (t) := etM)

T(s+t)—T(s)T(t) =T(s+1t)—Ta(s+1t)+Tx(s)[Tx(t) —T(t)] + [ITa(s) = T(s)] T'(t)
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woraus man schlieBen kann, dass T'(¢) eine stark stetige Kontraktionsoperatorhalbgruppe auf
H ist. Es bleibt zu zeigen, dass A der infinitesimale Generator von T'(¢) ist. Gem#fl Proposition
1.5¢) erhalten wir

t
T\(t)x —x = / T\(s)Axz ds, x € H. (2.15)
0
Fiir z € D(A) folgt aus der Identitét

Th(s)Ayxx — T'(s)Ax = T)\(s)(Axx — Azx) + [Ta(s) — T(s)] Az,

zusammen mit Lemma 2.10c), dass T)\(s)Axx — T'(s) Az fir A — oo, gleichméBig fir s € [0, t].
Insgesamt folgt mit (2.15)

t
T(t)r —x = / T(s)Az ds, z€D(A), t>0.
0

Differenzieren an der Stelle 0 zeigt, dass der Generator B von T'(t) eine Fortsetzung von A sein
muss. Aufgrund der Notwendigkeit der Bedingung b) ist A — B fiir jedes A > 0 injektiv, und
nach ¢) gilt ran(A — A) = H fir ein A > 0. Da D(A) dicht in H liegt folgt B = A, was den
Beweis beendet.

O

Korollar 2.19. Sei e t4 eine stark stetige Kontraktionsoperatorhalbgruppe mit infinitesimalem
Generator A und sei Ay die Yoshida-Approzimation zu A. Dann gilt

e — e Haf| <1l Aye — Aal|, z€D(A), 20, >0 (2.16)

Daher gilt imy_,o, e ?r 2z = e 2 fiir jedes * € H und alle t > 0, gleichmdifig auf kompakten
Intervallen.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.18 O

2.3 Die Trotter-Produktformel

Lemma 2.20. Ist C : D(C) — H ein positiver und selbstadjungierter linearer Operator, so ist
der Operator —C' Generator einer Kontraktionsoperatorhalbgruppe.

Beweis. Fiir z € D(C) und A € (0, 00) gilt
I(=C = NalP = (€ + Nl = [Call? + 2 - Re(Ca, ) + N[z |[2 = X2z,
Also ist —C dissipativ. Daher ist —C' — A fiir A > 0 insbesondere injektiv, woraus folgt
ker(—C — \)* =ran(—C — \) = H.
Da —C' abgeschlossen und dissipativ ist, ist ran(—C — \) abgeschlossen, woraus die Surjektivitét

von —C' — X folgt. Nach Dem Satz von Hille-Yoshida (Satz 2.18) erzeugt —C' eine Kontraktions-
operatorhalbgruppe. O

26



Bemerkung 2.21. Wir kénnen nun die Trotter-Produktformel formulieren: Seien A, B positive,
essentiell selbstadjungierte Operatoren. Ist A + B essentiell selbstadjungiert auf D(A) N D(B),
folgt

e*ﬁ(A‘i’B) — lim <€ftA/n€ftB/n)n (217)
n—oo

in der starken Operatortopologie. Lemma 2.20 zeigt, dass A, B, A + B Halbgruppen erzeugen,

daher macht (2.17) Sinn. Die wesentlichen Schritte im Beweis der Trotter-Produktformel werden

sein, Kontraktionsoperatorhalbgruppen zu finden, die mit der rechten Seite von 2.17 identifizert

werden konnen und die Konvergenz ihrer Generatoren gegen —(A + B) zu zeigen, woraus die

Konvergenz der zugehorigen Kontraktionsoperatorhalbgruppen folgt.

Definition 2.22. Es sei ¢ € [0,00) und n € N, die Operatoren A, B seien positiv und essentiell
selbstadjungiert, und es sei (A + B) ebenfalls essentiell selbstadjungiert. Es bezeichne

F(t):=e e B, C,:=n <I - F (i))

Lemma 2.23. F\(t) ist eine stark stetige Abbildung von [0,00) in die Kontraktionsoperatoren
auf H. Dariberhinaus gilt F(0) = I und die starke Ableitung F'(0) ist eine Fortsetzung von
—(A+ B).

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen ¢ — e respektive t — eZ. Fiir
x € D(A)ND(B) = D(A+ B) gilt

F(t)—1I
t

= t_l[e_tA(e_tBac —xz)+ (e_tA:U — )] =9 —(A+ B)x

O

Lemma 2.24. Fir jedes n € N ist et eine Kontraktionsoperatorhalbgruppe, wobei die Ab-
bildung t — et sogar stetig beziiglich der Operatornorm ist.

Beweis. Man beachte, dass C,, ein beschrénkter Operator ist. Es folgt

> (tn)* 1
—tCn || — [|,—tn(I—F(1/n))|| — ||,—tnl tnF(1/n) —tn -
e~ = e | = flemnemr W) < ey 0 F<n)Hg1
k=0
Was die Kontraktionseigenschaft zeigt. Die Behauptung folgt mit Satz 2.5. O

Satz 2.25. Sei (Cp)nen eine Folge beschrinkter Generatoren von Kontraktionsoperatorhalb-
gruppen. Sei C' positiv, essentiell selbstadjungiert auf D(C) und es gelte Cp,x — Cx fir alle
x € D(C). Dann folgt fiir X > 0

A+C) = A+0) !
in der starken Operatortopologie.

Beweis. Sei C O.B.d.A selbstadjungiert. Wegen

ran(A 4+ C) =ker(A + C) = {0}
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liegt ran(A 4+ C) dicht in H. Mit x € D(C) folgt fiir y = (A + C)x
I+ Cn) Ty = A+ O) Tyl = [(A+ Co)THA+ Ca)z + (A + G (C = Cr)z —
— 1
= [+ CH(C = Cr)all < S I(C = C)all — 0

Nach Lemma 2.20 ist der Operator (A+C)~! beschriinkt mit Operatornorm kleiner gleich (1/)).
Sei z € H beliebig und y € ran(A 4+ C) mit [y — z|| < eA/4 und sei z = (A + C)~'y. Wihle
N € N so groB, dass ||(C' — Cp)z|| < eA/2. Dann gilt

[+ )22 = A+ O) L2l = A+ C) ™ + A O) (e =)+ A+ Gy — (0 + €)1y
< Sle =yl + 10+ Gy = A+ O) Nyl < e
O

Satz 2.26. Sei (Cp)nen eine Folge beschrinkter Generatoren von Kontraktionsoperatorhalb-
gruppen. Es sei C positiv und essentiell selbstadjungiert auf D(C). Gilt Cpx — Cz fir alle
x € D(C), so folgt e!rax — eCx fir alle x € H, gleichmdipig auf kompakten Intervallen.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst fiir A > 0, dass C stark gegen C)\ konvergiert. Betrachte
y:= (A —C)z fir z € D(C). Mit (2.10) folgt

IChy = Cayll = NN = Co) ™" = My — NP (A = C) ™ = My
<N =Ca) Tty = (A= O) 7yl
Dieser Ausdruck konvergiert wegen Satz 2.25 mit n — oo gegen 0. Da ran(A — C') dicht in H
liegt und die Operatoren C — C)\ gleichmiiBig in n beschrinkt sind, folgt die starke Konvergenz
von C gegen C,.

Schritt 2: Fiirt > 0 und « € H gilt elCng — ez, gleichméBig in ¢ auf kompakten Intervallen:
Es gilt die Identitét

t
elCng — e!Org = / e(t_s)C%(C';} — C\)e*N g ds, (2.18)

0
denn der Integrand in (2.18) ist gleich —% {e(t_s)cé escw] Damit erhélt man die Abschitzung

t
ez — e'Orna| < /0 1(C = Cr)e ). ds (2.19)

Wegen Schritt 1 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz konvergiert die rechte Seite
von (2.19) fiir n — oo gegen 0.

Schritt 3: Sei € D(C'). Mit der Dreiecksungleichung folgt
[eCnz — €€ < ||efCra — ez + ||eCrx — eCrz| + [|eCra — eCxl). (2.20)
Mit Korollar 2.19 kénnen wir den ersten Summanden in (2.20) weiter abschétzen durch

|eCrz — efCrg|| < t-||Crz — Ca

<t (I = Ca|| +|Cz = Cral| + | Caz — Ca] )
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Mit Schritt 1 folgt
lim [|e'Cnz — e'Cnz| <t ||Cx — Crzl|.
n—oo

Wegen Schritt 2 konvergiert auch der zweite Summand in (2.20) fiir n — oo gegen 0, und es
folgt wiederum mit Korollar 2.19

lim [|e/“mz — eC|| < 2t ||Chx — Cz||,

n—oo

woraus mit Lemma 2.15¢) folgt, dass e/“mx — €'“z. Da D(C) dicht in H liegt und die Operatoren
elCn — etC gleichmiiBig beschriinkt sind, folgt die Behauptung. O

Lemma 2.27. Sein € N, dann gilt die Abschitzung

o0

nk
Zk||k—ny<n1/2 e
k=0

Beweis. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung ergibt

s |k—n|_<zk,> (S5t et (350

k=0 k=0 k=0

Die Identitéit (k —n)? = k(k — 1) + k — 2kn + n? fithrt weiter auf

= nk 5 = nF = b 5 o P
D D B e TP DY s R B
k=0 k=2 k=1 k=0
= n?exp(n) + n(1 — 2n) exp(n) + n? exp(n) = n - exp(n)
Finsetzen in die obere Ungleichung fithrt auf das gewiinschte Ergebnis. O

Satz 2.28. (Trotter-Produktformel): Die Operatoren A, B seien positiv und essentiell selbstad-
Jungiert, und es sei (A+ B) essentiell selbstadjungiert auf D(A)ND(B). Dann gilt firt € [0, 00)

~HA+B) _ 1im (eftA/neftB/ny (2.21)

n—oo

im starken Sinn.

Beweis. Die Lemmata 2.23 und 2.24 zeigen, dass die Folge von Operatoren (Cy,)nen aus Gene-
ratoren von Kontraktionsoperatorhalbgruppen besteht, und dass diese Folge auf D(A) N D(B)
stark gegen (A + B) konvergiert. Mit Satz 2.26 folgt die Konvergenz von e*“» gegen e HA+B)
Es bleibt zu zeigen, dass e~ stark gegen (e_A/”e_B/”)n konvergiert.
Schritt 1: Wir zeigen die Behauptung fiir ¢t = 1, sei © € D(A) N D(B):
k n
G- ())-
n

1\" > nk
_Cn _ -
e T F(n) Zk
k=
Y > ’I’Lk 1 |k—n|

st () 1)

S G

_ nk
<e ”ZﬁU{:—nl

k=0
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Wegen Lemma 2.23 konvergiert die Folge n (F (l) -1 ) x stark, daher gibt es ein C' > 0 mit

n

Hn (F (l) - I) :L‘H < C fiir alle n € N. Zusammen mit Lemma 2.27 ergibt sich

o) ) ()

Die Behauptung folgt fiir beliebiges x € H aus der gleichméfligen Beschréinktheit der Operato-

nl/2 — 12 <C-n V2

ren.

Schritt 2: Fiir beliebiges ¢t > 0 betrachte die Operatoren Ay :=tA, B, := tB. Nach Schritt 1 gilt

A¢+By)

6_( e—At/ne—Bt/n)n

=

Nun sind fiir z € D(A) die Funktionen

beide Losungen der Differentialgleichung
u'=—tAu, u(0)==z

woraus mit Korollar 2.11 schon die Gleichheit f(s) = g(s) und damit e=4* = e~*4 folgt. Analog
folgt e~ Bt = e7*B, womit die Behauptung gezeigt ist. O
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Kapitel 3

Die Feynman-Kac-Formel

Definition 3.1. Einer Konvention der Hamilton’schen Mechanik folgend werden Ortskoor-
dinaten im Folgenden mit ¢ bezeichnet. Fiir die kommenden Betrachtungen werden wir als
Grundraum den Hilbertraum L?(R") heranziehen. Fiir eine Funktion ¢ € L?(R™) definieren wir
den zugehorigen Multiplikationsoperator M, mittels

Mg : D(My) < L*(R") = L*(R"),  frro-f

Besitzt ein Operator A : D(A) — L?(R™) einen Integralkern k, d.h. gilt fiir eine Funktion k und
alle p € D(A)

(Ap)(q) = /n k(q,q")e(q")dg

so notieren wir das als k = IC(A).

Satz 3.2 (Feynman-Kac-Formel). Sei V' eine stetige, von unten beschrinkte reellwertige Funk-
tion auf R"™ und sei H := —%A + My, essentiell selbstadjungiert. Dann gilt fiir ¢ € L*(R™)

ry@=[ |[ eo(-] Vo) @) dw(v)] old)dd,  (31)

wobei die Gleichheit fast tberall zu verstehen ist.

n

Betrachten wir zuerst den Fall V = 0, d.h. H = Hy := —3A. Dann ist e ‘0 f fiir f € L2(R")
gerade die Losung der Differentialgleichung

0 1
&u(q,t) =—Hyu= §Au(q,t), u(q,0) = f(q) g eR"te0,00).

Bekanntlich ist die Fundamentallésung dieser Gleichung gerade

—n/2 lq]?
pi(q) == (2mt) P exp ( —
2t
womit folgt

2t

n

) = [

Daraus erhalten wir den folgenden Zusammenhang;:

(2mt) "2 exp (—”‘““) F(q) dd' (3.2)
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Satz 3.3. Es sei 0 <t) < ... <ty <T, sei; € L™ firi=1,...,n und bezeichne mit My,
die zugehdrigen Multiplikationsoperatoren. Dann gilt

m

/ [Tvir(t))dw(r) =K (e_tlHOMwle_(tz_tl)Honz o Mwme_(T_tm)H°>
W(q,q',T) i=1

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1.41 durch iteriertes Anwenden der Beziechung (3.2). [

Beweis der Feynman-Kac-Formel, Satz 3.2. Definiere

ka.d) = /W(qq,t)e"‘p< / V0 (5) ds ) (o). (33)

und den dazugehorigen Operator
A: L*(R") — L*(R")
Al LS ¢)e(d) dd'-

Schritt 1: Wir zeigen, dass der Operator A beschriankt ist. Da V nach unten beschrankt ist,
ist der Integrand in (3.3) durch eine Konstante C' > 0 beschrinkt, und mit der expliziten
Darstellung von w(W(q, ¢, t)) folgt

A2
|k(g,4')| < C(2mt) /% exp (—Hq%q”>

Wir erhalten mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir ¢ € L?(R")

2
HAwHiz=/ / k(q,q)e(q) dq'| dg < H@H%a/ / k(q,q')|* dq’ dg.
Rn Rn R7 JR™

Fiir a > 0 und b, c € R gilt

b\
/Rexp(—(a,xQ—f—b:):—i—c)) dac—/Rexp (—a <$+2a> —4a—c> dx
—\/?ex —E—c
Ve TP\ T ’
Damit folgt

2
// qq\qudq<0227Tt //exp< q”)dq'dq
. N2
(2) q/(z)) »
(2 Mt ) (4)
= (C? )~ / [H / exp( ; dq dq
20—n 2 1
=C"2 / exp (—HqH <t+ t)) dg < 0.
Rn

Was zeigt, dass A ein beschrinkter (sogar kompakter) Operator ist.

Schritt 2: Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € CZ°(R™) (unendlich oft differenzierbare Funktionen mit
kompaktem Triiger in R") gilt, dass Ap = e p: Aus der Trotter-Produktformel, Satz 2.28,
erhalten wir (starke Konvergenz)
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e = lim (eftHO/NeftMV/N>N (3.4)
N—o0

Offenbar ist durch ¢ — M_—+v eine stark stetige Operatorhalbgruppe mit Generator My defi-
niert, womit nach Korollar 2.12 bereits e "MV = M__,v folgt.

Bei (3.4) ist zu beachten, dass My genau dann positiv semidefinit ist wenn V' positiv semide-
finit ist. A priori kann die Trotter-Produktformel also nur fiir V' > 0 angewandt werden. Fiir
allgemeine halbbeschrinkte Potentiale sei ¢ € R mit V(z) > c fiir alle z € R™. Durch Anwenden
der Trotter-Produktformel auf Ho + My _.) erhédlt man durch Kiirzen des Faktors e~ wieder
(3.4). Wir zeigen, dass die durch

N
k;N(Qa q/) =K ((e_tHO/NMetV/N) > (qv q,)

definierte Funktionenfolge punktweise (in beiden Argumenten) gegen k(q, ¢') konvergiert: Wir
erhalten mit Satz 3.3

/C((e‘tHO/NMe-th)N> (0.q) = /W exp —;gV@ <§j>) do(r)  (35)

Die Funktion s — V' (y(s)) ist stetig, daher Riemann-integrierbar und es gilt fiir festes v € W

—fvév@ (%)) - [vows.

Da V von unten beschrinkt ist, folgt die gleichméfige Beschrinktheit der Integranden in (3.5).
Da Konstanten beziiglich w integrierbar sind, folgt aus dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz

(¢,9',t)

N . ‘
. t gt
lim exp |——= » V (’y ( >> dw(vy) = / exp <—/ V(y(s))ds) dw(7y).
N—00 W(g,q' t) N Z N W(q,d',t) 0

J=1

Also gilt kn(q,q) — k(q,q"). Fiir ¢ € L?(R") bedeutet (3.4) gerade

L2 _
/ kv (- d)olq) dg s e,

Indem wir zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir O.B.d.A. annehmen, dass die Konvergenz
auch punktweise (fast iiberall) gilt. Fiir ¢ € L'(R") N L2(R") folgt aus der gleichméiBigen
Beschranktheit der ky mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz fiir fast alle ¢ € R™

(™) (a) = lim | ky(g.q)p(q) dg' = / lim kn(q,q)e(q") = (Ap)(q) (3.6)
—0 JRn n N—o00
Die Gleichung (3.6) gilt also insbesondere fiir alle ¢ € C2°(R"), und da diese Menge einen
dichten Unterraum von L?(R") bildet und beide Operatoren in (3.6) beschriinkt sind, folgt
et = A auf L?(R").
O
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