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Einleitung

In dieser Arbeit werden Hardyrdume betrachtet und mit deren Hilfe Probleme aus der Analysis
mit operatortheoretischen Methoden behandelt. Zwei wichtige Resultate sind das erklirte Ziel der
Arbeit: Einerseits ein Interpolationsproblem, und andererseits eine mogliche Faktorisierung holo-
morpher Funktionen in zwei Funktionen mit besonderen Eigenschaften.

Vorausgesetzt werden grundlegende Kenntnisse der Analysis, die in den ersten Semestern erlernt
werden, sowie mafitheoretische Kenntnisse. Notwendig sind aulerdem grundlegende Ergebnisse aus
der Funktionalanalysis, die in [W] enthalten sind. Ergebnisse aus der hoheren Funktionalanalysis
werden zur Einfithrung kurz in Kapitel 1 zusammengefasst, wo sie allerdings ohne Beweise angefiihrt
werden. Die Beweise zu diesen Resultaten finden sich in [K].

In Kapitel 2 werden kernreproduzierende Hilbertraume eingefiithrt und der Hardyraum auf der Ein-
heitskreisscheibe als solcher genauer studiert. Weiters werden Multiplierer-Funktionale eingefiihrt,
die sich fiir den weiteren Verlauf der Arbeit als sehr wichtig herausstellen werden.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit einem Interpolationsproblem, dem Nevanlinna-Pick-Problem, welches
sich mit der bisher eingefiihrten Theorie elegant 16sen lisst. Die Kernidee fiir die Lésung liefert hier
das Commutant Lifting Theorem. Um dessen Wichtigkeit zu zeigen, werden wir es auch noch fiir die
Losung des Carathéodory-Fejér-Problems verwenden, das sich mit der Fortsetzung zu holomorphen
Funktionen beschéftigt.

In Kapitel 4 betrachten wir schlussendlich noch den Hardyraum am Einheitskreis, den wir mit dem
zuvor eingefithrten Hardyraum vergleichen und in Verbindung setzen werden. Den Hauptsatz dieses
Kapitels stellt der Satz von Beurling dar, mit dessen Hilfe wir unter anderem die Inner-Outer-
Faktorisierung einer holomorphen Funktion zeigen kénnen.

In Kapitel 2 werden all die Grundlagen und Eigenschaften von Hardyrdumen bereitgestellt, die
wir fiir die Losung der Probleme in den darauffolgenden Kapiteln benétigen. Die Kapitel 3 und 4
konnen allerdings unabhéngig voneinander gelesen werden.



1 Wichtige Resultate aus Analysis und Funktionalanalysis

In diesem Kapitel werden wir wichtige Resultate zusammenfassen, die teilweise aus der Theorie der
hoheren Funktionalanalysis stammen und in Beweisen aus den spéteren Kapiteln benotigt werden.

1.1 Séatze aus der Funktionalanalysis und komplexen Analysis

1.1.1 Satz (Konvergenzsatz von Weierstrass). Sei G C C ein Gebiet und (f,,)nen eine kompakt
konvergente Folge von auf G holomorphen Funktionen. Dann ist die Grenzfunktion auch holomorph
in G.

1.1.2 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X und Y Banachrdume und sei T
eine lineare Abbildung von X nach Y. Sei der Graph von T abgeschlossen in X x Y. Dann ist T
stetig und beschrénkt.

1.1.3 Lemma. Sei S eine Selbstabbildung auf einem Hilbertraum. Dann ist S genau dann eine
Kontraktion, wenn I — §*S > 0 gilt.

Beweis. ((I — S*S)x,x) > 0 gilt genau dann, wenn (x,z) — (Sz, Sx) > 0 gilt. Dies wiederum gilt
genau dann, wenn ||Sz| < ||z]|.

g

1.1.4 Lemma. Seien X und Z normierte Rdume, ¥ C X ein abgeschlossener Teilraum und ¢ : X —
Z eine Isometrie. Dann ist auch ¢(Y") abgeschlossen.

1.1.5 Lemma. Sei P ein Hilbertraum und V' : dom(V') — ran(V') isometrisch, wobei dom(V') C P
und ran(V') C P. Dann existiert ein Hilbertraum H O P und eine unitdre Abbildung U : H — H,
die V fortsetzt.

1.2 Lineare Relationen

1.2.1 Definition. Seien X und Y Vektorrdume. T" heifit lineare Relation zwischen X und Y, wenn
T ein linearer Unterraum von X X Y ist.

Seien X und Y normierte Rdume und sei X x Y mit der Produkttopologie versehen. Ist T abge-
schlossen, so spricht man von einer abgeschlossenen linearen Relation. Mit T bezeichnet man den
Abschluss von T

Den Definitionsbereich bezeichnet man mit dom7 = {z € X : Jy € Y : (x;y) € T} und den
Multi-Valued-Part mit mul(7") := {y € Y : (0;y) € T'}.

Folgendes Lemma legt nahe, lineare Relationen als mehrwertige Funktionen zu betrachten.

1.2.2 Lemma. Ist (f;9) € T,sogilt {h €Y : (f;h) € T} = g + mul(T).



1.2.83 Bemerkung. Indem man einen linearen Operator T" von X nach Y mit seinem Graph identifi-
ziert, kann man T als lineare Relation betrachten, die offenbar mul(7") = {0} erfiillt. Umgekehrt ist
eine lineare Relation 7" mit mul(7") = {0} der Graph eines Operators.

1.2.4 Lemma. Seien X und Y normierte Rdume, und sei 7' < X X Y eine lineare Relation. Fiir
alle (z;y) € T gelte |ly|| < ||z||. Dann folgt mul(7") = {0}, und T ist ein Operator von dom 7 nach
Y.

1.2.5 Definition. Seien H; und Hy Hilbertrdume und T° < H; X Hs eine lineare Relation. Dann
heif3t
T* = {(z;y) € Ho x H1 : (z,0) = (y,u) V(u;v) €T}

die adjungierte Relation zu 7.

1.2.6 Bemerkung. Fiir beschrankte Operatoren T : H1 — Hy ist T der iibliche adjungierte Operator.

1.2.7 Lemma. Sei T™ der adjungierte Operator zu 7. Dann gilt
mul(7T*) = (dom T')*

und
(T*)* = T.

1.2.8 Lemma. Sei R < X X Y eine abgeschlossene lineare Relation mit mul(R) = {0} und sei
D C X ein dichter Teilraum, fiir den dom(R) 2 D gilt. Falls R|p € B(D,Y), so folgt R € B(X,Y).
In dem Fall gilt auch Rilp = R = R, wobei wir mit R die eindeutige, beschrinkte Fortsetzung von
R|p auf X bezeichnen.

Beweis. Setzen wir den beschrinkten Operator R|p zu R € B(X,Y) fort, so folgt wegen der Be-
schriinktheit von R die Abgeschlossenheit von R < X x Y. Somit gilt (als lineare Relationen be-
trachtet) auch R|p C R.

Zu x € X\D gibt es wegen der Dichtheit von D Elemente z,, € D mit x,, — z. Wegen der Stetigkeit
von R|p folgt

(xn; R|pxn) — (x; Rx)
S S
R|p R|p

und somit dom(R|p) = X. Da R|p und R beides Operatoren sind, gilt damit
Rlp=R. (1)

Klarerweise gilt R|p C R. Da R abgeschlossen ist, haben wir R|p C R = R. Weil es sich auch hier
um Operatoren handelt, folgt die Gleichheit

und mit (1)



1.3 Multiplikationsoperatoren

Dass im folgenden Lemma aus (c) der Punkt (b) folgt, ist Konsequenz aus Lemma 1.2.8.
1.3.1 Lemma. Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum, 1 > 0 ein endliches Maf}; und A : 2 — C messbar. Setze

. fdom(My) —  L*(n)
Mh . { N qg- h’

wobei wir mit dom(Mj}) den linearen Teilraum
dom(Mp) = {g € L*(u) : gh € L*(u) }
von L?(p) bezeichnen. Dann gilt:

(i) Der Definitionsbereich dom(Mj,) liegt dicht in L?(u) und M, ist ein abgeschlossener Opera-
tor, wobei der Graph von M}, abgeschlossen ist im Raum L?(u) x L?(u) (versehen mit der
Produkttopologie).

(ii) Folgende vier Aussagen sind dquivalent:

(a) h € L*>®(u), d.h. beschrinkt auf dem Komplement einer Nullmenge.

(b) dom(Mjy) = L?(u) und Mj, ist beschrinkt.

(c) My, ist beschrinkt auf zumindest einem L2(p)-dichten Teilraum M (C dom(My,)).
(d) dom(My) = L3(n).
In diesem Fall ist Mp, : L?(u) — L?(u) beschrinkt und

[Mp| = [|P]loo(= inf{n € (0, +00) : p{z € Q: [h(x)] > n} = 0}).



2 Der Hardyraum als kernreproduzierender Hilbertraum

In diesem Abschnitt werden wir Hardyridume als Beispiele fiir kernreproduzierende Hilbertraume
(kurz: RKHS) einfiithren. Dafiir benttigen wir erst einige Eigenschaften von RKHS.

2.1 Kernreproduzierende Hilbertraume

2.1.1 Definition (RKHS). Sei Q eine nichtleere Menge und der Hilbertraum H ein linearer
Teilraum des Vektorraums C* aller linearer Funktionen von € nach C. Die Elemente von H sind
lineare Funktionen, fiir die Addition und skalare Multiplikation punktweise definiert sind.
Der Raum H heifit dann kernreproduzierender Hilbertraum (Reproducing Kernel Hilbert Space,
RKHS), wenn die Abbildung

L { H — C

SV o= )

fiir alle z € Q auf H stetig ist.

2.1.2 Bemerkung. Bezeichne mit (.,.)y das Skalarprodukt auf H. Nach dem Satz von Riesz-Fischer
existiert fiir jedes y € Q eine eindeutige Funktion k, € H, sodass f(y) = (f, ky)x fiir alle f € H gilt.

2.1.3 Definition. Sei y € 2 gegeben, und bezeichne £, : 2 — C die eindeutig bestimmte Funktion
aus Bemerkung 2.1.2. Dann heifit die Abbildung

{ OxQ — C
| (@y) o K(z,y) = (ky, ko)n = ky(2)

Kernfunktion von H.

2.1.4 Lemma. Es gilt span{k, : y € Q} = H.

Beweis. Sei f € span{k, : y € Q}* beliebig. Da dann f(y) = (f, k,) = 0 fiir alle y € Q, muss f
schon identisch die Nullfunktion sein.

g

Wir benétigen noch folgende Tatsachen iiber den Zusammenhang einer Funktion auf einem RKHS
und der zugehorigen Kernfunktion.

2.1.5 Lemma. Seien () eine nichtleere Menge und H ein RKHS auf Q2. Sei K die Kernfunktion von
H und A C Q. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Alle Funktionen f € H sind auf A beschrénkt (d.h. |f(t)| < C} fiir alle t € A).

(ii) Die Abbildung w — K(w,w) ist auf A beschrankt.



Beweis. (i) = (ii): Seien die Abbildungen f € H beschrinkt auf A. Betrachte die Menge {k; : ¢
A} C'H als Menge von linearen Funktionalen (f — (f,k:)) auf H, indem H und H’ nach dem Satz
von Riesz-Fischer miteinander identifiziert werden. Fiir alle f € H folgt somit |(f, k)| = | f(¢)| < Cy.
Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt die Existenz einer Konstanten C' > 0, die unabhéngig
von der gewéhlten Funktion f ist, sodass ||(f — (f,k:))|| < C fiir alle t € A gilt. Mit Hilfe der
Riesz-Fischer-Identifikation folgt

K(t,t) = (ke ke) = [|kel* = I(F = (f,ke))|* < C?

fiir alle t € A. Somit haben wir die Beschrianktheit der Kernfunktion gezeigt.
(ii) = (i): Seien f € H und t € A gegeben. Dann gilt

[F@OF = 1 k)l < WS- kel = 1A (Rt ko) = 1] V(2 0),

wobei die Ungleichung aus dem Satz von Cauchy-Schwarz folgt. Somit ist f auf A beschrinkt.

2.1.6 Korollar. Seien 2 eine nichtleere Menge, ‘H ein RKHS auf 2 und K die zugehorige Kern-
funktion. Weiters gelte K (w,w) < C fiir alle w € M fiir eine Teilmenge M C . Dann folgt aus der
Konvergenz in der Norm bereits die gleichméfige Konvergenz auf M.

Beweis. Sei (fy,) eine Folge von Funktionen, die in der Norm gegen eine Funktion f konvergiert. Es

folgt
| (t) = FO1 = 1(fa = k)| <l fo = FIl - VK1) < VO - | fu = [l

fiir alle t € M, wobei die erste Ungleichung aus dem Satz von Cauchy-Schwarz und die zweite
aus der vorausgesetzten Beschranktheit der Kernfunktion folgt. Diese Abschétzung ist von t € M
unabhéngig und gilt somit auch fiir die Supremumsnorm. Es folgt

I fular = flarlloo < VC - | fn — fIl "=7 0.

2.1.7 Proposition. Seien Q2 C C offen, ‘H ein RKHS auf Q2 und K die zugehotrige Kernfunktion.
Dann sind &dquivalent:

(i). Alle f € H sind holomorph.

(ii). Fir alle w € Q ist die Funktion z — K(z,w) = (ku, k») = kw(z) holomorph und w — K(w,w)
ist als Funktion von 2 nach [0, co) lokal beschrénkt (d.h. beschrénkt auf kompakten Teilmengen
von Q).

Beweis. (i) = (ii): Sei f € H eine beliebige holomorphe Funktion und sei A C Q kompakt. Dann ist
f insbesondere stetig, und f(A) C C ist als stetiges Bild einer kompakten Menge selber kompakt
und somit beschrinkt. Nach Lemma 2.1.5 folgt die Beschrianktheit der Abbildung w — K (w,w) auf
A. Die Funktion z — K(z,w) = k,(z) ist nichts anderes als die Funktion k, € H, welche nach
Voraussetzung holomorph ist.

(ii) = (i): Nach Lemma 2.1.4 liegt span{k, : w € Q} dicht in H. Somit existiert fiir eine feste
Funktion f € H eine Folge von Funktionen (fy,)nen aus span{k, : w € Q}, die in der Norm gegen



f konvergiert. Stellt man die Folgenglieder in der Form f,, = Zfﬁ}) Ainkw,, dar, so erkennt man
wegen der vorausgesetzten Analytizitét von z — k,(z) die Holomorphie der Folgenglieder f,. Nach
dem Satz von Cauchy-Schwarz gilt

[fn(w) = f()| = [(fn = [ k)| < [[fn = fII - VE(,w),

wobei K (w,w) auf jeder kompakten Menge A beschrinkt ist. Es folgt
Tim [ fula — flalloe =0

auf A, also die gleichméfige Konvergenz von (f,)neny auf Kompakta (vergleiche Korollar 2.1.6).
Nach dem Konvergenzsatz von Weierstrass 1.1.1 ist der lokal gleichméfiige Grenzwert einer Folge
analytischer Funktionen wieder analytisch. Daher ist f holomorph.

O

2.2 Hardyriaume

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit Hardyrdumen auf der Einheitskreisscheibe beschéftigen.
Wie sich herausstellen wird (siehe Bemerkung 2.2.3), kann man Hardyrdume als RKHS betrachten.
Somit kénnen wir die Theorie des vorigen Abschnitts direkt fiir die Betrachtung der Hardyrdume
verwenden.

2.2.1 Bemerkung. Es gelte > o o |an|?> < +00. Man erkennt leicht, dass fiir den Konvergenzradius
R von ) (apz" dann R > 1 gilt.

2.2.2 Definition (Hardyraum). Der Raum H?(D), definiert durch

H*(D) := {f :D—-C: f(z) = ianz",i\anP < oo},
n=0 n=0

heifit Hardyraum (auf der Einheitskreisscheibe).
Seien a,, die Koeffizienten der Potenzreihendarstellung von f und b,, die Koeffizienten der Potenzreihe
von g. Dann ist durch

(fs9)m2) = Za@
n=0

ein Skalarprodukt auf H?(ID) definiert.

2.2.3 Bemerkung.

(i) Der Hardyraum H?(D) ist isomorph zum Raum ¢?(Np) mit dem Isomorphismus

<z>:{ F(No) —  H*D)

(an) = ZSLO:O anz™’

(ii) Sei w € D fest und definiere ky(2) := === = >_°° jw"2". Offensichtlich ist k,, ein Element

1—zw
von H?(D). Daher kann man k, als Argument des Skalarprodukts betrachten und erhlt
(f7 kw)H2(]D)) - ZZO:() apw" = f(w)
Somit ist H?(D) ein RKHS mit der Kernfunktion K(y,z) = (ku, ky) 2oy = 1_1y7.

xr
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Mit folgender Proposition kann man feststellen, ob eine analytische Funktion ein Element des Hardy-
raums H2(D) ist.

2.2.4 Proposition. Sei f(z) =) 2 a,2z" eine analytische Funktion mit Konvergenzradius R > 1.
Dann gilt f € H?(D) genau dann, wenn

lim — /27r |f(re®)? dt < oo. (2)
0

Dabei hingt das Integral monoton wachsend von r ab. Weiters gilt fiir f, g € H*(D)

1 2w

(fv )Hz(]D) _71'1}%% 0 f(re ) ( elt)dtv

insbesondere

1 2m )
= lim — |2 dt.
2oy = i 5 [ 1#re™)

Beweis. Nach Definition des Skalarprodukts gilt ||f||H2 D = = (f, 2wy = Ypeg lan|*. Nach dem
Satz von der monotonen Konvergenz folgt fiir alle Funktionen f(z) = Y 7 anz" mit Konvergenz-

radius R > 1
[o¢] o0
Z lan|? = lim Z |an|?r?",
n=0 r/1 n=0

wobei die rechte Seite von 7 monoton wachsend abhéngt. Fiir ein festes r € [0,1) folgt jetzt

1 2 12 1 . N ’
’f(rel ) ’ dt - hm E a rn mnn a rm 1itm dt
27 0 27[' N—oo m: :0

1 or N )
= lim — E anamrtmeitn=m) g
N—oo 27T 0
n,m=0
N
: n+m 1 it(n—m)
= lim E An T — e dt
N—oo 2w 0
n,m:(]
) N 0o
* .
= lim E ana,r?™ = lim E |an|2r2”:E |an|27“2”,
N—»oo N—oo
n=0 n=0

wobei die Vertauschung von Limes und Integral wegen der gleichméfigen Konvergenz der Funktion
22] o anre"™ gegen f(re') moglich ist, und die Gleichheit (x) gilt, da 5= [; 2T Git(n=m) (gt = §n.
Diese Gleichungskette gilt fiir jedes feste r € [0,1). Somit folgt

1 2w o o
li - it th = i 2,.2n — 27
tim 5 [ 1) ti 3 a7 = 3 o

wobei die Limiten in [0, +0c] wegen der Monotonie existieren. Daher gilt f € H?(D) genau dann,
wenn (2) gilt.
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der Polarformel.



2.2.5 Bemerkung. Proposition 2.2.4 besagt, dass man Hardyraumnorm und -Skalarprodukt direkt
aus den Funktionswerten einer Funktion auf der Kreisscheibe berechnen kann und dafiir nicht die
Potenzreihendarstellung notwendig ist.

2.2.6 Lemma. Der Raum der Polynome C[z] ist dicht in H*(D) beziiglich [|. || zr2(p)-

Beweis. Eine Funktion f € H?(D) habe die Potenzreihendarstellung > > ; a,,2". Damit folgt

N 2 0 2 o0
A}Enoo - nzz;)anzn H2(D) B ]\}Enoo n§+1 e H2(D) ) ngnoo ng\/;l oaf" =0
O
2.2.7 Proposition. Alle Funktionen f € H?(D) sind holomorph.
Beweis. Dies folgt aus der Analytizitdt der Kernfunktion K(z,w) = ﬁ, der Tatsache, dass

K(z,2) = —5 < —L5 fiir alle z € K,.(0) und alle € (0,1), und Proposition 2.1.7.

1—]z]2 = 1-r2

g

2.3 Multipliererabbildungen

Unter einem Multiplikationsoperator des MafBraumes L2(), A, i) versteht man fiir ein festes h €
L>(9Q, A, ) den Operator, der durch My, : f +— f - h gegeben ist, im Raum B(L?(£2, A, 1) lebt und
| My, || = ||h]|so erfiillt. Genaueres zu Multiplikationsoperatoren des L?(€, A, 11) findet man beispiels-
weise in [K, Abschnitt 2.3], vgl. auch Abschnitt 1.3.

In Analogie dazu wollen wir jetzt Multipliererabbildungen auf kernreproduzierenden Hilbertraumen
einfiithren.

In diesem Abschnitt sei Folgendes vorausgesetzt: Es sei € offen, H ein RKHS und ¢ : Q@ — C
eine feste Funktion. Betrachte jetzt die lineare Relation

Ty :={(f;9) €M’ :g=[-0} <HXH.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Ty angeben.

2.3.1 Lemma. Die lineare Relation Ty ist abgeschlossen. Fiir den Multi-Valued-Part von Tj gilt
mul(Ty) = {0}.

Beweis. Betrachte eine Folge (fy, gn) in Tj, die gegen ein Element (f;g) € H x H konvergiert. Nach
der Definition der linearen Relation gilt g, = f, - ¢. Fiir beliebige Punkte x € 2 folgt wegen der
Stetigkeit des Punktauswertens als Folgerung der Konvergenz von (f,,; g»n) gegen (f;g)

gn(x) = falz) - ¢(z)
! ! =
glx) = flx) - ¢(=)

und somit g = f - ¢. Also ist (f;g) ein Element der linearen Relation und Tj daher abgeschlossen.
Die Behauptung mul(7};) = {0} ist klar.

g
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2.3.2 Bemerkung. Wegen mul(Ty) = {0} ist nach Bemerkung 1.2.3 die lineare Relation T} auch ein
Operator.

2.3.3 Lemma. Fiir die lineare Relation R := span{(ks; ¢(z)-ky) : z € Q} gilt R* =Ty und T = R.

Beweis. Wegen der Linearitét ist ein Paar (f; g) genau dann ein Element von R*, wenn (f, ¢(z)-ky) =
(g, ky) fiir alle z € Q gilt. Nach der Definition der k, ist das zu

o(x) - f(x) = o(@)(f, k) = (f,0(x) - k) = (9, k) = g(x), 2 €9

bzw. zu (f;g) € Ty dquivalent.
Der zweite Punkt ist eine bekannte Tatsache iiber lineare Relationen.

2.3.4 Korollar.
(i) Es gilt (dom(7y))* = mul(R).
(ii) Es gilt (dom(R))* = mul(7T}) = {0}.

2.8.5 Bemerkung. Nach Punkt (i) von Korollar 2.3.4 ist mul(R) in der Regel nicht der Nullraum.
Wegen Punkt (ii) liegt dom(R) dicht in H.

Wir folgern noch weitere Zusammenhénge zwischen den linearen Relationen R und T:

2.3.6 Korollar. Folgende drei Punkte sind dquivalent:
(i) Die lineare Relation Ty ist ein beschrankter Operator auf H.
(i) Die lineare Relation R ist ein beschriinkter Operator auf H.
(ili) Es gilt dom(Ty) = H.
Beweis. (i) < (ii): Die lineare Relation R ist als Adjungierte zu T} beschrinkt, wenn 7T}, beschrénkt

ist. Andererseits ist Ty die Adjungierte zu R und es gilt die Umkehrung,.
(i) & (iii): Die Aquivalenz folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz 1.1.2).

Wir kénnen das vorige Korollar nochmals verschérfen:

2.3.7 Korollar. Folgende drei Punkte sind dquivalent:
(i) Die lineare Relation T} ist ein beschrankter Operator auf H und es gilt | Ty|| < 1.
(i) Die lineare Relation R ist ein beschriinkter Operator auf H und es gilt ||R|| < 1.

(iii) Es gilt mul(R) = {0} und als Abbildung R : dom(R) — H gilt ||R|| < 1.
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Beweis. (i) < (ii): Die Aquivalenz folgt aus Korollar 2.3.6 und der Tatsache, dass die Norm der
Adjungierten gleich der Norm des Operators ist.

(i) & (iii): Die Aquivalenz folgt, da die stetige Fortsetzung von R auf H mit R iibereinstimmt, vgl.
Lemma 1.2.8.

O

2.5.8 Bemerkung. Sei ¢ : {1 — C eine Funktion, sodass T, € B(H) und daher T} = R € B(H) gilt.

Dann folgt fir = € €, dass Rk, = ¢(z)ky, woraus sich |Rkz| = |¢(z)] - ||kz|| ergibt. Also muss
[ Rz ||
()] = Tl = IR]] = T3, (3)

wobel wir fordern miissen, dass k; # 0 fiir alle z € Q, damit der Ausdruck in (3) wohldefiniert ist.
Aus (3) folgt daher

16lloc < 1Tl

2.3.9 Definition. Ist ¢ : O — C eine Funktion, sodass T, € B(H), dann nennen wir ¢ einen
Multiplierer und Ty Multipliererabbildung. Wir bezeichnen die Menge der Multiplierer eines RKHS
H mit Mul(H).

2.3.10 Bemerkung. Offenbar gilt Ty, .4, = Ty, 0 Ty, fiir alle ¢1, po € Mul(H).

Wir wollen uns die Theorie der Multiplierer und Multipliererabbildungen genauer im Fall H = H?(D)
anschauen. Dazu benotigen wir noch folgende Definition.

2.3.11 Definition. Der Raum H*(D) := {h : D — C : hholomorph,sup,.p |h(z)| < oo} heifit
Hardyraum der beschrdnkten Funktionen (am Einheitskreis).

2.3.12 Lemma. Der Raum H*(D) liegt dicht in H?(D) beziiglich der Hardyraumnorm ||. | z2(p).

Beweis. Die Inklusion H*(D) C H?(D) folgt aus Proposition 2.2.4. Die Dichtheit folgt aus der
Tatsache, dass der Raum C[z] im Raum H*°(D) enthalten ist, die Polynome nach Lemma 2.2.6 aber
selbst schon dicht in H?(ID) liegen.

g

Einen weiteren Zusammenhang zwischen den Riéumen H?(D) und H>(D) erkennen wir mit Hilfe
der Multiplierer. Die Funktionen aus H*°(D) sind nimlich genau die Multiplierer von H?(D), wie
der folgende Satz zeigt.

2.3.13 Satz. Es gilt Mul(H*(D)) = H*°(D) und ||T,]| = ||h/|cc- Die Abbildung h +— T}, ist eine
isometrische und mit der Multiplikation vertrigliche Abbildung von H° (D) nach B(H?(D)).

Beweis. Seien Funktionen h € H*®(D) und f € H?*(D) gegeben. Wegen |h(re)| < ||hljoo und mit
Proposition 2.2.4 folgt

1

21
1 fhll 2y = }I/Hi 27T/O [P(re™)? - [f(re™)|? dt < RIZ - (11 Frzqm) < oo
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Daher gilt T}, € B(H?*(D)), wobei ||T}|| < ||h]|co-

Sei umgekehrt ein Multiplierer s : D — C mit Tj, € B(H?(D)) gegeben. Da die konstante Einsfunk-
tion 1 in H?(D) liegt, folgt h = T},(1) € H?*(D), woraus die Analytizitit der Funktion h folgt. Aus
Gleichung (3) in Bemerkung 2.3.8 wissen wir, dass die Ungleichung ||h||c < ||7}] allgemein gilt,

womit die behauptete Gleichheit gezeigt ist. Nach Voraussetzung gilt T), € B(H?(ID)), was gleichbe-
deutend mit [|T}]| < oo ist und h € H* (D) zeigt.
Fiir die Vertréiglichkeit mit der Multiplikation siehe Bemerkung 2.3.10.

2.3.14 Bemerkung.

(i) Sei H = H?(D) gegeben und h € H>®(D). Es bezeichne T, die Multipliererabbildung zur
identischen Funktion. Dann folgt Tj, o T, =T, o T},.

(ii) Betrachte die Abbildungen

- HD) - H2(D)
. { f(2)=200an2™ = z-f(z) =23 gan2" =307, an 2"t

und

f PN)  — (?(No)
5 {(ao,al,...) —  (0,a0,a1,...)"

Dann gilt S = ¢! o T, 0 ¢ mit dem Isomorphismus ¢ : £2(Ng) — H?(D) aus Bemerkung 2.2.3.

Es gilt auch eine Umkehrung des in (i) von Bemerkung 2.3.14 erwihnten Sachverhalts.

2.3.15 Satz. Sei T : H*(D) — H?(D) eine beschrinkte lineare Abbildung. Dann gilt ToT, = T, oT
genau dann, wenn ein h € H*(ID) existiert, sodass T' = T},. In dem Fall ist h eindeutig.

Beweis. Die Richtung < wurde bereits in Bemerkung 2.3.14 behandelt.
Fiir den Beweis der Richtung = definiere h := T(1) € H?(D) und betrachte das Polynom p(z) :=
Zﬁ;o b,z". Nach Proposition 2.2.4 liegt das Polynom ebenfalls in H?(D). Es folgt

N N N
Tp = D buT(z—2") =Y b,T((T)™(1) = baTo (To)"(1) =
n=0 n=0 n=0

N

N N
= D ba(T)" o T(1) = Y baTl(h) = Y balz = 2"h(2)) =
n=0 n=0

= N = n=0
= (z s (Z bnz"> h(z)) =p-h,
n=0

wobei das vierte Gleichheitszeichen wegen der vorausgesetzten Vertauschbarkeit der Multipliererab-
bildungen gilt. Nach Lemma 2.2.6 gibt es zu f € H?(ID) eine Folge von Polynomen (py)nen, die in
der Hardyraumnorm gegen die Funktion f konvergiert. Sei jetzt w € D gegeben. Dann folgt

—
~

10w = (T ) @) 2 (i 76w ) 2 in T0x)@) -

N—o0
= Jim (2 hEpy () (@) = Jim (h@)pn(@) 2 b))

N—oo
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wobei bei der Gleichheit (1) die Stetigkeit der Funktion 7" und bei den Gleichheiten (2) die Stetigkeit
des Punktauswertens fiir ein festes w € D eingeht. Somit gilt T = T}, und weil dies h € Mul(H*(D))
impliziert, folgt h € H*(D).

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen es existiert eine weitere Funktion h €
H> (D), sodass T' = Tj,. Wegen T' = Tj, folgt T}, = T;. Anwenden auf die Einsfunktion ergibt

h=Ty(1) =T;(1) = h.
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3 Das Nevanlinna-Pick-Problem

3.1 Motivation

Seien fiir n € N Werte z1,...,2, € D und wy,...,w, € D fest vorgegeben, wobei z; # z; fiir
1 # j. Das Nevanlinna-Pick-Problem behandelt die Fragestellung, ob es zu diesen Bedingungen eine
holomorphe Funktion h € H*(D) gibt, die ||h||oc < 1 und h(z;) = w; fir j € {1,...,n} erfiillt. Fir
beliebig vorgegebene Punkte wird solch eine Funktion nicht existieren.

3.1.1 Beispiel. Zu beliebig vorgegebenen Punkten wird es im Allgemeinen keine solche Funktion
geben. Seien z; = w; = 0 gegeben. Dann folgt aus h(0) = 0 mit dem Lemma von Schwarz |h(z)| < |z]
fir alle z € D, was gleichbedeutend ist mit |w;| < |2;| fiir j € {1,...,n}. Man kann also leicht
Punkte vorgeben, sodass diese Bedingung nicht erfiillt ist und es somit keine Funktion mit den
Voraussetzungen des Nevanlinna-Pick-Problems geben kann.

Folgender Satz wird die Grundlage fiir das Finden einer geeigneten Lésung sein.

3.1.2 Satz (Commutant Lifting Theorem). Seien H; und Hs Hilbertrdume und R € B(H;) und
S € B(H2) Isometrien. Es seien auBerdem M; C H; und My C Ha abgeschlossene Teilrdume, wobei
My S*-invariant sei, d.h. S* My C My. Weiters sei X € B(M;j, M3) ein Operator, der || X|| <1
und X PR = P,SX P, erfiillt, wobei hier P, : H1 — Mj und P : Ho — Mos die orthogonalen
Projektionen auf die Teilriume bezeichnen.

Dann folgt die Existenz eines Operators Y € B(H1, Hz), der die Eigenschaften ||[Y] < 1, Y = X P,
und SY = YR erfiillt.

3.1.3 Bemerkung. Zerlegt man den Raum H; in M7 und /\/lf, und analog den Raum Hs in My und
M3y, so besagt die Eigenschaft P,Y = X Py, dass der Operator Y in Blockmatrixform die Gestalt

()

hat.

3.1.4 Bemerkung. Seien t¢1 : M1 — Hi und 1o : My — Hy die Einbettungsabbildungen. Dann
konnen wir die Vertauschungseigenschaft der Operatoren X, S und R als

XPlR = PgSLQXPl . Hl — MQ

schreiben, wobei wir die Einbettungsabbildung brauchen, damit Definitions- und Zielbereiche der
Operatoren zusammenpassen. Die Adjungierte hat dann als Operator von My nach H; die Eigen-
schaft

R*LlX* = LlX*PQS*LQ = LlX*S*LQ = L1X*<S*‘M2),

wobei die zweite Gleichheit gilt, da wir uns wegen der S*-Invarianz von My schon im entsprechenden
Raum befinden und daher die Projektion nicht mehr notwendig ist. Wir haben also gezeigt, dass
unter der Bedingung X P|R = P,SX P, fiir die Adjungierte die Vertauschungseigenschaft R* X™* =
X(5 ) gilt. )

Da es sich bei obigen Umformungen um Aquivalenzumformungen handelt, gilt auch die Umkehrung.

Beweis (von Satz 3.1.2). Wir werden den Beweis in mehreren Schritten fithren.
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1. Schritt:
Definiere '
U:=cls{Sy:j >0,y € Ma}.

Dann gilt My C U C Hy. Da My S*-invariant ist und da wegen der Isometrie des Operators S
klarerweise S*S = I gilt (I bezeichnet hierbei die identische Abbildung), folgt unmittelbar SU C U
und S*U C U, was U als kleinsten S- und S*-invarianten Teilraum von Hs, der My enthilt, ausweist.
Definieren wir

No:=HyoU =U™,
so folgt aus (Sz,y) = (z,S*y) = 0 und (S*z,y) = (x,Sy) = 0 fiir x € My und y € U die S- und
S*-Invarianz von Ns. Dies impliziert
Pp, S|m, =0 (4)

und die S*-Invarianz von //\;1/2 = My ® Ny. Wir kénnen also
U= cds{Sy:j>0,y¢c .7\4V2}

betrachten und stellen fest, dass U nicht nur eine Obermenge von My, sondern nach Definition von
M sogar eine Obermenge von U @ Ny = Hs ist. Deshalb gilt

Ho =cls{Sy:j >0,y € /T/l/z}

Wir kénnen also im Weiteren ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Hy = cls{S7y : j > 0,y € My}
annehmen. Ansonsten kénnen wir zu einem gréfleren Raum /\A/l; tibergehen, fiir den wir einen ge-
suchten Operator Y finden, der also PY = X P, fiir die Projektion P> : Hy — My erfiillt. Die
entsprechende Voraussetzung X PR = P»SX P ist wegen (4) erfiillt. Durch Projektion auf My ist
die Behauptung dann auch fiir den kleineren Raum Mo erfiillt.

2. Schritt:
Wir betrachten jetzt den Vektorraum H; x My als Hilbertraum versehen mit dem Summenskalar-
produkt und definieren darauf den Operator B, der in Blockoperatorform die Gestalt

Iy, (XP)*\ Hi Hq
B = X = X
XP Iv, ) Mo My

hat, wobei X P; eine Abbildung von H; nach My (iiber M) ist und (X P;)* ihre Adjungierte
darstellt. Der Operator B ist wohldefiniert. Weiters gilt B € B(H; x Ma), da alle Eintréige im
Blockoperator diese Eigenschaft erfiillen.

Wir wihlen jetzt x € H; und y € My. Dann gilt

(+G)- ()

(z,2) + (X Pz, y) + (X Py, 2) + (v, 9) =

= (v,2) +(XPiz,y) + (y, X Piz) + (y,y) =
= (I—-(XP)'XP)z,z)+ (XPiz+y, XPiz+y) >0,

da der erste Summand einen Wert grofier gleich Null annimmt, was mit Lemma 1.1.3 aus der
Tatsache folgt, dass X P als Zusammensetzung von Kontraktionen selber eine Kontraktion ist, und
der zweite Summand gleich || X Py + y||* und daher auch nichtnegativ ist.

Wir kénnen also mittels K;) | (m _ (B @) , <Z>>
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ein positiv semidefinites Skalarprodukt [.,.] auf H; x My definieren.

3. Schritt:
Bezeichne mit I := (H1 x M3)° den isotropen Teil von Hj x M2, das heifit die Vektoren aus Hy x Ma,
die im Skalarprodukt mit sich selbst Null ergeben. Wir kénnen dann den Faktorraum (H; x Ma)/r

bilden, mit Kz) oI (Z) +I} = [@ ’ (Zﬂ

versehen und diesen vervollstdndigen. Durch die Vervollstdndigung ergibt sich der Hilbertraum

K = [(Ha x Ma) /1],

auf dem das Skalarprodukt [.,.] gegeben ist.
Wir definieren die Einbettungsabbildungen p; und p durch

H — K My — K

PLey e = <g>—l—[ und s : y (2>+I’

wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise ab sofort den isotropen Teil fiir die Elemente des
Faktorraums nicht mehr angeben. Die Isometrie der Abbildung p; folgt aus

pot=[0)- ()= (:6) )., oo

da beim Operator B in der linken oberen Ecke die Identitit auf H; steht. Da in der rechten unteren
Ecke die Identitat auf My steht, zeigt ein analoges Argument die Isometrie von po.

4. Schritt:
Der Operator S € B(Hz) ist nach den Voraussetzungen isometrisch. Somit ist Q) := I — SS* eine
orthogonale Projektion von Hsy nach ran(S)*, da wegen S*S = I

QA=1—-S55"—-58"+855*SS*=Q
folgt. Weiters definiere Q := QHs als Teilraum von Ho und definiere disjunkte Kopien von Q durch

Qj fiir j € N. Auflerdem seien 1g; : @ — Q; die zugehdrigen kanonischen unitéren Einbettungen.
Definiere den Raum P durch

P=Ko@Q =1 (ha.a ) cKa@Q:kl*+>_llgl* < oo
j=1 j=1 j=1
Auf P ist ein Skalarprodukt durch
((k7 q1,42, - - ')T) (l7p17p27 .- )T)’P = [k) l] + Z(QJap])Qg
j=1

gegeben. IC lidsst sich offensichtlich als Teilraum von P identifizieren.
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Definiere nun den Operator V' durch

%)

(K D)ran(R) x Mo

@;.;1 Qj

(

Rx

)

Hi x My(C K)
@
@;il Qj
T

()

Lo, Qy
21
22

Bemerke, dass der Operator V ab der 3. Koordinate wie ein Shift-Operator arbeitet. Sei & =
((Rz,y)T, 21, 22,...)T gegeben. Wir zeigen, dass es sich beim Operator V um eine Isometrie handelt.

()7 +§rzju2
(2 () S

(R‘Ta Rz)?‘h + (XPlRl’,y)’Hz + (y?XP1R$)H2 + (y,y)')—{z + Z ||Z]||2
7=1

Rz

2
0§ ;

Rx

Yy
o0

(@, 2)3, + (PSX P, y)a, + (4, PPSXPra)rg, + (0, )me + 155112
j=1

wegen der Isometrie des Operators R und der Vertauschungseigenschaft von R und S. Durch
Ubergang zu den Adjungierten, Einschubs eines Termes und wegen PY =Y folgt

Hé”z = (xvx)H1 + (XP1x7S*y)H2 + (S*y’ XPlx)Hz +
* * * * - 2
+ WY + (SY, S W — (59, S Y + > 2]
j=1
= (B o o))+ e — (S7y, Sy JrillZ’II2
S*y ’ S*y ) 2 ’ 2 = J
_ [(= z ] 12
- _<S*y> ) (S*y)_ + (an?J)Hz + ]z::l H’ZJH
_ e Y 2 - N2
= (1) (57| #reuiB - 2 1
I ] =
_ (= Y > N2
= (6h) (1)) Fhrecmiia+ S
I ] p=

Daher ist V' eine Isometrie. Somit existiert ein Raum R D P, sodass es in R eine unitére Fortsetzung
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W :R — R von V gibt, vgl. Lemma 1.1.5. Der Operator W arbeitet so, dass

()

)
0 Q(S*)™ 1y
wm 0 _ Q(S*)m_Zy ,
0 0

wobei die Bildfolge fiir alle Koordinaten ¢ > m den Eintrag Null hat.

5. Schritt:
Wir wollen die Abbildung p2 zu einer Abbildung py : span{S7v : j > 0,v € My} — R fortsetzen.
Definiere dafiir die lineare Relation

pa = span{(S7v; W™ pyv) : v € Ma,j € No}.

Man bemerke, dass an dieser Stelle sehr wichtig eingeht, dass W als die Fortsetzung von V unitér
gewdhlt werden muss, da sonst die Invertierbarkeit von W nicht sichergestellt ist. Fiir ein Element

(Z;-":O Sivj; Z;ﬂ’:o Wi pyvj) € po gilt

m
> (W ppu, W Gpue) = > (W 5qus, o) + Y (Ao, W pauy,)
7,k=0 k>j k<j

[l (S ()]

= > (S o) + (0, (5 ) (5)

k>j k<j

= (v, S o) + > (87 Ry, w)
k>j k<j

—ZSJUJ,S V) +Z S]U],S V) ZS U],ZSJU]
k>j k<j

wobei die Isometrie des Operators S ausgeniitzt wird und speziell die zweite Gleichheit wegen der
Gestalt der Operatoren W und pa gilt. Wegen (5) ist die lineare Relation pg isometrisch und po
der Graph eines Operators (vgl. Lemma 1.2.4). Wir fassen daher po als Operator auf, der ebenfalls
isometrisch ist.

Sei nun y := Y77 ; S7v;. Wegen

m
S*y = S vy + Z Si1y;
j=1

gilt S*y € span{S/v : j > 0,v € M3}. Daher kénnen wir den Operator ps auf S*y anwenden und
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erhalten
Z Sj_ 1 Uj

J=1

p2(S*y) = 02(5*U0)+P2(

= | /(S 0) + Y W Ruj + 10, (Quo) | — to, (Quo)

7j=1
= | Wawo+ > W7 pv; | — 10, (Quo)
j=1
= WY W5 —1,(Qu)

=0
= Wpaoy — Lo, (QUO)

weil

Weiters folgt aus $S*S7v; = S99 v, = STv;
Qy = Quo — (I — 95%) Y STv; = Quo
j=1

und somit
p2(S*y) = Wpay — 10, (Qy).

Wegen (5) kénnen wir ps und p3 zu einer isometrischen Abbildung

p2 :span{Siv:j > 0,v € Ma} - R

fortsetzen, die zur einfacheren Notation denselben Namen bekommt. Wegen Schritt 1 gilt aber
span{SJv : j > 0,v € My} = Hs. Die Abbildung p erfiillt die Funktionalgleichung

p2S™ = Wpa —10,Q.

6. Schritt:
Wir definieren nun den im Satz gesuchten Operator Y durch

Y = p3p1.
Als Hintereinanderausfithrung zweier Kontraktionen bleibt sie selber eine Kontraktion und erfiillt

somit ||Y|] < 1. Nach Definition der Abbildungen p; : H1 — R und p} : R — Hy ist die Abbildung
Y wohldefiniert. Zu zeigen bleiben also nur noch die beiden behaupteten Eigenschaften SY =Y R
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und PY = X P,. Fir die erste sei x € H; fest. Dann folgt

O o [

SYx = Spypmz=Spy| o | =(pS)| o | =
T T
kYL * 0 * —1 0
= pW 0 -Q LQ1PQ1 0 -
T Rx
* —1 0 * O *
= pW 0 = P2 0 = pop1 Rz =Y Rz,

also die gewiinschte Gleichheit.
Fiir die zweite Gleichheit seien a € H; und b € Ho fest. Dann gilt Pob € Mo, und es folgt

(PYa,b) = (pypia, Pob) = (pra, paPob)

%) -6
- o () e

wobei die letzte Gleichheit gilt, da beim Hiniiberziehen der Projektion P, ins linke Argument nichts
geschieht, da X schon nach My hinein abbildet. Somit ist P,Y = X P; gezeigt, und wir haben einen
Operator Y als Fortsetzung von X mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

0

3.2 Die Losung des Problems

Mit Hilfe des Commutant Lifting Theorem kénnen wir nun das im vorigen Abschnitt eingefiihrte
Nevanlinna-Pick-Problem l6sen.

3.2.1 Satz (Nevanlinna-Pick-Problem). Es seien z1,...,2, € D paarweise verschieden und
wi, ..., wy € D gegeben. Dann existiert eine Funktion h € H*°(D) mit ||h||o < 1, die h(z;) = wj fur
1—ijk

—L ositiv semidefinit
1=Zjz )j,kzl,.“,n P

alle j € {1,...,n} erfiillt, genau dann, wenn die Pick-Matrix (
ist.
Beweis. Aus Satz 2.3.13 ist H>®(D) = Mul(H?(D)) bekannt. Sei eine Funktion A € H° (D) mit

|hlloo <1 und h(zj) = w; und seien ay, ..., o, € C gegeben. Fiir die Multipliererabbildung 7}, gilt
||| = ||h]loo < 1 und wegen der Tatsache, dass die Adjungierte dieselbe Norm besitzt, folgt

2 2

n n
3
Th Zajkzj < Zajkzj
J=1 Jj=1
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Es gilt daher die Ungleichung

n
aiop——— = Za-oTszkz-
> o 1_% SO (2 24)

Jk=1 g k=1
. 2
= Za] Zj > T;:Za] Zj
j=1
. 2
= Zajh(zj)kzj
j=1
n n 1
= Z ajaph(z;)h(z) (k2 k2, ) = Z O‘jaikh(zj)h(zk)m-
Gk=1 Gk=1 k=

Durch Umformung ergibt sich
1— h - 1 —w;
0<§:a3k 1= hlzg)hCa) ) aj%<w>,
1— 2,75 ‘ 1 — 275
7,k=1 7,k=1

also die positive Semidefinitheit der Pick-Matrix.
Fiir den Beweis der anderen Implikation betrachten wir den endlichdimensionalen Teilraum

M :=spanik,, :j=1,...,n}
von H?(D) und definieren die lineare Relation
B :=span{(k.;wj - k,;):j=1,...,n} <M x M.

Fiir ein Element > 7 a;(ks;;05 - ks;) von B gilt

2 2
n n
> aiks|| = (> agmiks,
j=1 j=1
n n
= Z ajapK (25, 25) — Z ajopwjwg K (21, 25) = (6)

j k=1 G k=1

1 —wwg

= E ajakl ! 207
—ZiZ
7,k=1 <k

somit folgt nach Lemma 1.2.4, dass B ein Operator ist. Wegen (6) ist B auBerdem eine Kontraktion.
Betrachte nun

f(z) = 2f(2)
Die Beziehung S*k.; = Zjk., zeigt S*M C M, und

G :{ HXD) — H2(D)

BS*k,,

J

= B?jkzj = ijjkzj = ijjkzj = S*Bkzj
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impliziert BS* = S*B, da die k,; M aufspannen. Wir setzen jetzt in der Notation des vorigen
Satzes H1 = Hay := H?(D), M; = My := M, X := B* und R = S. Dann sind die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt. Es folgt die Existenz eines Operators Y € B(H?(D)) mit Y'S = SY und PY =
X P, wobei P die orthogonale Projektion von H?(D) auf M bezeichnet. Wegen Satz 2.3.15 gilt
Y =Ty, fiir ein h € H*(D). Dabei gilt h = Y (1), woraus ||k« = ||Y]| < 1 folgt, vgl. Satz 2.3.13.
Adjungieren der Beziechung PY = XP fiihrt zu Y*i0 = i X* = i B : M — H?(D), wobei 1y
die Einbettungsabbildung in den Raum H?(D) bezeichnet. Daraus folgt

Wik, = Bk, =Y k., = Tik., = h(zj)k;,
was wegen k., # 0 die Beziehung h(z;) = w; impliziert.

g

Man kann das Commutant Lifting Theorem 3.1.2 noch fiir eine andere Fragestellung geschickt nut-
zen. Wir stellen uns die Frage, ob man eine Funktion, deren Anfang der Taylorreihe fest vorgegeben
ist, zu einer H°°(D)-Funktion fortsetzen kann. Die Antwort darauf, unter welchen Bedingungen
dies moglich ist, behandelt das Carathéodory-Fejér-Problem, in dessen Beweis wiederum stark das
Commutant Lifting Theorem eingehen wird.

3.2.2 Satz (Carathéodory-Fejér-Problem). Seien ag,...,a, € C fest. Dann existiert eine
Funktion h € H>(D) mit [|hljc <1 und h(2) =377, a2l + P h(j)z’ genau dann, wenn fiir
die Abbildung 7', die durch die Matrix

aq 0 0
al ap 0 0
T= -
Ap—1 .00
Qn ap—1 -+ a1 Qo

beschrieben wird, ||T|| < 1 gilt. Der Ausdruck ﬁ(] ) bezeichnet hierbei den j-ten Taylorkoeffizienten.

Beweis. Definiere den Raum M := span{1, z, ..., 2"} und betrachte ihn als Unterraum des Raumes
H?(D). Der Raum M ist isomorph zum Raum C"! via p(z) = > i=0 bjzl = (bo,...,b,)T. Zu
h e H*(D) = Sztu[(HQ(]D))) betrachten wir T}, € B(H?(D)) und vereinbaren zur Vereinfachung der
Notation ay := h(k) fiir kK > n. Es folgt

Twp(z) = Zb 20 h(z Zb 2 Zak Zn:bj iakzk‘ﬂ =
j=0 = 7=0 k=0

n

— Z Z b]ak Zl =+ Z Z bjak Zl.

=0 k4j=I1 I=n+1 k+j=1
0<k,j 0<k,j

Da die zweite Summe bei der Projektion auf M klarerweise verschwindet, folgt

n b()

PyTup(z) = Z Z biap | =T | |,

=0 \ k+j=l b
0<k,j n
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also muss 7' eine Kontraktion sein, die somit klarerweise eine Norm kleiner oder gleich Eins hat.

Fiir den Beweis der anderen Implikation betrachten wir S : H?(D) — H?(D) und verwenden die
Beziehung H?(D) = ¢%(Ny), indem wir fiir f(z) = Yo% b,2" die Anwendung Sf(z) = 2f(z) als
den Rechtsshift S(bg, b1,...) = (0, by, b1, ...) auffassen. Somit interpretieren wir die Anwendung der
Adjungierten S* als Linksshift durch S*(bg, b1, ...) = (b1, ba,...), das heiit auf f angewendet ergibt

e F(2) = £(0)
* ?) —
S*f(z) = —
Auf H*(D) wirkt S* also wie S*2/ = 291 fiir j > 0 und S*z" = S*1 = 0. Damit gilt klarerweise
S*MC M.
Die Adjungierte T* der Abbildung T hat die Gestalt

ay a1 -+ Qp—1 Gn,
0 @ - an—1
o --. 0 a1
0 v o 0 @

was T*zF = Z?:o ak_jzj und T*20 = T*1 = ag zeigt. Damit bekommt man sofort

k k—1
STk = g Zak_jzj = Zak_l_jzj = Tkl = sk
Jj=0 Jj=0

fiir £ > 0 und
S*T*20 = $*ag =0 =T*0 = T*5*2°

fir k = 0, wodurch man S*T™* = T*5* : M — M erhélt. Setze nun in der Notation von Satz 3.1.2
Hi = Hy := H?*(D), My = My := M, X :=T € B(M) und R := S. Nach Voraussetzung gilt dann
auch || X < 1.

Aus dem Commutant Lifting Theorem 3.1.2 folgt dann die Existenz eines Operators Y : H?(D) —
H?(D) mit ||Y]| <1 und den Eigenschaften SY = Y R und Py;Y = X Py mit den entsprechenden
Projektionen auf M. Aus SY = YR = Y'S folgert man die Darstellung Y = T}, mit h € H*°(D) und
|hlloc = TRl < 1. SchlieBlich ergibt sich A = Y'(1). Die Funktion h hat auch den entsprechenden
Anfang der Taylorreihe, da diese Tatsache aus

PuY (1) = XPu(1) = X(1) =T(1) = > a;2/
=0

folgt.
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4 Der Hardyraum am Einheitskreis

4.1 Zusammenhinge zwischen H?*(D) und H*(T)

Wir wissen schon aus Kapitel 2, dass der Raum H?(DD) isomorph ist zum Raum ¢2(Np) der quadra-
tisch summierbaren Folgen. Ahnlich kann man feststellen, dass der Raum L?(T), der aus Elementen
der Gestalt f(¢) = > ,cz an("™ besteht, isomorph ist zum Raum ¢*(Z), in dem die trigonometri-
schen Polynome (¢"),ez eine Orthonormalbasis fiir die Fourierentwicklung bilden. Dabei ist ein
Isomorphismus durch die Zuordnung, die die Koeffizienten a,, einer Funktion zu einer Doppelfolge
anordnen, gegeben.

Vom Raum L?(T) kénnen wir noch einen interessanten Teilraum angeben.

4.1.1 Definition. Der Raum H?(T), definiert durch

HYT):=q feL*(T): f= > an("p ={f € L*(T): (f,((— (") =0 Vn<0}

n€eNg

heifit Hardyraum am Einheitskreis. Die Schreibweise (f, (¢ — (™)) bezeichnet dabei den n-ten Ko-
effizienten der Fourierentwicklung.

H?(T) ist ein abgeschlossener Teilraum von L?(T) und als solcher versehen mit ||.|| r2(t) ein Banach-
raum.

Wir geben auch eine Abbildung zwischen dem Hardyraum auf der Einheitskreisscheibe und jenem
auf der Einheitskreislinie an.

4.1.2 Definition. Die Abbildung

v BD) —  H(T)
Ve = Sgas — gl = F(0)

bildet den Raum H?(D) auf den Raum H?(T) ab. Die Fourierreihe Y >° ; a,,(" konvergiert dabei im
Sinne des L?(T).

4.1.3 Bemerkung. Wegen H?(D) = (?(Ngy) = H?(T) ist durch ¥ ein isometrischer Isomorphismus
gegeben.

Mit Hilfe der Abbildung ¥ werden wir weitere Tatsachen aus den vorigen Kapiteln verallgemeinern.

4.1.4 Satz. Sei h € Mul(H2(D)) = H®°(D). Dann gilt U(h) =: h € L(T) und ||Allec = [|h]|oo-
Weiters ist ¥ mit der Multiplikation vertréiglich, d.h. es gilt U(hq - hy) = WU(hy) - U(hg) fiir hy, ho €
H>(D). Zudem gilt die Beziehung

Mﬁ’HQ(T) = \I/OThO\I/71|H2(T). (7)

Beweis. Sei h(z) = >°0° janz"™ € H*®(D)(C H?*(D)) ein Multiplierer des Raumes H?(D) mit zu-
gehoriger Multipliererabbildung 7}. Wenden wir darauf die Funktion aus Definition 4.1.2 an, so
bekommen wir mit U(h)(¢) = > o0 ;an(" ein Element des Raumes H?(T) C L*(T). Insbesondere
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ist h : T — C messbar und quadratisch integrierbar. Nach Lemma 1.3.1 ist dann der Multipli-
kationsoperator M; : dom(M;) — L*(T) ein dicht definierter und abgeschlossener Operator mit
Definitionsbereich

dom(M;) = {f cLX(T):h-fe LQ(T)}. (8)
Wir bezeichnen die trigonometrischen Polynome mit
N
T .= { Z an(":NeNya_n,...,an E(C}.
n=—N

Wegen Lemma 1.2.8 reicht es nun zu zeigen, dass 7 C dom(Mj) und dass Mj |7 beschrénkt ist. Weil

N N

h(¢) D anl™= D> anC"h(Q),

n=—N n=—N
wobei ¢"h(¢) € L*(T) wegen h(¢) € L*(T), gilt
T C dom(Mj).

Klarerweise konnen wir ein Element p € 7 zu

N 2N
PO = D bl =N b Nt =N 9)
n=—N n=0

mit §(¢) := ZQN by n¢™ umformen.

n=0

Sei jetzt ¢ ein Monom, das heifit ¢(z) = 2/ fiir ein j > 0, dann gilt wegen h(z) = Yoo an2"
h(z) a(z) = Y ane"™ =3 an "
n=0 n=j
Wenden wir auf diese Gleichung die Funktion ¥ an, erhalten wir
U(h(2)-q(2) =T | Y an 2" | =) ani¢" = () - ¢ = Mq(¢), (10)
n=j n=j

wobei wegen der Linearitdt die Gleichheit erfiillt bleibt, wenn wir bei der Funktion ¢ von einem
Monom zu einem Polynom aus C|[z] iibergehen. Somit gilt fiir p € 7 und ¢ wie in (9)

M;p(¢) = M¢Na(¢) = ¢V M;G(¢) = ¢VU(h(2) - q(2)) = ¢V U(Thg(2))

und damit

1N (Thg) l r2emy = 19 (Thg) | r2r) = I Thgll p2my <
1Blloo - llall 2y = 1hlloo - €N W (g) || p2(m) =
1Blloo - 1<~ dll 2y = Illoo - 1Bl L2y

| M55l 2y

IN

wobei das zweite, dritte und vierte Gleichheitszeichen wegen der Isometrie von ¥ und wegen |~V | =
1 gelten. Da der Ausdruck ||k - [|5l| z2¢r) endlich ist, folgt auf 7" die Beschrénktheit des Multipli-
zierens und somit des Anwendens von M;. Wegen Lemma 1.2.8 folgt die Beschrénktheit von M; als

Funktion vom Raum L?(T) in den Raum L?(T) und wegen Lemma 1.3.1

lloo = 1M5]] < [IR]loe-
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Fiir den Beweis der anderen Inklusion bemerken wir, dass wir in (10) bereits die Gleichung

(Vo Th)(p) = (Mj 0 ¥)(p)

fiir Polynome p € C[z] gezeigt haben. Nach Lemma 2.2.6 sind Polynome dicht in H?(DD), woraus die
Giiltigkeit der obigen Gleichung fiir Funktionen p € H?(D) folgt. Es gilt also

ME’HQ(T) =WoTlyo \IJ_1|H2(’]I‘)'

Aus
Ut o M; 0¥ =T,

folgt die Ungleichungskette
Il = I1T0ll = 197" 0 Mj 0 W[l < [[M]| = ||Al|cc-

Somit haben wir )
[A]loo = [IA]l0o

und ¥(h) = h € L>(T) bewiesen.
Zu zeigen bleibt noch die Vertriglichkeit beziiglich der Multiplikation. Dafiir wenden wir die Glei-
chung

My @pyoW =VoTy,

die wir fir h € H>(D) bereits bewiesen haben, an. Es folgt

U(h1) - W(he) = Myn,)(Y(h2)) = ¥(Th, (h2)) = ¥(h1 - ha).

4.1.5 Bemerkung. Aus Satz 2.3.13 und Lemma 4.1.4 folgt die Inklusion

T (Mul(H*(D))) = W(H>®(D)) C L=(T) N H*(T).

Finem in der Folge 6fters vorkommenden Raum werden wir in Definition 4.1.6 einen eigenen Namen
geben.

4.1.6 Definition. Mit H*°(T) bezeichnen wir den Raum

H>®(T) := L°°(T) n H*(T).

4.1.7 Lemma. Zu einer Funktion h € H*(T) gibt es genau eine Funktion h € H*(D) mit der
Eigenschaft ¥(h) = h.

Beweis. Sei h € L>°(T) N H*(T). Wegen Lemma 1.3.1 gilt M; € B(L*(T)) mit || M;| = 17|00

Sei nun ¢(¢) = >°° jan¢™ € H?(T). Wir kénnen dann ¢(¢) als Grenzwert limy_.oo ¢n () =
limpy 0 ZnNzo an(" beziiglich der Norm ||.||z2(y darstellen. Die Stetigkeit von M;, impliziert M; ¢ =
limy 0o Mj¢n. Mit der Darstellung

h(¢) =D buC"
n=0
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folgt
¢FR(C) =D buC™TH,
n=0

was fiir k& > 0 bekanntlich in H?(T) liegt. Mit der Linearitét von M; erhalten wir M;¢n € H*(T),
und auf Grund der Tatsache, dass der Raum H?(T) ein abgeschlossener Teilraum des L?(T) ist,
folgt limy oo Mj¢n € H?(T). Wir haben somit M; (H?*(T)) € H?*(T) und daher

M| g2y : H*(T) — H*(T)
bewiesen. Da auch M:(H?*(T)) C H*(T), gilt
MB|H2(T) O M{|H2(']I‘) == ME(C)'C|H2(T) == MC’HQ(T) o} ME‘H2(T) . Hz(’]I‘) — H2(T)

Wir definieren jetzt
T:=U"o M| oV

als Abbildung vom H?(D) in den H?(D) und zeigen, dass dieser Operator mit 7, kommutiert, wobei
T, als zugehorigen Multiplierer die Funktion id(z) = z besitzt. Wegen Satz 4.1.4 folgen die Tatsachen
VoT, = M;oV und Ulo M:=T,0 U1, Diese beiden Gleichungen implizieren sofort

ToT., = W oMy oVoT,=U" oMy o M| oV =
= U o Me|gery 0 My |pery oW =T. 00 o M;|gapyo ¥ =T, oT.

Da T mit T, kommutiert, ist 7" nach Satz 2.3.15 bereits selbst eine Multipliererabbildung 7}, mit
zugehorigem Multiplierer h € H*°(D), den man explizit durch h := T'(1) angeben kann. Somit gilt

W(h) = W(T(1)) = (¥ o U o My |yyacr 0 ¥)(1) = My |gragry (U(1)) = My ey (1) =
womit die Surjektivitdt der Abbildung ¥ auf den Raum H®°(T) gezeigt ist.
Zu zeigen bleibt nur noch die Eindeutigkeit des Multiplierers h. Seien zwei Funktionen hi,hy €
H>(D) mit U(h1) = VU(ha) = h gegeben. Wegen der Linearitdt von ¥ und der Tatsache hy — hg €
H>(D) folgt W(hy — hg) = 0. Auf Grund von Lemma 4.1.4 folgt
[®(h1 = h2)lloo = [Ih1 = h2llec = 0O

und somit h; = ho und die Eindeutigkeit der Funktion h.

Wir fassen die Ergebnisse der letzten Lemmata zusammen.
4.1.8 Satz. Die Abbildung V¥|gepy : H*(D) — H*(T) ist linear, bijektiv, vertriglich mit der

Multiplikation und isometrisch bzgl. ||.||oc, das heiit ||¥ ()| = ||h|lco, WObei |.||co links die oo-
Norm auf T ist.

Beweis. Die Linearitdt der Abbildung W ist klar. Die Bijektivitdt wurde in Lemma 4.1.7 gezeigt und
die Isometrie folgt aus Lemma 4.1.4.
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Folgendes Resultat erinnert an das Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen.

4.1.9 Korollar. Sei g € H?(D) so, dass |¥(g)| < ¢ fast iiberall auf T gilt mit einer Konstante ¢ > 0.
Dann folgt |g(z)| < ¢ fiir alle z € D.

Beweis. Die Bedingung |¥(g)| < ¢, die an die Funktion g gestellt wird, impliziert ||¥(g)|/cc < ¢. Daher
gilt ¥(g) € L*°(T) und somit ¥(g) € H>(T). Nach Satz 4.1.8 bildet ¥ den Raum H*°(D) bijektiv
und isometrisch auf den Raum H°°(T) ab. Dies impliziert g € H*(D) und ||g]|cc = [|[¥(9)]|c0 < c.

g

4.2 Die Inner-Outer-Faktorisierung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem eingangs angesprochenen Faktorisierungspro-
blem. Wir werden feststellen, dass wir eine holomorphe Funktion in ein Produkt zweier Funktionen
zerlegen konnen, die bestimmte Eigenschaften erfiillen. Zusétzlich werden wir zeigen, dass eine sol-
che Zerlegung bis auf Multiplikation mit unimodularen, konstanten Faktoren eindeutig bestimmt
ist. Die Zerlegung erfolgt in Funktionen des Typs inner und outer. Der zentrale Satz, auf den der
Beweis des Faktorisierungssatzes aufbaut, ist der im folgenden vorgestellte Satz von Beurling, der
die Existenz von inner Funktionen unter bestimmten Voraussetzungen sicherstellt.

4.2.1 Definition. Eine Funktion h € H*°(D) heiit inner, falls |¥(h)| = 1 fast iiberall auf T gilt.
Eine Funktion h € H*(D) heifit outer, falls der Raum T}, (H?(D)) dicht ist in H?(DD).

4.2.2 Lemma. Die Abbildung T}, : H?(D) — H?(D) ist genau dann isometrisch, wenn die Funktion
h inner ist.

Beweis. Fiir den Beweis der Richtung < bemerken wir, dass die Eigenschaft inner die Isometrie des
Operators My ) auf L?(T) impliziert. Fiir Funktionen f,g € H?(D) folgt

(Thf, Thg) 2y = My (), Mumy¥(9))r2(r) = (Y(f), ¥(9)2(r) = (fs DE2wy, (1)

wobei bei der ersten und letzten Gleichheit die Isometrie von ¥ eingeht. Damit ist auch T}, eine
Isometrie.

Fiir den Beweis der Richtung = beachten wir, dass die Isometrie von T}, die Isometrie von Mj | g2 (1) =
UoTyo \Ilfl\Hz(T) impliziert. Sei nun eine Funktion f € F := {¢ € L?(T) : 3N € N: (N¢(¢) €
H?(T)} gegeben. Dann folgt

Mj f(¢) = My (C™N¢NF(Q)) = My 0 Me-n (¢ £(Q) = ¢V Mz¢N £(¢),

wobei die dritte Gleichheit gilt, da Multiplikationsoperatoren vertauschen. Wegen ¢V f(¢) € H%(T)
und der Isometrie von M;| m2(T) folgt

IM;, £l z2ery = ISV MECY F( Ol zzery = 1SV FOlz2ery = 1Ol z2 ey
und somit die Isometrie von M;j, = My auf F. Da F dicht in L*(T) liegt, ist Mj, isometrisch auf
L*(T). Wegen
M|\I/(h)|2 — MWM\IJUL) - M\I}(h)M\I/(h) == I == M1

folgt |¥(h)|? = 1 fast iiberall auf T und somit |¥(h)| = 1 fast iiberall auf T. Somit ist h inner.
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4.2.3 Satz (von Beurling). Sei M # {0} ein abgeschlossener Teilraum von H?(ID), der beziiglich
Multiplikation mit z invariant bleibt, das heifit es gilt T,(M) C M. Dann existiert eine inner
Funktion h € H*®(D) mit M = T),(H?*(D)) = {h- f : f € H*(D)}.

Beweis. Fiir M = H?(D) gilt M =1- H*(D).

Sei also M & H?*(D). Sei ny die minimale Vielfachheit der Nullstelle z = 0, die Funktionen aus
M\{0} haben konnen. Sei f € M\{0} mit Nullstelle z = 0 der Vielfachheit ng. Fiir eine beliebige
Funktion g € M ist dann z = 0 auch eine Nullstelle mit Vielfachheit mindestens ng, was T,(g) # f
impliziert, da Anwenden von T, die Vielfachheit der Nullstelle um Eins erhcht. Daraus folgt T, (M) #
M und somit T;(M) G M. Die Abbildung T, : M — M ist also isometrisch und nicht surjektiv.
Als Bild eines abgeschlossenen Teilraumes unter einer Isometrie ist dann 7 (M) abgeschlossen. Wir
betrachten nun M ST, (M). Die Tatsache M ST, (M) # {0} impliziert die Existenz von Funktionen
h € M ST, (M) mit Al g2mp) = 1. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass h inner ist.

Wegen der Isometrieeigenschaften der Funktionen 7, und W folgt fiir n > 0

(T7h, h) ey = (MPU(R), W / QR / (RO dor ().

Aus T7(h) € T.(M) fiir n > 0 und hLT.(M) folgt [ ¢"[¥(h)(C)]>do(¢) = (T2(h), h)y2my = 0.
Konjugieren ergibt [1. ¢"|¥(h)(¢)|* do(¢) = 0 fiir n < 0 und somit

/<|w (OPdo(¢) =0

fiir n # 0. Die Abbildung ¢ +— |¥(h)(¢)|? liegt in L'(T). Da die Fourier-Koeffizienten einer L'(T)-
Funktion diese eindeutig bestimmen, folgt [¥(h)(¢)|? = co (konstant) fast iiberall. Auf Grund von
L= [|h|lg2m) = [[W(R)||p2(T) folgt co = 1 und h € H**(D). Somit ist A inner.

Wegen 2"h(z) = (T7'(h))(z) € M folgt mittels Linearitét p(z)h(z) € M fiir alle komplexen Polyno-
me p € C[z]. Wegen der Dichtheit von C[z] in H?(D) folgt auch f(z)h(z) € M fiir alle Funktionen
f € H*(D), was T),(H?*(D)) C M impliziert. Die Eigenschaft inner impliziert nach Lemma 11 die
Isometrie des Operators Tj,. Somit ist Ty, (H?(ID)) ein abgeschlossener Teilraum von M.

Zu zeigen bleibt nur noch die Gleichheit T, (H?(D)) = M. Dazu sei g € M & Ty, (H*(D)). Die Funk-
tion T7(h) = (2 — 2"h(2)) liegt klarerweise im Raum T}, (H?(D)), womit fiir n > 0 (g, 77(h)) = 0.
Es gilt aber auch T7'(g) € T,(M), und wegen h 1 T,(M) folgt (T7*(g), h) =0 fiir n > 0. Aus

0=(g.T(h)) = (¥(g), M ¥(h)) ZAW(Q)(C)W(h)(<)C"d0(C)=

_ / () (QUR)(Q) do(Q) = (MW (g), w(h)) =
= (T;"(9). h)

folgt nun (T7'(g),h) = 0 fiir alle n € N und somit [ ("% (g)(¢)¥(h)(¢) do(¢) = 0 fiir n € N. Dies
impliziert W(g)¥(h) = 0 fast tiberall auf T. Weil A inner ist, folgt ¥(g) = 0 fast iiberall auf T. Nach
Korollar 4.1.9 folgt g = 0. Daher gilt M © Ty,(H?*(D)) = {0} und T),(H*(D)) = M.

O

Folgende zwei Korollare, die sich mit der Dimension der Menge M und den Nullstellen einer H?(ID)-
Funktion am Kreisrand beschéftigen, ergeben sich leicht aus dem Satz von Beurling.

4.2.4 Korollar. Sei M ein nichttrivialer, abgeschlossener Teilraum von H?(ID), der beziiglich Mul-
tiplikation mit z invariant bleibt, das heift es gilt 7,(M) C M. Dann folgt dim(M) = co.
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Beweis. Da der Raum H?(DD) unendlichdimensional ist, muss M als isometrisches Bild auch unend-
lichdimensional sein.

0

4.2.5 Korollar. Sei g € H(D) und es gelte g # 0. Dann gilt

o ({t € T: W(g)(t) = 0}) = 0.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, das heifit es gelte A := o ({t € T : U(g)(t) = 0}) > 0. Defi-
niere

M = {f € H?(D) : U(f) - xa = 0 fast iiberall},

wobei wir mit x4 die charakteristische Funktion von A bezeichnen, d.h.

() = 1, fallsxze A
XA =0, fallsz¢ A°

Wir wollen nun zeigen, dass die Voraussetzungen des Satzes von Beurling (Satz 4.2.3) erfiillt sind.
Wegen g € M gilt M # {0}. Fiir eine Funktion f € M gilt T.(f)(z) = z - f(2), somit folgt
U(T.(f)(C) = ¢ - ¥(f)(¢). Die Multiplikation mit x4(¢) ergibt

Y(T=()C) - xa(€) = C-¥(f)(C) - xald) =0

fast iiberall auf T. Daher liegt fiir ein f € M auch die Funktion 7% (f) in M, womit wir T, (M) C M
gezeigt haben. Weil wir den Raum M auch durch

M = U1 (H*(T) Nker M,,)

darstellen kénnen, ist M abgeschlossen, da Multiplizieren mit y4 auf L?(T) stetig ist. Die Bedin-
gungen des Satzes von Beurling sind somit erfiillt, und wir erhalten M = T, (H?(ID)) mit einer inner
Funktion h € H®(D). Wegen 1 € H?(D) folgt h € M. Als inner Funktion muss aber |¥(h)| = 1 fast
iiberall auf T gelten, womit fiir das Mafl von A nicht mehr o(A4) > 0 gelten kann. Wir haben also
einen Widerspruch gefunden, was die Behauptung beweist.

O

4.2.6 Bemerkung. Wie wollen uns die Frage stellen, ob fiir die inner Funktion h im Satz von Beurling
sogar eine Eindeutigkeitsaussage gilt. Klarerweise ist fiir eine inner Funktion A auch die Funktion
h:=c-h mit |¢| =1 inner und es gilt

T,(H*(D)) ={c-h-f: f € H*D),lc| =1} = {h- f : f € H*(D)} = Th(H*(D)).

Das impliziert, dass die Funktion, die sich aus dem Satz von Beurling ergibt, nicht eindeutig sein
kann. Wie die néchste Proposition zeigt, ist die Multiplikation mit unimodularen, konstanten Fak-
toren aber die einzige Mdoglichkeit, um zu anderen inner Funktionen iiberzugehen.

4.2.7 Proposition. Seien g und h inner Funktionen, die T,(H?(D)) = T;,(H?*(D)) erfiillen. Dann
existiert eine Konstante ¢ € T, sodass h = c- g.
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Beweis. Nach der Definition von inner Funktionen liegen die Funktionen g und h in H*>(D) C H?(D)
und wegen der Voraussetzung der Proposition in T,(H?(D)) = T,(H?*(D)). Somit existiert eine
Funktion f € H?(D) mit g = h - f. Wir betrachten nun die Funktion #. Da wegen der vorliegen-
den Faktorisierung die Ordnung der Nullstellen der Funktion g mindestens gleich der Ordnung der
Nullstellen der Funktion A ist, werden die Singularitidten, die sich aus den Nullstellen im Nenner
ergeben, aufgehoben, womit die Funktion § wohldefiniert und holomorph ist. Die Anwendung der

Funktion ¥ auf die Funktion % ergibt

() € H(T) < L*(T),

somit fallen die Koeffizienten mit negativem Index in der Fourierentwicklung der Funktion % weg.
Wendet man die selbe Argumentation auf die Funktion g € H?(D) an, so ist diese Funktion ebenfalls
wohldefiniert. Es gilt auflerdem im Raum L?(T)

o= (v (@) +w(2).cmem)= [T (v (@) +u (1)) a0 (12)
fir n < 0.

Weil die Abbildung ¥ mit der Multiplikation vertrédglich ist (vgl. Satz 4.1.4) und wegen der Eigen-
schaft h inner |¥(h)| =1 fast tiberall auf T gilt, folgt mit Korollar 4.2.5

v (2)= 2o

fast iiberall auf T. Somit folgt auch

Fiir z := ¥ (£) (¢) € T gilt z—i—% =z+7z € R. Somit ist ¥ () + ¥ (%) fast tiberall auf T reellwertig.

Daher kénnen wir die Gleichung (12) konjugieren und erhalten dieselbe Gleichung fiir alle n # 0.
Also gilt

fast iiberall auf T, woraus
=c (13)

folgt.
Mit H := % kénnen wir die Gleichung (13) in der Form H + + = ¢ fiir alle z € D schreiben. Dies

fiihrt auf die quadratische Gleichung H? — ¢H + 1 = 0 mit der Lésung nach H in der Form

~2
(&

T4/ -1
4

Wegen der Stetigkeit ist hier dasselbe Vorzeichen zu wéhlen. Somit ist die Funktion H = ¢ konstant
und es gilt ¢- g = h. Wegen

H(z)=

| o

le] = [¥()|

!

=

=z
!

fast tiberall auf T gilt |c| = 1.
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Wir haben jetzt alle nétigen Hilfsmittel zusammengetragen, um die Inner-Outer-Faktorisierung in
Angriff nehmen zu kénnen.

4.2.8 Korollar (Inner-Outer-Faktorisierung). Zu h € H*(D)\{0} existieren Funktionen
hi,hy € H*®(D) mit den Eigenschaften hy inner und hs outer, sodass h = hy - hy gilt. Die Funktionen
h1 und ho sind bis auf unimodulare, konstante Faktoren eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei Ty, die Multipliererabbildung zur Funktion h € H*(D). Setze M := T),(H?(D)). Wegen
der Stetigkeit des Operators T, folgt

T.(M) =T (T,(H?(D)) ) € T-(T,(H2(D))) = Tu(T-(H*(D))) € Ty(H*(D)) = M,

somit ist M ein unter T, invarianter, abgeschlossener Teilraum von HZ?(D), der die Funktion h
enthilt und somit sicher nichtleer ist. Nach dem Satz von Beurling 4.2.3 existiert eine Funktion
hi € H*®(D) inner, sodass Tj,, (H2(D)) = M = T),(H2(D)).

Die Multipliererabbildung 7}, ist als Abbildung

Ty, : H*(D) — M
bijektiv, stetig und isometrisch, vgl. Lemma 4.2.2. Somit ist ist die Abbildung
T, "o Ty : H*(D) — H*(D)

wohldefiniert und als Zusammensetzung stetiger Abbildungen selbst stetig. Da T}, klarerweise mit
T, kommutiert, gilt fiir beliebiges f € H?(D) und g := T}, f € M

T.f=T, oDy oTof =Ty o To o Ty, f = Ty, 0 Ty,
und weiters mit der Beziehung f =T} g
T.oT, 'g="T, " oT.yg.
Da auch T, und 7}, kommutieren, folgt wegen
TZOT};1 oThf :lell oT,oTyf :T]:ll oTpoT,f

die Tatsache, dass auch die Zusammensetzung T, Lo Ty, mit T, vertauscht. Wegen T, LoT, €

B(H?(D)) existiert nach Satz 2.3.15 ein eindeutiges hy € H*(D) mit Tj, = Th_11 o Ty Dies ist aber
dquivalent zu
Thyhy = Thy ©Thy = Th,

was nach Anwendung auf die Einsfunktion 1 € H?(D) die Beziehung h = h; - hy impliziert.
Wir miissen nur noch zeigen, dass hsy outer ist. Dies folgt aber sofort aus

T, (H*(D)) = T, (Th(H*(D))) = H*(D).
=M

Falls h = ,ii . ,h; eine zweite Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften ist, so folgt

T, (HAD) 2 T, (T, (HAD))) 2 T, (Tn, (H2(D))) =

= TW(HAD)) = T, (T, (12(0))) & T (T, (D)) © 7, (H2(D)),

wobei die Gleichheiten (1) wegen der Eigenschaft ha, hy outer und die Gleichheiten (2) wegen der
Isometrie der Abbildungen 7},, und Th~1 gelten. Proposition 4.2.7 impliziert die Existenz einer Kon-

stanten ¢ € T mit hy = ¢ - /i;;, und wegen hy # 0 gilt auch hy = % 71\; Somit ist die Eindeutigkeit
der Funktionen bis auf einen unimodularen, konstanten Faktor gezeigt.

0
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