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1 Einleitung

Ist (H,(.,.)) ein Hilbertraum und (zy,),cn eine Folge aus H so heifit (x,)neny Frame, wenn
es A, B > 0 derart gibt, dass

Allz)? < @, 20)* < Bl fiir alle z € H.

n=1

Wir nennen eine Folge (y,)nen aus H Riesz-Basis von H, falls es eine beschrénkte lineare
Bijektion 7" von H nach H derart gibt, dass (T'yp)nen eine Orthonormalbasis von H ist.
Ziel dieser Arbeit ist eine kurze Einfithrung in Frames und Riesz-Basen. Dazu werden
zunéchst im ersten Abschnitt der Arbeit einige Grundbegriffe und wichtige Resultate aus
der Funktionalanalysis wiederholt.

Im zweiten Abschnitt werden fiir eine Folge X aus H der Interpolationsoperator Jyx, der
Syntheseoperator Vy sowie die Gram-Matrix I'y eingefiihrt. Diese treten bei der Untersu-
chung von Frames und Riesz-Basen in natiirlicher Art und Weise auf. Weiters lassen sich
Frames und Riesz-Basen gut iiber die Eigenschaften dieser Operatoren charakterisieren.
AuBerdem wird der Begriff der Schauderbasis eingefiihrt. Die Ergebnisse dieses Abschnitts
sind im Wesentlichen in [FM16, p.399 ff.] zu finden.

Im dritten Abschnitt diskutieren wir Riesz-Basen. Wie der Name vermuten lasst, haben
Riesz-Basen eine Basiseigenschaft. Das bedeutet, dass sich jedes x € H als unendliche
Summe der Basiselemente schreiben ldsst. Weiters bringen wir ein Resultat, das Riesz-
Basen mit unbedingten Basen in Verbindung bringt. Zu guter Letzt geben wir ein Beispiel
fiir eine Riesz-Basis des Hilbertraums L?[—7,7]. Im ersten und zweiten Unterabschnitt
bringen wir hier im Wesentlichen Resultate aus [FM16, p.422 ff.].

Im vierten und letzten Abschnitt der Arbeit werden Frames behandelt. Analog zu Riesz-
Basen haben Frames eine Basiseigenschaft. Weiters gehen wir der Frage nach, welche Opera-
toren Frames erhalten. Zum Schluss diskutieren wir einige Charakterisierungen von Frames.



2 Resultate aus der Funktionalanalysis

Wir betrachten in der gesamten Arbeit ausschliellich Vektorrdume iiber dem Skalarkorper
C. Den Hilbertraum der komplexwertigen quadratsummierbaren Funktionen auf einer Men-
ge I nennen wir ¢2(I,C). Fiir eine Teilmenge M C H bezeichnet M* das orthogonale
Komplement von M.

Definition 2.0.1. Sei H ein Hilbertraum und (z;);c; ein Orthonormalsystem in H. Wir
nennen (x;);cs eine Orthonormalbasis von H, falls span{z;: i € I} = H. Weiters heifit H
separabel, falls es eine hochstens abzihlbare Orthonormalbasis gibt.

Satz 2.0.2. Sei H ein Hilbertraum und (z;);cr eine Orthonormalbasis von H. Dann ist H
vermdge der Abbildung

®d: H — (*(1,C) (2.1)
z— (2, 21))ier

isometrisch isomorph zu €*(I,C). Insbesondere gilt ' ((¢;)icr) = > ;e cizi im Sinne der
unbedingten Konvergenz.

Satz 2.0.3. Ist H ein Hilbertraum und (x;);cr ein Orthonormalsystem aus H, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) (xi)ier ist eine Orthonormalbasis von H.

(i) Fiir allex € H gilt x =Y, ;(x, 2;)x;, wobei die Reihe auf der rechten Seite unbedingt
konvergiert.

(ii1) Fiir alle x € H gilt
> M@,z = |, (2.2)
iel
wobei die Reihe auf der linken Seite unbedingt konvergiert.

Bemerkung 2.0.4. Die Reihe in Satz nennt man auch Fourierreihe und die
Koeffizienten (z, z;) heifien Fourier-Koeffizienten. Aus Satz[2.0.2|folgt, dass die Darstellung
eines Elements z € H als ¢ = Y_,.; ¢jz; mit (¢;)ie;r € 2(I,C) eindeutig ist. Also muss
¢i = (z,x;) fiir alle i € I gelten.

Fiir Beweise dieser Sétze verweisen wir auf [Kal21l, p.317].

Sind X,Y normierte Rédume, so wollen wir mit Ly(X,Y) den Raum aller linearen und
beschriankten Operatoren von X nach Y bezeichnen. Bildet ein linearer und beschréankter
Operator T von X nach X ab, so schreiben wir kurz T € Ly(X).

Wir rufen noch das Prinzip der gleichméfiigen Beschrédnktheit sowie den Satz von der offenen
Abbildung bzw. eine Folgerung dessen in Erinnerung.



2 Resultate aus der Funktionalanalysis

Satz 2.0.5. Fiir einen Banachraum X und einen normierten Raum Y sowie eine Familie
(T3)ier aus Ly(X,Y) folgt aus der punktweisen Beschrinktheit von (T;);ecr die gleichmdflige
Beschrinktheit dieser Familie. Also folgt aus

sup||Tiz|| < 400
i€l

fiir alle x € X, dass
sup||Ti| < +oc.
i€l

Satz 2.0.6. Sind X,Y Banachriume und T € Ly(X,Y) bijektiv, so gilt T~ € Ly(Y, X).

Beweise dieser Aussagen sind in [BKW22| p.60] zu finden.

Wir brauchen noch eine Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach. Fiir einen normierten
Raum X bezeichnen wir mit X’ den Raum aller stetigen und linearen Funktionale von X
nach C. Der Beweis des folgenden Satzes ist in [FMI16], p.15] zu finden, wir wollen ihn hier
der Vollstdndigkeit halber aber ausfithren. Im Beweis benutzen wir die Tatsache, dass ein
lineares Funktional f: X — C genau dann beschrinkt ist, wenn ker f abgeschlossen ist.
Wir verweisen hierfiir auf [BKW22| p.23].

Satz 2.0.7. Sei X ein normierter Raum und M ein abgeschlossener Unterraum von X.
Fiir ein zg € X gilt genau dann xg ¢ M, wenn es ein f € X' mit f(xg) =1 und f [y=0
gibt.

Beweis. FExistiert ein lineares und beschrinktes Funktional mit den oben genannten Eigen-
schaften, so folgt aus Wohldefiniertheitsgriinden xg ¢ M. Sei also umgekehrt xg ¢ M. Wir
definieren auf dem Unterraum

N:=Czxp+ M ={axg+x: a€C,z € M}

ein Funktional f: N — C durch f(azg+ z) = a. Sind o, € C und z,y € M so, dass
azxy + x = Bxg + y, dann folgt

(= B)wo + (z —y) =0.

Wegen xg ¢ M,x —y € M und weil M ein linearer Unterraum ist, muss o — 5 = 0 und
x —y = 0 gelten, womit sich f als wohldefiniert herausstellt. Fiir o, 5,t € C und z,y € M
folgt aus

flazg+x+t(Bro+y)) = f((a+t8)xo+ (x + ty)) = a+tS
= flazo +x) +tf(Bxo +y)

die Linearitidt von f. Da f(axg+ ) = 0 zu a = 0 dquivalent ist, haben wir ker f = M.
Also ist ker f abgeschlossen, woraus wir auf die Stetigkeit von f schlieffen. Nach dem Satz
von Hahn-Banach ldsst sich f zu einem linearen und beschrinkten Funktional F': X — C
fortsetzen. Nach Konstruktion gilt F' [y= f [a7= 0 und F(xg) = f(z9) = 1. O

Das folgende Resultat ist ebenfalls eine Konsequenz aus dem Satz von Hahn-Banach. Fiir
einen Beweis verweisen wir auf [BKW22] p.77].



2 Resultate aus der Funktionalanalysis

Korollar 2.0.8. Ist X # {0} ein normierter Raum und xo € X, so gilt

|lzo|l = sup |f(xo)].
fex’
I flI=1



3 Vorbereitendes

3.1 Minimalitdt und biorthogonale Folgen

Es sei daran erinnert, dass eine Familie (z;);c; von Vektoren eines Vektorraums X linear
unabhdngig heit, falls fir J C I,]|J| < oo und ¢; € C,j € J, aus Zje] cjxj = 0 stets
c; = 0 fiir j € J folgt. Wir wollen diese Begriffsbildung in Banachréumen verallgemeinern.

Definition 3.1.1. Sei X ein Banachraum und (x,)nen eine Folge aus X. Wir nennen
(Zn)nen w-topologisch linear unabhdngig, wenn

o
ch.’ﬂn =0 (3.1)
n=1

fiir eine Folge (¢, )nen aus C immer ¢, = 0 fiir alle n € N zur Folge hat.
Die Folge (zp)nen heifit minimal, falls z,, ¢ span{xy: k € N,k # n} fir alle n € N.

Lemma 3.1.2. Fir einen Banachraum X und (zy)nen aus X gelten die folgenden Aussa-
gen.

(i) Ist (xn)neny minimal, so ist (x,)nen w-topologisch linear unabhdngig.
(ii) Ist (xpn)nen w-topologisch linear unabhdngig, so ist (Tyn)nen linear unabhdngig.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Folge (¢, )nen aus C mit

o0

chxn =0

n=1

und ¢ # 0 fiir ein k € N. Zu € > 0 wihlen wir N € N,k < N, so, dass HZle CnTn

wodurch

<€,

< €.

N
E Cndn
n=1

N
- Z CnTn — CLTE|| =
n=1

n

Da e > 0 beliebig war, folgt cxxp € span{z,: n € N;n # k}, was wegen ¢, # 0 auch
xp € span{x,: n € N,n # k} impliziert. Damit kann (z,,),ecn nicht minimal sein, also gilt
die erste Aussage.

Sei (xp)nen W-topologisch linear unabhéngig und gelte ZnN:1 cnTny = 0 mit ¢ € C k =
1,...N. Setzt man ¢, = 0 fiir kK > N, so gilt >~ | cpxy, = 0, woraus wir auf ¢; = 0 fiir alle
k=1,...N schlieflen.

O]



3 Vorbereitendes

Die Umkehrung der Aussagen in Lemma gilt im Allgemeinen nicht. Das nachfolgende
Beispiel zeigt, dass eine w-topologisch linear unabhéngige Folge nicht minimal sein muss.

Beispiel 3.1.3. Wir betrachten die Folge ((t + "))nenuqoy aus C[0,1]. Sei (cn)nenufo)
eine Folge aus C mit der Eigenschaft (3.1)). Dann konvergiert die Potenzreihe

[e.e]

Z cnt”

n=0

auf [0, 1] gleichméfBig gegen f = 0. Also ist ihr Konvergenzradius grofler gleich 1, woraus
wir auf ¢, = % = 0 fiir alle n € NU {0} schliefen, womit sich ((t = ")) enuqo} als
w-topologisch linear unabhéngig herausstellt.

Der Unterraum E := span{(t — t"): n € NU{0},n # 1} ist unter punktweiser Multipli-
kation abgeschlossen. Wegen 1 € E und (t ~ t2) € E ist E eine nirgends verschwindende
und punktetrennende Menge von stetigen Funktionen. Klarerweise ist £ unter Konjugation
abgeschlossen. Nach dem Satz von Stone-Weierstrass folgt

(t—1t)eC0,1] =E,
weshalb ((¢ = t"))nenufoy nicht minimal ist.

Definition 3.1.4. Sei X ein Banachraum und (z,)n,en aus X. Eine Folge (2], )men aus X’
heifit zu (5, )nen biorthogonal, falls

x;n(xn) = dmn (3.2)
fiir alle m,n € N.

Bemerkung 3.1.5. Ist H ein Hilbertraum und (z,,),en eine Folge aus H, so folgt aus dem
Satz von Riesz-Fischer, dass eine Folge (27, )men aus H' genau dann zu (2, ),en biorthogonal
ist, wenn es eine Folge (ym )men aus H mit

($n, ym) = 5mn

fiir alle m,n € N gibt. In diesem Sinne fassen wir in Hilbertrdumen biorthogonale Folgen
(x],)men als Folgen aus H auf und identifizieren sie mit der Folge (ym )men-

Definition 3.1.6. Eine Folge (zy,)nen aus einem Banachraum X heifit vollstindig, wenn
span{z,: n € N} dicht in X ist.

Lemma 3.1.7. Fiir einen Banachraum X und eine Folge (xn)nen aus X gelten die fol-
genden Aussagen.

(i) Es existiert genau dann eine zu (Ty)nen biorthogonale Folge, wenn (xy)nen minimal
15t.

(i) Existiert eine zu (x,)nen biorthogonale Folge, so ist diese genau dann eindeutig, wenn
(Tn)nen vollstindig ist.



3 Vorbereitendes

Beweis. Definitionsgemif bedeutet die Minimalitét einer Folge (2, )nen aus X, dass z,, ¢
span{zy: k € N,k # n} fiir alle n € N. Nach Satz ist das wiederum #quivalent da-
zu, dass es fiir jedes n € N ein 2, € X' mit z/,(z,) = 1 und 2},(z) = 0 fiir alle
x € span{zy: k € N,k # n} gibt. Damit folgt die erste Aussage.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage seien (z,)nen vollstindig und (z,)men, (Z),,)men zu
(Zn )nen biorthogonale Folgen. Nach Definition gilt 2/ (xy,) = 0y sowie &), (2y,) = Sy fiir
alle m,n € N. Daraus schlieflen wir fiir jedes feste n € N auf (x], — Z,)(zx) = 0 fiir alle
k € N. Die Stetigkeit der linearen Funktionale z/,, #/, und die Vollstéindigkeit von (x;,)nen
haben !, = % zur Folge.

Existiert umgekehrt eine biorthogonale Folge (z,)men und ist (z,,)nen nicht vollstéindig,
so konnen wir wegen Satz lm zu zo ¢ span{z,: n € N} ein f € X' mit f(z9) = 1 und
f(z) = 0 fiir alle z € span{x,,: n € N} finden. Die Folge (2], + f)men ist dann zu (xy,)nen
biorthogonal und ungleich (2, )en- O

3.2 Die Operatoren Jy, V3, I'x

Im Folgenden steht E%(N,(C) fiir den Raum aller komplexwertigen Folgen mit endlichem
Triger versehen mit der £2-Norm. Ferner bezeichnen wir fiir den Rest der Arbeit mit (e,,)nen
die durch e, (m) = Oy, definierten Elemente von K%(N ,C). Man beachte, dass (e,)nen eine
algebraische Basis von Z%(N, C) und eine Orthonormalbasis von ¢2(N, C) abgibt.

Bemerkung 3.2.1. Fiir einen Hilbertraum H und eine Folge X = (2, )nen aus H ist durch
(Cxen, em)en 2 = (Tn, Tm) (3.3)

fiir alle m,n € N ein linearer Operator I'y: E%(N, C) — CN definiert. Um dies einzusehen
setzen wir I'ye,, := ((Zn, Tm))men zu einer linearen Abbildung von K%(N ,C) nach CY fort.
Mit (., .)enge: CN x Z%(N, C) — C definiert durch ((a;)jen; (bj)jen) = 3 en a;jb; gilt dann
B3).

Definition 3.2.2. Sei H ein Hilbertraum und X = (z,,),en eine Folge aus H. Wir nennen
die lineare Abbildung Jy: H — CN mit Jyz = ((z,2,))nen fiir € H den Interpolations-
operator.

Die lineare Abbildung Vi: E%(N, C) — H definiert durch Vya = ) _yanw, fir a =
(an)nen € Ké(N, C) heiit Syntheseoperator.

Der durch (I'zxen, em)cr 2 = (T, Tm) geméd Bemerkung wohldefinierte lineare Ope-
rator I'y: E%(N, C) — CN heiBt Gram-Matri.

Lemma 3.2.3. Fir einen Hilbertraum H und eine Folge X = (xp)nen aus H gelten die
folgenden Aussagen.

(i) Der Interpolationsoperator Jx ist genau dann injektiv, wenn X vollstindig ist.
(it) Die Folge X ist genau dann minimal, wenn e, € ranJx fir alle n € N.

Beweis. Die Injektivitit von Jy ist dquivalent zu {0} = ker Jx = span{z,: n € N} =

L
span{z,: n € N} | was wiederum gleichbedeutend mit span{xz,,: n € N} = H ist. Also gilt
die erste Aussage.



3 Vorbereitendes

Aus Lemma erhalten wir, dass die Minimalitéit von X zur Existenz einer zu X bior-
thogonalen Folge (2},)nen im Sinne von Bemerkung |3.1.5 dquivalent ist. Letzteres bedeutet
aber genau die Existenz einer Folge (2])nen aus H derart dass

J%x;n (($;n733n))neN = €m

fiir alle m € N, womit die zweite Aussage bewiesen ist.
O

Lemma 3.2.4. Sei H ein Hilbertraum und X = (zp,)nen eine Folge aus H. Gilt ran Jy C
(%(N, C), so ist J¢ ein beschrinkter linearer Operator von H nach (*(N,C).

Beweis. Wir definieren fiir N € N einen linearen Operator J&: H — (*(N,C) durch
(J¥2), = (x,2,) fir n = 1,...,N und (J¥z), = 0 fir n > N. Fiir z € H gilt nach
Voraussetzung Jyx € (?(N, (C). Also existiert der Grenzwert limy_soo J;EV:B in /2(N,C) und
stimmt mit Jyx iiberein. Wegen

172 2|* = Z\ (@, 20)* < 2] ZH%HQ

ist Jg beschriankt. Aus dem Prinzip der gleichm#fiigen Beschrianktheit folgt, dass auch Jy
beschrankt ist. O

Proposition 3.2.5. Sei H ein Hilbertraum und X = (zy)nen eine vollstindige und mini-
male Folge aus H. Des Weiteren bezeichne X' = (], )nen die nach Lemma eindeutig
existierende zu X biorthogonale Folge. Dann gelten fiir x = Ziv:l CnTp € span{x,: n € N}
und a = SN ane, € (N, C)

n=1
Vadyx =x (3.4)
und
JeVya = a. (3.5)
Beweis. Wir fassen X’ im Sinne von Bemerkung als Folge aus H auf. Damit erhalten
wir

V%J}:’x = VX ( chx’m m m€N> ZCan xrw m))mEN)
= chVxen = chxn.
n=1 n=1

Die zweite Gleichheit folgt aus

N N N
JeVya = Jy Zanxn = Z anJx1 Ty, = Z An€n = Q.
n=1 n=1

n=1



3 Vorbereitendes

Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Unterabschnitts und stellt eine niitzliche
Verbindung zwischen den zu Beginn des Abschnitts eingefiihrten Operatoren her.

Satz 3.2.6. Fir einen Hilbertraum H und eine Folge X = (2 )nen aus H sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(i) Jx ist beschrinkt als Abbildung von H nach (*(N,C).

(@) Vx ldsst sich auf eindeutige Weise zu einem linearen und beschrinkten Operator von
??(N,C) nach H fortsetzen.

(@) Die Gram-Matriz T'x lisst sich auf eindeutige Weise zu einem linearen und be-
schrinkten Operator von ¢2(N,C) nach ¢*(N,C) fortsetzen.

Im Fall, dass eine der obigen Aussagen gilt, haben wir
Jy=Vx (3.6)
und
ViVx =Tx. (3.7)

Beweis. Zur besseren Lesbarkeit wollen wir die Fortsetzungen von Vi bzw. 'y ebenfalls
mit Vy bzw. 'y bezeichnen.

(i) = (i) Sei @ = (ap)nen € 2(N,C) und z € H beliebig. Da (e,)nen eine Orthonor-
malbasis von (?(N,C) ist, gilt a = 3, . @nén. Die Beschréinktheit von Vx: (2(N,C) — H
hat die Existenz von Vi € Ly(H,¢*(N,C)) und damit

Zan Viz), = (a, Viz)pe = (Vxa,z) = (Vx (Z anen> , T
neN neN
= (Z Ap Ty, T) = Z an(z, Ty

neN neN

zur Folge. Wir schlieflen auf

V;l’ = ((x7$n))n€N (38)

fiir alle € H, womit Jx = Vi € Ly(H,*(N, C)).
(i) = (i) Zunchst gilt fiir alle a = -V ane, € Z(N,C)und z € H

n=1

N
(Vxa,x) Zanl‘n, = Zan(x,a}n) = (a, Jxx)p. (3.9)
n=1

Somit folgt fiir a € E%(N, C) aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Be-
schranktheit von Jy

IVeal2 = (Via, Via) = (a, JxVaa)e < lafle ]l Jxl[Vaal .
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Also ist Vx ein beschrinkter linearer Operator auf dem dichten Unterraum £2 z(N,C) und
folglich in eindeutiger Weise auf ganz ?2(N, C) linear und beschréinkt fortsetzbar
,(i1) = (iii) “: Nach Bemerkung 1| gilt fiir n € N

Lxen = ((Zn, Tm))men € cN.

Da wir ,,(i) <= (ii) “ bereits gezeigt haben, sind die Operatoren Jy und V3 beschrinkt auf
H bzw. 2(N,C). Also folgt fiir a = YN | anen € (N, C)

n=1

N N
HFXQHEQ = Zanrxen = Zan((mnaivm))meN
n=1 02 n=1 02

= ((Z AnTn, Tm))meN

02
= [[JxVxallee < [[Jx[[[Vallllalle,

womit sich I'y als beschriankt von E%(N, C) nach %(N,C) herausstellt. Da E%(N,C) ein
dichter Unterraum ist, ldsst sich I'y eindeutig zu einer beschrinkten linearen Abbildung
von (2(N, C) nach /2(N,C) fortsetzen.

(i) = (i) Fir a = Y0 | anen € (N, C) gilt

||an||2 an an Z Z G l'n»xm

n=1m=1
N N
= Z Z anlm (Txen, em)e = (Txa,a)pe. (3.10)
n=1m=1

Zusammen mit der Beschrianktheit von I'y und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
schlieBen wir auf

sup ||Vxal|>* = sup (Txa,a) < sup |Txal < 4oo.
ael?(N,C) ael?(N,C) acl?(N,C)
llall=1 llall=1 llall=1

Also ist Vi ein beschrinkter linearer Operator auf dem dichten Unterraum /¢2 (N ,C) und
damit in elndeu‘mger Weise auf ganz (2 (N C) hnear und beschrankt fortsetzbar

Gleichung (3.6|) folgt unmittelbar aus . Von schliefit man sofort auf (3.7} . O

3.3 Schauderbasen

Fine in Zusammenhang mit Riesz-Basen natiirlich auftretende Begriffsbildung ist die der
Schauderbasis. Es wird sich herausstellen, dass jede Riesz-Basis auch eine Schauderbasis
ist. Wir wollen in diesem Abschnitt kurz die fiir unsere Untersuchungen wichtigen Resultate
beziiglich Schauderbasen bringen.

10



3 Vorbereitendes

Definition 3.3.1. Sei X ein Banachraum und (x,),cn eine Folge aus X . Existiert fiir jedes
x € X eine eindeutige Folge von Skalaren (¢, )pen mit

o0
x = chacn, (3.11)
n=1

dann heit (z,,)nen Schauderbasis von X.

Bemerkung 3.3.2. Ist (z,)nen Schauderbasis eines Banachraums X und (¢p)pen aus
C derart, dass Y o7 ¢,zy, = 0 gilt, so muss aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung
schon ¢, = 0 fiir alle n € N gelten. Also sind Schauderbasen stets w-topologisch
linear unabh#ngig und infolge auch linear unabhingig.

Satz 3.3.3. Fiir einen Banachraum X und eine Schauderbasis (x,)neny von X sind die
Funktionale A\,: X — C definiert durch A\,(x) = ¢, fir x € X und jedes n € N wohldefi-
niert, linear und beschrinkt. Hier ist ¢, der n-te Summand in der Reihendarstellung (3.11))
von x.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass der Raum aller beziiglich der Supremumsnorm ||.| s
konvergenten X-wertigen Folgen ¢(N, X) ein abgeschlossener Unterraum von ¢°(N, X)) ist.
Dazu schreiben wir die Elemente aus ¢(N, X) als Funktionen. Sei also (fx)ren eine Folge

von Elementen aus ¢(N, X) und f € ¢*°(N, X) mit fi e, f. Fir k e Ngilt fi, € ¢(N, X),
womit der Grenzwert

Ap = lim fr(n)

n—oo

existiert. Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz von (f)ken existiert auch limy o Ag
und es gilt

lim f(n) = lim lim fi(n) = lim lim fx(n)= klim Ap e X,
— 00

n—o00 n—o00 k—00 k—o00 n—0o0

woraus wir auf die Abgeschlossenheit von ¢(N, X') schlieflen. Der Operator L: ¢(N, X) — X
definiert durch Lf = lim,_,o f(n) ist wohldefiniert und linear. Wegen

1LA1 = [ im )] < [ £l

ist L beschriankt mit ||L]| < 1.

Fir n,m € Nym > n definieren wir X,, = span{zi,...,z,} sowie die Projektionen
Py X — X, mit ran Py, = X, und ker P,,,,, = span{x,41,...,Zmn}. Wir wollen zeigen,
dass

Y:i={feccN,X): f(n) € X,,n € Nund Pp,(f(m)) = f(n),m >n} (3.12)

ein abgeschlossener Unterraum von ¢(N, X)) ist. Fiir f,g € Y und ¢ € Cist f+cg € ¢(N, X),
da ¢(N, X) ein Unterraum ist. Weil auch die X,,n € N, Unterrdume sind, folgt f(n) +
cg(n) € X, fir n € N. Zusammen mit der Linearitdt der Projektionen P, erhalten wir
f+cg €Y. Um die Abgeschlossenheit zu zeigen, seien (fx)reny aus Y und f € ¢(N, X) mit
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3 Vorbereitendes

fr LEEN f. Die Abgeschlossenheit von ¢(N, X)) hat f € ¢(N, X) zur Folge. Die Konvergenz
der (fx)ren gegen f beziiglich ||.||oo impliziert

Jim fi(n) = f(n)

fiir alle n € N. Fiir festes n € N ist (fx(n))ken eine Folge aus X,,. Da X, als endlichdimen-
sionaler Unterraum abgeschlossen ist, folgt limg_,o fx(n) = f(n) € X,,. Die Projektionen
P, sind als lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Rdumen beschriankt, wo-
mit wir auf

Pon(f(m)) = Pmn(klggo fr(m)) = klgrolo Pon(fe(m)) = klggo fe(n) = f(n)

fiir m > n schlieffen. Also ist Y ein abgeschlossener Unterraum.
Jedes f € Y lasst sich als f(n) = 377, dpjz; mit Koeffizienten d,; € C,n € N,j =
1,...,n, darstellen. Fiir m > n haben wir

Zdn,jzj = f(n) = Pun(f(m)) = Pmn(z dm,jxj) = de,jfﬂj»
=1 j=1 =1

was wegen Bemerkung dnj=dmj,j=1,...,n, zur Folge hat. Insbesondere sind die
Koeffizienten in der obigen Darstellung unabhingig von n, weswegen sich jedes f € Y als

fln)=>"djz; (3.13)
j=1

mit einer Folge (d,,)nen aus C schreiben lisst. Da (2, )nen eine Schauderbasis ist, lidsst sich
jedes € X eindeutig als © = > > | ¢yxy, schreiben. Definieren wir eine Folge g durch
g(n) = Z?Zl cjxj, so ist g nach Konstruktion ein Element von Y mit

oo
Lg = nhﬁ\ngo g(n) = Z CLTE = X,
k=1

womit L [y surjektiv ist. Jedes weitere f € Y mit Lf = x muss dann wegen und
der Eindeutigkeit der Koeffizienten in der Schauderbasis mit ¢ iibereinstimmen. Folglich
ist L |y bijektiv, wobei (L [y) o = (327=1¢jTj)neN-

Die auf ¢*°(N, X) durch P, f = f(n) definierte lineare Abbildung ist kontraktiv. Somit ist
Sy = P, (L [y)*1 ein linearer und beschrinkter Operator von X nach X,, mit

1Sull < (L Iv) 7Y = C (3.14)
und
Spx = chxj. (3.15)
j=1

12



3 Vorbereitendes

Die Funktionale \,,(z) = ¢,,n € N, sind aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung (3.11])
wohldefiniert. Sind & € C und z = Y 7, cppn,y = D ooy dpzy, € X mit eindeutigen
Skalaren (c,)nen, (dn)nen, so gilt

o0 o0 (o]
T+ oy = Z CnTn + Z dnxy = Z(cn + ady)xy.
n=1 n=1 n=1

Es folgt
)\n(l' + ay) =cy, +ad, = An(l‘) + aAn(y),

womit sich A, fiir alle n € N als linear herausstellt. Wegen Bemerkung [3.3.2] gilt x,, # 0 fiir
alle n € N. Zusammen mit (3.14) schlieflen wir fiir z € X auf

_ [Pw@)znll _ [[Snz = Spazf| _ 2C] ]|

lznll [ = el

[An(2)]

(3.16)

was genau die Beschrianktheit von A,, bedeutet. O

Korollar 3.3.4. Fiir einen Banachraum X und eine Schauderbasis (xy)nen von X bilden
die in Satz eingefiihrten Funktionale (Ap)nen eine zu (Tn)nen biorthogonale Folge.
Insbesondere ist (xy)neny minimal. Auferdem gilt fir alle n € N

L< [[Anllflznll < 2C, (3.17)

wobei C die Konstante aus (3.14) ist.

Beweis. Definitionsgemaf gilt

fiir alle n,m € N. Damit ist (\,)nen eine zu (z,)nen biorthogonale Folge. Wegen Lemma
ist das zur Minimalitdt von (z,),en dquivalent. Weiters folgt aus (3.16))

2C
L= Xn(zn) < [Aallllznll < ml\xnll =20

fiir jedes n € N, womit wir (3.17]) erhalten. O

Lemma 3.3.5. Sei X ein Banachraum und (zy)nen €ine minimale und vollstindige Folge
aus X. Bezeichnen wir mit (x])nen die eindeutige zu (x,)nen biorthogonale Folge gemdfs
Lemma 50 ist (xn)nen genau dann eine Schauderbasis von X, wenn

x = Zaz%(x)xn (3.18)

fiir alle x € X.

13



3 Vorbereitendes

Beweis. Sei zunéchst (z,)nen eine Schauderbasis. Da die Funktionale (A,)nen aus Satz
eine zu (zp)nen biorthogonale Folge bilden, miissen sie aufgrund der Eindeutigkeit
mit den (z),)nen iibereinstimmen. Also folgt fir alle z € X.

Gilt umgekehrt fiir ein x € X, so ist lediglich die Eindeutigkeit einer solchen Dar-
stellung zu zeigen. Sei dazu (¢, )peny mit > o7 cpy = Y ooy @) (2)2y. Infolge haben wir
d>ood(en — 2l (x))xn = 0. Die Minimalitét von (z,)nen hat nach Lemma zur Folge,
dass (2n)nen w-topologisch linear unabhéingig ist. Das bedeutet genau ¢, = () fiir alle
n € N. O

14



4 Riesz-Basen

4.1 Definition und Eigenschaften

Definition 4.1.1. Sei H ein Hilbertraum. Eine Folge (z,)ncn aus H heifit Riesz-Basis von
H, falls es eine Bijektion T' € Ly(H) derart gibt, dass (Txy)nen eine Orthonormalbasis
von H ist. In Hinblick auf Abschnitt wollen wir auch Riesz-Basen mit Indexmenge Z
zulassen.

Dieser Definition entnimmt man unmittelbar, dass Orthonormalbasen stets Riesz-Basen
sind. Wie wir in Abschnitt sehen werden, gilt die Umkehrung im Allgemeinen nicht,
da die Elemente einer Riesz-Basis nicht notwendigerweise orthogonal aufeinander stehen
miissen.

Lemma 4.1.2. Sei H ein separabler Hilbertraum. Eine Folge X = (zy)nen aus H ist genau
dann eine Riesz-Basis von H, wenn es eine lineare und beschrinkte Bijektion Uyx: H —

2(N,C) mit
UxTm = em (4.1)
fiir alle m € N gibt.

Beweis. Sei X eine Riesz-Basis von H und T € Ly(H) bijektiv mit der Eigenschaft, dass
(Txy)nen eine Orthonormalbasis von H ist. Geméfl Satz ist die Abbildung ®: H —
?2(N,C) definiert durch ®(z) = ((2,72n))nen unitir. Folglich ist ®T eine lineare und
beschrinkte Bijektion mit ®Tx,, = ((T'Tp, Txy))nen = em fiir alle m € N.

Existiere umgekehrt eine bijektive Abbildung Uy € Ly(H, ¢*(N,C)) mit der Eigenschaft
. Da H separabel ist, gibt es eine abzihlbare Orthonormalbasis (y,)nen von H. Be-
zeichnen wir mit ® wieder den zu dieser Orthonormalbasis gehorigen Operator aus Satz
so ist durch T := ®~!Uy eine lineare und beschriinke Bijektion von H nach H defi-
niert. Diese leistet nach Konstruktion Tz, = y, fiir alle n € N. Also ist X eine Riesz-Basis
von H. U

Bemerkung 4.1.3. Ist X = (x,)nen eine Riesz-Basis eines Hilbertraums H, so ist X
vollstdndig. Um dies einzusehen, sei T' € Ly(H) der zur Riesz-Basis X gehorige bijektive
Operator aus Defintion Da (T'xy)nen eine Orthonormalbasis von H ist, folgt zusam-
men mit der Stetigkeit von 7" und 7!

span{z,: n € N} = T-lspan{Tz,: n € N}
=T '(span{Tx,: n € N}) =ran T ' = H.

Daraus erhalten wir auch, dass der Operator Uy aus Lemma im Falle seiner Existenz
stets eindeutig mit der Eigenschaft (4.1) ist.
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4 Riesz-Basen

Fiir eine Riesz-Basis (zy,)nen eines Hilbertraums H wollen wir im Folgenden der Frage
nachgehen, welche notwendigen und hinreichenden Bedingungen an ein V' € Ly(H) gestellt
werden miissen, damit auch (Vz,),cn eine Riesz-Basis von H ist. Dazu diskutieren wir
zuerst, welche linearen und beschrinkten Operatoren Orthonormalbasen erhalten.

Lemma 4.1.4. Sei H ein separabler Hilbertraum, (xy)nen eine Orthonormalbasis von H
und V € Ly(H). Genau dann ist (Vxy)nen eine Orthonormalbasis von H, wenn V unitir
ist. Auflerdem gibt es fir jede weitere Orthonormalbasis (Yn)neny von H einen unitiren
Operator W € Ly(H) mit Wx,, =y, fir alle n € N.

Beweis. Ist V' unitér, so bildet (Vx,)nen ein Orthonormalsystem. Aus der Stetigkeit von
V folgt

H D span{Vxz,: n € N} D V(span{z,: n € N}) =ranV = H,

womit sich (Vzp,)nen als Orthonormalbasis herausstellt.
Seien umgekehrt (Va,)pen eine Orthonormalbasis von H und ®1, @9 die zu (x5, ),en bezie-
hungsweise (Vx,)nen gehorigen unitéren Operatoren aus Satz Dann gilt

O, P12, = Byle, = Vay, (4.2)

fiir alle n € N. Somit stimmen V und ®,'®; auf dem dichten Unterraum span{z,: n € N}
iiberein. Aus Stetigkeitsgriinden gilt V' = @, 1®,, womit V unitér ist.

Die zweite Aussage folgt sofort aus , wenn man P, als den zur Orthonormalbasis
(Yn)nen gehorigen unitdren Operator aus Satz wiéihlt. O

Aus Lemma leiten wir ein analoges Resultat fiir Riesz-Basen ab.

Korollar 4.1.5. Sei H ein separabler Hilbertraum, (x,)nen €ine Riesz-Basis von H und
Ve Ly(H). (Van)nen ist genau dann eine Riesz-Basis von H, wenn V' bijektiv ist.

Beweis. Sind V' bijektiv und T € Ly(H) wie in Definition so ist TV™! € Ly(H)
bijektiv mit TV ~'Vz, = Tz, fiir alle n € N. Die Folge (T'zy,)nen ist eine Orthonormalbasis
von H, woraus wir schlieflen, dass (Vz,,),en eine Riesz-Basis von H ist.

Seien umgekehrt (Vz,)nen eine Riesz-Basis von H und 71,7y € Ly(H) die zu (zp)nen
beziehungsweise (Vx,)nen gehorigen bijektiven Operatoren aus Definition Definiti-
onsgemif sind (112, )nen und (T2Vzy,)peny Orthonormalbasen von H. Nach Lemma m
gibt es einen unitdren Operator W € Ly(H) mit WTiz, = ToVx, fir alle n € N. Da T
bijektiv ist, haben wir T, "Wz, = Va, fir jedes n € N. Also stimmt V auf dem wegen
Bemerkung 4.1.3| dichten Unterraum span{z,: n € N} mit dem linearen und bijektiven
Operator T, "W iiberein. Aus Stetigkeitsgriinden gilt TQ_IWT 1 =V, womit V bijektiv
ist. O

Sowohl Orthonormalbasen als auch Schauderbasen erlauben es, jedes Element eines Hilber-
traums mithilfe einer Reihendarstellung zu schreiben. Der folgende Satz zeigt, dass auch
Riesz-Basen diese Eigenschaft haben.

Satz 4.1.6. Fir eine Riesz-Basis X = (xn)nen eines separablen Hilbertraums H und den
dazugehorigen Operator Uy aus Lemma gelten folgende Aussagen.
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(1) X' = (@))nen = (UiUxxn)nen ist eine zu X biorthogonale Folge. Insbesondere ist X
minimal.

(i) X' ist eine Riesz-Basis von H.

(@ii) Fiir jedes x € H gilt

T = Z(x’ U;U%xn)xna
neN

wobei die Reihe unbedingt konvergiert.

Beweis.

Fir alle n,m € N gilt nach Definition von Uy
($;175L'm) = (U;Uxfmxm) = (Ux$m U}Ixm) = (emem) = 0.

Also ist X’ eine zu X biorthogonale Folge. Wegen Lemma [3.1.7]ist das zur Minimalitit
von X dquivalent.

Die lineare Abbildung U;_l ist beschrankt und bijektiv mit der Eigenschaft
Uy o), = Uy 'UsUxzn = ey,
fiir alle n € N. Somit folgt aus Lemma dass X’ eine Riesz-Basis von H ist.

Es gilt Ugxx, = e, fiir alle n € N. Zusammen mit dem Fakt, dass (e,)nen eine
Orthonormalbasis von ¢2(N, C) ist, erhalten wir

Uxz = Z(Uxx, en)en = Z(Ux:c, Uxxp) Uz, (4.3)
neN neN

fiir jedes z € H. Aus der Beschriinktheit von Uy und (£3) schlieBen wir auf

xr = Uglle' = U£1 <Z(le‘, le'n)U%wn) = Z(xa U;U}an)wn
neN neN

fir alle z € H. Die hierbei auftretenden Reihen sind wegen Satz [2.0.3] unbedingt
konvergent.

O

Riesz-Basen lassen sich {iber die in Abschnitt [3.2] eingefithrten Operatoren charakterisieren.
Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen Riesz-Basen und dem Syntheseoperator
her.
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Satz 4.1.7. Sei H ein separabler Hilbertraum und X = (zp)nen aus H minimal und
vollstindig. X ist genau dann eine Riesz-Basis von H, wenn es A,B > 0 derart gibt,
dass

Allal® < |Vxal® < Bllall? (4.4)
fiir alle a € £3(N,C).

Beweis. Fiir eine Riesz-Basis X ist der lineare Operator Uy aus Lemma beschrénkt
und bijektiv. Infolge ist auch Uy ! eine beschriinkte Bijektion und damit nach unten be-
schriankt. Also gibt es A, B > 0 derart, dass

Allall < |Ux"all < Blla]

fiir alle a € (2(N,C). Fiir a =

n=1

anen € Eé(N, C) erhalten wir

Uz! (i anen>

n=1

2 2

[Vxall* = > A%al.

N
5 anTn
n=1

Die Abschétzung nach oben folgt analog.

Gelte umgekehrt fiir alle a € Z% (N, C). Definitionsgeméf ist Vx surjektiv als Abbildung
von €§(N , C) nach span{x,,: n € N}. Aus folgt die Injektivitét des Syntheseoperators.
Nochmals wegen ist Vx beschriankt. Also ist Vi eine lineare und beschrinkte Bijektion
von (%(N, C) nach span{z,: n € N}. VoraussetzungsgeméB ist span{z,: n € N} dicht, wo-
mit sich Vi zu einer linearen und beschréinkten Abbildung mit dichtem Bild von ¢?(N, C)
nach H fortsetzen ldsst. Wieder wegen ist der Bildbereich der Fortsetzung abgeschlos-
sen, wodurch diese Fortsetzung bijektiv ist. Zudem leistet sie V.~ Yen = e, fiir alle n € N,
Aus Lemma folgt damit, dass X eine Riesz-Basis ist. O

Fiir den néchsten Satz benétigen wir ein Resultat iiber positive und invertierbare lineare
Operatoren. Dabei verwenden wir das folgende Lemma, dessen Beweis etwa in [FMI16l p.70]
zu finden ist.

Lemma 4.1.8. Sei H ein Hilbertraum und A € Ly(H) positiv, also (Az,x) > 0 fir alle
x € H. Dann gilt

|(Az,y)|* < (Az,z)(Ay,y) < || Al (Az, 2)|y] (4.5)
fiir alle x,y € H.

Korollar 4.1.9. Ist H ein Hilbertraum und A € Ly(H) ein positiver Operator, dann ist
die Invertierbarkeit von A zur Eristenz eines C' > 0 mit

Cllz||* < (Az, ) (4.6)

fiir alle x € H dquivalent.
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Beweis. Sei zunéchst A invertierbar. Setzen wir in Ax =y, so erhalten wir
lAz|* < || All(Az, 2)|| Az ],
woraus sofort ||Ax||? < ||Al|(Ax, z) folgt. Damit schlieBen wir auf
lz]|* = A7 Az || < |ATH? )| Az ||* < AT All(Az, 2)

fiir alle x € H.
Existiert umgekehrt ein C' > 0 mit (4.6]), so folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Cllall* < (Az,z) < [|Az|||x]

fiir alle x € H. Daraus schliefen wir auf die Injektivitit von A und die Abgeschlossenheit
von ran A. Als positiver Operator ist A selbstadjungiert, was

{0} = ker A = (ran A)*
zur Folge hat. Da ran A abgeschlossen ist, folgt die Bijektivitit von A. O

Satz 4.1.10. Sei H ein separabler Hilbertraum und X = (xn)nen eine minimale und
vollstindige Folge aus H. Sei weiters X' die zu X biorthogonale Folge gemdfs Lemma .
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) X ist eine Riesz-Basis von H.

(ii) Es existieren A, B > 0 mit |[Vxa||®> < Alla||? und |[Vxa|* < Blla||?* fir alle a €
(N, C).

(iii) ran Jx C ¢2(N,C) und ran Jyx C ¢*(N, C).
(iv) Tx und Ty sind beschrinkte lineare Abbildungen von ¢*(N,C) nach ¢*(N,C).
(v) Ty ist eine lineare und beschrinkte Bijektion auf /2(N, C).

Beweis. ,,(i) = (ii) “: Ist X Riesz-Basis, so folgt die erste Ungleichung unmittelbar aus Satz
Wegen Satz ist auch X’ eine Riesz-Basis. Somit folgt die zweite Ungleichung
auch aus Satz diesmal angewandt auf X'.

,»(i1) = (iii) “: Die erste Ungleichung in |(#2)| bedeutet, dass Vx ein beschrénkter linearer
Operator auf (2 z(N,C) ist. Da 02 z(N,C) dlcht ist, ldsst sich Vy zu einem linearen und be-
schriankten Operator auf (2(N, (C) fortsetzen. Aus Satz - 3.2.6| folgt, dass dann Jx: H —
?2(N, C) beschrinkt ist, also ranJx C ¢?(N,C). Analog schliet man von der zweiten Un-
gleichung auf ran Jy C ¢2(N, C).

,(ill) = (iv)“: Nach Lemma folgt aus ranJy C (?(N,C), dass Jx: H — (*(N,C)
beschriinkt ist. Daraus schlieBen wir mit Satz dass sich I'y zu einem linearen und
beschrinkten Operator auf £2(N,C) fortsetzen lisst. Analog hat die zweite Inklusion die
lineare und beschréankte Fortsetzbarkeit von I'ys zur Folge.

»(1v) = (v)“: GeméaB Satz impliziert die Beschranktheit von I'ys die Beschréanktheit
von Jy : H — /2(N,C). Andererseits folgt aus der Beschriinktheit von I'y, dass sich Vy zu
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einem stetigen linearen Operator von ¢?(N, C) nach H fortsetzen lisst. Wegen Proposition
gilt VyJyx = x und Jy'Vya = a fir alle z € span{z,,: n € N} und a € E%(N,(C). Da
diese Unterrdume dicht sind, schlieflen wir aus der Stetigkeit von Jy und Vy auf Jy/Vy =1
und VxJyr = I, womit Vi bijektiv ist. SchlieBlich folgt aus , dass auch I'y invertierbar
ist.

»(v) = (1)“: Wegen der Beschrénktheit von I'y und konnen wir Korollar
anwenden, was zusammen mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Existenz von
A, B > 0 mit

Alla]* < (Ixa,a) < Blla|® (4.7)
fiir alle a € Eé(N, C) liefert. Gleichung (3.10|) hat
Allal® < [[Vxal® < Bllalf? (4.8)

zur Folge, womit sich X wegen Satz [£.1.7] als Riesz-Basis herausstellt. O

4.2 Riesz-Basen und unbedingte Basen

Definition 4.2.1. Eine Folge (z,),cy aus einem Banachraum X heifit unbedingte Basis
von X, falls es fiir jedes x € X eine eindeutige Folge (¢, )nen aus C mit

T = E CnTp

neN

gibt, wobei die hierbei auftretende Reihe unbedingt konvergiert. Bezeichnen wir mit §(N)
die Menge aller endlichen Teilmengen von N, so ist das gleichbedeutend mit folgender
Tatsache. Zu jedem € > 0 gibt es ein A € §(N) derart, dass fiir alle A € F(N) mit 49 C A

T — E CnTn

neA

< €.

Da aus der unbedingten Konvergenz die {ibliche Konvergenz einer Reihe folgt, sind unbe-
dingte Basen auch Schauderbasen.

Korollar 4.2.2. Ist H ein separabler Hilbertraum und X = (x,)nen €ine Riesz-Basis, dann
ist X eine unbedingte Basis von H.

Beweis. Dem Satz entnehmen wir, dass sich jedes x € H als

xr = Z(m, UxUxxy)xy, (4.9)

neN

schreiben lédsst, wobei die Reihe auf der rechten Seite unbedingt konvergiert. Wegen Be-
merkung ist X vollstdndig. Satz besagt, dass (UyUxxy)nen die eindeutige zu X
biorthogonale Folge ist. Somit folgt aus Lemma [3.3.5] dass X eine Schauderbasis von H ist.
X ist sogar eine unbedingte Basis, da unbedingt konvergiert. O
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Den Rest dieses Abschnitts wollen wir der Umkehrung von Korollar widmen. Wir
bereiten den Weg hierzu mit dem folgenden Resultat.

Satz 4.2.3. Sei X ein Banachraum und (x,)nen €ine minimale und vollstindige Folge aus
X. Ist (z])nen die zu (xp)nen biorthogonale Folge, so definieren wir fir A € §F(N) und
x € X den linearen Operator S4: X — X durch

Sazr = Z zh (2) 2.

neA

Unter diesen Voraussetzungen ist Su fir jedes A € F(N) beschrinkt und die folgenden
Aussagen sind dquivalent.

(i) (zn)nen ist eine unbedingte Basis von X.
(i) Fir alle x € X gilt sup gcgv)l|Saz|l < +oc.
(#4d) sup scg[Sall < +oo.
Beweis. Fiir festes A € §(N) und jedes z € X gilt

neA

|Saz|| = < el Y llzpllllanl,

neA

woraus die Beschriinktheit von S4 folgt. Wir zeigen als Néchstes die behaupteten Aquivalenzen.
»(1) = (ii) “: Ist (zp)nen eine unbedingte Basis von X und infolge auch eine Schauderbasis,
so gibt es wegen Lemma zux € X ein Ag € F(N) derart, dass

neA

<1

fiir alle A € F(N) mit Ay C A. Fiir beliebiges A € §(N) hat man

[Saz| =

Z 2 (),

neA

= X @ Y an(@)l,

neAUAg nEAo\(AﬂAo)

weshalb

ISazll < || Y ap(@)za + Y an(@)an

neAUAg TLGAQ\(AHAQ)

<lz— Y w@a|+lell+ DY 2@zl

neAUAg nGAo\(AﬂAQ)

<1+l + Y lan (@)l

neAg
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Die rechte Seite in dieser Ungleichungskette ist unabhéngig von A, woraus wir auf
sup gcg) |[Saz|| < 400 schlieBen.

, (i) = (111) “: Da die Operatoren Sy fiir A € §(N) beschrankt sind, folgt die zu zeigende
Aussage unmittelbar aus dem Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit.
»(ili) = (1)“: Wir definieren C' = 1 + sup ¢z [1Sall- Zu z € X und € > 0 gibt es wegen
der Vollsténdigkeit von (x,)nen ein 4g € F(N ) und a, € C,n € Ay, derart, dass fiir
To = Y pea, Wnn € span{z,: n € N}

I = woll < 5o

Aus 2}, () = dpm folgt

x%(xo) - x;Z Z AmTm = Z amx;l(xm) = { ’ ur n ¢ 0>

me Ao me Ao an, firn € Ay,

woraus wir fiir A € F(N) mit Ay C A auf

Sazrg = Z 2 (20) Ty = Z nTn = To

neA neAp

schlieBen. Dies hat wegen C' > 1 wiederum

[ = Saz|| < [lz — ol| + [lzo — Saz|

= |z — Saxg— 9 <= o=

[ = @oll + |Sazo — Saz]| + 50 =
zur Folge, womit & = )y}, (2)xy,. Insbesondere konvergiert diese Reihe im iiblichen
Sinn, woraus wir mit Lemma die Eindeutigkeit der Darstellung erhalten. Also ist
(Zn)nen eine unbedingte Basis. O

Korollar 4.2.4. Sei H ein Hilbertraum, (x,)nen eine minimale und vollstindige Folge
aus H sowie (z)nen die zu (Tn)nen biorthogonale Folge. (xy)nen ist genau dann eine
unbedingte Basis von H, wenn (z])nen eine solche ist. Des Weiteren gilt

0 < inf ||zy|| < sup||z,| < +o0 (4.10)
neN neN
genau dann, wenn
0 < inf ||z, || < sup||a,|| < +oo. (4.11)
neN neN

Beweis. Fiir A € §(N) folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dass der durch

Vax = Z(x,xn)x%

neA
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4 Riesz-Basen

fir x € H definierte lineare Operator beschrankt ist. Sind x,y € H, so haben wir fiir Sy
wie in Satz [4.2.3]

(Saz,y) = (Y (2, 2h)en,y) = Y (,27) (20, y)

ncA neA
= Z (Z/axn)(%x%) = (33, Z(yann)iv%) = (113', VAy)a
neA neA

woraus wir S% = Vy ableiten.

Sei zunéchst (2], )nen eine unbedingte Basis von H. Da unbedmgte Basen stets Schauderba-
sen sind, ist (2],)nen minimal und vollsténdig, weshalb wir Satz auf die Folge (z],)nen
anwenden konnen. Weil (z,)nen die zu (z,)pen biorthogonale Folge ist, entspricht in die-
sem Fall der Operator aus Satz m genau Vy. Folglich gilt sup 4e5n ||VA|| < 400, womit
wir wegen

sup |[Sall = sup [|S4l[ = sup [[Vall (4.12)
A€eF(N) AeF(N) Aeg(N)

auf sup gczv)l1Sall < +oo schlieBen. Voraussetzungsgemaﬁ ist (2, )nen minimal und vollstédndig.
Nochmalige Anwendung von Satz impliziert, dass (z,)nen eine unbedingte Basis ist.

Ist umgekehrt (x,)nen eine unbedingte Basis, so schlieen wir aus Satz [4.2.3| und (4.12)
auf sup 4z [|Vall < +oc. Nach Lemma“mt (2], )neny minimal. Um die Vollstédndigkeit
von (2, )neN elnzusehen sei € H mit ( = 0 fiir alle n € N. Infolge gilt

Sax = Z(w,x;)xn =0

neA

fiir alle A € F(N). Nach Voraussetzung ist (z,,)nen eine unbedingte Basis, womit wir auf

x = Z(ZL‘, )T, = Aéiér(lN) Z(:ﬂ,:pg)xn =0

neN neA

und damit auf span{m’ 'n € N}L = {0} schlieBen. Also ist (z,)nen vollstindig. Eine
Anwendung von Satz auf (z),)nen weist diese als unbedingte Basis aus.
Nach Korollar ex1st1ert ein C' > 0 mit

1< [l [l < 2€

Trifft (4.10) zu, so schlieBen wir auf

2C 2C
sup”an < sup = - < 400
neN neN [zl infrenl|zn||
und
1 1
1nf||x | > 1nf > 0.
el suppenln]
Der Schluss von (4.11)) auf (4.10]) verlauft analog. O
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4 Riesz-Basen

Wir benétigen noch das folgende Resultat, welches in [Heill] zu finden ist.

Lemma 4.2.5. Ist X ein Banachraum und (xy)nen aus X derart, dass ), Tn unbedingt
konvergiert, so gilt

sup {

Beweis. Fiir A € F(N) und ¢ := (cp)nea,cn € C,lc,| < 1, definieren wir ein lineares
Funktional R, 4: X’ — C durch

g Cndn

A e FN) und ¢, € C, e, < 1,n€A} < +o0. (4.13)
neA

= x’(z Cnn).

neA

Aus der Stetigkeit eines beliebigen 2’ € X' folgt die unbedingte Konvergenz von ), . 2’ ().
Da fiir komplexwertige Reihen aus der unbedingten die absolute Konvergenz folgt, erhalten
wir Y 7 |2'(z,)| < 400 und schliefen auf

|Rea(2')] = |2 chxn chx xn)| < Z|x xn)| < Z!x Tn)| < +oo.  (4.14)
neA neA neA
Die Ungleichung
|Re,a(x 2> cnwn)| <D cnwnl| 2]
neA neA

hat die Beschranktheit der Funktionale R. 4 zur Folge. Die rechte Seite in (4.14) ist un-
abhingig von A und ¢, weshalb

sup{||Re.a(z')||: A € F(N) und ¢, € C,|c,| < 1,n € A} < +o0.
Also erhalten wir aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschréinktheit
sup{||Rcall: A € F(N) und ¢, € C,|¢,,| < 1,n € A} < +o0. (4.15)

Fir A € §(N) und ¢, € C, e, | < 1,n € A, impliziert Korollar

E CnTn

[Reall = sup |Rea(a')] = sup

9

e X' 'eX’
fali=1 =1 ! A ned
woraus zusammen mit (4.15)) die behauptete Aussage folgt. O

Satz 4.2.6. Ist H ein Hilbertraum und (xn)neny aus H derart, dass ZneN Ty unbedingt
konvergiert, so gilt

o0
> llznl? < +oo.
n=1
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4 Riesz-Basen

Beweis. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion, dass es fiir jedes N € N Skalare ¢1,...,cy €
C mit |e,| <1 firn=1,...,N derart gibt, dass
2

(4.16)

N N
ZHanQ < chxn
n=1 n=1

Fir N =1 folgt die Aussage unmittelbar mit der Wahl ¢; = 1.
Gibt es (4.16]) erfiillende ¢1,...,cny mit |¢,| < 1 fiir n =1,..., N, so erhalten wir mit der
Wahl ey = eiar{(Tas cnvnani1)}

N+1 2 N 2
Z CnTp|| = ||CN+1TN+1 + Z CnTn
n=1 n=1
N 2 N
= chl'n + 2%2{5N+1(Z Cnn, TN41)} H|2 N1
n=1 n=1
>0

N+1

N
> lanll® + lenal® = llzall®.
n=1 n=1

Definieren wir C' als den Ausdruck (4.13), so existieren fiir alle N € N Skalare ¢i,...,cy €
C,len| <1firn=1,...,N derart, dass

N
> llzall® <
n=1

Infolge gilt > o0, ||, * < oo. O

Vv

2
<C.

N
E CnTn

n=1

Satz 4.2.7. Jede unbedingte Basis in einem Hilbertraum, die der Bedingung (4.10|) geniigt,
ist eine Riesz-Basis. Umgekehrt ist jede Riesz-Basis eine unbedingte Basis, welche ({4.10))
erfillt.

Beweis. Dass jede Riesz-Basis (2, )nen eines Hilbertraums H eine unbedingte Basis abgibt,
haben wir bereits in Korollar gezeigt. Ist T' € Ly(H ) bijektiv mit der Eigenschaft, dass
(T'zp)nen eine Orthonormalbasis von H ist, so folgt

L= |[[Tan| < |T([lznll, neN.
Aus Stetigkeit von 7! schlieBen wir auf
lzall S IT7 Tanll < T Tzl = T, neN,

womit (4.10]) gilt.
Sei umgekehrt X = (z,)nen eine (4.10) erfiillende unbedingte Basis eines Hilbertraums H.
Dann ist X minimal und vollstdndig, womit die nach Lemma in eindeutiger Weise
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4 Riesz-Basen

existierende zu X biorthogonale Folge X' = (x,)nen wegen Korollar eine unbedingte
Basis von H abgibt. Infolge ldsst sich jedes x € H als

xr = Z(x, Tn)x)

neN
schreiben, wobei die Reihe auf der rechten Seite unbedingt konvergiert. Satz hat dann

>l @) Pllzn]|* < +oo (4.17)

n=1

zur Folge. X' erfiillt nach Korollar die Bedingung (4.11)), womit

1 Txalf = Y Iz, 20)[* < +oo

neN
gilt. Also haben wir ranJy C ¢?(N,C). Analog zeigt man ran Jy C ¢?(N,C). Mit Satz
folgt letztendlich, dass X eine Riesz-Basis von H ist. ]

4.3 Riesz-Basen von L*[—, 7]

Wir bezeichnen mit L?[—n, 7] den Raum der beziiglich dem Lebesguemafl quadratinte-

grierbaren komplexwertigen Funktionen auf [—m, 7|. Bekanntermafien bilden die Funktio-
nen x,(t) = \/%e*mt fir n € Z eine Orthonormalbasis von L?[—7,7]. Betrachtet man
—iAnt

allgemeiner Funktionen der Bauart ée mit einer Folge (A,)nez aus C, so stellt sich
die Frage, ob bestimmte Eigenschaften der Orthonormalbasis erhalten bleiben, wenn die

Folge (An)nez von (n)pez nur “leicht” abweicht. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die

Funktionen \/%e_i’\"t eine Riesz-Basis von L?[—, 7| bilden, falls es eine Konstante L > 0
mit
1
sup|\, —n| <L < — (4.18)
nez T

gibt. Der Schliissel zum Beweis dieser Aussage liegt in Satz welcher in [PW34] p. 108]
zu finden ist.

Lemma 4.3.1. Sei H ein separabler Hilbertraum und (xy)nez eine Orthonormalbasis von
H. Ist (yn)nez eine Folge aus H und gibt es ein A € [0,1) derart, dass

N
E CnTn
n=—N

fiir alle N € N und alle c_,...,cn € C, so ist (yp)nez eine Riesz-Basis von H.

N

Z Cn(mn - yn)

n=—N

<A (4.19)

Beweis. Da (xy)nen eine Orthonormalbasis ist, lidsst sich jedes x € H auf eindeutige Weise
als ¢ = ZnEZ cnxy darstellen. Dabei sind ¢,,n € Z, die Fourier-Koeflizienten von z. Da
diese Reihe nach Satz unbedingt konvergiert, konvergieren auch

E cny und E Cnn,

neN ne—N
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4 Riesz-Basen

unbedingt. Folglich sind diese Reihen auch im {iblichen Sinn der Konvergenz einer Reihe
konvergent und damit die Folgen ihrer Partialsummen Cauchy-Folgen. Also gibt es zu € > 0
eine natiirliche Zahl Ny mit

M
§ CnTn

n=N+1

—(N+1)
< € und Z CnTnll < €
n=—M

fiir alle M > N > Ny. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir zusammen mit (4.19))

M N
Z Cn(xn - yn) - Z Cn(xn - yn)
n=—M n=—N
M —(N+1)
= Z Cn(xn - yn) + Z Cn(xn - yn)
n=N+1 n=—M
M —(N+1)
< Z Cn(xn - yn) + Z Cn(xn - yn)
n=N+1 n=—M
M —(N+1)
<A Z CnTnll + A Z Cnpnll < 2€
n=N+1 n=—M

fiir alle M > N > Ny. Also ist (Zf:[:_N cn(Tn — yn))Nen eine Cauchy-Folge. Fiir x € H
folgt zusammen mit der Eindeutigkeit der Darstellung von x als Fourierreihe, dass durch

N
Sz := lim cn(Tn — Yn)

N—oo
n=—

eine lineare Abbildung von H nach H definiert ist. Da aus der unbedingten Konvergenz
von ZnGZ cny die Existenz von limpy_s oo 22[:7 ~N CnTn gegen denselben Grenzwert folgt,

haben wir wegen (4.19))

N N
Sz = ]\}gnoo Z cn(Tn — Yn) :]\}i—rfloo Z cn(Tn — Yn)
n=— n=—N
N
< Jlim A ZNcnxn = M|z
n——

Also ist S beschrénkt mit ||S|| < 1, weshalb T':=1 — S € Ly(H) invertierbar ist. Wegen
Tl'n:(I*S)xn:l'n*(xn*yn):ym n € 7,

ist (T~ 9n)nez = (Tn)nez eine Orthonormalbasis von H. Definitionsgemif ist daher (1, )nez
eine Riesz-Basis von H. O

‘Wir wollen noch die Definition der Fouriertransformation sowie den Satz von Plancherel in
Erinnerung rufen.
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Definition 4.3.2. Fiir f € L'(R) und ¢ € R ist die Fouriertransformierte von f definiert
als

FPW == [ fwedu

Die dadurch auf L' (R) definierte lineare Abbildung F heiBt Fouriertransformation.

Definition 4.3.3. Die Menge S(R) aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen f: R —
C mit

sup|u” £ (u)] < o0
u€R

fiir alle m,n € NU {0} heifit Schwartz-Klasse.

Es lisst sich zeigen, dass die Schwartz-Klasse ein dichter Unterraum von L!(R) und L?(R)
ist. Weiters ist die Einschrinkung F [g) eine lineare und beziiglich ||.|[z2(r) isometrische
Bijektion von S(R) auf S(R). Fiir Beweise dieser Aussagen verweisen wir auf [Kal21l p.310].
Als Konsequenz hieraus erhalten wir

Satz 4.3.4. Die Einschrinkung F [sg): S(R) — S(R) ldsst sich auf eindeutige Weise zu
einem unitdiren linearen Operator von L?(R) nach L?(R) fortsetzen. Wir bezeichnen diese
Fortsetzung ebenfalls mit F. Insbesondere gilt

1 £llz2®y = IF (22 w) (4.20)
fiir alle f € L*(R).

Satz 4.3.5. Ist (Ap)nez aus C und L > 0 mit der Figenschaft (4.18), so bilden die Funk-

tionen (ﬁe‘””t)nez eine Riesz-Basis von L*[—m, ).

Beweis. Wir wollen Lemma4.3.1|auf den Hilbertraum L?[—n, 7] und die Funktionen x,,(t) =
L_e=iMnt ¢ 7 anwenden. Dazu sei zunichst N € N fixiert. Fiir

Ve () = e
ne€Z,—N<n<Nundc_p,...,cy € C definieren wir

1, n<A,
Sp =
0, n> A,

und fiir v € (min{\,,n}, max{\,,n})

VYn(u) = (=1)""cp.

Wir bemerken, dass 1, im Fall \,, = n nirgends definiert ist. Wegen (4.18]) und # < % sind
die Definitionsbereiche der Funktionen 1, in [n—%, n+%] enthalten und infolge disjunkt. Da-

mit stellt sich 1) = Uf:[:_ ~ ¥n als wohldefinierte Funktion auf Uflvz_ N (min{\,, n}, max{\,,n})
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heraus. Setzt man ¢ durch 0 auf ganz R fort, so ist diese Fortsetzung v ein Element von
L%(R). Fiir t € R haben wir

N
1 —in —1
> cn<xn<t>—yn<t>>=nZ_Ncn (e — e

it n
Cn e~ dy,

V2T Z /

n=—N n

. 1 & —iut = —q
it / e du = —itFW) ().

Aus (4.20) und der eben bewiesenen Gleichheit folgt

N
o 12

N 2

Z cn(@n(t) — yn(l))

n=—N

dt = | F(O)I22 ) = 1¥172

N N
= Z |n_)‘n||cn’2§L Z |cn’2
n=—N n=—N

N 2

g CnTn

n=—N

=L (4.21)

L2?[—m,m)

Zusammen mit ([4.21]) schlieen wir von der Ungleichung

2 2

N N
>~ 1 ™1
[ 5 3 alm@-ne)| d= [ 513 o -n)| @
T n=—N - n=—N
auf
N 2 o 1| X 2
Z Cn(xn_yn) §7T2/ ﬁ Z Cn(xn(t)_yn(t)) dt
n=—N L2[—7 7] —o© n=—N
N 2
< 7L Z Cnp
n=—N L2[—7 7]

Voraussetzungsgemi$ gilt 72L < 1, womit wir (4.19) nachgewiesen haben. Nach Lemma
bildet (yn)nez eine Riesz-Basis von H. O
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5.1 Definition und Eigenschaften

In diesem Abschnitt seien alle Hilbertraume als separabel vorausgesetzt. Die Ergebnisse
dieses Abschnitts sind in [Chrl6l p.119 ff.] zu finden.

Definition 5.1.1. Eine Folge (z,)neny aus einem Hilbertraum H heifit Frame, falls es
A, B > 0 derart gibt, dass

Allal* < Y I, 20)* < Bllz|? (5.1)

n=1
fir alle x € H.

Bedingung ((5.1]) ldsst sich auch tiber den Interpolationsoperator gem#fi Definition
ausdriicken. In der Tat ist (5.1)) fiir X = (z,)nen aus einem Hilbertraum H zu

Allz|* < || Jx2[|7 < Bllz|? (5:2)

fiir alle z € H dquivalent. Insbesondere ist fiir einen Frame X der Interpolationsoperator
Jx: H — (*(N,C) beschrinkt.

Bemerkung 5.1.2. Ist H ein Hilbertraum und X = (x,)nen ein Frame aus H, so hat
(5.2) die Injektivitét von Jy zur Folge. AuBlerdem erhalten wir, dass Jx als Abbildung von
H auf ran Jy bijektiv und die Inverse davon auch beschrankt ist. Insbesondere ist X gemé&f

Lemma vollstandig.

Da fiir eine Orthonormalbasis (xy,)nen eines Hilbertraums H stets (2.2)) gilt, ist jede Or-
thonormalbasis auch ein Frame. Durch Abdndern einer Orthonormalbasis lassen sich daher
leicht Beispiele fiir Frames konstruieren.

Beispiel 5.1.3. Sei (z,)nen eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H. Wir definieren
eine Folge (yn)nen durch y; = z1 und y,, = x,—1 fiir n > 1. Fiir z € H folgt aus ([2.2))

) ) 00
2] = [, za)? <D @) P <2 (@, z0)* = 2],
n=1 n=1 n=1

womit sich (Y, )nen als Frame herausstellt. Dieser Frame ist linear abhéngig, womit er sicher
keine Orthonormalbasis ist.
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Beispiel zeigt einen fundamentalen Unterschied zu den bisher behandelten Basisbe-
griffen. Wahrend Orthonormalbasen und Riesz-Basen stets minimal sind, miissen Frames
nicht einmal linear unabhéngig sein.

In Zusammenhang mit Frames tritt neben den in Abschnitt eingefithrten Operatoren
noch ein weiterer in Erscheinung. Wir bemerken zunéchst, dass fiir einen Frame X aus der
Beschrénktheit von Jy mit Satz die beschriinkte Fortsetzbarkeit von Vi auf £2(N, C)
folgt. Demnach ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 5.1.4. Sei H ein Hilbertraum und X = (z,,)pen ein Frame. Wir nennen den
linearen und beschriankten Operator Sy: H — H definiert durch Syz = VyJxx den Frame-
Operator.

Lemma 5.1.5. Ist H ein Hilbertraum und X ein Frame aus H, so ist der Frame-Operator
Sy selbstadjungiert, positiv und invertierbar.

Beweis. Geméif3 Satz gilt Vi = Jx, womit wir auf
(Sxz,z) = (Ve ez, x) = || Jxx|? (5.3)

fiir alle x € H schlielen. Folglich ist Sy positiv. Die Selbstadjungiertheit von Sy erhalten
wir unmittelbar aus (3.6]).
Aus (5.2) und (5.3)) folgt die Existenz eines A > 0 mit

All|)? < | Jxz|? = (Sxx, ).
Korollar hat dann die Invertierbarkeit von Sy zur Folge. O

Ahnlich wie bei Riesz-Basen lisst sich auch fiir einen Frame aus einem Hilbertraum H jedes
x € H als unendliche Summe der Frame-Elemente schreiben.

Satz 5.1.6. Sei H ein Hilbertraum und X = (xy)nen ein Frame aus H. Fiir jedes x € H
gilt

Sxx = Z($,xn)xn (5.4)
neN

und

xr = Z(az,S;lxn)wn, (5.5)

neN
wobei die hierbei auftretenden Reihen unbedingt konvergieren.

Beweis. Da (en)nen eine Orthonormalbasis von ¢2(N, C) abgibt, kénnen wir jedes Jyxz =
(%, Zn)neny mit x € H als Jyxr = ) n(x,7,)e, schreiben. Aus der Stetigkeit von Vy
erhalten wir

Sxx = VyJyx = Vx (Z(w,xn)en> = Z(x, xn)Vyen = Z($,$n)$n

neN neN neN
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Wegen Lemma ist Sy selbstadjungiert und invertierbar, was zusammen mit (5.4)

x = stx_lx = Z(S;lx,xn)xn = Z(ZL‘, S;la:n):vn

neN neN

zur Folge hat. O
Lemma 5.1.7. Jede Riesz-Basis eines Hilbertraums H ist auch ein Frame.

Beweis. Ist X = (x,)nen eine Riesz-Basis von H, so ist die zu X biorthogonale Folge
X' = (2))nen geméB Satz ebenfalls eine Riesz-Basis von H. Folglich existiert nach
Lemma eine wegen Bemerkung eindeutige lineare und beschriinkte Bijektion
Uy : H — (?(N,C) mit Uyx), = e, fiir alle n € N. Fiir den nach Satz linearen und
beschriinkten Operator Jyx: H — (?(N,C) gilt

Jx.ﬁ% = ((x;p-xm))mEN = €n.

Aufgrund der Eindeutigkeit von Uy muss Uy = Jy gelten. Also ist Jy bijektiv, was die
Existenz eines C' > 0 mit C||z|| < ||Jxz]| fiir alle x € H und damit (5.2]) zur Folge hat. O

Wir wollen als Néchstes ein zu Korollar analoges Resultat fiir Frames bringen. Dazu
benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.1.8. Fir einen Hilbertraum H und T € Ly(H) ist T genau dann surjektiv, wenn
T* nach unten beschrinkt ist, was die Existenz eines C' > 0 mit

Cllz|| < |T*z[|, =€ H, (5.6)
bedeutet.

Beweis. Sei zunéchst T' surjektiv. Bezeichnen wir fir M C H mit tpr: M — H, o(z) =z
die Einbettungsabbildung, so folgt aus

T((kerT)Y) = T(ker T + (ker T)Y) = T(H) = H

die Surjektivitédt von T'tge,ryr. Gilt Tz = 0 mit = € (ker T)*, so folgt € kerT und
damit z = 0. Also stellt sich T4y, 7)1 als bijektiv heraus. Infolge ist auch (T¢(yerpyr)* =
Plyer )1 T bijektiv. Dabei ist P,y : H — (ker T' )+ die Orthogonalprojektion auf (ker 7).
Da (ker T')* abgeschlossen und damit vollstéindig ist, stellt Perry1 T eine beschrénkte Bi-
jektion mit beschrénkter Inversen dar. Folglich ist Py, 7)1 7™ nach unten beschrénkt, also
existiert ein C' > 0 mit

CH:CH < ||P(kch)J-T*x”’ reH.

Zusammen mit ranT* C ranT* = (ker T')* erhalten wir (5.6)).

Gilt umgekehrt , so ist T™* injektiv und ranT* abgeschlossen. Also ist Poanp+1*: H —
ranT™* eine beschrinkte Bijektion. Infolge ist auch Tipanrs = (Poan+T*)*: ranT* — H
beschriankt und bijektiv. Daraus schliefen wir unmittelbar auf die Surjektivitdat von 7. [
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Satz 5.1.9. Sei H ein Hilbertraum, X = (zy)nen ein Frame und U € Ly(H). = (Uzp)nen
ist genau dann ein Frame, wenn U surjektiv ist.

Beweis. Zunichst haben wir
Jur = (2, Uzp))nen = (U x, 2p) ) neny = JxUz, = € H. (5.7)

Da X ein Frame ist, gibt es A, B > 0 derart, dass (5.2) fiir alle z € H gilt. Im Fall, dass

ein Frame ist, existieren definitionsgemifl A, B > 0 mit
Allz|® < || Juz|® < Bl (5.8)
fiir alle z € H. Weiters gilt fiir beliebiges z € H (/5.7]), woraus wir zusammen mit (5.2)) und
(6:5) auf
1 1 A
[0l > LUl = Al > Slal?

schlieffen. Also ist U* nach unten beschrinkt, was nach Lemma die Surjektivitat von
U zur Folge hat.

Ist umgekehrt U surjektiv, so folgt aus Lemma[5.1.8 die Existenz eines C' > 0 mit C||z|| <
|U*z|| fir alle x € H. Zusammen mit schlieflen wir auf

[ Juz||* = || xU " ||* > AlU*z||* > AC?||z||*.
Wegen der Beschrinktheit von U* folgt
[ Jyz|* = || JxU*z]|* < B|U*|?||z]?

fiir alle z € H, womit i ein Frame ist. ]

5.2 Charakterisierung von Frames

Frames sind nach Definition iiber den Interpolationsoperator charakterisiert. Der folgende
Satz liefert Charakterisierungen iiber die Gram-Matrix und den Syntheseoperator.

Satz 5.2.1. Fir eine Folge X aus einem Hilbertraum H sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(i) X ist ein Frame.

(ii) Vx lasst sich auf eindeutige Weise zu einer linearen und beschrinkten Abbildung auf
?2(N,C) fortsetzen und die entsprechende Fortsetzung ist surjektiv.

(ii1) Vx ldsst sich auf eindeutige Weise zu einer linearen und beschrinkten Abbildung auf
2(N,C) fortsetzen. Weiters ist X vollstindig und es gibt A, B > 0 mit

Allal® < |Vxal® < Bla|® (5.9)

fiir alle a € (ker V)=t
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(iv) Die Gram-Matriz Ty lisst sich eindeutig zu einer beschrinkten linearen Abbildung von
(%(N, C) nach *(N, C) fortsetzen. Auferdem ist X vollstindig und T'x |an j, @ Tan Jy —
ran Jyx invertierbar mit beschrinkter Inversen.

Beweis. (i) <= (ii)“: Geméf Satz ist die Beschriinktheit von Jx: H — (2(N, C) zur
beschrénkten linearen Fortsetzbarkeit von Vx gleichbedeutend. In diesem Fall gilt Vy = J5,
woraus wir zusammen mit Lemma und auf ,, (i) <= (ii)“ schliefen.

»(1) = (iv)“: Nach Voraussetzung ist Jx: H — ¢%(N,C) beschrinkt. Wegen Satz
lisst sich demnach T'y zu einer linearen und beschrinkten Abbildung von ¢%(N, C) nach
?2(N,C) fortsetzen. Als Frame ist X nach Bemerkung vollstdndig. Wegen ist
ran Jx abgeschlossen. Weiters hat

JxVy =ViVy =T

ranI'y C ran Jy zur Folge. Wir miissen also die Bijektivitdt von I'x [ran j, nachweisen. Da
wir ,, (1) <= (ii) “ bereits gezeigt haben, ist Vx beschrankt fortsetzbar und die entsprechende
Fortsetzung Vy: ¢2(N,C) — H surjektiv. Infolge ist Vy: (ker Vy)t — H bijektiv. Um dies
einzusehen sei Vxa = 0 mit a € (ker Vx)*. Daraus erhalten wir a € ker Vi N (ker Vx)* und
damit @ = 0. Des Weiteren haben wir

Va((ker Vi)?) = Vi(ker Vi + (ker Va)©) = Vx(F3(N,C)) = H.

Folglich ist Vx: (ker Vx)* — H bijektiv und beschriinkt. Da (ker Vx) abgeschlossen ist,
hat Vy: (ker Vy)t — H eine beschrinkte Inverse. Es folgt die Existenz eines C' > 0 mit

Cllal]? < [|Vxal® = (Txa, ) (5.10)

fiir alle a € (ker Vx)* = ran.Jy = ran Jy. Die rechte Gleichheit in folgt aus .
Da die Gram-Matrix positiv ist, hat wegen Korollar die Invertierbarkeit von
% [ran g, zur Folge.

,»(iv) = (iii)“: Lésst sich T'y eindeutig zu einem beschriinkten Operator von £2(N, C) nach
?2(N, C) fortsetzen, so hat gem#f Satz auch Vx eine eindeutige lineare und beschrinkte
Fortsetzung Vi : £2(N,C) — H. Voraussetzungsgemf ist I'x [ran Je o ranJy — ranJy bi-
jektiv mit beschréankter Inversen. Infolge gibt es ein C' > 0 mit

Cllall < [[Txall = [[Vx Vxall < [V |[[[Vxall (5.11)

fiir alle a € ranJy. Wegen ran Jx = (ker Vy)* gilt auf dem in (ker Vy)* dichten
Unterraum ran Jx und somit aufgrund der Stetigkeit von Vy: ¢2(N,C) — H fiir alle a €
(ker V:{)L.

,(iil) = (ii)“: Nach Lemma impliziert die Vollsténdigkeit von X die Injektivitit von
Jx. Entsprechend gilt

{0} = ker Jx = (ran Vx)L,

woraus wir ran Vy = H folgern. Um die Surjektivitit von Vy: £2(N,C) — H nachzuweisen,
geniigt es also die Abgeschlossenheit von ran Vy zu zeigen. Sei dazu (Vxxy,)nen eine Cauchy-
Folge aus ran Vy. Fiir n € N kénnen wir 2, = y, + 2, mit y, € ker Vy und z, € (ker Vy)*
schreiben. Aus folgt

IVazal® = [[Vazal® > Allzal?,
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5 Frames

womit (z,)nen eine Cauchy-Folge in H ist und infolge gegen ein z € H konvergiert. Die
Stetigkeit von Vi hat dann

Vexy = Veyn + Vezy = Vyzy, — Vez € ran Vy (5.12)
zur Folge. Demnach ist ran V3 abgeschlossen und schlussendlich Vy surjektiv. O

Wir haben bereits bemerkt, dass man durch Abéndern einer Orthonormalbasis leicht Bei-
spiele fiir Frames konstruieren kann. Tatséchlich ist jeder Frame sogar ein Vielfaches einer
Summe von Orthonormalbasen, wie der folgende Satz zeigt. Davor brauchen wir noch

Lemma 5.2.2. Ist H ein Hilbertraum, A € Ly(H) invertierbar und P € Ly(H) positiv mit
|P|| <1, so gelten die folgenden Aussagen.

(i) Es gibt einen unitdren Operator U € Ly(H) und einen positiven Operator R € Ly(H)
derart, dass A = UR.

(ii) Es existiert ein unitirer Operator W € Ly(H) mit P = (W + W*).

Die Beweise dieser Aussagen gehen iiber den Umfang dieser Arbeit hinaus. Wir verweisen
dafiir auf [Chrl6, p.56] und [EMI16) p.279].

Satz 5.2.3. Sei H ein Hilbertraum und X = (xy)nen ein Frame. Dann gibt es zu 0 < e < 1
Orthonormalbasen (Zn,1)neN, (Tn,2)neN, (Tn,3)nen von H mit

Tn = (wn,l + Tn,2 + wn,?))

1—e
fir alle n € N mit einer von € unabhdingigen Konstante C > 0.

Bewets. Nach Satz ist Vy: £2(N,C) — H linear, beschriinkt und surjektiv. Bezeichnen
wir fiir eine Orthonormalbasis (y,)neny von H mit ® den zu (y,)nen gehorigen unitiren

Operator aus Satz so ist T := Vx® € Ly(H) surjektiv mit Ty, = x,, fiir alle n € N.
Fiir 0 < € < 1 definieren wir

1 1—e¢ T
A= T+ —
2 2 7|

Wegen

1
I1—-Al|=|=1 1
I - i = 52 L

2 \TIIH =37

erhalten wir die Invertierbarkeit von A. Gemé&l Lemma kénnen wir A als Produkt
eines unitdren Operators U € Ly(H) und eines positiven Operators R € Ly(H) schreiben.
Da U unitér ist, haben wir

IRl = U Al < 4] < 1.
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5 Frames

Aus Lemma folgt auch die Existenz eines unitiren W € Ly(H) mit R = %(W + W),
woraus wir

2T
1—e€

2|7 1 || )
— I
T (UR=3D) == (UW +UW* ~1I)

T = (A—%D

ableiten. Da UW und UW™* unitér sind, erhalten wir mit Lemma dass auch (UWyp,)nen
und (UW*yp,)nen Orthonormalbasen von H sind. Die Behauptung folgt schlieflich aus

T *
1||H6(UWyn + UW™y, — yn)

Tp =Tyn =

fiir alle n € N. O
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