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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Verallgemeinerung des Spektralsatzes fiir nor-
male Operatoren auf Hilbertrdumen zu schaffen. Hierbei werden wir uns nicht
mehr auf Hilbertrdume, sondern die allgemeineren Kreinrdume, deren inneres
Produkt nicht als positiv definit, sondern nur als definit vorausgesetzt wird, be-
schrinken. Das Funktionalkalkiil, das am Ende der Arbeit stehen wird, werden
wir flir normale, definisierbare Operatoren entwickeln. Normal zu sein bedeutet
in diesem Kontext fiir einen beschriankten, linearen Operator T" auf einem Krein-
raum (K[.,.]), dass T mit seiner Kreinraumadjungierten T vertauscht. Fiir ein
solches T heifit Definisierbarkeit, dass fiir seinen in Kapitel vier eingefiihrten
Realteil A und Imaginérteil B Polynome p, ¢ € R[z]\ {0} derart existieren, dass
[p(A)x,z] > 0 und [¢(B)z,z] > 0 fiir alle z € K.

Im Anschluss an die Einleitung werden wir im zweiten Kapitel zuerst den Begriff
des Kreinraums einfiihren und einige Eigenschaften, beispielsweise die Existenz
der bereits erwahnten Kreinraumadjungierten, zeigen. Dariiber hinaus erinnern
wir an einige bendtigte Resultate aus der Funktionalanalysis. Das Gros dieses
Kapitels orientiert sich an den ersten beiden Kapiteln des Vorlesungsskripts
[Wor08] von Harald Woracek.

Im darauf folgenden dritten Abschnitt wird es darum gehen, Operatoren auf ei-
nem Kreinraum in Operatoren auf passend gewéhlten Hilbertrdumen zu trans-
formieren, was es uns ermoglichen wird, die bekannte Spektraltheorie auf Hil-
bertrdumen anzuwenden. Dass solche passenden Hilbertraume im Falle von be-
schriankten, normalen und definisierbaren Operatoren existieren, werden wir in
Kapitel vier gemeinsam mit einigen Eigenschaften der erwdhnten Transforma-
tionen sehen.

Fn, jene Funktionenfamilie, fiir die das entwickelte Funktionalkalkiil schlussend-
lich gelten wird, werden wir in Kapitel fiinf als Teil einer Familie My einfiihren,
die im Wesentlichen auf dem Spektrum eines auf den Hilbertraum transformier-
ten Operators, ergénzt um Nullstellen der definisierenden Polynome p und g,
definiert ist.



Im letzten Abschnitt werden wir schlussendlich das entwickelte Funktionalkalkiil
angeben und an einem Beispiel betrachten. Das vierte, fiinfte und sechste Ka-
pitel orientieren sich stark an [Kall6] von Michael Kaltenbéck.

2 Definitionen und Voraussetzungen

In diesem Kapitel machen wir einige notwendige Definitionen und zeigen ein
paar grundlegende, Kreinrdume betreffende Ergebnisse, die wir spéater benttigen
werden.

Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum iiber C. Wir nennen eine Abbildung
[,.]: X x X — C inneres Produkt, wenn sie eine hermitesche Sesquilinearform
ist, also wenn gilt

(i) lax + By, z] = afz, 2] + Bly, 2], 0, € C, z,y,2 € X,

(ii) [y, ] = [z, y], 2,y € X.
Insbesondere ist fiir ein inneres Produkt der Ausdruck [z, z] immer reell.

Definition 2.2. Sei (X, [.,.]) ein Vektorraum mit innerem Produkt. Ein z € X
heifit positiv, wenn [z, z] > 0. Analog bezeichnen wir x als negativ, wenn [z, z] <
0, und als neutral, wenn [z, z] = 0.

Ein linearer Teilraum Y von X heifit positiv (negativ, nichtnegativ, nichtpositiv,
neutral), wenn jedes Element von Y \ {0} positiv (negativ, nichtnegativ, nicht-
positiv, neutral) ist. Wir nennen den Teilraum Y definit, wenn er positiv oder
negativ ist, und semidefinit, wenn er nichtnegativ oder nichtpositiv ist.
Dariiber hinaus nennen wir das innere Produkt [.,.] positiv definit (negativ de-
finit, positiv semidefinit, negativ semidefinit, neutral, definit, semidefinit), wenn
ganz X positiv (negativ, nichtnegativ, nichtpositiv, neutral, definit, semidefinit)
ist.

Definition 2.3. Sei (X[, .]) ein Vektorraum mit innerem Produkt. Wir be-
zeichnen x,y € X als orthogonal und schreiben dafiir x L y, wenn [z, y] = 0.
Fiir eine Teilmenge M C X bezeichnen wir M+ :={y € X |Vz € M: 2 L y}
als das orthogonale Komplement von M.

Ein Element x € X heifit isotrop, wenn [z,y] = 0 fiir alle y € X, also wenn
z 1 X. Wir bezeichnen die Menge aller isotropen Elemente von X mit X°.
Zuletzt nennen wir das innere Produkt [.,.] nicht entartet, wenn X° = {0}.

Bemerkung 2.4. In der Situation der vorangegangenen Definition 2.3 bildet
X° einen linearen Teilraum von X, weil das innere Produkt linear in der ersten
Komponente ist. Fir z,y € X° 2z € X und A € C ergibt sich ndmlich Az +
y, 2] = Az, 2] + [y, 2] = 0. Da z € X beliebig war, erhalten wir Az +y € X°.

Definition 2.5. Sei (X, [.,.]) ein Vektorraum mit innerem Produkt. Ein Paar
J = (X1, X_) heifit Fundamentalzerlegung von X, wenn X ein positiver und
X _ ein negativer Teilraum ist und X = X, & X_ & X° gilt.

Hier bezeichnet @ die orthogonale direkte Summe beziiglich [.,.].



Definition 2.6. Sei J = (X, X_) eine Fundamentalzerlegung von (X, [.,.]).
Die orthogonalen Projektionen P, auf X und P_ auf X_ heilen Fundamental-
projektoren zu J. Weiters bezeichnen wir J := P, — P_ als Fundamentalsymme-
trie zu J und definieren (z,y) 7 = [Jx,y], =,y € X, sowie ||z||7 = (z,2) %, x €
X.

Lemma 2.7. Fir eine Fundamentalzerlegung J = (X4, X_) von (X, [.,.]) und
x,y € X gelten folgende Aussagen.

(i) P,P. = PP, =0, P,J = JP, =Py, P.J = JP. = —P_, J? =
P+ P_.
(i) (J|X+@X_)2 = I|x,ex_, insbesondere ist J|x gx_ bijektiv.
(iii) Jz,y] =[x, Ty,  (Jz,y)g = (z,]y)7,
[J.%‘, Jy] = [m,y], (Jm7Jy).7 = (xvy)J

Beweis. Es gilt ran P, = X; € X, & X° = ker P_ und somit P_P, = 0,
analog zeigt man Py P_ = 0. Daraus folgt

PyJ=P (P, -P)=P.P. =P =P P =(P.-P )P =JP,,
PJ=P(P.-P)=P(-P.)=-P_=-P. P =(P,—-P_)P_=JP_,
J2=(P, - P )P, —P.)=P,+P_.

Der zweite Unterpunkt ist damit ebenfalls gezeigt, da
(Jlxiox )? = (Py + P)|x,ex = I|x,0x
Fiir den dritten Punkt rechnen wir zuerst nach, dass fiir alle z,y € X

[P_;,_JU,y]:[P_;,_QI,P_,_y}—F[P_A,_JZ7y—P+y]:[P+ZII,P+y]
~—  ——
cranP; €ker P

(2.1)
= [Pyz, Pryl+ [z — Pyx, Pry | = [z, Pyy].
—— —~~
€ker Py  €ranPy
Ganz analog gilt
[P_z,y] = [Pz, P_y] = [z, P_y]. (2.2)

Unter Verwendung des gerade Gezeigten erhalten wir schlieflich

[Jz,y] = [Prz — P_z,y] = [Piz,y] — [P-z,y]
= [z, Pyy] = [z, P_y] = [z, Pry — P_y] = [z, Jy],
(Jx,y)g = [J22,y) = [Pyx + P_x,y] = [Pyx + P_x, Pyy + P_y]
=[x, Pry + P_y] = [2, J%y] = [Py, 2] = (Jy,2) 7 = (z, Jy)7,
[Jz,Jy] = [Py — P_x, Py — P_y] = [Py, Pyy| + [Pz, P_y] = [z,y],
(Jz, Jy) g = [J2x, Jy] = [Ja,y] = (z,y)7



O

Bemerkung 2.8. Aus der Definition von X und X_ folgt sofort, dass

[l x.xx, sowie (=[.,.])|x_xx_ positiv definite hermitesche Sesquilinearfor-
men, also Skalarprodukte, sind. Damit induzieren sie Normen |.||+ und ||.||-
auf den Teilrdumen X, und X_, die sich, sofern X nicht entartet ist, wie im
folgenden Lemma zu einer Norm auf dem ganzen Raum kombinieren lassen.

Lemma 2.9. Sei (X, [.,.]) nicht entartet und J = (X4, X_) eine Fundamen-
talzerlegung davon. Dann ist die Abbildung ||.||s7 aus Definition 2.6 eine Norm.

Beweis. Firz € X und x4 € X4, z_ € X_ derart, dass x = x4 + x_, gilt
el = (z.2)5 = [Ja,2] = [ — a2y + 2] = [00,24] — [0, 2]
= [lz4 I3 + o112

Indem wir X = X & X_ mit X; x X_ via x4 +z_ — (24, 2_) identifizieren,

entspricht ||zl also genau der 2-Norm |[(z4+,2-)|l2 == v/|lz+|]? + [[z_]]? auf
dem Produktraum X  x X_. O

Definition 2.10. Ein Vektorraum (K, [.,.]) mit innerem Produkt heifit Krein-
raum, wenn er nicht entartet ist und eine Fundamentalzerlegung 7 derart be-
sitzt, dass (IC,||.||7) vollsténdig ist.

Bemerkung 2.11. Dass (K,][.,.]) ein Kreinraum ist, ist aufgrund der Defini-
tion von |.||7 und der Tatsache, dass J ein Isomorphismus sowie (.,.)s eine
positiv definite Sesquilinearform ist, gleichbedeutend damit, dass (K, (.,.)7) ein
Hilbertraum ist.

Lemma 2.12. Seien (K, [.,.]x) und (V,[.,.]v) Kreinrdume und T € Ly(K, V).
Dann existiert ein eindeutiger Operator T+ € Ly(V, K) mit

[Tz, yly = [z, T ylx, z,y € K. (2.3)
Des Weiteren gilt fir S,T € Ly(K,V), A € C
(S+T)T =St +TH ANT)" =TT, (ST)" =TTST, Tt =T7.  (24)
Dariiber hinaus gilt
ker(T*) = ran (T)*, ran (T+) = ker(T)*. (2.5)

Sind Jic und Jy Fundamentalzerlegungen von K beziehungsweise V und bezeich-
nen wir mit T* die Adjungierte von T in Ly((KC, (., ) 7)), Vs (1, ) 7)), dann gilt
T = JcT*Jy. AuBerdem gilt |T| = ||T||, wobei ||.|| fir die Operatornorm
beziiglich ||.|| 7 und ||.||7, steht.

Beweis. Dass es zu jedem T nur maximal ein 7+ mit der Eigenschaft (2.3) geben
kann, folgt aus der Voraussetzung an die inneren Produkte, nicht entartet zu



sein. Es ist also hinreichend zu zeigen, dass fiir Fundamentalzerlegungen Jx
und Jy der Operator JicT™*.Jy, das Gewiinschte erfiillt. Dazu berechnen wir fiir
re,yeV

Tz, yly = (NTz,y) 7, = (T, yy) 50, = (2, T Ivy) g = (Jez, JcT* Tvy) 72
= [z, JxT* Jvylk.

Wir kénnen also T = JxT*Jy setzen. Alle bis auf die letzte Rechenregel in
(2.4) folgen damit direkt aus jenen fiir Adjungierte in Hilbertriumen! und der
Eindeutigkeit von T". Die letzte Rechenregel folgt daraus, dass (T'F)" eindeutig
ist und 7' die Gleichung (2.3) mit 7" als Ausgangsoperator erfiillt. Zudem gilt
firz e K

rekerTT &VyeV: [y,TTz]y =0 Vy € V: [Ty, z]c =0 x € ran (T)*.
Das liefert auch
ker(T)* = ker(T+T)t = ran (T7)*+ =ran (T+).

Die letzten zu zeigenden Eigenschaften folgen wegen Lemma 2.7 aus

ITH| = T Iyl = sup{|| T T* Jvyll 7 - llyll 7 < 1}
= sup{(JxT" vy, =) 7 : 2]l 7cs Wl n < 1}
= sup{(T" vy, Jxx) 7 : |2l 7 Iyl < 1}
=sup{(T"9, ) 7 : %7, 19/l < 1}
=T = |T||.

O

Definition 2.13. Sei K ein Kreinraum und T € L;(K). Wir bezeichnen den
nach Lemma 2.12 existierenden Operator T € L (K) als Kreinraumadjungierte
oder auch kurz Adjungierte von T.

Lemma 2.14. Seien (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) normierte Rdume und sei ® C X xY
ein Teilraum von X XY fir den gilt, dass alle Paare (z,y) € ® die Gleichung
lzllx = |lylly erfillen. Dann sind sowohl dom ® := 71 (®) als auch ran & =
o (®) lineare Teilriume von X beziehungsweise Y und ® ist der Graph einer
linearen Isometrie ¢: dom & — ran P.

Beweis. Weil ® ein linearer Teilraum von X x Y ist und die Projektionen linear
sind, gilt das auch fiir dom ® und ran ®. Sind z € dom P, y1,ys € ran ® derart,
dass (z,y1), (x,y2) € @, so folgt aus der Teilraumeigenschaft (0,y; — y2) € @
und aus der Isometrieeigenschaft y; = y2. ¢: dom & — ran ® mit ¢(x) = y,
wenn (z,y) € P, ist also eine wohldefinierte Abbildung. Thre Linearitit und

1Siehe Kapitel 6.6. in [BKW20].



Isometrie folgt aus der Tatsache, dass ® ein Teilraum ist, der ||z||x = ||ly||y fiir
alle (z,y) € @ erfiillt. O

Unser Ziel, einen Spektralsatz fiir normale, definisierbare Operatoren auf Krein-
rdumen zu entwickeln, kann als Verallgemeinerung des Spektralsatzes fiir norma-
le Operatoren auf Hilbertrdumen gesehen werden. Dieser wird auch in unserem
weiteren Vorgehen ein wichtiges Werkzeug bilden.?

Satz 2.15. (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei H ein Hilbertraum und
T € Ly(H) normal. Dann ezistiert ein eindeutiges Spektralmaf E fiir
(C,B(C), H) mit der Eigenschaft, dass fiir ein gewisses kompaktes K C C

E(C\K)=0 und
T:/ z dE(z)

gilt. Dabei treffen folgende Aussagen zu.

(i) Man kann jedes kompakte K O o(T) wdhlen. Insbesondere lebt E nur auf
o(T).

(i) Fiir alle Polynome p € C|z] gilt

(i1i) Liegt B € Ly(H), so gilt

BT =TBABT* =T*B < BE(A) = E(A)B, A € B(C).

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir noch eine Notation einfiihren, die in den
weiteren Kapiteln oft verwendet wird.

Bemerkung 2.16. Sind X,Y Vektorrdume und 7: X — Y linear, so ist der
Operator T xT: X x X =Y x Y mit (T x T)(u,v) := (Tu, Tv) wohldefiniert
und linear. Fiir einen Teilraum C von Y x Y gilt

(T x T)"(C) = {(u,v) € X x X | (Tu,Tv) € C}
={(u,v) € X x X | CTu = Tv}
=T-1CT,

wobei T~ = {(Tz,z) |z € X} (CY x X) und wobei T~'CT als Relationen-
produkt von T, C und T~ zu sehen ist. Ist C der Graph eines Operators und T
injektiv, so ist 7-1CT auch der Graph eines linearen Operators; siehe [Kal20],
lineare Relationen.

2Siehe Satz 2.2.1 in [Kal20].



3 Einbettungen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Einbettungen von Hilbertrdumen in
einen Kreinraum auseinandersetzen. Dass Kreinrdume als Hilbertraume aufge-
fasst werden konnen, haben wir bereits in Bemerkung 2.11 gesehen. Umgekehrt
kénnen wir auch jeden Hilbertraum (V, (.,.)) vermége [.,.] = (.,.) als Krein-
raum auffassen. So ist auch fiir beschrinkte lineare Operatoren T von einem
Krein- in einen Hilbertraum die Kreinraumadjungierte T+ wohldefiniert.
In dem gesamten Abschnitt seien ein Kreinraum (K, [.,.]) sowie Hilbertrdume
WV, (), Vi, (5 )1) und Vo, (., .)2) fest gewdhlt. Zudem seien T:V — K,
T:Vy — K und T5: Vo, — K beschriankte, lineare und injektive Operatoren
mit

TTT =TT + T, . (3.1)

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir z € K immer

(TH2, T 2) = [TT 2] = [T, 2, 2] + [T Ty z, 2]
= (T 2, T o)y + (T, T ).

Lemma 3.1. Unter den gegebenen Voraussetzungen existieren surjektive, li-
neare Kontraktionen ¢;: ran Tt — ran Tj+ derart, dass ¢;(T*z) = Tj‘x, J €

{1,2}.

Beweis. Die Menge ® = {(T*x, (T, 2, Ty x)) | 2 € K} €V x (V; x Vy) bildet
offenbar einen linearen Teilraum von V x (V1 X Vs). Wenn wir den Produktraum
Vi X Vo mit dem Summen-Skalarprodukt versehen, so gilt nach (3.1)

(T*2, T )% = (T}, T )y + (T e, T x)a) 2.

Gemifl Lemma 2.14 bildet damit & den Graphen einer linearen Isometrie von
ran 77 auf {(T} 2, Ty z) | © € K} und die Abbildungen ¢; =m0 ¢, j € {1,2}
liefern das Gewiinschte. U

Lemma 3.2. Unter den zu Beginn des Kapitels gemachten Annahmen exis-
tieren injektive Kontraktionen Ry: Vi — V und Ro: Vo — V fiir die 17 =
TRy, Ty = TRy sowie RiR} + RaR; = 1 gilt.

Vertauschen TyTy" und ToTy, so tun das auch die Operatoren T+T und R;R;
aufV sowie die Operatoren Tj+Tj und RiR; auf Vj, j € {1,2}.

Beweis. Zunichst beobachten wir, dass nach Lemma 2.12 (ran T7)* = ker T' =
{0} sowie (ran T;r)l = kerT; = {0}, j € {1,2} gilt. Die Rdume ran T und
ran TjJr liegen also dicht. Folglich gibt es eindeutige, beschrinkte, lineare Fortset-
zungen der Abbildungen ¢; aus Lemma 3.1 auf ganz V), deren Bilder dicht in V;
liegen. Wir bezeichnen die Adjungierten® dieser Fortsetzungen mit R;:V; = V.

3Da wir die Hilbertrdume mit dem Skalarprodukt in der Rolle der Sesquilinearform als
Kreinrdume auffassen, muss an dieser Stelle zwischen Hilbertraum- und Kreinraumadjungier-
ter nicht unterschieden werden.



Aus

[Tz, y] = (2, T} y); = (x,0;,T y); = (x, R;T y);

— (Ryz,T*y) = TR,y (3.2)

fir alle x € V;, y € K konnen wir T; = TR, ableiten. Wie im letzten Absatz
beschrieben, liegen die Bilder von R} dicht in Vj. Nach den Rechenregeln fiir
Hilbertraumadjungierte* impliziert das ker R; = (ran R;)J- = {0}.

Ausgehend von (3.1) kénnen wir mit (3.2) auf

TTY =TT, +ToTyf = TRIR{TT + TRyRSTT = T(Ry R} + RoR3)T ™

schliefen. Weil 7' injektiv ist, impliziert das T+ = (R R} + RaR3)T". Auerdem
liegt ran T+ in V dicht. Die beiden beschrinkten linearen Abbildungen I und
R1 R} 4+ RoR5 stimmen also auf einem dichten Teilraum des Hilbertraums V
iiberein. Nach dem Fortsetzungssatz fiir beschrénkte lineare Operatoren muss
daher I = R1 R} + RoR} auf ganz V gelten.”

Falls 71T, und Ty T, vertauschen, so gilt wegen (3.1) auch TT"’TJ»T;r =
TjTjJrTT+7 womit

T(THTR;R;)TH = TTH(TR;R;T) = TT T, T} = Ty T+
= (TR;R;T*)TT" = T(R;R;T T)T™.

Aufgrund der Injektivitit von T und der Dichtheit von ran T+ folgt
T*TTR;R; = RjR;T*T. Zudem erhalten wir aus T = T'R;

THT;RiR; = Ri(TYTR;R})R; = R;(R;R:TT)R; = RiR;T; T.
0

Definition 3.3. Sei (X, ||.|) ein normierter Raum und A C Ly(X). Wir be-
zeichnen mit A’ den Kommutanten von A, also die Menge aller S € Ly(X) die
ST = TS fur alle T € A erfiillen. Im Spezialfall A = {T'} fiir ein T € Ly(X)
schreiben wir auch 7" anstelle von {T'}'.

Bemerkung 3.4. In der Situation von Definition 3.3 bildet der Kommutant
von A offenbar einen linearen Teilraum von Ly (X).

Definition 3.5. Die Operatoren O: (TT") — (TT)" und ©;: (T;T;)" —
(Tj*'Tj)’, j € {1,2} seien definiert durch

0(C)=(TxT)"YC)=T"1CT,

. 4 (3.3)
0,(C) = (I; x T))"\(C) = T; T,

4Siehe Kapitel 6.6. in [BKW20].
5Siehe Satz 2.5.2 in [BKW20).



Dariiber hinaus definieren wir in analoger Weise fiir j € {1,2} die Operatoren
L (RjR;) — (R;R;)" durch

I;(D) = (R; x R;)""(D) = R;'DR;. (3.4)

Weil T, T; und R;, j € {1, 2} allesamt lineare, beschriinkte, injektive Operato-
ren von Hilbertrdumen in Kreinrdume sind, konnen wir fiir jeden einzelnen Satz
5.8 in [KP15] anwenden. Dieser liefert uns das folgende Lemma.

Lemma 3.6. Die Abbildungen © und ©;, j € {1,2} sowie I';, j € {1,2} sind
wohldefinierte x-Homomorphismen, die den Identititsoperator des Definitions-
bereichs auf jenen des Zielraums abbilden.

Wir wollen einige Eigenschaften der Abbildungen ©,0; und T';, j € {1,2},
zeigen.

Proposition 3.7. Fir C € (TT1) gilt TTC = ©(C)T'*. Analog gilt fiir C €
(T;T;), j € {1,2}, auch T;*C = ©,;(C)T;.
Dariiber hinaus gilt fir D € (R;R})’, dass I'j(D)R; = R;D.

Beweis. Fiir u,v € K und C € (TTT)" gilt
[TTTCu,v] = (TTCu, T v) = (T TTTCu, T™v) = (T CTT u, T 1)
= (0(C)T u, Ttv) = [TO(C)T " u,v)].
Weil T injektiv ist, folgt daraus TTC = O(C)T+. Fiir xz,y € V, j € {1,2} und
D € (R;R})" folgern wir

(T;(D)Rjx,y); = (R;'DR;Rix,y); = (R; 'R;R; Dz, y); = (R} Dx,y);,
was die gewiinschte Gleichheit I';(D) R} = R} D impliziert. O

Mit Hilfe der soeben gezeigten Proposition und Lemma 3.6 lésst sich folgendes
Resultat zeigen.

Proposition 3.8. FEs gilt
(T N (T € (TTTY (3.5)

und
O((MTy") N(T2Ty)') € (RiRy) N (ReR3) N (TTT). (3.6)

Des Weiteren gilt fir j € 1,2 und C € (TZT;") N (ToTyY) auch

@(C)RJR; = Rj®j(C)R;f = RJR;G(C) (3.7)

und
0,(C)=T;00(C) (3.8)
a(0(0)) 2 0(0,(C)) (3.9)



fiir alle C € (VT) N (ToTy).

Beweis. Die Inklusion (TyT;")' N (TxTy ) C (TT+) folgt direkt aus der zu
Beginn des Kapitels angenommenen Darstellung TT+ = T} + ToT, . Sei
C e (T N(TLTy) . Fiir j € {1,2} gilt wegen T; = TR, und unter doppelter
Verwendung von Proposition 3.7

T(R;0;(C)R;)T" =T;0,(C)T;" = T;T;7C = TR; R;T*C
—T(R;R:6(C))T™.

T ist injektiv und ran T liegt dicht in V, wodurch R;0;(C)R} = R;R;O(C)
gezeigt ist. Wie wir im Beweis von Lemma 3.6 gesehen haben, liegt mit C
auch CT in (TyT}H) N (T2T57)'. Es gilt also auch R;0;(CT)R; = R;R;0(CT).
Wenn wir auf beiden Seiten die Adjungierte bilden, erhalten wir, weil © ein
*-Homomorphismus ist, R;0;(C)R; = ©(C)R;R;. (3.7) ist also gezeigt. Diese
Gleichheit impliziert insbesondere ©(C) € (R;R})’, weshalb T'; 0 ©(C) wohlde-
finiert ist, womit sich

[;00(C) =R;'O(C)R; = R;'T~'CTR; = T; 'CT; = 6,(C)
und damit (3.8) ergibt. Zudem folgt aus ©(C) € (R; ;)" und
(T N (TeTy ) € (TTT) auch direkt (3.6).
(3.9), die letzte zu zeigende Aussage, folgt schlieBlich aus der Darstellung (3.8)
und der Tatsache, dass I'; ein *-Homomorphismus ist, der die Identitédt auf die
Identitét abbildet. Ist ndmlich (B(C') — A) beschrinkt invertierbar, so ist es auch
[5(O(C) - A) = (85(C) - A). o

Korollar 3.9. Ist N € (TW/T;") N (TLTy) normal, dann ist O(N) (©1(N),
©2(N)) ein normaler Operator im Hilbertraum V (Vi, V2). Wenn wir mit E
(Ev, E3) das zu O(N) (O(Ny), O(Nz)) gehorende Spektralmafl bezeichnen, so
gilt E(A) € (RiR}) N (R2R3)' N (TTT) sowie

I5(E(A) = E;(A), j € {1,2},

fiir alle Borelmengen A C C, wobei E;(A) € (R;R;)'N (Tj"’Tj)’. Dariber hinaus
gilt [hdE € (RiR}) N (RaR3) N (TFT) und

r; (/th) :/thj,je{Lz}

fiir jedes beschrinkte und messbare h : 0(©(N)) — C, wobei [ h dE; € (R} R;)'N
(T;7T5).

Beweis. Der Ausdruck ©(N) ist wegen (3.5) wohldefiniert. Da die Operato-
ren O, ©; und Oy *-Homomorphismen sind, ist fiir normales N auch O(N),
©1(N) und O3(N) normal. Zudem sind die Zielrdume von 6, ©; und ©3 nach
Lemma 3.6 Teilrdume von Ly(V), Ly(V1) und Ly(V2). Nach (3.6) gilt ©(N) €
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(R1R}) N (ReR3) N (TTT)'. Da bekanntlich alle diese drei Riume unter der
Bildung von Adjungierten abgeschlossen sind,® gilt auch (O(N))* € (R1R})' N
(RoR3)' N(TTT), weshalb nach dem dritten Unterpunkt des Spektralsatzes fiir
normale Operatoren auf Hilbertrdumen 2.15 auch E(A) € (R1R3) N (R2R%)' N
(T*T)', A € B(C) gilt. Nach Korollar 2.1.10 in [Kal20] ist letzteres dquivalent
dazu, dass fiir jedes beschriinkte und messbare h : 0(9(N)) — C sogar [ h dE €
(R1R;)' N (R2R3) N (THT) gilt, weshalb wir T'; auf F(A) und [ h dE anwen-
den diirfen. Auf analoge Weise ldsst sich zeigen dass fiir messbares A und be-
schrénktes und messbares h aus 0;(N) € (Tj-JrTj)’ auch E;(A) € (Tj‘]})’ und
[ hdE; € (T} folgt.

Aus Proposition 3.7 wissen wir, dass fiir D € (R;Rj})" auch I';(D)R; = R;D
gilt. Fiir z € V und y € V; ergibt sich damit

I (E(A)Rjz, y); = (RFE(A)z,y); = (E(A)z, R;y).
Ist s(z,%) € C[z,Z] ein trigonometrisches Polynom, so folgt

/S(va) d(Tj(E)Rjx,y); = /8(275) d(Ex, Rjy) = (s(O(N), O(N)")z, R;y)
= (Rjs(O(N),0(N)")z,y); = (T;(s(O(N), O(N)*) Rjz, y);.

(3.10)
I'; ist ein *-Homomorphismus und es gilt (3.8), woraus sich
[ (s(B(N), B(N)") = 5(6;(N),0;(N))
und damit
[sz2) dERzg); = [ o2 dERn Y, (31

ergibt. Weil es nach dem Spektralsatz 2.15 ein kompaktes K C C gibt mit E(C\
K) = E;(C\ K) =0 und weil die trigonometrischen Polynome nach dem Satz
von Stone-Weierstra8” dicht in C'(K) liegen, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage
im Rieszschen Darstellungssatz,® dass

(Ci(BE(A) Rjz,y); = (Ej(A)Rjz,y);, x €V, y €V, (3.12)

fiir alle Borelmengen A C C. Das Bild von V unter Rj liegt dicht in V;. Deshalb
gilt sogar

und, da das Skalarprodukt nicht entartet ist, ist diese Gleichheit dquivalent zu

I(E(A)) = Ej(A).

6Sjehe Beweis von Lemma 3.6.
"Siehe Satz 1.5.3 in [Bliil9].
8Siehe Satz 7.1.12 in [BKW?20].
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Insbesondere liegt E;(A) fiir jede messbare Menge A im Bildbereich von I'; und
damit in (R} R;)', woraus wiederum [h dE; € (R;R;) fiir alle beschrénkten
und messbaren Funktionen h folgt. Ist h : 0(0(C)) — C beschrinkt und mess-
bar, dann ist es auch h|,(e,(cy) 1 0(0;(C)) — C. Zu beachten ist hierbei, dass
wegen (3.9) die Einschrankung auch wohldefiniert ist. Sind « € V und y € V;
fest, so gilt wegen der Gleichheit? RFE(A) = T;(E(A))R; = E;(A)R;

(T, </h dE) Riz,y); =(R} </h dE) z,y); = (</th> x, R;y)

:/h d(Ez,Rjy) = /hd(R;Ex,y)j

:/h d(E;jR}z,y); = (</thj> Rjz,y);,

woraus wir wiederum mittels der Tatsache, dass das Bild von V unter R} dicht

liegt, auf
o (fae) = (s

schlielen konnen. O

Definition 3.10. Wir definieren die Operatoren
= (THTY (C Ly(V)) = (TTY) (C Ly(K)), 2(D) := TDT*  (3.13)
sowie fiir j € {1,2}
Ej (T Ty) (S Ly(Vy)) = (T;T;7) (S Lo(K)), Ej(Dy) = T; DT (3.14)
und
Aj: (RiR;)" (S Ly(Vy)) — (R, R}) (C Lu(K)), Aj(D;) := R;D;R;.

Bemerkung 3.11. Die Tatsache, dass diese Operatoren in die angegebenen
R&ume hinein abbilden, ist nicht schwierig zu zeigen. Wir werden dies exempla-
risch fiir = tun. Fir D € (T*T)" gilt

=(D)IT* = TDTTT* = TT*TDT* = TT+E(D).
Unter Verwendung von Lemma 3.2 erhalten wir fiir D; € (T;Tj)’ N(R;R;)
Ej(Dj) = TJDJJ?_ = TRJD]R;T+ = E [e] AJ(DJ)

Des Weiteren folgt aus der Definition der Operatoren I'; und A; direkt, dass fiir
alle D € (R; ;)

AjoT;(D) = Aj(R;'DR;) = DR;R;.

9Die erste Gleichheit folgt aus Proposition 3.7, die Zweite aus (3.12).

12



Damit erhalten wir fiir beschrinkte und messbare Funktionen h : o(©(N)) — C
die Gleichheit

= </thj) —ZoA;ol; (/th) :E((/th)RjR;)

(3.15)
=Z(R,R; /h dE).
AuBlerdem beobachten wir noch, dass
T\ T T =T 'TR;R;TT = R;R;T'T, j € {1,2}. (3.16)

Kommutieren 717} und 7275, so gilt wegen (3.5) auch TyT;, To Ty € (TT+)
und (3.16) ldsst sich als

O(T;T}") = R;R;TT, j € {1,2} (3.17)
darstellen.

Proposition 3.12. Fir C € (TTV) und D, Dy, Dy € (TTT) gilt

(1]

=(DO(C))
=(0(C)D)

(D)C,
=(D)

I
Q

und
E(D1)E(D3) = E(D1D2T*T) = Z(TTTD1Dy).

Beweis. Wir setzen in die Definitionen der beiden Operatoren ein. Es folgt

(1]

(DO(C)) =T(DT'CcT)TT =TD(T'T)T*C
(©(C)D) =T(T'CTD)T = (T(T~")C(TDT™)

=(D)C,
CZ(D)

[1]

und

2(D1)E(Dy) = TDyTHTD,T+ = TDD,TTTT
= E(D1D;THT) = E(TTTD, D).

4 Normale definisierbare Operatoren

Definition 4.1. Sei K ein Kreinraum. Wir bezeichnen fiir einen Operator T €

Ly(K)

(i) T+TT 4ls den Realteil von T und

(i1) T=T7 als den Imagindrteil von T

13



Des weiteren heifit T' € L(K)
(i) selbstadjungiert, wenn T+ =T,
(i1) normal, wenn THT =TT,
(111) unitdr, wenn TYT =TT+ = 1.

Bemerkung 4.2. Offenbar sind Real- und Imaginérteil eines Operators T €
Ly(K) immer selbstadjungiert.

Definition 4.3. Sei (K,[.,,.]) ein Kreinraum. Ein selbstadjungierter Operator
A € Ly(K) heifit definisierbar, wenn es ein Polynom p € R[z] \ {0} gibt mit

[p(A)z,z] >0, € K. (4.1)

Jedes Polynom mit dieser FEigenschaft heifit definisierendes Polynom fiir A.
Wir nennen einen normalen Operator N definisierbar, wenn sowohl der Realteil
A als auch der Imaginérteil B von N definisierbar sind. Ist p definisierend fiir
A und ¢ fiir B, so nennen wir p, ¢ definisierend fiir V.

Bemerkung 4.4. Dass wir fiir definisierende Polynome reelle Koeffizienten
fordern, ist keine Einschrinkung. Gilt ndmlich [p(A)z, 2] > 0 fiir fiir p € C[z],
so erfiillt p + p =: ¢ € R[z] offenbar [¢(A)z,z] = [p(A)x,x] + [z, p(A)x] > 0.

Proposition 4.5. Sei (K,[.,.]) ein Kreinraum und seien A, B € Ly(K) selbst-
adjungiert, kommutierend und definisierbar mit definisierenden Polynomen p €
R[z] \ {0} fir A und q € R[z] \ {0} fir B. Dann ezistieren Hilbertriume
V1, (5, )1), Vo, (4, )2) und (W, (.,.)) sowie beschrinkte und injektive lineare Ab-
bildungen Ty : V1 = K, To : Vo = K und T : V — K derart, dass

T =p(A), TTy =q(B), TTT =TT} + Ty =p(A)+ q(B),

wobei T\TyF und ToTy™ kommutieren. Sind © wie in (3.3) und R;, j € {1,2}
wie in Lemma 3.2 definiert, so gilt dariber hinaus

p(6(4)) = R1Ri(p(O(4)) +¢(0(B))),

9(0(B)) = RaR3(p(6(A)) +4(6(B))), 2

wobei Ry R und Ro Ry mit p(©(A)) + q(O(B)) vertauschen.

Beweis. Betrachte zunéchst den Raum K/ ker p(A) mit innerem Produkt

[p(A)/kerp(A).,.]. Da p definisierend fiir A und p(A)/ker p(A) auf K/ kerp(A)
offenbar injektiv ist, ist (K/ ker p(A), [p(A4)/ ker p(A).,.]) ein Préhilbertraum und
besitzt eine Hilbertraum-Vervollsténdigung, die wir mit (Vy, (.,.)1) bezeichnen.
Zudem sei T1 : V3 — K definiert als die Adjungierte der Einbettung von K
nach V;. Die Einbettung hat dichtes Bild in V;. Daher ist T7 wegen (2.5) in-
jektiv. Ganz analog bezeichnen wir mit Vs, die Hilbertraum-Vervollstindigung
von (K/kerq(B),[q(B)/ker q(B).,.]) und mit T die injektive Adjungierte der
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Einbettung von K nach Vs, sowie mit V die Hilbertraum-Vervollstdndigung von
(K/ker(p(A) + q(B)), [(p(A) + ¢(B)) / ker(p(A) + ¢(B))., .]) und mit T" die in-
jektive Adjungierte der Einbettung von K nach V.

Fir z,y € K gilt

[TT 2, y) = (TF2, T"y) = (x,y) = [(p(A) + a(B))z, y],
[TlTler7y} = (TfoaT;ry)l = (xay)l = [p(A)x,y],
[T2T2+x7 y} = [Q(B)xa y]a
woraus wir, da das innere Produkt in Kreinrdumen nicht entartet ist,
TT = p(A) +q(B), T'Ty = p(A), ToT, = q(B)

und insbesondere TT+ = T\T;" + ToT, schlieBen kénnen. Da A und B nach
Voraussetzung kommutieren, tun es auch alle Polynome von A und B und somit
auch T1T1+ und T2T2+ . Dadurch greift die Darstellung (3.17). Mit Lemma 3.6,
wonach © ein x-Homomorphismus ist, folgern wir

p(©(4)) =6(p(4)) = O(TVTY") = R BT T = R R{O(TT™)
=R1R10(p(A) + q(B)) = R1R1(p(©(A)) +¢(6(B))).

Analog folgt
q(O(B)) = R2R3(p(©(4)) + ¢(6(B))).

Es verbleibt nur noch zu zeigen, dass Ry R} und RyR} mit p(©(A)) + ¢(0(B))
vertauschen. Das folgt aber direkt aus der Darstellung

p(©(A)) +4(0(B)) = ©(p(A) +¢(B)) = O(TTH) =TT
und Lemma 3.2. O

Lemma 4.6. Sei N € Ly(K) normal und definisierbar mit Realteil A und Ima-
gindrteil B. Unter Verwendung der Notation der vorangegangenen Proposition
4.5 gilt

{2 €C: |p(Re 2)| > [Ri B - [p(Re 2) +q(Im 2)[} € p(O(N))
{2 € C: |q(tm 2)| > [ RaR3] - [p(Re 2) + q(Im 2)[} € p(O(N)),

wobei p die Resolventenmenge bezeichnet. Insbesondere sind die Nullstellen von

p(Re z) + ¢(Im 2) in p(O(N))U{z € C: p(Re z) = ¢(Im z) = 0} enthalten.

Beweis. Wir zeigen die erste Inklusion, die zweite kann auf die selbe Art und
Weise gezeigt werden. Fiir n € N definieren wir

1
A, ={z€C:|pRe z)|2 > - + ||R1Ri‘||2 - Ip(Re 2z) 4+ ¢(Im z)|2}
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Ist E wieder das Spektralmaf von O(N) und x € E(A,,)(V), dann gilt

Ip(©(A)z]* = |

p(O(Re N))z|* = [[p(Re O(N))z|?
p(Re ©(N))z, p(Re G)(N))a:)
(p(Re O(N)))*z,z)

p(Re Q)* d[E(¢)x, ]

|
—~~

I
s

n

d[E(C)z, z]

3=

An

WﬂW/)WMO+MmW%W@%ﬂ

n

+

> Lllal? + || R B; (p(O(A)) + a(O(B))

Diese Ungleichung kann wegen der Darstellung (4.2) nur fiir ||| = 0, also x =0
gelten. A, ist also eine nichtleere offene Menge, auf der E verschwindet. Sie muss
damit vollstéindig in der Resolvente p(©(N)) liegen. Wire dem némlich nicht so,
dann giibe es z € 0(O(N))NA,,, einer in der Spurtopologie von o(O(N)) offenen
Menge. Nach dem Lemma von Urysohn existierte f € C(o(©(NV))) mit f(z) =1
und f(y) =0, y € a(O(N))\ A,,. Wegen E(A,,) =0 miisste [ f dE = 0 gelten,
was der Injektivitit des Operators @ aus dem Spektralsatz in seiner Version
in [Kal20], Satz 2.2.1, widerspriche. Es gilt also A,, C p(©(N)).

Die zu zeigende Inklusion ergibt sich schliellich aus

{z €C:[p(Re 2)| > | R R| - [p(Re 2) + ¢(Im 2)[|} = | ] A,
neN

O

Proposition 4.7. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum und L € Ly(H) normal. Dann
ist L genau dann injektiv, wenn ran L dicht liegt.

Beweis. Wir beschriinken uns im Beweis auf den relevanten Fall H # {0}, L # 0.
Wegen (L*Lz,r) = (Lz,Lz) = ||Lz|? fir * € H ist L*Lxr = 0 zu Lz =
0 dquivalent. Also gilt ker L = ker L*L und entsprechend ker L* = ker LL*.
Daraus ergibt sich wegen der Normalitdt von L

ker L = ker L*L = ker LL* = ker L* = (ran L)*,
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 4.8. Gelten die selben Annahmen wie in Lemma 4.6 und definieren
wir

A:={zeC|pRez)#0Vq(m z) # 0},
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so gilt

R\R;E(A) = / p(Re 2)

x p(Re 2) + q(Imz) dE(2) (4.3)

und

e R g(Im 2)
RoR3E(A) = /Z R 4B

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage. Die zweite kann auf die selbe Art und
Weise bewiesen werden. Da der Integrand auf der rechten Seite nach Lemma
4.6 auf 0(O(N)) betragsmiflig durch || Ry Rj|| beschrinkt ist und das Spektral-
maf auf p(©(NN)) verschwindet, existiert das Integral als beschrénkter Opera-
tor. Dariiber hinaus verschwinden beide Seiten von (4.3) auf ran E{z € C |

p(Re z) = 0 A ¢(Im z) = 0}. Tatséchlich ist H = ran E(A) sogar das orthogo-
nale Komplement von ran E{z € C | p(Re z) = 0 A ¢(Im z) = 0}. Wegen

(/ wtme )+ attm 29) @) )y = ([ oiRe )+ attm )15 4B )
= ([ e )+ atim ) ar ) ) E@)y =0, y e

zusammen mit der Selbstadjungiertheit ist H invariant unter [ (p(Re z)+
q(Im z)) dE(z) = p(©(A))+ ¢(O(B)). Die Einschrinkung dieses Operators auf
‘H ist injektiv, da gemifl Lemma 4.6

| / (p(Re 2) + q(Im 2)) dE(2)z|* = /C p(Re 2) + ¢(Im 2)|* dEq o ()

- /A p(Re 2) + q(Im 2)|2 dEyo(2) > 0, = € H\ {0},

der letzte Integrand strikt positiv ist und E, ,(A) = (E(A)z,z) = (x,2) > 0
gilt. Aufgrund ihrer Injektivitit hat die Einschriankung der selbstadjungierten
Abbildung p(©(N))+¢(O(N)) auf den abgeschlossenen Teilraum #H auch dichtes
Bild in H. Sei z € ran (p(©(A)) + ¢(O(B)))|x, also z = (p(©(A)) + q(O(B)))y
fiir ein y € ‘H. Dann gilt

/ p(Re z)
A p(Re z) +¢(
:/ p(Re 2)

& p(Re 2) + ¢(Imz)

— /A p(Re =) dE(2)y = p(O(A))y
—R\R;(p(©(4)) + ¢(O(B)))y = RuR}x.

Tmz) dE(z)x

dE(2)(p(O(N)) + ¢(O(N)))y
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Folglich gilt (4.3) auf einem dichten Teilraum von H. Aufgrund der Beschrénktheit
der Operatoren gilt (4.3) auf ganz H und schliefilich, weil beide Operatoren auf
H+ verschwinden, auf ganz V. O

5 Die Funktionenklassen My und Fy

Fiir den Verlauf der restlichen Arbeit sei N immer ein beschriankter, linearer,
normaler und definisierbarer Operator auf einem Kreinraum C mit Realteil A
und Imaginérteil B sowie definisierenden Polynomen p € R[z] \ {0} fiir A und
q € R[z] \ {0} fiir B.

Dariiber hinaus definieren wir fiir m, n € N die Rdume A,, ,, == (C"®C")xC? ~
C™"*+2 und B p i=C"@C" ~ C™". Wir werden in weiterer Folge auf diesen
beiden Mengen eine Algebrastruktur definieren.

Definition 5.1. Seien m,n € N beliebig aber fest gewahlt. Wir schreiben die
Elemente a € Ay, als Tupel a = (ag;)mx,er,, , mit der Indexmenge I,,, , ==
({0, ...,m—=1}x{0,...,n—1})U{(m,0), (0,n)} und definieren @ := (a,1)xer,. .-
Wir versehen A, ,, mit Skalarmultiplikation sowie komponentenweiser Addition.
Die Multiplikation zweier Elemente a = (ax,1) k. )er,,,, 1nd b = (bx1) k1)l
definieren wir durch

k l
a-b:= (Z Z ac,dbk—c,l—d> . (5.1)
(kD)€L n

c=0 d=0

Auf By, schreiben wir die Elemente als Tupel b = (br.1)(x,1)es,,,, mit Index-
menge Jy, == ({0,...,m — 1} x {0, ...,n — 1}) und versehen Sie in analoger Art
und Weise mit Konjugation, Skalarmultiplikation, Addition und Multiplikation.
Zuletzt definieren wir noch die Projektion

(k1) (kyelmn = (A1) (k1) ETmn

{Am,n — B
T

Wenn wir B, , in natiirlicher Weise als Teilraum von A,, ,, auffassen, so ist 7
eingeschrankt auf B,, ,, die Identitét.

Lemma 5.2. Fir m,n € N sind Ay, n, und By, n, kommutative x-Algebren mit
Finselement. Ein Element a ist genau dann invertierbar, wenn ag o 7 0.

Beweis. Wir werden uns im Beweis auf A,, ,, beschrénken, jener fiir B,, ,, ver-
lauft analog. Die Vektorraumstruktur von A,, ,, ist ebenso wie die Abgeschlos-
senheit unter der Konjugation und der Multiplikation klar. An der Definition der
Multiplikation (5.1) sieht man zudem direkt, dass jenes Element @ mit ago = 1
und ag,; = 0, (k,1) # (0,0) neutral beziiglich der Multiplikation von links ist.
Wir werden dieses Element sowohl in A,, ,, als auch in B,, , mit e bezeichnen.
Die Kommutativitdt der Multiplikation folgt schliefllich daraus, dass fiir alle
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(k,1) € Iy, n, wegen (c,d), (k—c,l—d) €Iy, fir0<c<kund 0<d<I

ko

!
E Qe dbk—ci—d = E E ak—c,i—dbe,d = (b-a)k,-
d=0

c=0 d=0

(a : b)k,l

[
™=

I
=)

C

Fiir den Beweis der Aussage iiber Invertierbarkeit bemerken wir zunéchst, dass
fir a,b € Ap
(a-b)o,0 = ao,0bo,0

gilt. Dies zeigt uns einerseits, dass Elemente a € A, , mit agp = 0 nicht
invertierbar sein kénnen, andererseits, dass eine mogliche multiplikative Inverse
b eines Elements a mit ago # 0 sicher by o = g, (1) erfiillen muss. Wir fiihren die
Notation (4,7) < (¢,d) & (i <cANj<d)V (i <cAj<d)ein und machen fiir
a mit ago 7# 0 die folgende, induktive Konstruktion. Wichtig zu bemerken ist
hierbei, dass bei der Berechnung von (a - b);,; nur die Eintridge von ¢ und b mit
Indizes (4, ) < (k,1) eingehen.

(i) Wir definieren by = ay, (1). Wie wir gesehen haben, ist das dquivalent zu
(a . b)0,0 =1.

(11) Sei (k,1) € I, , und seien fir alle (¢,7) € Iy, (4,5) < (k,1), die Eintrége
b; ; bereits derart gew#hlt, dass (a-b)oo =1 und (a-b).q = 0 fiir (0,0) <
(c,d) < (k,1) gilt. Umformen von

kol k—11-1
(a-b)k; = E E c,dbk—ci—d = a0,0bk,1 + ax,1boo + E E Ge,dbr—ci—d
c=0 d=0 c¢=0 d=0

ergibt wegen ag o # 0
1 k—11-1
by = —— <ak,zbo,o + Z Z ac,dbkc,ld> ;
0,0 ¢=0 d=0
womit (a-b)g; = 0.

Das so konstruierte b € A,, ,, erfiillt offenbar a-b=5b-a =e.

Definition 5.3. Wir definieren die Funktionen 9,,9, : C = Ny durch

0,(2) =min{j € Ny : p¥)(2) # 0},
0,(2) ==min{j € Ny : ¢ (z) # 0}.

Zudem bezeichnen wir die Menge aller reeller Nullstellen von p und ¢ als ZE
bezichungsweise Z; und setzen Z% := (p~*{0} x ¢~ *{0}) \ (R x R) (C C x C).
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Definition 5.4. Fiir z = (£,7) € Z' setzen wir €(z) = By (¢),0,(n), fiir z €
(ZF+iZY) setzen wir €(2) = Ay (Re 2),0,(1m =) und fiir z € o(O(N))\(ZX+iZy)
setzen wir €(z) := C. Damit definieren wir die folgende Klasse von Funktionen.

(i) Mn bezeichne die Menge aller Funktionen ¢ mit Definitionsbereich
(c(ON) U(Z) +izy)) 02
und mit Werten ¢(z) € €(z).

(i) Wir fithren auf My punktweise Skalarmultiplikation, Addition und Mul-
tiplikation ein. Fiir die Multiplikation in €(z) sei dabei auf Definition 5.1
verwiesen.

(#4i) Ebenso fithren wir auf My einen linearen, involutorischen Konjugations-
operator .# durch

0% (2) =0(2), 2 € 7(O(N)) U(Z} +iZy),
o*(&,m) =¢(E,m), (&n) € Z,

ein.

(iv) Weiters bezeichne R die Menge aller Elemente ¢ € My derart, dass
m(¢(2)) = 0 fiir alle z € (Z; +iZ;)UZ".

Lemma 5.5. Mit den soeben definierten Operatoren bildet My eine x-Algebra
und R ist ein Ideal ebendieser.

Beweis. Durch die punktweise Definition der Skalarmultiplikation, der Addition
und der Multiplikation sowie der Tatsache, dass es sich bei allen drei Teilen der
Zielmenge €(z) um kommutative Algebren handelt, ist My offenbar auch eine
solche. Dariiber hinaus ist .# per definitionem involutorisch und erfiillt in beiden
der in Definition 5.4 unterschiedenen Fille (A\g)# = A7, X € C.

Die Idealeigenschaft von R ergibt sich daraus, dass alle Operationen punktweise
definiert sind. Fiir ein z € (Z; + iZ;) bedeutet m(¢(z)) = 0 némlich nichts
anderes, als dass

(¢(z))k,l =0 fur alle (kv l) S JD,,(Re 2),04(Im z)» (52)
und fiir ein z € Z*
(6(2)) = 0. (€ Ba(¢).0,(m)- (5.3)

Liegen ¢ und 3 in R, geniigen also fiir alle z € (ZE + iZgg) der Gleichung (5.2)
und fiir alle z € Z* der Gleichung (5.3), so gilt das offenbar auch fiir ¢+, A €
C und ¢#. Liegt ¢ in R und ¢ in My, dann gilt fiir alle z € (Zy +iZ}), dass
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m(#(2)Y(2)) = 0, weil das Produkt in Ay (e 2),0,(Im =) gebildet wird und

l

k
m(( ZZéf’(z)cw 2)k—cl—d

e=0d=0" 2 (k1) €Ja, (Re 2),04(Im =)
gilt. Im Falle von z € Z% gilt ¢(2)1(2) = 0-9(z) = 0. Wir erhalten also
oY eR. O

Definition 5.6. Sei f : dom f — C eine Funktion mit Definitionsbereich
dom f C C? derart, dass 7 (0(O(N)) U (Z; +iZy)) € dom f, wobei 7 : C —
C?%, (z+1y) — (x,y), und dass f o7 auf einer offenen Obermenge von Zf} +iZ}f
mindestens max, yer (05(2) + 04(y)) — 1 mal stetig differenzierbar sowie f auf
einer offenen Obermenge von Z¢ holomorph ist. Dann koénnen wir f als ein
Element fn von My auffassen, indem wir

fn(z) = for(2), z€ a(O(N))\ (Z5 +iZF),

fn() = (0o rz) e 78 +iz¥

z) = z 1

N Kl 0k oyl T ot P a0
1 okt i

In(&m) = (wa(ﬁ,n))ogk%(g)_l,7 &n) ez

0<I<0,(n)—1
setzen.

Bemerkung 5.7. Die Zuordnung f — fy ist mit Addition und Skalarmultipli-
kation und wegen der Produktregel fiir partielle Ableitungen sowie der Definiti-
on der Multiplikation in My sogar mit der Multiplikation vertréglich. Definiert
man fiir Funktionen f wie in Definition 5.6 f# als f(z,w), dann gilt auch

(fF)v = (fn)*

Beispiel 5.8. Fiir die konstante Einsfunktion 1 auf C2 gilt 15 (2) = e, fiir alle
z € (0(O(N) U (Zy +iZy)) U Z', wobei e, immer das multiplikative neutrale
Element der #-Algebra €(z) bezeichnet.

Beispiel 5.9. Fassen wir das definisierende Polynom p(z) € R[z] als Element
von C[z,w] auf, so ist p holomorph auf C? und fiir px gilt

PN (2)k1 =0, (k1) € Iy, (Re 2),0,(Im 2)\{(2,(Re 2),0)}> (5.4)

und 1
= = 0p(Re2)
pN(Z)Dp(Re Z),O - Dp(Re Z)'p (R’e Z)?

fiir alle z € (ZE—FZ'Z(?‘). Aufgrund der Definition von 0, ist Re z immer eine Null-

stelle von p vom Grad 9,(Re z), weshalb die Eintrége mit Index (9,(Re 2),0)
nicht gleich 0 sind. Aulerdem gilt fiir z € Z%, dass py(z) = 0, womit py ein
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nichttriviales Element von R ist. Auf dieselbe Art und Weise!? lsst sich schlie-
Ben, dass auch ¢y ein nichttriviales Element von R ist.

Proposition 5.10. Seien s(z,w) € Clz,w] vom z-Grad k und w-Grad I sowie
a € Clz] \ {0} vom Grad m. Dann existieren Polynome u(z,w) € Clz,w] und
t(z,w) € Clz,w], derart, dass der z- und w-Grad von t kleiner als m beziehungs-
weise kleiner gleich | ist und dass

s(z,w) = a(2)u(z,w) + t(z,w).

Beweis. Die Polynome s und a haben eine Darstellung sz, w] = > i<k, s; ;2 w?
<l

und a(z) =Y, -, a,z". Im Fall k < m kénnen wir u = 0 und ¢ = s setzen, gilt
k = m erfiillen u(z,w) = - > i< spjw? und t(z,w) = s(z,w) — a(z)(u(z,w)
das Gewiinschte. Wir kénnen uns also im restlichen Beweis auf den Fall k > m
beschrénken. Wir fassen das Polynom s[z, w] als Polynom s,,(z) = >, i (w)z"
iiber dem Ring Clw] und abhéngig von z € C auf. Die 8;(w) haben dabei Grad

< [. Nach Voraussetzung gilt a,, # 0 und wir erhalten

su(e) = P () @) 4 o)

mit Polynomen v;(w) € Clw] vom Grad < [. Gehen wir induktiv vor, erhalten
wir zunéchst

Sw(z) — Mzk_ma(z) - 7k:;(w),zk_l_ma(z) = Op_o(w)2" "t 4 4 Sp(w),

Qm am

wiederum mit Polynomen ¢;(w) € Clw] vom Grad < [, und schliellich nach
insgesamt k —m + 1 Schritten

5w (2) —u(z,w)a(z) = wpm_1(w)2™ 4+ - 4 wo(w)

=t(z,w)
mit Polynomen w;(w) € Clw] vom Grad <. O

Lemma 5.11. Seien a(z),b(z) € C[z]\{0} Polynome von echt positiven Graden
m und n. Weiters bezeichne a=1{0} die Nullstellen von a und setze d,(z) =
min{j € Ny : a¥)(2) # 0}. b=1{0} sowie 0,(2) seien analog definiert. Dann
lasst sich jedes Polynom s € Clz,w] als

s(z,w) = a(2)u(z,w) + b(w)v(z,w) + r(z,w)

mit u,v,r € Clz,w] schreiben, wobei der z-Grad und der w-Grad von r kleiner
als m beziehungsweise n ist. Liegen a und b in R[z] und s in Rz, w|, kénnen
u,v und w in Rz, w] gewdhlt werden.

10Hier verschwinden die Eintrige mit Index (0,94 (Im z)) nicht.
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Definieren wir w : Clz,w] — C™™ durch

1 ak?-‘rl
wl(e) = (stw,w))owa@)_l ’

0<I<0p(w)—1 z€a~1{0},web—1{0}

gilt s € kerw genau dann, wenn s(z,w) = a(z)u(z, w) + b(w)v(z, w) mit Poly-
nomen u,v € Clz, w].

Betrachten wir w eingeschrinkt auf den Raum aller Polynome in C[z, w], deren
Grad beziiglich z kleiner als m und deren Grad beziiglich w kleiner als n ist, so
ist w bijektiv.

Beweis. Geméafl Proposition 5.10 gibt es eine Darstellung
s(z,w) = a(2)u(z,w) + t(z,w)

mit Polynomen u,t € C[z,w], wobei der z-Grad von t kleiner ist als m. Wenden
wir die Proposition ein zweites Mal auf ¢(z, w) und b(w) mit vertauschten Rollen
von z und w an, erhalten wir

s(z,w) = a(z)u(z, w) + bw)v(z,w) + r(z,w) (5.5)

mit Polynomen v,r € C[z,w|, wobei der z-Grad von r kleiner ist als m und der
w-Grad kleiner ist als n. Haben die Ausgangspolynome s, a und b allesamt reelle
Koeflizienten, kann der Algorithmus im Beweis der Proposition 5.10 vollsténdig
in R[z, w| durchgefithrt werden und wir erhalten u, v,r € R[z, w].

Weil wir uns in der Definition von w auf z € a='{0} und w € b=1{0} be-
schrinken und immer nur partielle Ableitungen bis zum Grad ?,(z) — 1 be-
ziehungsweise 0p(w) — 1 betrachten, ist mit der Darstellung (5.5) klar, dass
w(s) = w(r). Lisst sich also s(z,w) in (5.5) mit r = 0 darstellen, gilt sicher
s € ker w. Gilt umgekehrt dass s € ker w, so muss auch r € ker w gelten. Nach
der Definition von @ bedeutet das, dass das Polynom w %r(g ,w) fiir festes
¢ € a0} und k € {0,...,0,(¢) — 1} in allen w € b~1{0} Nullstellen von
mindestens der Vielfachheit 9,(w) hat. Gleichzeitig ist der Grad des Polynoms
w ;—;r(g ,w) kleiner gleich dem w-Grad von r und damit kleiner n. Als
Konsequenz muss w — %T(C ,w) das Nullpolynom sein.

Daraus lisst sich direkt ableiten, dass das Polynom z +— r(z,n) fiir jedes feste
n € C in allen ¢ € a~1{0} Nullstellen der Vielfachheit gréfier gleich 9,(¢) hat.
Gleichzeitig muss der Grad des Polynoms aber kleiner als m sein, folglich gilt
z = r(z,n) = 0. Weil 5 € C beliebig war, folgt daraus r(z,w) = 0.

Fiir den Beweis der Bijektivitét der Einschrinkung von w sei s(z,w) € C[z, w]
mit z-Grad kleiner m und w-Grad kleiner n derart, dass s € ker w. Wie wir
weiter oben im Beweis gezeigt haben, gibt es dann Polynome u, v € C[z, w] mit
s(z,w) = a(z)u(z,w) + b(w)v(z, w). Weil sowohl der z- als auch der w-Grad
von s kleiner sind als jene von a beziehungsweise b, muss v = v = 0 und somit
s = 0 gelten. Also ist die Einschrankung von w injektiv, was aufgrund der
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(m - n)-Dimensionalitit des Bildraums bereits die Bijektivitidt impliziert. O
Korollar 5.12. Ist ¢ € My fest, dann gibt es ein s € Clz,w] mit $ — sy € R.

Beweis. Aufgrund der in Lemma 5.11 gezeigten Surjektivitdt von w auf C"™"
gibt es s € C[z,w] derart, dass

(w(s))Re z,m z = '/T(d)(z)), z e Z;l} + ZZ(]F

und

(W(S))E,n = (725(5;77)7 (5377) € Z’L

Folglich gilt m(¢(z) — sy (z)) = 0 fiir alle z € (Z5 + iZ;)UZ", womit ¢ — sy in
R liegt. O

Bemerkung 5.13. Wie wir in Lemma 4.6 gesehen haben, sind die Nullstellen
von p(Re z) 4+ ¢(Im z) in p(O(N))U{z € C: p(Re z) = ¢(Im z) = 0} enthalten.
Somit folgt aus p(Re 2z)4+¢(Im z) = 0 und 2z ¢ p(O(N)) die Gleichheit p(Re z) =
q(Im z) =0, also z € ZE + iZ(]f. Dadurch wird folgende Konstruktion mdoglich.
Zu ¢ € TR definieren wir auf o(O(N)) die Funktion ¢ wie folgt.
Fiir z € 0(O(N)) \ Z +iZ; sctzen wir

e
p(Re 2) + q(Im 2)’

9(2) :
und fiir z € ¢(O(N)) N (25 + iZ?)

(2) . ap(Re Z)!¢<Z)DP(RO z),0
) = T R (Re 2)

(Z) o aq(Im Z)!¢(Z)O,Dq(1m z)
92 = T e m ) (Im 2)

Fiir z € 0(O(N)) \ (Z +iZy) gilt also™
(v +an)(2) - 9(2) = (p+q) o 7(2) - 9(2)

¢(2)
(Re z) + ¢(Im %)

= (p(Re z,Im 2) + g(Re 2,Im 2)) - » = ¢(2),
wobei hier die Multiplikation punktweise im Korper C ausgefiihrt wird.

Im Fall z € 0(O(N)) N (Z; +iZy) berechnen wir (py +qn)(2) - g(z) punktweise
in Ay, (Re 2),0,(Im ) und damit geméf Definition 5.1 komponentenweise. Fiir
k=0,...,0,(Rez) —1und [ =0,...,9,(Im z) — 1 ergibt sich wegen (5.4)

k l

((n +4n)(2) - 9(2))jy = D D (0w (2) + aw(2))e.ag (Di—ci—a = 0.

c=0 d=0

1Zu beachten ist hier, dass p in zwei Formen auftritt. Einmal als Polynom p(z) € C[z] und
einmal als p(z,w) € C[z,w]|, das aber nur von der ersten Variable abhéngt. Ahnliches gilt fiir
q(z), welches aufgefasst als ¢(z, w) € C[z, w] nur von der zweiten Variable abhéngt.
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Bei den beiden verbleibenden Indizes hingegen erhalten wir

((pn + @) (2) - 9(2))a, (Re 2),0 = (Pn + @) ()0, (Re 2),0 - 91(2) = G(2)a, (Re 2),0;

und

((pn + qn)(Z) : g(z))O,Dq(Im z) — (pn + qn)(Z)O,Dq(Im z) " 92(Z) = Cb(z)O,Dq(Im z)

Fiir ¢ € R gibt es also eine auf o(©(N)) definierte Funktion g, die fiir z €
a(O(N)\ (Z; +iz;) Werte in C und fiir z € 0(O(N)) N (Z; +iZy) Werte in
C? annimmt, sodass

¢(2) = (pv + an)(2) - 9(2), 2 € (O(N)).

Definition 5.14. Wir bezeichnen mit Fx die Menge aller ¢ € My, fiir die die
Abbildung z — ¢(z) auf o(O(N)) \ (Z; + iZ;) Borel-messbar und beschréinkt
ist und fiir die fiir alle w € 0(©(N)) N (Z5 +iZ;) die Abbildung

P(2) — Zp:((?e v ?igm v d(w)g Re(z — w)*Im(z — w)’
max(|Re(z — w)[?»®e @) [Im(z — w)[2am w))

(5.6)

mit z € o(O(N)) N U(w) \ {w} beschrankt ist, wobei U(w) eine hinreichend
kleine Umgebung von w ist.

Bemerkung 5.15. In der Situation der vorangegangenen Definition 5.14 ist
die Beschrinktheit von (5.6) fiir in o(©(N)) isolierte Punkte w € o(O(N)) N
(ZE + iZg&) auf triviale Art und Weise erfiillt.

Beispiel 5.16. Betrachte fiir festes ( € (Z; +iZ;)UZ" und festes a € €(()
die Funktion ad; € My, die an der Stelle ¢ dem Wert a und iiberall sonst auf
(c(O(N))U (25 +iZ7)) UZ" den Wert 0 annimmt. Liegt ¢ in Z* oder ist ein
isolierter Punkt von o(©(N)) U (Zy +iZy), dann gilt ad; € Fi.

Bemerkung 5.17. Seien m,n € N und D C C offen sowie h : D — C auf D
mindestens m +n — 1 mal stetig differenzierbar. Zudem sei w € D fest gew&hlt.
Nach dem mehrdimensionalen Taylorschen Approximationssatz gilt

m+n—2 :
1 a]h m-rn—
h(z) = Z Z mm(w)Re(z —w)*Im(z — w)! + O(|z — w|™ 1)
=j

fiir z hinreichend nah bei w. Mit den Abschitzungen

|z — w|" T <2m T max(|Re(z — w) [T [Im(z — w)|™ )

=0(max(|Re(z — w)|™, [Im(z — w)|™) (5.7)
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und
Re(z — w)*Im(z — w)' = O(max(|Re(z — w)|™, |Im(z — w)|"), k> mVI>n,
kénnen wir daraus auch

m—1n—1
1 9kt+lp
h(z) = Z Tl 920y (w)Re(z — w) Im(z — w)"

+ O(max(|Re(z — w)|™, [Im(z — w)|™)
folgern.

Lemma 5.18. Fliir eine Funktion f: dom f — C wie in Definition 5.6 beschrie-
ben gilt fn € Fn.

Beweis. Fiir w € 0(O(N))N(Zy+iZ;) und z € 0(O(N))\ (Z5 +iZ;) gilt nach
Bemerkung 5.17, dass

9p(Re w)—104(Im w)—1

fn(z) — Z Z Iy (w)gRe(z — w) Im(z — w)!
k=0 1=0

9, (Re w)—104(Im w)—1 (5.8)
p e w)— q m w)— 1 8k+lf or k l
=for(z)— Z Z mw(wﬂ{e(z —w)"Im(z — w)
k=0 1=0
fir z — w asymptotisch durch max(|Re(z — w)[?»®e ) [Im(z — w)[aIm w))

beschrénkt ist, womit die zweite Bedingung in Definition 5.14 erfiillt ist. Weil
for nach Voraussetzung auf einer Umgebung von ZE—H’Z&Q hinreichend glatt ist,
liefert uns (5.8) gemeinsam mit Bemerkung 5.17 aber auch die Beschrinktheit
von fy auf o(O(N)) \ ZEF + iZ; und wir erhalten fy € Fu. O

Lemma 5.19. Sei ¢ € Fy derart, dass fir alle z € (o(O(N)) U (25 +iZy)) UZ'
der Ausdruck ¢(z) in €(z) invertierbar ist und zudem 0 nicht im Abschluss von
¢ (0(O(N))\ ZF +iZ%) liegt. Definieren wir die Funktion ¢~ durch ¢'(z) =
(0(2)71, z€ (a(ON))U(Z5F +iZF)) UZ', dann gilt auch ¢~* € Fy.

Beweis. Wegen der angenommenen Invertierbarkeit von ¢(z) fiir alle
z € (e(O(N))U (ZE + iZgQ)) UZ® ist die Funktion ¢~! wohldefiniert und liegt

in Mpy. Auch die Messbarkeit von z +— ﬁ auf o(O(N)) \ (Zy +iZy) ist

durch jene von ¢ sichergestellt. Die Annahme z ¢ ¢ (c(O(N)) \ (Z¥ +iZF))
ist gleichbedeutend mit dist(0, ¢ ((O(N)) \ (Zy +1iZ)) > 0, wodurch ¢~ auf
a(O(N))\ (ZE + iZgQ) wie in Definition 5.14 gefordert beschrankt ist. Die Be-
schrinktheit von (5.6) nachzuweisen erfordert etwas mehr Aufwand. Seien also
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wea(ON)N(ZF+iZF) und z € o(O(N)) \ (Z +iZ;). Zunschst gilt

9p(Re w)—104(Im w)—1
o (z) — Z Z ¢~ (w)pRe(z — w)*Im(z — w)' (5.9)
k= =0
1 B 1
#(2) Z”:%)\e w)-1 Z?_gm w)=1 d(w)g 1 Re(z — w)kIm(z — w)!
1
TG T g(w)aRe(z — w)MIm(z — w)!

9y (Re w)—104(Im w)—1

Z Z ¢~ (w)p Re(z — w)FIm(z — w)t. (5.12)
k=0 1=0

(5.10)

(5.11)

Der Ausdruck in Zeile (5.10) ldsst sich auch als

1 1
P(2) Ezpz(gte w)-1 la a(Im w)—1 d(w) Re(z — w)FIm(z — w)?
9p(Re w)—194(Im w)—1

Z Z d(w)g Re(z — w)Im(z — w)' — é(z2) (5.14)
k= =0

(5.13)

schreiben. Hier ist ¢(z) nach Voraussetzung beschrénkt und da die Invertierbar-
keit von ¢(w), wie in Lemma 5.2 beschrieben, ¢(w)o o # 0 impliziert, gilt fir
den Nenner fiir z — w
1
o™ T Blw)k Re(z — w) Tm(z - w)

Weil wir ¢ € Fn angenommen haben, ist der Ausdruck in Zeile (5.14) sicher
O (max(|Re(z — w)[?»(Fe ) [Im(z — w)[?«@™ ®))) ' 2 — w und wir erhalten,

= 0(1).

dass der ganze Ausdruck (5.10) ein O (max(|Re(z — w)[*»(Re ) | [Im(z — w)[P«m @) | 2 —

w ist.
Um die Ausdriicke in den Zeilen (5.11) und (5.12) umzuschreiben, bemerken wir
zuerst, dass fiir das Produkt des Nenners von (5.11) und (5.12)

0, (Re w)—104(Im w)—1

Z Z d(w)g, Re(z — w) " Im(z — w)'
k=0 =

0, (Re w)—104(Im w)—1

Z Z ¢_1(w)i,jRe(z — w)zlm(z _ w)j _
=0 7=0

27



0, (Re w)—104(Im w)—10,(Re w)—194(Im w)—1

Z Z Z (W)™ (W)
1=0 i=0 =0

Re(z — w) ' Im(z — w)"*7) =

k=

(=)

9, (Re w)—19,(Im w)—1

k=0
kol
<ZZ¢(w)c,d ¢ (W)k—c,t d)
c=0d=0
+ Z P(w)g 10~ H(w)i ;- Re(z —w) " Tm(z — w)' 7,

k,i<0,(Re w)—1
1,j<o(Im w)—1,
(k+i>9,(Re w))V (1475204 (Im w))

(5.15)

Die letzte Zeile von (5.15) ist mit einer dhnlichen Abschitzung wie in (5.7) ein
O (max(|Re(z — w)[?»(Fe @) |Im(z — w)[?«d™ @))). Das erlaubt unter der Ver-
wendung von ¢(w) - ¢~ (w) = e die Umformung

1
Sl ”HZ?;BIMHM )i Re(z — w)Fm(z — w)!

p(Re w)—104(Im w)—1

> > ¢ M (w)riRe(z — w)Im(z — w)’

k=0 =0

1
Z”:%D”e w)—1 laigm w)—1 d(w), Re(z — w)*Im(z — w)!

9, (Re w)—19,(Im w)—1

Z Z Re(z — w)"m(z — w)’
k=0 =0

c=0d=0

kol
(ZZ¢ W)e,d- ¢ )k—c,l—d)

+0 (max(|Re(z —w)PPRe W) (2 — ) [Pa w))) 1
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0(1) - O (max([Re(z — w)[* R ), |lm(z — w) P ) ) =

0 (max(|Re(Z — w)[PrRew) Tz — ) |Pa(m w)))

fiir 2 — w. Also ist der gesamte Ausdruck (5.9) ein O (max(|Re(z — w)|?r(Re v,
IIm(z — w) [+ @) fiir 2 — w, womit wir ¢~ € Fy gezeigt haben. O

6 Funktionalkalkiil

Lemma 6.1. Fir alle ¢ € Fy existiert ein s € Clz,w] und eine Funktion g auf
a(O(N)), die auf o (O(N))\(Zy+iZy) Werte in C und auf o(O(N))N(Z5+iZy)
Werte in C* annimmt und zusitzlich auf o(©(N))\ (Zy + iZ;) messbar und
beschrinkt ist, sodass ¢ — sy € R und

¢(2) = sn(2) + (pv +an)(2) - 9(2), 2z € o(O(N)). (6.1)

Die Multiplikation ist dabei wie in Bemerkung 5.13 zu verstehen.

Beweis. Nach Korollar 5.12 gibt es ein s € Clz,w] mit ¢ — sy € R und nach
Bemerkung 5.13 gibt es g derart, dass (6.1) gilt.!? Weil nach Voraussetzung ¢
ein Element von Fy und damit auf o(O(N)) \ (ZE + iZ(]f) messbar ist, ist es
auch

¢(z) — sn(z) ¢(z) — s(Re z,Im 2)

= = zZECT RiZ®.
9(z) = p(Re z) +q(Im z)  p(Re 2) +q(Im 2) ’ €O\ (2, +12y)

Um die Beschrénktheit von g auf o(©(N)) \ (Z§ +iZ;) zu zeigen, sei daran
erinnert, dass nach Lemma 4.6 auf ganz o(©(N))

max(|p(Re 2)|, [¢(Im 2)|) < (max(|Ri Ry |, [[R2R3]]) - [p(Re 2) + ¢(Im z)|),
gilt, was sich auf o(O(N)) \ (Z5 + iZE) z

max(|p(Re z)|, [g(Im z)[)
Ip(Re 2) + g(Im z)|)

< max(||[Ri Ry, [[R2 Rs|l) (6.2)

umschreiben ldsst. Dariiber hinaus finden wir wegen ¢ € Fy fiir alle w €
a(O(N)) N (Zy +izy) eine Umgebung U(w) derart, dass (5.6) auf o(©(N)) N
U(w) \ {w} beschrénkt ist. Weil eine Verkleinerung dieser Umgebungen nichts
an der Beschréinktheit &ndert und o(©(N)) N (Z; + iZ) eine endliche Menge
ist, konnen diese Umgebungen auch paarweise disjunkt gewéhlt werden.

Fir w € 0(©(N)) N (Z; +iZy) ist Re w (Im w) eine Nullstelle von p(Re z)
(¢(Im z)) mit Vielfachheit d,(Re w) (04(Im w)). Daher gibt es Konstanten ¢, d >
0, mit denen fiir z € U(w)

¢/Re (z —w)[?»®e ) < [p(Re 2)| und d[Im (z — w)[2«T™ ) < |¢(Im 2)|

12Hier wenden wir die Bemerkung mit ¢ — sy an der Stellen von ¢ an.
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gilt, woraus die Existenz einer Konstante C,, > 0 mit

max(|Re (z — w)[Pr®e @) [Im (2 — w)[2a(m w))

max(|p(Re z)|, |[¢(Im z)|)

< Cy (6.3)
fir z € o(O(N))NU(w) \ {w} folgt.
Dass ¢ — sy in R enthalten ist, impliziert m(¢(w) — sy (w)) = 0, also dass

1 oMt Re w. I 0<k<0,(Re w)—1,
d(w)p, = mw( e w,Im w), 0<I<0,(Im w)—1

Setzen wir das in die in Bemerkung 5.17 ausgefiihrte Approximation von s(Re z,
Im 2) ein, erhalten wir

9, (Re w)—194(Im w)—1

s(Re z,Im z) = Z Z (w)x Re(z — w)*Im(z — w)’
k=0 1=0
+0 (max(|Re(z —w)|PrBe W) T (z — qp)[Padm “’))) . (6.4)

Aus (6.2), (6.3), (6.4) und der Beschrinktheit von (5.6) folgt damit schlieBlich
jene von
#(z) — s(Re z,Im 2)

9(2) = p(Re z) + q(Im 2) - (6.5)

max(|p(Re z)[, |¢(Im z)[)
p(Re z) + q(Im z)
~max(|Re (2 — w)|2»(Be ) |Tm (2 — w)|2«Im )
max(|p(Re z)], |¢(Im z)])
_ #(z) — s(Re z,Im 2)
max(|Re (z — w)[?»(Re @) |Im (z — w)|2a(Im w))

fir z € o(O(N))NU (w)\{w}. Weil dariiber hinaus nach Lemma 4.6 die Funktion
1

PR 2 tq(im 2) stetig und damit beschrankt auf

c(O(N)N\Uweoon)n(ze+izr) U(w) ist, ist (6.5) beschrénkt auf ganz o(©(N))\
(Zy +1iZy). O

Definition 6.2. Fiir ¢ € Fy definieren wir

R1,R»
o(N) :—s(A,B)+E</ ng),

(&(N)

30



wobei s € C[z,w] und die Funktion g wie in Lemma 6.1 gewéhlt sind und wobei

Rl,RQ
/ gdE = / g dE+
a(O(N) a(O(N)\(Z5+iZ5)

> (g(w)1 R Ry E{w} + g(w)2 Ro R E{w}) .
wea(O(N))N(ZE+iZ¥)

Dass ¢(NN) wohldefiniert ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 6.3. Seien ¢ € Fn, s, § € Clz,w] und Funktionen g, auf c(O(N)) derart,
dass sowohl s und g als auch s und g die in Lemma 6.1 geforderten Eigenschaften
haben. Dann gilt

Rl,Rz R17R2
s(A,B)+E / gdE| = 5(A,B)+ = / GdE .
a(O(N)) a(O(N))

Beweis. Weil nach Voraussetzung ¢ — sy, ¢ — Sy € R gilt, erhalten wir durch
Subtraktion auch Sy — sy € R. Mit der Notation von Lemma 5.11 heifit das,
dass fiir (£,n) € (p~1{0} x ¢~1{0} immer w(5—s) = 0 gilt, was nach ebenjenem
Lemma aquivalent zu

5(z,w) = s(z,w) = p(2)u(z, w) + g(w)v(z, w) (6.6)

mit zwei Polynomen u(z,w),v(z,w) € Clz,w] ist. ©;, j € {1,2}, sind *-
Homomorphismen und die Abbildungen 7}, j € {1, 2}, haben die in Proposition
4.5 beschriebenen Eigenschaften, weshalb

Z1(u(01(A),01(B))) = Z1(01(u(A, B))) = ThTy *u(A, B)YTA Ty
=u(A, BYT,\ T} = TyT{ u(A, B) = p(A)u(A, B)

und
E2(v(02(A),02(B))) = E2(02(v(4, B))) = q(B)v(A, B)

gelten. Auch die Integration nach dem Spektralmafl F; ist ein *-Homomorph-
ismus,'3 weshalb

u(01(A4),01(B)) = /u(Re z,Im z) dE1(2).
Daraus folgern wir mit (3.15)

E1(u(©1(A4),01(B))) = E(R R} /u(Re z,Im z) dE(z)).

13Von den beschrinkten messbaren Funktionen auf der kompakten Menge o(©(N)) in die
beschriankten linearen Operatoren auf Vi.
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Auf die selbe Art und Weise erhalten wir auch
E2(v(02(A),02(B))) = E(R2R5 /U(Re z,Im z) dE(z))

und koénnen mit Korollar 4.8 auf

8(4, B) — (A, B) = p(A)u(A, B) + ¢(B)v(4A, B)

<R1R*{ / w(Re z,Im z) dE(2) + RoRS / v(Re z,Im 2) dE(z)) (6.7)

/ p(Re z)u(Re z,Im z) + g(Im 2)v(Re z,Im z) dB(2)+
o (O(N))\(ZE+iZ2) p(Re 2) + ¢(Im 2)

[1]

(1]

Z (u(Re w,Im w)R; R} E{w} + v(Re w,Im w)Ra R E{w})
wEa(O(N)N(ZE+iZ2)

schlieflen. Da sowohl s und g als auch § und g der Gleichung (6.1) geniigen, gilt
(58 —sn)(2) = (py +an)(2) - (9(2) — 9(2)), z € 0(B(N)),  (6.8)
was fiir z € 0(O(N)) \ (Z5 4 iZ}) mithilfe von (6.6) auf
p(Re 2)u(Re z,Im z) + ¢(Im z)v(Re z,Im 2)
= 5(Re z,Im z) — s((Re z,Im 2)) = (p(Re 2) + q(Im 2)) - (9(2) — 9(2))
und damit auf

() = p(Re z)u(Re z,Im z) +
o)~ 3(2) et

¢(Im z)v(Re z,Im 2)
q(Im z)

schlieBen lésst. Betrachten wir in Gleichung (6.8) und fiir z € o(O(N)) N (Z; +
iZy) den Eintrag mit Index (3,(Re z),0), ergibt sich wieder mit (6.6)

@

((p(z)u(z, U)) + q(w)v(z, w))N)Dp(Re 2),0 =

1
mpap(Re ) (Re z)u(Re z,Im z) =
p !
]. aDP(Re Z) _ (“)
0,(Re 2)! 9z (Re 2) (5(Re z,Im z) — s(Re z,Im 2)) =
p !

%(Rlez)!pap(Re z)(Re 2)(g(2)1 — g(2)1)-

Dabei geht bei (i) Definition 5.6, die Produktregel sowie der Umstand ein, dass

¢V (Im z) =0, 0 <1< 0,(Im z). Bei (ii) gilt es die Definition der Multiplikation
aus Bemerkung 5.13 zu beachten. Mit den selben Argumenten, aber vertauschten
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Rollen von p und g, gilt zudem fiir z € o(O(N)) N (Zy +iZ}) und den Eintrag
mit Index (0,9,(Im 2))

((p(2)u(z, w) + q<w)v(sz))N)0,Dq(Im z) @

1

mqaq(lm z))(Im z)v(Re z,Im z) =
q !

1 abq(lm z)

3 (i1)
2,(Im 2)! 9204 (Im 2) (5(Re z,Im z) — s(Re z,Im z)) =
q !

oq(Ilmz)!qaqam D (Im 2)(g(2)2 — §(2)2).

Weil fiir z € 0(O(N))N(ZF +iZ) nach Definition von 9, und 9, die Ausdriicke
p°» (e 2) und ¢ (M 2) picht verschwinden, kénnen wir aus diesen Gleichungen
ablesen, dass u(Re z,Im z) = g(2)1 — §(2)1 und v(Re z,Im 2) = g(2)2 — §(2)2.
Hiermit konnen wir schlussendlich (6.7) zu

R1,R2
5(A,B)—s(A,B) =& (/ (9—9) dE)

(O(N)
umschreiben, womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 6.4. Im folgenden Satz bezeichnen wir mit {N, N*}” den Kom-
mutanten von {N, NT} den man auch als Bikommutanten von {N, Nt} be-
zeichnet. Wegen CN = NC & CTNT = NTC* ist {N, N*} unter der Bildung
von Adjungierten abgeschlossen. Wir kénnen dasselbe Argument noch einmal
anwenden und erhalten, weil fiir C € {N, Nt} immer DC = CD < DTCt =
CtDT gilt, dass auch {N, N*}” unter Adjunktion abgeschlossen sein muss.
Tatsichlich bildet {N, NT}” sogar eine kommutative *-Algebra. Als Kommu-
tant ist die Menge ein linearer Teilraum von Lj(K) und offenbar abgeschlossen
unter der Multiplikation. Dariiber hinaus enthélt sie das Multiplikative neutra-
le Element I und ist unter der Adjunktion abgeschlossen. Die Kommutativitit
rithrt daher, dass {N, Nt} C {N, NT} und somit

C,De{N,N"}Y' = Ce{N,N"}' De{N,N"} = CD=DC
gilt.

Satz 6.5. Die Abbildung ¢ — ¢(N) ist ein x-Homomorphismus von Fn nach
{N,Nt}'" (C Ly(K)), der sy(N) = s(A, B) fiir alle s € C[z,w] erfiillt.

Beweis. Weil wir fiir alle s € Clz,w] in (6.1) sy(z) = sn(2) + (pn + gn)(2) -
0, z € 0(O(N)) schreiben konnen, ldsst sich aus Satz 6.3 folgern dass sy (N) =
s(4, B), s € Clz,w).

Beziiglich der Linearitéit der Abbildung seien ¢,v € Fyn, s,r € C[z,w] und g, h
Funktionen auf o(6(N)) die auf o(©(N))\ (Z; 4iZ;) beschriinkt und messbar
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sind, sodass (6.1) und analog
¥(2) =rn(2) + (pv +qn)(2) - h(2), 2 € o(O(N))
gilt. Nach Bemerkung (5.7) gilt dann fiir beliebige A\, u € C

(Ap+p2p)(2) = (As+pur)n(2)+ (pn +an)(2) - (Ag+puh)(2), z € 0(O(N)), (6.9)

wobei Ag 4 ph auf o(O(N))\ (Z5 +iZ;) beschréinkt und messbar ist. Zusitzlich
gilt, da R ein Ideal und somit unter Vektorraumoperationen abgeschlossen ist,

auch (A¢+p)—(As+ur)y = AMop—sn)+u(v—rn) € R. (Ap+ptp) und (As+pr)
erfiillen also alle in Lemma 6.1 geforderten Eigenschaften.'* Da Definition 6.2
linear von s und ¢ abhéngt, konnen wir auf

(A + ) (N) = Ap(N) + pyp(N)

schliefen.
Was wir aus Bemerkung 5.7 ebenfalls ableiten kénnen, ist ¢#(z) = (s#)n(2) +

(pv +an)(2) - G(2), z € a(O(N)). Weil auch 2,(£) = 0,(£), 94(n) = 94(7) und
folglich €(&,n) = €(&,7) fir alle (§,n) € Z* gilt, erhalten wir

¢ (2) = (s7)n(2) = 6(2) — (B)n(2) = (¢ — sw)(2)
= (¢ —sn)7(2), z € 0(O(N) U (Z, +iZ;),
¢#(§777) - (5#)N(€777) = ¢(Ev ﬁ) - gN(E: ﬁ) = ¢(g7 ﬁ) — SN (Ea ﬁ)
= (¢ —sn)(EM) = (¢ —sn)" (&), (&) € 27,

woraus direkt
¢* —(s¥)y = (6 —sn)* R,

folgt. Mit g ist auch g beschréinkt und messbar auf o(©(N)) \ (Z; +iZy), und
wie wir durch

[CE,S(A, B)y] = [E(A+7B+)x7y] = [E(AvB)‘%y} = [8#(A7B)$7y]a

</ ng)y]:[sc,EQ/ gdE )y]:
g (O(N)\(ZE+iZE) T (O(N)\(ZE+iZR)
+
</ ng) y]E(/ ng)I,y}
a(O(N)\(ZE+iZE) o (O(N)\(ZB+iZE)

14Mit A + ptp an der Stelle von ¢.

[1]

[z,

(1]

[z,
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und

[z, > (9(w) RiR{E{w} + g(w)2 Ry Rs E{w}) y] =
wea(O(N))N(ZE+iZE)
> [z, (9(w)1 Ri Ry E{w} + g(w)2 Ry Ry E{w}) y] =
wET(O(N))N(ZE+iZE)
> [(G(w)1 Ry Ry E{w} + (g(w)2 Ro RS E{w}) x,y] =
wET(O(N))N(ZE+iZE)
[ > (G(w)1 R Ry E{w} + (§(w)2 Ry Ry E{w}) z,y] =
wET(O(N))N(ZE+iZR)

fiir z,y € K erkennen, gilt

Ri1,R2
H(N)T =s7(A,B) +E (/ g dE> .

a(6(N))
Satz 6.3 leistet dann wiederum ¢# (N) = ¢(N)™.
Die letzte verbleibende Eigenschaft, die wir fiir den Nachweis, dass es sich um
einen *-Homomorphismus handelt, brauchen, ist die Multiplikativitit. Wéahlen
wir ¢, ¢ € Fn, 8,7 € C[z,w] und Funktionen g und h wie fiir den Nachweis von
(6.9), so gilt nach Bemerkung 5.7

¢(2) - 9(2) = (sn(2) + (o~ + an)(2) - 9(2)) - (rv (2) + (pv + aw)(2) - h(2))
= (s-7)n(2) + (pv +an)(2) - w(2), 2 € 0(O(N)),

wobei fiir z € o(O(N)) \ (Zgﬂf + iZ(]f)
w(z) = s(2)h(z) +r(2)g(z) + g(2)h(2)(p(Re z) + ¢(Im 2))
und fiir 2 € o(O(N)) N (ZS + iZéR)

w(z); = s(2)h(z); +r(2)9(2);, 7 € {1,2}.

Die erste Gleichung ergibt sich durch Ausmultiplizieren, die zweite durch den
zusétzlichen Umstand, dass durch die Definition den Multiplikation in

A, (Re 2),0,(Im =) aUs a,b € ker 7 direkt a-b = 0 und damit (py +qn)(2) - (px +
qn)(2) =0, z € o(O(N)) N (Z; +iZy) folgt.

Gleichzeitig wissen wir aus Proposition 3.12, dass fiir C € (T'T*) und D, Dy,
Dy € (THT) die Gleichungen Z(DO(C)) = Z(D)C, Z(6(C)D) = CZ(D) und
E(D1)E(D3y) = Z(D1DoT*T) gelten. Nach Proposition 4.5 gilt dariiber hinaus
TTT = p(A) + q(B). Ebenfalls sei daran erinnert, dass wir am Beginn des
Beweises bereits sy(N) = s(A,B), s € Clz,w], nachgewiesen haben. Durch
Ausmultiplizieren ergibt sich schliellich unter Anwendung dieser Rechenregeln
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und der Tatsache, dass p(Re z)+q(Im 2) auf 0(©(N))N(ZE+iZE) verschwindet,

o
o (O(N)\(ZE+iZE)

Ry, R
= (s-m)(A4,B)+E / wdE | .
o (O(N))

Dabei ist w auf o(O(N)) \ (Z; +iZ;) messbar und beschréinkt und es gilt
¢ —(sr)N=(p—sn) Y+ (P —rNn) sy ER,

weill (¢ — sn), (¥ —ry) € R und R ein Ideal ist. Mit Satz 6.3 erhalten wir
P(N) - p(N) = (¢ - ¢)(N).
Es verbleibt noch zu zeigen, dass auch wirklich ¢(N) € {N,N*}’. Offen-
bar gilt s(A,B) € {A,B}' = {N,N*}". Ist dariiber hinaus C € {4, B} C
(p(A) + ¢(B)) = (TT*), dann gilt, weil © ein *-Homomorphismus ist, auch
O(C) € {6(A),6(B)}'. Damit vertauscht ©(C) nach dem Spektralsatz fiir nor-
male Operatoren auf Hilbertraumen, Satz 2.15, mit

Ry, R

D = g dE.
a(O(N))

Aus Proposition 3.12 ergibt sich

(1]

(D)C = Z(DO(C)) = Z(6(C)D) = CE(D),
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also kommutiert Z(D) mit C, woraus wir, da C € {4, B} beliebig war, auf
(D) € {A, B} = {N, NT}” schlieflen. In Summe erhalten wir

¢(N) € {A, B} ={N,N*}".
O

Beispiel 6.6. Sei K ein Kreinraum und N € L(K) normal mit der Eigenschaft,
dass sowohl sein Realteil A als auch sein Imaginérteil B positive Operatoren
sind, also [Az,z] > 0 und [Bz,z] > 0 fiir alle z € K. Unter dieser Annahme
sind die Polynome p(t) = ¢(t) := t definisierend fiir A beziehungsweise B. Ins-
besondere ist NV definisierbar. Da p und ¢ nur die Nullstelle 0 haben, ergibt sich
Zy +iZy = {0}, Z' = 0 und 9, = 9, = . In Konsequenz dessen ist My die
Menge aller auf o(0(N)) U {0} definierten Funktionen mit Funktionswerten in
C fiir z € 0(O(N)) \ {0} und Funktionswerten in A; ; ~ C? fiir z = 0 und Fy
ist die Menge aller ¢ € My, die auf o(O(N)) \ {0} beschrinkt und messbar
sind und fiir die es eine Umgebung U (0) der Null derart gibt, dass der Ausdruck

¢(2) = ¢(0)o.0
max(|Re(z)|, [Im(z)|)

auf U(0) \ {0} beschréinkt ist. Wie wir schon in Definition 5.14 bemerkt haben,
ist letzteres nur eine Einschréinkung, wenn 0 ein Haufungspunkt des Spektrums
von O(N) ist. Ein gegebenes ¢ € Fy lisst sich als ¢ = ¢1 + ¢ schreiben, indem
wir d1|s0n))\{0} = Ploe(N))\{0}s P2lo@n))\ {0y = 0 sowie ¢1(0)o0 = ¢(0)o,0,
#2(0)0,0 = ¢1(0)0,1 = ¢1(0)1,0 = 0, $2(0)0,1 = ¢(0)o,1 und ¢2(0)1,0 = ¢(0)1,0
setzen. Offenbar gilt auch ¢, ¢ € Fy und ¢3 = 0. Weil die Zuordnung ¢ +—
¥(N) nach Satz 6.5 ein x-Homomorphismus ist, erhalten wir

A(N) = ¢1(N) + ¢2(N)

und ¢2(N)? = 0. Betrachten wir den Ausdruck (6.1), kann das dort vorkommen-
de Polynom s fiir ¢ als so = 0 gewédhlt werden. Zudem koénnen wir s; fiir ¢
und s fiir ¢ identisch wéhlen. Fiir die analog indizierten Funktionen g; und g
gilt, falls 0 € g(O(N)), 91(0) = 0 und ¢2(0) = (¢1,0(0), ¢0,1), weil wie in Bei-
spiel 5.9 beschrieben gilt, dass pn(0)o0 = 0,pn(0)1,0 = 1 und py(0)o1 = 0
sowie gn(0)o,0 = 0,¢n(0)1,0 = 0 und gn(0)o,1 = 1. Bilden wir schlieBlich ¢ (N)
und ¢2(N), ergibt sich

R1,R2
¢1(N)=81(A’B)+E</ g1 dE)

(e(N)

:s(A,B)—i—E(/ ng+O>
a(©(N)\{0}

= 3(A,B)+T/ gdET™
a(©(N)\{0}
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und

(O(N))
== (0 + 92(0)1R1RTE{0} + gg(O)gRgRsE{O})
=T (92(0)1 R1 RT E{0} + g2(0)2 Ra R5 E{0}) T
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