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Zusammenfassung

In der vorliegenden Seminararbeit wird zunéchst das bekannte Konzept eines positiv
definiten Skalarprodukts auf einem komplexen Vektorraum zu dem eines indefini-
ten verallgemeinert und die Geometrie der so entstehenden Raume, insbesondere
deren Unterrdume, untersucht. Dabei und auch sonst iiberall beschrankt sich die
Diskussion auf den endlichdimensionalen Fall.

Im néchsten Schritt werden lineare Abbildungen und deren Adjungierte betrach-
tet, der Begriff der normalen Abbildung definiert und das Konzept der unitiren
Ahnlichkeit eingefiihrt.

Schliefllich werden normale Abbildungen im Hinblick auf eine Klassifikation mo-
dulo unitérer Ahnlichkeit untersucht. Es wird eine untere Schranke fiir die Schwie-
rigkeit dieses Problems hergeleitet und dadurch begriindet, dass die Komplexitét
einer solchen Klassifikation mit der Indefinitheit des infragestehenden Skalarpro-
dukts rasch anwéchst. Schliefllich wird die Klassifikation fiir den minimal indefini-
ten Fall durchgefiihrt und in diesem Fall die Eindeutigkeit der Zerlegung in eine
orthogonale Summe unzerlegbarer Abbildungen bewiesen.

Der gesamten Arbeit liegt primér [1] zugrunde. Fiir Beweise von blof zitierten
Resultaten aus der (positiv definiten) Linearen Algebra wird vereinzelt auch auf [2]
verwiesen, Unterabschnitt 3.5 basiert auf [3, Abschnitt 7]. Die Korrektur der Inhalte
aus [1, Abschnitt 8.2] in Unterabschnitt 3.3, [1, Theorem 8.4.1] in Satz 3.4.2 und
des Beweises von [3, Theorem 2| im Beweis von Satz 3.5.1 stammen vom Autor.
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1 Indefinite Skalarprodukte

Wir beschrinken uns auf den Fall eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraumes
und werden daher durchgehend den Vektorraum C",n € N, zugrunde legen. Weiters
identifizieren wir gelegentlich lineare Abbildungen auf C™ mit ihren Matrixdarstellun-
gen beziiglich diverser Basen. Zumeist liegt diesen Darstellungen die kanonische Basis,
bestehend aus den Vektoren e; = ((5”-)?:1 .0 =1,...,n, zugrunde.

-----

1.1 Definition und Darstellung beziiglich des Standardskalar-
produkts

Definition 1.1.1 Eine Abbildung [.,.] : C" x C" — C, (x,y) — [z,y] heiit indefinites
Skalarprodukt auf C", falls sie folgende Eigenschaften hat:

(i) Linearitdt im 1. Argument: Vz,y,z € C*, o, 8 € C: [ax + By, 2] = o[z, 2] + By, 2]

(ii) Antisymmetrie: Yo,y € C" : [y, z] = [z, ]
(iii) Nichtdegeneriertheit: Vo € C*: (Vy € C" : [z,y] =0) = =0

Dabei bezeichnet @ die komplex konjugierte Zahl von o € C.

Bemerkung 1.1.2 Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 1.1.1 implizieren, dass
[.,.] konjugiert linear im 2. Argument ist, also

[z, + Bz] = alz,y] + B[z, 2] fiir alle 2,9,z € C",a, 8 € C.

Beispiel 1.1.3 Das wichtigste Beispiel ist das aus der positiv definiten Linearen Al-
gebra bekannte Standardskalarprodukt (.,.), definiert durch (z,y) = >_7 | 2;7;, mit

r=(21,...,0)" y=(y1,...,yn)’ € C".

Indefinite Skalarprodukte lassen sich in eindeutiger Weise beziiglich des Standardskalar-
produkts darstellen. Um das zu zeigen, brauchen wir das folgende, wohlbekannte Resultat.

Lemma 1.1.4 Die Abbildung ® : C* — (C")*,z — (.,x) ist eine konjugiert-lineare
Bijektion zwischen C" und seinem Dualraum (C")*.

Beweis: Siehe [2, 11.2.1] und [2, Satz 11.2.2].
[

Proposition 1.1.5 Ist [.,.] ein indefinites Skalarprodukt auf C", so existiert eine re-
guldre hermitesche Abbildung Hj ; € L(C") derart, dass fiir alle 2,y € C" die Gleichung
[z,y] = (H},)v,y) gilt. Ist umgekehrt H € L(C") reguldr und hermitesch, so ist [.,.|#,
definiert durch [z,y|y := (Hz,y) fir z,y € C", ein indefinites Skalarprodukt auf C".
Die Abbildungen [.,.] = Hj ) und H +— [, .]g sind invers zueinander und etablieren
einen bijektiven Zusammenhang zwischen den indefiniten Skalarprodukten auf C* und
den reguldren hermiteschen Abbildungen aus L(C").

Beweis: Sei zunéchst [.,.] ein indefinites Skalarprodukt auf C". Fiir festes y € C™ ist die
Abbildung = +— [z, y] ein lineares Funktional auf C". Nach Lemma 1.1.4 existiert genau



ein z € C" mit [.,y] = (., 2), nmlich z = ®~!([.,y]). Durch Hj jy := z wird eine Abbil-
dung Hj j: C* — C" defniert, die wegen der Eigenschaften (i), (ii) und (iii) von [.,.] und
(.,.) aus Definition 1.1.1 und der von ® aus Lemma 1.1.4 linear, hermitesch und regulér
ist. Umgekehrt folgen fiir [., .|z die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) von Definition 1.1.1 aus
der Linearitit, Hermitezitit und Regularitit von H und den entsprechenden Eigenschaf-
ten von (.,.). Dass sich die beiden Abbildungen umkehren und daher den behaupteten
bijektiven Zusammenhang herstellen, ist dann offensichtlich.

[ |
In weiterer Folge werden wir - zur Abkiirzung von Formulierungen und wenn nichts ande-
res gesagt wird - C™ immer als mit einem mit [., .] bezeichneten indefiniten Skalarprodukt

ausgestattet verstehen, die dazu gehorige regulédre hermitesche Abbildung mit H bezeich-
nen und die beiden Objekte stellvertretend fiireinander verwenden.

1.2 Orthogonalitéit

Definition 1.2.1 Zwei Vektoren x,y € C™ heiflen orthogonal beziglich |.,.], 1.Z. x [1]y,
falls [x,y] = 0. Fiir eine Teilmenge M C C™ heifit

MW = {z e C": z[1]y fir alle y € M}
das orthogonale Komplement von M beziglich [.,.]. Orthogonalitit beziiglich (.,.) wird
mit dem Zeichen L notiert.

Fiir einen Unterraum M von C" ist bekannt, dass die Zerlegung C* = M+M* gilt, wobei
+ die direkte Summe von Unterrdumen bezeichnet. Dies ist fiir indefinite Skalarprodukte
nicht mehr richtig, es gilt aber folgende schwéchere Aussage.

Lemma 1.2.2 Fiir jeden Unterraum M von C" gilt
(i) dim(M) + dim(MH) = n,
(ii) (MEDHE = 7.

Beweis: Wegen

e MY «—= 0=[r,y] = (Hr,y),VyE M <= Hr e M* <= zc H'M*

gilt MY = H='M* und infolge dim(MHM) = dim(M*) = n — dim(M), also (i). Per
definitionem hat man M C (M), Wegen (i) gilt zudem dim(M) = n — dim(MM) =
dim((MEDH)) | und infolge (ii).

|

Definition 1.2.3 Sei M ein Unterraum von C". Wir nennen M nichtdegeneriert, falls
[.,J|amrxar ein indefinites Skalarprodukt auf M ist, falls also fir x € M aus [z,y] =
0 fiir alley € M bereits x = 0 folgt. Andernfalls heif3t M degeneriert.

Lemma 1.2.4 Fiir einen Unterraum M von C" gilt C* = M+M™ genau dann, wenn
M nichtdegeneriert ist.
Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 1.2.2; (i) und der Tatsache, dass die Nichtdegene-
riertheit von M #dquivalent ist zu M N M = {0},

[ |



1.3 Unterraume

Definition 1.3.1 Ist M ein Unterraum von C", so heifit M
(i) positiv, wenn [z, x] > 0 fiir alle z € M gilt,

(ii) nichtnegativ, wenn [z, z] > 0 fiir alle x € M gilt,

)

)
(iii) negativ, wenn [z, x] < 0 fir alle x € M gilt,
(iv) nichtpositiv, wenn [z, z] < 0 fiir alle z € M gilt,
)

(v) neutral, wenn [z, z| = 0 fiir alle x € M gilt.

Das Ziel dieses Unterabschnittes ist es, die maximale Dimension der Typen von Un-
terrdiumen aus Definition 1.3.1 zu ermitteln. Dazu bringen wir zunéchst das folgende

Lemma 1.3.2 Seien [.,.]1,[.,.]2 zwei indefinite Skalarprodukte auf C" mit zugehorigen
reguldren hermiteschen Abbildungen Hy, Hy € L(C™), und seien letztere kongruent, also
existiere ein reguléres S € L(C") mit H; = S*H,S, wobei .* das gewohnliche Adjungieren
beziiglich (.,.) bezeichnet. Dann hat ein Unterraum M von C" genau dann eine der
Eigenschaften (i)-(v) aus Definition 1.3.1 beziiglich [.,.];, wenn sie der Unterraum SM
beziiglich ., .] hat.
Beweis: Die Aussage folgt direkt daraus, dass [Sz, Sz|y = (HeSz, Sx) = (S*Ha Sz, x) =
(Hyz,z) = [z, x]; fir alle z € M gilt.

|

Definition 1.3.3 Sei H € L(C") hermitesch. Dann bezeichnet i, (H),i_(H) und io(H)
die Anzahl der positiven, negativen und verschwindenden Eigenwerte von H, wobei die
einzelnen Eigenwerte geméf ihrer Vielfachheit gezéhlt werden.

Fiir ein reguléres H gilt natiirlich io(H) = 0.

Lemma 1.3.4 Sei H € L(C") hermitesch. Dann gilt i, (H) +i_(H) +io(H) = n und die
Matrixdarstellung von H ist kongruent zu

Lisy 00
0 L gn O
0 0 0

Hierin bezeichnet I, € C™*™ die Einheitsmatrix.
Beweis: Siehe [1, Theorem A.1.1].
[ |

Lemma 1.3.5 Sei H € L(C"™) hermitesch und bezeichne \; > ... > ), die absteigend
angeordneten, nicht notwendigerweise verschiedenen Eigenwerte von H. Dann gilt

Vpe{l,....nt: A\, = max min (Hx,x
p { ’ ’ } P NCC™ Unterraum, z€N, ( ’ )
dim(N)=p (z,2)=1

Beweis: Siehe [1, Theorem A.1.6].



[ |
Jetzt konnen wir das Hauptresultat dieses Unterabschnittes formulieren, welches sich in
Abschnitt 3, und dort insbesondere in Unterabschnitt 3.4, als entscheidend herausstellen
wird:

Proposition 1.3.6 Sei [.,.| ein indefinites Skalarprodukt auf C* und H € L(C") die
zugehorige regulidre hermitesche Abbildung. Dann gilt:

(i) Die maximale Dimension eines positiven bzw. eines nichtnegativen Unterraumes
von C™ ist iy (H).

(ii) Die maximale Dimension eines negativem bzw. eines nichtpositiven Unterraumes
von C™ist i_(H).

(iii) Die maximale Dimension eines neutralen Unterraumes von C™ ist min (i, (H),i_(H)).

Beweis: Zundchst zu (i): Seit M C C" ein positiver bzw. nichtnegativer Unterraum.
Angenommen p := dim(M) > i, (H), dann existiert wegen Lemma 1.3.5 ein y € M
mit [y,y] = (Hy,y) = minger @o)=1(Hz,x) < A, Da H regulér ist, gilt A; > 0
fir i = 1,...,i.(H) und \; < O fiir ¢ = iy (H) + 1,...,n, was auf den Widerspruch
0 < [y,y] <\, <O fithrt. Also gilt dim(M) < i, (H) fiir einen jeden solchen Unterraum.
Um zu zeigen, dass es einen derartigen Unterraum mit Dimension i (H) gibt, verwenden
wir, dass nach Lemma 1.3.4 ein regulédres S € L(C™) derart existiert, dass

([”(H) 0 ) —: Hy = S*HS.
0 —Li_m

Beziiglich [., .| g, ist der i (H)-dimensionale Unterraum span{es, ..., e; ()} positiv bzw.
nichtnegativ, und daher gilt selbiges nach Lemma 1.3.2 fiir den gleichdimensionalen Raum
M := S (span{es, ..., €, (m)}) beziiglich [, ]. (ii) zeigt man analog.

Fiir (iii) beachte man zunéchst, dass jeder neutrale Unterraum sowohl nichtnegativ als
auch nichtpositiv ist, und daher nach Obigem seine Dimension durch min(i(H),i_(H))
nach oben beschrankt ist. Ein neutraler Unterraum, der diese maximale Dimension hat,
ist nach analogen Uberlegungen zu oben gegeben durch

M:=S5 (Span{61 + €n, .-y Cmin(iy (H),i_ (H)) T 6n+1—min(i+(H),i,(H))}) .

2 Lineare Abbildungen

Wir wenden uns jetzt der Untersuchung von linearen Abbildungen auf C™ im Lichte eines
indefiniten Skalarproduktes [.,.] auf diesem Raum mit zugehoriger regulérer hermitescher

Abbildung H zu.



2.1 Adjungierte Abbildungen

Wir verallgemeinern zunéchst den Begriff der adjungierten Abbildung auf indefinite Ska-
larprodukte.

Lemma 2.1.1 Fiir A € L(C") gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung A € L(C")
mit der Eigenschaft

Vo, y € C": [Ax,y] = [z, AMy).

Wir nennen diese die Adjungierte von A beziiglich [.,.] oder auch die H-Adjungierte von
A. Dabei gilt

AM = gta g (2.1)

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit der Adjungierten beziiglich des Standardskalar-
produkts liefert gemeinsam mit

[Az,y] = (HAx,y) = (v, A*"Hy) = (Hz, H 'A*Hy) = [x, H ' A*Hy]

fiir alle 2,y € C™ die Existenz und Eindeutigkeit von A sowie die behauptete Gleichheit.
[ |

Folgende Eigenschaften der Adjungierten beziiglich [.,.] ergeben sich direkt aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der Adjungierten beziiglich (.,.) und (2.1).

Lemma 2.1.2 Fir A, B € L(C") und «, 8 € C gilt
(i) (AM)¥ = A,
(ii) (A + BB =aAll + gBH,
(iii) (AB)M = BHAK,
Lemma 2.1.3 Sei A € L(C"). Dann gilt:
(i) Ker(AP) = (ran(4))1, ran(AP) = (ker(4))!4,
(ii) dim(ker(AM)) = dim(ker(4)), dim(ran(AM)) = dim(ran(A)).

Insbesondere ist A genau dann regulir, wenn das fiir A der Fall ist.

Beweis: Fiir © € C" gelten die folgenden Aquivalenzen:

Az =0 — wyec: Az y] =0
— VyeC":|z,Ay]=0
— € (ran(A))H

Daraus ergibt sich die erste Gleichheit in (i). Infolge haben wir aber auch ker((A*)) =
(ran(AM))H) und mit Lemma 1.2.2, (i), sowie Lemma 2.1.2, (i), durch Bildung des or-
thogonalen Komplements die zweite Gleichheit.



(ii) folgt direkt aus (i) in Verbindung mit der Rangformel dim(ker(A))+dim(ran(A)) =
n und Lemma 1.2.2, (i).
|
Lemma 2.1.4 Fiir A € L(C") und einen Unterraum M C C" ist M A-invariant, also
AM C M, genau dann, wenn M AlFinvariant ist.

Beweis: Man hat unter Beriicksichtigung von Lemma 1.2.2, (ii), folgende Aquivalenzen:

Ve M:Azv e M

Ve e M,ye MY : [Az,y] =0
Vo e M,y e MY [z, AMy] =0
Vy € M. Ay e pit]

M ist AM invariant

M ist A-invariant

171110

Definition 2.1.5 Eine Abbildung A € L(C™) heifit normal beziiglich [.,.] oder H-normal,
falls A und A¥ kommutieren, also AAM = Al A,

Unter Beriicksichtigung von (2.1) bedeutet die H-Normalitidt von A € L(C") also

AH'A*H = H'A*HA (2.2)
Das néchste Resultat wird fiir den nachfolgenden Unterabschnitt 2.2 entscheidend sein.
Proposition 2.1.6 Seien [.,.]1,[.,.]o indefinite Skalarprodukte auf C" mit zugehorigen
reguldren hermiteschen Abbildungen Hy, Hy € L(C") und A € L(C"). Sind H; und Ho

kongruent, existiert also ein reguliares S € L(C") mit Hy = S*H;S, dann ist A; := A
genau dann H;-normal, wenn A, := S7'A;S Hy-normal ist.

Beweis: Angenommen, A; ist Hi-normal. Dann folgt mit Lemma 2.1.1

A Al = 971 A SHS TS AT(SF) Hy
= STMA(SH,;'SM)AL(S*) THyS™HS
= ST'AH'ATH,S
= 514,AMs
= Sstall g
= STISH,'S*AL(S*)T'H,STALS
= H;'ALH,A,
= AL 4,.
Die umgekehrte Richtung folgt direkt aus dem Gezeigten, da ja H; = (S™')*HyS™! und

Al = SAQSil gllt
|



2.2 Unitire Ahnlichkeit

In diesem Unterabschnitt seien [.,.]; und H;, i = 1,2, indefinite Skalarprodukte auf C"
mit zugehorigen reguldren hermiteschen Abbildungen aus L(C").

Definition 2.2.1 Eine lineare Abbildung 7" auf C" heifit (Hy, Hy)-unitdr, falls [Tz, Ty|s =
[z,y] fiir alle 2,y € C" gilt. Im Falle H; = Hy nennen wir T auch unitdr beziglich |., ]
oder H-unitdr.

Lemma 2.2.2 T' € L(C") ist genau (H;, Hy)-unitér, wenn 7" eine Kongruenz zwischen
H, und H, etabliert, also wenn T regulér ist mit Hy = T*H,T.

Beweis: T ist (Hy, Hy)-unitér genau dann, wenn

Vae,y € C": (Hyz,y) =[x,y = [Tz, Ty|y = (HoTx, Ty) = (T*HyTx,y).

Wir betrachten die Menge

M :={(A,H) € L(C") x L(C") : Hist regulér und hermitesch}.
Definition 2.2.1 und Lemma 2.2.2 legen die folgende Begriffsbildung nahe.

Definition 2.2.3 Wir nennen (A, Hy), (A2, Hy) € M wunitdr dhnlich, 1.Z. (Ay, Hy) ~
(Asg, Hs), falls es ein reguldres T' € L(C™) gibt derart, dass

H,=T'H,T und A, =T'A,T
erfiillt ist.

(A1, Hy) ~ (As, Hs) gilt also genau dann, wenn es ein (Hy, Ho)-unitéres T' € L(C") gibt,
dass eine Ahnlichkeit zwischen A; und A, etabliert.

Man sicht sofort, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist. Bezeichnen wir weiters
(A, H) € M als normal, wenn A H-normal ist, so impliziert Proposition 2.1.6 direkt das
folgende

Korollar 2.2.4 Sind (A4, Hy), (A, Hy) € M unitéar dhnlich, so ist A; genau dann H;-
normal, wenn es Ay Ho-normal ist. Somit ist die_. Eigenschaft der Normalitdt mit ~ ver-
traglich und daher eine Eigenschaft der ganzen Aquivalenzklasse aus M/ ~.

Das Problem des néchsten und letzten Abschnittes lédsst sich nun sehr pragnant wie folgt
formulieren: Identifiziere in jeder normalen Aquivalenzklasse aus M/ ~ einen méoglichst
einfachen, kanonischen Repridsentanten. Um dieses Problem anzugehen, brauchen wir
noch die folgenden beiden Resultate.

Lemma 2.2.5 Seien A, fiir & = 1, 2 lineare Abbildungen auf C" und B;, := {ugk), o ,u&’“)}
Basen. Haben A; beziiglich B; und As beziiglich By dieselbe Matrixdarstellung A € C**",
so sind (A, Hy) und (Ag, Hy) unitér dhnlich, falls

)

[ug ,ugl)]l = [uz(?),uf)b fir alled, 7 =1,...,n.
Beweis: Sei A := (a;;)ij=1,..n und definiere die lineare Abbildung 7" vermdoge Tuz(l) =

i

i=1,...,n. Dann gilt fiir allei € {1,...,n}



ATu! = A =3 gy =T (Z aﬂugl)> =T’
p j=1

und damit A; = T~ ' A,T. AuBerdem hat man fiir alle 7,5 € {1,...,n}

[uz(l)’ugl)]l = (u} (1) H u(l)) und [u( ) (2)] = (u} (2)  H, u( )) (u! (1) T*H Tu(l))

T ) ]

Somit gilt H; = T*H,T genau dann, wenn die Bedingung aus der Aussage erfiillt ist.
[

Korollar 2 2.6 Sei A; eine lineare Abbildung auf C", die beziiglich der Basis Bl =
{u1 . )} die Matrixdarstellung A € C™*" hat und sei B : {u ol } ei-
ne bezughch des Standardskalarprodukts orthonormale Basis. Definiere zwei lmeare Ab-
bildungen As und Hy auf C" durch ihre Matrixdarstellungen beziiglich B, wie folgt:
Ay habe die Matrixdarstellung A und H, die Matrixdarstellung (Hs ;)i j=1,..n, Wobei

Hy ;i = [u ) (1)] ,i,7=1,...,n. Dann sind (A, H;) und (A, Hy) unitar dhnlich.

U U

Beweis: Es gilt

2, = (quz , ] <ZH2kluk ,u] )
B ZH“Z w? ) ZH“Z% Hy i = [uf”, u)s,

weshalb die Aussage aus Lemma 2.2.5 folgt.

3 Normale Abbildungen

Wir wenden uns dem titelgebenden Studium von normalen Abbildungen auf Rdumen mit
indefinitem Skalarprodukt zu.

3.1 Jordan’sche Normalform und Normale Abbildungen

Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung der wichtigsten Resultate aus der Theorie
der Jordan’schen Normalform.

Definition 3.1.1 Ist A € C, dann heif}t

A1 0 0
0o X 1 0
Jm()\) — e Cmxm
A1
0 0 A



Jordan-Block der Gréfie m zum Eigenwert \.

Definition 3.1.2 Sei A eine lineare Abbildung auf C". Wir nennen die Menge o(A) der
Eigenwerte von A das Spektrum von A und fiir A € 0(A) bezeichnen wir

Ea(N) :=ker(A — Al,,) bzw. Ra(A):=ker(A— A\L,)"

als den Figenraum bzw. Hauptraum von A zum Eigenwert . Die Zahl g4 () := dim E4(A)
heifit geometrische Vielfachheit des Figenwerts .

Die Relevanz dieser Begriffsbildungen artikuliert sich in dem folgenden

Satz 3.1.3 Sei A eine lineare Abbildung auf C", reprisentiert durch ihre Matrixdarstel-
lung aus C™™ beziiglich der kanonischen Basis. Bezeichne weiter o(A) = {A\,..., A/}
die verschiedenen Eigenwerte von A und g; := ga(\;),7 = 1,...,n, deren geometrische
Vielfachheiten. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) C lisst sich schreiben als C* = Ra(A)+ ... +Ra(\)

(ii) Fir i = 1,...,[ sind die Rdume E4()\;) und Ra(\;) A-invariant und A hat auf
diesen genau den Eigenwert ;.

(iii) A ist dhnlich zu einer Jordan-Blockdiagonalmatrix der Form

J = diag(Fnyy M)+ Ty, s oy s s T, (W)

mit » 9, m;; = dim(Ra(N;)),i = 1,...,[, und diese ist bis auf die Reihenfolge der
sie aufbauenden Blocke eindeutig durch A bestimmt.

Beweis: Siehe [1, Abschnitt A.2].

|
Lemma 3.1.4 Seien A, B lineare Abbildungen auf C" mit AB = BA, {\,..., N} =
o(A) die verschiedenen Eigenwerte von A und {1, ..., u,} := o(B) die verschiedenen
Eigenwerte von B. Definiere weiters fiir (¢,7) € {1,...,l} x {1,...,m} den Unterraum

Qij = Ra(N) NRp(p;) und Q = {(4,5) € {1,...,{} x{1,...,m} : Q;; # {0}}. Dann
gilt:

(i) V(i,7) € {1,...,1} x {1,...,m} : Q;; ist invariant fir A und B
(ii) B jyea@is =C"

(ili) V(i,4) € {1,.... 1} x{1,...,m} : In Q;; hat A genau den Eigenwert \; und B genau
den Eigenwert fi;

Beweis: Mit Ausnahme der gleichzeitigen Invarianz der @);; unter A und B folgen alle
Aussagen direkt aus Satz 3.1.3. Die gleichzeitige Invarianz ist aber eine unmittelbare
Konsequenz des Kommutierens von A und B, da Letzteres ja

A(B — ;)" = (B—p;1)"A und B(A—\I)" = (A— \I)"B



impliziert.

Wir wollen an dieser Stelle noch die Eigen- und Hauptrdume der Adjungierten einer
linearen Abbildung untersuchen.

Proposition 3.1.5 Ist A € L(C"), so gilt

(i) o(AM) = o(4),
(ii) dim(R 40 (N)) = dim(R(N)) fiir alle A € o(A),
(iii) ERf;\())\) N R (1)) [L] (Ra(k) N R 4w (D)) fur alle N\, pu, kv € 0(A) mit (k,v) #
fy A).

(iv) Ist zusitzlich A H-normal, so gilt dim(RA(A) N R 401 (7)) = dim(Ra(p) N R 401 (N))
fir alle A\, u € o(A), X # p.

Beweis: Wegen Lemma 2.1.2, (i) und (iii), gilt (A —AL,) = A — X1, ((A—\L,)")P =
(AF — XI,,)". Damit folgen die Aussagen (i) und (ii) sofort aus Lemma 2.1.3, (ii).

Fiir (iii) seien * € RA(AN) NR 4w (1), y € Ra(k) N R 41 (P) mit (k,v) # (u, A) beliebig
vorgegeben. Im Falle v # X ist (A — v1,)™ nach Satz 3.1.3, (i), eine Bijektion von R 4(\)
auf sich. Also gibt es ein z € R4(A) mit z = (A — vI,)"z. Damit folgt die Behauptung
wegen

[2,y] = (A = v1)"2y] = [z, (A¥ = 7L,)"y] = [2,0] = 0.

Den Fall k # p behandelt man entsprechend.

Fiir (iv) bemerken wir zunéchst, dass wir fiir ein H-normales A mit B := Al genau
in der Situation von Lemma 3.1.4 sind. Folglich haben wir unter Beriicksichtigung von
(i) die Zerlegung

+]

C'= P RaN)NRuu(m). (3.1)

A p€o(A)

Aus (iii) erhalten wir unmittelbar

D Ra(w) NRA(@) S (Ra(N) N R (), (3.2)
K,vET(A)
(rv) 7 (1,2

woraus wir nach Lemma 1.2.2, (i), sowie (3.1) folgern, dass

dm(Ra(p) N R4 (V) = n— Y dim(Ra(k) VR4 (P))
Kwvea(A)
()7 (1)

> n—dim (Ra(A) N Ry (7))
= dim(Ra(\) N R 40 (1))

Vertauschen wir die Rollen von A und g in diesem Argument, so erhalten wir die umge-
kehrte Ungleichung und damit insgesamt die Behauptung.
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Definition 3.1.6 Die Matrix

0 0 1
Sy, 1= 0

0o .-

1 0 0

heifit sip-Matriz (englisch fiir: standard involutory permutation) der Grdifie n.

Offensichtlich ist die Matrix S,, involutorisch, also S? = I,,, sowie regulir und hermitesch.
Sie definiert somit ein indefinites Skalarprodukt auf C”.

Proposition 3.1.7 Seien J; = J,,(M\1),...,Jx := Ju, (Ar) Jordan-Blocke und S; :=
Snys- oSk = Sy, die sip-Matrizen der zugehorigen Groflen. Dann definiert die Blockdia-
gonalmatrix S := diag(Si,...,Sk) ein indefinites Skalarprodukt auf C" und die Block-
diagonalmatrix J := diag(.Jy, ..., Jx) ist S-normal, wobei n :=n; + ... + ny.

Beweis: Mit den S;,7 = 1,...,k, ist auch S involutorisch, reguldr und hermitesch. Die
behauptete S-Normalitét ist geméB (2.2) dquivalent zu JSJ*S = SJ*SJ. Beriicksichtigt
man J* = diag(J}, ..., J;), so bedeutet das

Wir nehmen also im Weiteren oBdA. k£ = 1 an und lassen die Indizes weg. Die Multipli-
kation einer Matrix A € C™*" mit S von links vertauscht die Zeilen dieser Matrix geméafl
der Permutation 7(i) = n+ 1 — 4,9 = 1,...,n, die von rechts in derselben Weise die
Spalten. Gemeinsam mit

A0 0

1 )
J=1o

: A0

0 1 A

folgt daraus SJ*S = J, wobei J fiir die Matrix steht, die durch komplexes Konjugieren der

Eintrége von J entsteht. Die Aussage ist somit zu JJ = JJ = JJ, also zur Reellwertigkeit
der Eintrége von JJ, dquivalent, was wegen

M A+ 1 0o ... 0
0 M A+X 1 0
JJ = R e R
AN+ 1
YD T EDY
0 0 AN

erfiillt ist.
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Korollar 3.1.8 Zu jedem A € L(C") existiert ein reguléres hermitesches H € L(C")
derart, dass A H-normal ist.

Beweis: Wir arbeiten wieder mit den Matrixdarstellungen der involvierten Abbildungen
beziiglich der kanonischen Basis. Es sei J = diag(Jy,...,J;y) € C"*" eine geméaf Satz
3.1.3, (iii), existierende Jordan-Normalform von A mit den Jordan-Blocken Ji, ..., J;
und T € C™" reguldr mit A = T1JT. Setze S := diag(Si,...,Sy) wie in Proposition
3.1.7 mit sip-Matrizen passender Grofle. Nach Proposition 3.1.7 ist J S-normal, also ist
nach Proposition 2.1.6 A beziiglich H := T*ST normal.

[ |
Wir sehen also, dass wenn wir von definiten zu indefiniten Skalarprodukten verallge-
meinern, jede Abbildung aus L(C") beziiglich eines geeignet definierten Skalarproduktes
normal ist. Das motiviert umso mehr die Suche nach einer Klassifikation normaler Abbil-
dungen auf Rdumen mit indefiniten Skalarprodukten modulo unitirer Ahnlichkeit, weist
aber auch schon auf die grofie Komplexitét dieses Problems hin, vgl. Abs. 3.3. Nichtsde-
stotrotz wollen wir uns dieser Aufgabe jetzt zuwenden.

3.2 Zerlegbarkeit normaler Abbildungen

Sei [.,.] ein indefinites Skalarprodukt auf C* und H € L(C") die zugehorige regulire
hermitesche Abbildung.

Definition 3.2.1 Eine lineare Abbildung A auf C" heifit zerlegbar, wenn ein nichtde-
generierter Unterraum V' C C" mit {0} # V # C" derart existiert, dass V und VI
A-invariant sind, also AV C V und AV C VI gilt.

GemiB Lemma 1.2.4 ist dann C"* = V+VIH und wir sagen, dass A die orthogonale
Summe von Ay := Aly und As := Al beziiglich [.,.] bzw. deren H -orthogonale Summe
ist.

Gibt es keinen solchen Unterraum, dann heifit A unzerlegbar.

Lemma 3.2.2 Fiir eine lineare Abbildung A auf C" ist ein Unterraum V' C C™ gemeinsam
mit seinem H-orthogonalen Komplement V) genau dann A-invariant, wenn V beziiglich
A und AP invariant ist.

Beweis: Nach Lemma 1.2.2, (ii) und Lemma 2.1.3 ist VI genau dann beziiglich A inva-
riant, wenn (V) =V beziiglich Al-invariant ist.
|

Bemerkung 3.2.3 Ist mit der Terminologie aus Definition 3.2.1 A zerlegbar, so ist nach
Lemma 3.2.2 V Allinvariant und die Adjungierte von A; = Aly beziiglich [, ]|yxv
offensichtlich A |v. Ist A dabei H-normal, so ist A; beztiglich [., ]y xy normal. Analoges
gilt fiir Ay beztiglich [., ]y pi-

Iterativ ldsst sich basierend auf Definition 3.2.1 die Darstellbarkeit linearer Abbildungen
als H-orthogonale Summe auch von £ > 2 Summanden definieren. Man erhélt unmittelbar

Proposition 3.2.4 Jede lineare Abbildung A auf C" lisst sich in eine H-orthogonale
Summe von unzerlegbaren linearen Abbildungen Ay, ..., Ay zerlegen.

12



Schliefllich kommen wir an bei

Proposition 3.2.5 Jede H-normale lineare Abbildung N auf C" lisst sich in eine H-
orthogonale Summe von linearen Abbildungen mit genau einem oder zwei Eigenwerten
zerlegen.

Beweis: Ist N H-normal, so kommutiert A := N mit B := N und wir befinden uns in der
Situation von Lemma 3.1.4. Bezeichnet wieder {\1,..., \;} := o(N) bzw. {1, ..., ftm} ==
o(NM) die verschiedenen Eigenwerte von N bzw. N, so gilt nach Proposition 3.1.5,
(i), in diesem Fall {u1,...,um} = {M1,..., \}. Weiters haben wir fiir (r,s) # (j,19)
nach Proposition 3.1.5, (iii), Q;;[L]Qrs. Setzt man nun V; = @ fir (i,4) € Q und
Vij = Qij + Qy fir (4,j) € Q und i < j, so gilt C" = P, V; ® P,; Vi; und unter
zusétzlicher Beriicksichtigung von Lemma 1.2.4 haben die zugehérigen Einschrankungen
Ny, und Ny, genau die behaupteten Eigenschaften.

[

Bemerkung 3.2.6 Um die normalen Abbildungen auf einem gegebenen indefiniten Ska-
larproduktraum modulo unitérer Ahnlichkeit zu klassifizieren, reicht es nach Bemerkung
3.2.3 und Proposition 3.2.4 aus, das fiir die unzerlegbaren unter ihnen zu tun. Nach
Proposition 3.2.5 haben diese genau einen oder zwei Eigenwerte.

3.3 Komplexitit der Klassifikation normaler Abbildungen

Ehe wir uns weiter mit der Losung des Problems der Klassifikation normaler Abbildungen
auf Rdumen mit indefinitem Skalarprodukt beschéftigen, wollen wir die Komplexitét
dieser Aufgabenstellung abschétzen. Wir beginnen mit dem folgenden

Lemma 3.3.1 Sind A, B,C € L(C") mit CA = BC und haben A und B keine gemein-
samen Kigenwerte, so folgt C' = 0.

Beweis: Seien {A1,..., N} := 0(A) die verschiedenen Eigenwerte von A und bezeichne
wie gewohnt R4(\;)(C C") den zum Eigenwert \; gehorigen Hauptraum von A. Fiir
x € Ra(N\;) sei s, € N definiert durch

sy :=min{s € N: (A — N\ I,,)°z =0} (< n).

Wir zeigen per Induktion nach s,, dass Cz = 0 fiir alle z € R4();) gelten muss. Wegen
C" = Ra(M)+ ... +Ra(N), vgl. Satz 3.1.3, (i), folgt daraus die Behauptung.

e Im Fall s, = 0 gilt Az = \;z und daher \;,Cx = CAx = BCxz. Da A und B keine
gemeinsamen Eigenwerte haben, folgt C'z = 0.

e Wissen wir im Fall s, > 0, dass die Aussage fiir alle y € R4(\;) mit s, = s, — 1
stimmt, so setzen wir z := (A — \;I)z. Offenbar gilt s, = s, — 1 und Az = \jx + 2.
Geméf Induktionsvoraussetzung folgt Cz = 0, weshalb \;,Cx = C(\z + 2) =
C Az = BCxzx und folglich Cx = 0.

Wir verwenden fiir den Rest des Unterabschnitts konsequent die Identifikation von linea-
ren Abbildungen mit ihren Matrixdarstellungen beziiglich der kanonischen Basis.
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Sei v :=min(i (H),i_(H)), wobei iy (H) (i (H)) die Anzahl der positiven (negativen)
Eigenwerte von H bezeichnet und wir oBdA. annehmen wollen, dass i, (H) > i_(H) =v
gilt. Nach Lemma 1.3.4 ist H kongruent zu der Matrix

I, 0O
0 -1,)

Definiert man u; := \%(el +enpij), Uptj 1= \%(el —€n—vtj),J =1,...,v, sowie ug,; =
evtj,j =1,...,n —2v, und die Matrix U := (uy]...|u,), so erhélt man die Kongruenz
von H zu
0 I, 0
U (I”O—” N ) v={1 0 o (3.3)
v 0 0 In—2u

Da wir ohnehin nur modulo unitérer Ahnlichkeit arbeiten, kénnen wir fiir H oBdA. diese
Form voraussetzen. Insbesondere ist H dann involutorisch.

Wir betrachten nun Paare kommutierender Matrizen aus C"*”. Fiir ein derartiges
Paar (P, Q) definieren wir zwei natiirliche Zahlen [(P, Q) und m(P, Q) geméi8

(P,Q) = min{lEN: max Re()) < min Re(,u)}

Ao (P—II) peET(Q)
(3.4)
m(P,Q) := min {m € N: max Re(p) < m}
pea(Q)

und weiter eine Matrix N (P, Q) aus C"*" gemif

P—I(P,Q)I, 0 0
N(P,Q) := 0 Q* 0
0 0 m(P,Q),s

Mit (P, Q) ist natiirlich auch (P — (P, Q)1l,, Q) ein Paar kommutierender Matrizen aus
CY*¥. Weiters gilt mit den Abkiirzungen [ := (P, Q), m := m(P, Q) sowie N := N(P, Q)
wegen

Q 0 0
NH=—HN*H=|0 P*—1I, 0
0 0 ml, o,

und PQ = QP offensichtlich NN = NF N also ist N stets H-normal.

Definition 3.3.2 Sind (P, Q1) und (P, Q2) Paare von Matrizen aus C"*¥, so nennen
wir diese simultan dhnlich, wenn es ein reguldres R € C**" gibt mit

PQ = Rille und QQ = RilQlR

Satz 3.3.3 Seien (P, Q1), (P2, Q) Paare kommutierender Matrizen aus C**” und seien
li == 1(F;,Q;), m; == m(F;,Q;) und N; := N(P;, Q;) fiir i = 1,2. Dann sind (P, — 111, Q1)
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und (P, — 51, (Q)2) simultan #hnlich genau dann, wenn Ny und Ny H-unitér dhnlich sind,
wobei H wie in (3.3) ist.

Beweis:

= : Angenommen, (P, —11,,Q1), (P, — l31,, @Q2) sind simultan &hnlich. Dann existiert
ein regulires R € C**¥ mit P, — Io], = R™Y(P, — 1I,)R und Q; = R7'Q,R. Da
dghnliche Matrizen dasselbe Spektrum haben, gilt I = Iy =: [ und m; = mqy =: m.
Definieren wir

R 0 0
T:=10 (R)! 0 ,
0 0 In—Zu
so ist 1" wegen
Rt 0 0
T 0 R 0 |=1"
0 0 ITL—2V
H-unitdr und wegen
R7YP, —II,)R 0 0
T'N\T = 0 R*Qi(R*)7! 0 =N,
0 0 ml, o,

sind Ny und Ny unitédr dhnlich beziiglich H.

<= : Nehmen wir umgekehrt an, dass N; und N, H-unitér dhnlich sind. Dann existiert
ein H-unitires T € C™"™ mit T-'N,T = N,. Schreiben wir T analog zu den N; als

Blockmatrix
Ty Tiy Tis
T=|Tn Ty 1],
T3 T30 Ti3

und reformulieren wir die Ahnlichkeit der N; gemafl NiT = T'N,, so erhalten wir
die Gleichung

(P —0L1,)Tw (P—UL1,)Te (P —UL1,)Ths
Q11 Q1T Q1153
my T4 UV ED mq 133

Ty (Po—lo1,) T12Q5 moTis
= | To1(Py — Io],) TooQb moTog
T31(P2 - lzfu) T32Q§ maT3s3
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Betrachten wir zunéchst die Gleichheit der Eintrdge dieser Blockmatrizen an den
Stellen (3,1), (3,2),(1,3), (2, 3), so folgt durch Adjungieren an geeigneter Stelle

(P — U 1L,)Ths = moThs, Q1 Tog = moTas, (Po — lo1,) Ty, = m Ty, Q15 = miTy,.

Nehmen wir an, dass 713, T3 nicht gleichzeitig verschwinden, dann folgt aus den
ersten beiden Gleichungen wegen o(Q7) = o(Q1), dass me € o(Py — l11,) U o(Q1).
Wegen der Definitionen von [; und m; folgt my < my. Aus mqT33 = moT33 erhalten
wir damit T33 = 0. Da T regular ist, konnen folglich T3, T3, nicht gleichzeitig
verschwinden. Die zweiten beiden Gleichungen samt o((Py — l21,)*) = o (P — l21,)
implizieren my € o(Py—Ily1,)Uo(Q2). Wegen der Definitionen von [y und my erhalten
wir den Widerspruch m; < msy < my. Analog lasst sich die Annahme, dass T31, T3,
nicht gleichzeitig verschwinden auf einen Widerspruch fithren. Wir schliefen auf
Ty = Ty = T3 = To3 = 0, womit die Regularitdt von T33 die Gleichung m; = mso
nach sich zieht.

Im Fall

min Re < min Re
peo(Q1) (1) T p€s(Q2) (1)

erhalten wir wegen o(Q3%) = 0(Q2), dass o(P—111,)No(Q3) = 0. Nach Lemma 3.3.1
folgt T2 = 0 aus T12Q%5 = (Py — I11,)T12. Damit sind T7; und Ty, regulér, weshalb
Py — o1, = TN (P — I11,) Ty sowie Qg = T4yQ1(T4,) ! Da dies die Gleichheit der
Spektren der P, —{;1, bzw. der Q); impliziert, folgt weiter aus 1o (P —l21,) = Q715
wieder mit Lemma 3.3.1, dass T5; = 0. Ist

min Re(p) > min Re(p),
pea(Q1) <M) n€o(Q2) ('U)

so erhalt man 775 = T5; = 0 mit analogen Uberlegungen.

Die Kongruenzbedingung aus Lemma 2.2.2 wird damit zu

0 TyTe O 0 I, 0
T*HT = | T5Ty 0 0 |=8#H=[L 0 o0
0 0 Ty5Tss 0 0 Inoa

Mit R := Ty, folgt Thy = (R*)~', weshalb die Matrix R die simultane Ahnlichkeit
von (Pl — ll.[l,, Ql) und (P2 — lQL,, QQ) realisiert.

|
Bemerkung 3.3.4 Der Inhalt dieses Unterabschnitts basiert auf [1, Abschnitt 8.2]. Der
dortige Inhalt unterscheidet sich allerdings in zwei Punkten von dem hier préasentierten:
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(i) Die in [1] verwendeten Definitionen von (P, Q) und m(P, Q) sind

I(P,Q) = min{leN:0o(P—-1I,)No(Q)=10}
m(P,Q) = min{m e N:m & o(P—I1(P,Q)l,)Uc(Q")}

und weichen damit von (3.4) ab. Die Definitionen aus [1] sind allerdings nicht stark
genug, um in Teil (ii) des Beweises von Satz 3.3.2 die Blocke von T abseits der
Diagonalen zu eliminieren. Daher wurden die Definitionen soweit nachgeschérft,
dass die entsprechenden Schliisse moglich sind.

(ii) Die in [1] formulierte Behauptung ist, dass (P, Q1) und (P, Q2) genau dann simul-
tan dhnlich sind, wenn Ny und Ny H-unitar dhnlich sind, ist nicht korrekt, wie man
sich folgendermaflen iiberlegen kann.

Ist (P, Q1) so gewéhlt, dass - egal ob mit den Definitionen von (P, Q) und m(P, Q)
aus [1] oder aus (3.4) - die Ungleichung [; > 0 erfiillt ist, so gilt fiir (P, Q2) :=
(P, —111,,0Q1), dass Iy = 0, me = my und weiter Ny = Ny. Wegen o(P,) = o(Py) —
l1 # o(Py) kénnen aber (P, Q1) und (Pz, Q2) nicht simultan &hnlich sein.

Bemerkung 3.3.5 In der Literatur nennt man ein Klassifikationsproblem wild, wenn es
das Problem der Klassifikation von Paaren kommutierender Matrizen modulo simultaner
Ahnlichkeit umfasst. Derartige Probleme gelten als hoffnungslos kompliziert [1, Abschnitt
8.2]. Satz 3.3.2 zeigt, dass die Klassifikation von normalen Abbildungen modulo unitérer
Ahnlichkeit, grob gesprochen, fast wild ist. Folglich kann man eine Losung dieses Klassi-
fikationsproblems nur fiir kleine Werte von v = min(i,(H),i_(H)) erwarten.

3.4 Klassifikation im minimal indefiniten Fall

Der vorige Unterabschnitt 3.3 zeigt, dass man sich eine Klassifikation H-normaler Ab-
bildungen modulo unitérer Ahnlichkeit nur dann erwarten kann, wenn das Skalarpro-
dukt [.,.] nur schwach indefinit ist, also wenn v := min(i(H),i_(H)) klein ist. Nach
Bemerkung 3.2.6 kénnen wir uns insbesondere auf die Klassifikation der unzerlegbaren
H-normalen Abbildungen beschrinken.

Fiir v = 0, also im Fall eines definiten Skalarproduktes, haben die normalen Abbil-
dungen eine sehr einfache Struktur. Wir formulieren das entsprechende Ergebnis oBdA.
nur fiir den positiv definiten Fall.

Satz 3.4.1 Sei H eine reguliire hermitesche Abbildung auf C™ mit ¢_(H) = 0. Dann gilt:
(i) Fiir n > 1 ist jede H-normale Abbildung zerlegbar.
(ii) Fiir n = 1 ist jede lineare Abbildung H-normal und unzerlegbar.

Wir wollen im Folgenden eine solche Klassifikation fiir den minimal indefiniten Fall v = 1
angeben. Dazu werden wir oBdA. solche reguléiren hermiteschen H € L(C") betrachten,
die genau einen negativen Eigenwert haben. Normalformen werden wir iiber Matrixdar-
stellungen beziiglich der kanonischen Basis definieren.

Satz 3.4.2 Sei H eine regulire hermitesche Abbildung auf C™ mit ¢_(H) = 1. Dann gilt:
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(i) Fiir n > 4 ist jede H-normale Abbildung zerlegbar.
(ii) Fiir n =1 ist jede lineare Abbildung H-normal und unzerlegbar.

(iii) Im Fall n = 2 ist fiir jede unzerlegbare H-normale Abbildung N das Paar (N, H)
unitér dhnlich zu genau einer der folgenden Normalformen (Ny, Hy):

A1 0 0 1 .
NO = <01 )\2) s HO = (1 O) mit )\1,/\2 € (C, )\1 # )\2, (35)
No = (8 i) Hy— (? é) mit A,z € C, |2| = L. (3.6)

(iv) Im Fall n = 3 ist fiir jede unzerlegbare H-normale Abbildung N das Paar (N, H)
unitar dhnlich zu genau einer der folgenden Normalformen (Ny, Hy):

Az 001
No=|0 x 2], H=[0 1 0
0 0 A 1 00
mit A,z € C,r € R, |z| = 1,arg(z) € (0,7), (3.7)
A1 oar 0 01
No=|0 x 1], H =01 0| mt\eC,reR. (3.8)
00 A 1 00

(iv) Im Fall n = 4 ist fiir jede unzerlegbare H-normale Abbildung N das Paar (N, H)
unitdr dhnlich zu genau einer der folgenden Normalformen (Ny, Hy):

A cos(a) sin(a) 0 0001
0 A 0 =z 0100
No=1go g ool =100 1 0
0 0 0 A 1000
mit \, z € C, o € (0, g), 2] = 1, (3.9)
A0 10 0001
0 X0 1 0100 .
00 0 A 1000

Beweis (von Satz 3.5.1 und Satz 3.3.2): Sei N unzerlegbar. Gemifi Bemerkung 3.2.6
kénnen wir annehmen, dass N genau einen oder zwei Eigenwerte hat.

Wir behandeln zunéchst den Fall, dass N genau zwei Eigenwerte A\; # \; hat. Man ent-
nimmt Lemma 3.1.4, Proposition 3.1.5 und dem Beweis von Proposition 3.2.5, dass dann
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Hauptraume Q;, Q2 zu den Eigenwerten \;, Ay existieren mit C" = Q1+Q2, Q1 N Qs =
{0},[@Q1,Q1] = [Q2,Q2] = {0} sowie nach Proposition 3.1.5, (iv), m = dim(Q;) =
dim(Q3),n = 2m. Da die @; neutrale Unterrdume sind und ihre Dimension nach Pro-
position 1.3.6, (iii), somit durch v nach oben hin beschrinkt ist, folgt fir v = 0, dass
m = n = 0, weshalb dieser Fall nicht eintreten kann. Fiir v = 1 folgt m = 1,n = 2. Wihlen
wir Eigenvektoren 0 # v; € @Q;, so gilt [v;, v;] = 0, [v1,v2] # 0 wodurch N beziiglich der
aus den Vektoren u; := mvl, Uy := vy bestehenden Basis die Matrixdarstellung Ny aus
(3.5) hat, wobei

[ulaul] = [u27u2] = 07 [ulau2] = 1.

Nach Korollar 2.2.6 folgt die unitéire Ahnlichkeit von (N, H) zu (Ny, Hy) aus (3.5).
Es verbleibt der Fall, dass N genau einen Eigenwert A hat. Dann hat N [l genau den
Eigenwert A und wir definieren

So = EN()\) N Enixl (X)
Da N und N kommutieren, gilt dim(Sp) > 0. Im Folgenden machen wir eine Fallunter-
scheidung nach den Eigenschaften von Sj.

Fall 1, Sy ist nicht neutral: Dann existiert v € Sy mit [v,v] # 0,Nv = v und
Ny = Av. Damit ist der Unterraum V := span{v} nichtdegeneriert und fiir N und N

invariant. Nach Lemma 3.2.2 ist also N nur dann unzerlegbar, wenn n = 1, womit wir
uns in Fall (ii) befinden.

Fall 2, S; ist neutral: Dann gilt wieder wegen Proposition 1.3.6, (iii), dass dim(Sy) durch
v nach oben beschriankt ist. Fiir v = 0 ergibt das einen Widerspruch zu dim(Sy) > 0,

womit der Fall v = 0 bereits abgehandelt ist. Wir betrachten also im Weiteren v = 1,
womit wir auch dim(Sp) = 1 haben. Weiters gilt Sy C S([)H und nach Lemma 1.2.2, (i),

dim(S[[)l]) =n—1

Fall 2.1, S) = S(g“: In diesem Fall gilt nach dem gerade Gesagten n = 2. Sei {v}, vy}
eine Basis von C? mit v} € Sp, v} ¢ S([)L] = Sy, weshalb [v],v5] # 0. Fiir v; := v} und
vy 1= aqv] + vy gilt

[Ulu Ul] = 07 [1)27 UZ] = 0[1(){_2[1]1, Ué] + 05_1042['0&7 Ui] + |Oé2|2[”0é, Ué]? [Ulu UQ] = 04_2[1},17 ’Ué]
Setzen wir am = m und oy = —2‘%:5%2, so folgt

[Ula Ul] == 07 ['UQ, UQ] == 07 [vla U?] — 1

Wegen (N — A)? = 0 und v; € Sp,vy & Sp, (N — Ao)vy € Sy gilt Nv; = Ay und

Nvy = vy + pwy, g # 0. Definiert man schlielich uy := /| p|vy, ug := ﬁvg, so hat N
m

beziiglich der Basis {uy, us} die Matrixdarstellung Ny aus (3.6) mit z = i und es gilt

['LLl,Ul] == 07 [u27u’2] - 07 [u17u2] - 1

Wieder nach Korollar 2.2.6 ist (N, H) unitér dhnlich zu (Ny, Hy) aus (3.6).
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Es bleibt zu zeigen, dass der Parameter z in der Normalform aus (3.6) unitér invariant
ist. Dazu sei T = (t;j); j=12 € C**? regulér,

A2
! : ! N __
Nj := <O A) mit 2’ € C, || =1,
und
N, =T"'NyT, Hy=T*HyT.
Die Ahnlichkeit von Ny und N} bedeutet
>\t11 + Ztgl /\2312 + Zt22 . . o )\tn )\tlg + Z/tn
( Aoy Moo = Nol'= TN, = a1 Mgy + 2ty )
Daraus liest man to; = 0 und ztyy = 2't1; ab. Die Kongruenz lisst sich als
0 t11too *
- _ il =T*H,T = H,
(t22t11 liataz + t22t12> 0 0

anschreiben, was insbesondere t11tyo = 1 impliziert. Zusammen mit 2ty = 2't;; folgern
Wir 2/ = 2tgglss, und daraus wegen |z| = |2/| = 1 und tastss > 0 die Gleichung 2’ = z.

Fall 2.2, Sy C S([)H: Wie in Fall 2.1 lassen sich Vektoren v; € Sy, v, ¢ S([)L] finden mit

[?)1,1}1] - [Unavn] =0, [Ul,?)n] =1 (3.11)

Definiert man S; := span{vy, v, }* und S5 := span{v,}, so erhalten wir S([JL] = So+5;
und C"* = So+51+52
Fiir alle x € Sy, y € C" gilt

[, (N = ALyl = [(NY = ALz, y] = 0= [(N = Ma)a,y] = [z, (NP = XL,)y]

und daher ran(N — AI,),ran(NF — \I,,) C S([)L]. Ist {vg,...,v,_1} eine Basis von S,
so bildet {vy,...,v,} eine Basis von C". Beziiglich C"* = Sy+5;+S hat man folgende
Blockmatrixdarstellungen von N und N:

A%
, NM =10 N,
0

A%
N=10 M
0 0 0

> % %

*
*
A
Mit span{vy, v, } ist auch S; = span{vy, v, }*! nichtdegeneriert, weshalb die Einschrinkung
., ]|, xs, wieder ein indefinites Skalarprodukt ist. Wegen i_(H) = 1 und

(e b)) = (9 5)) -

ist dieses sogar positiv definit. Fiir alle z,y € S; gibt es a, 5 € C mit Nx = Nyx +
avy, NMy = Noy + Buy, weshalb
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[lev y”SlXSl

Beziiglich [.,.]|s,xs, sind die linearen Abbildungen Ny, Ny auf Sy also zueinander adjun-
giert und wegen

* ok % ok x
NNM =[x NiN; | =NVIN = |« NoNy %
* * * * * *

ist Ny = Ni sogar normal. Wegen der positiven Definitheit von [, ]|s,xs, folgt damit

aus (dem bereits bewiesenen) Satz 3.4.1 zusammen mit der Tatsache, dass A\ der einzige
Eigenwert von Nj ist, Ny = Alg,, Ny = Mg, , also

A * * Y * *
N=[0 MM, x|, N¥ =10 X,_o =
0 0 A 0 0 X

Fall 2.2.1, n = 3: Nach Obigem koénnen wir vy so wihlen, dass [vg, v5] = 1. Damit haben
wir

O = O
O O =

0
([vi, v5])ij=123= | 0
1

und beziiglich dieser Basis

A H1 p3 A\ Tz W
N=|0 X wm]|, NY=|0 X m
0 0 X 0 0 X
Wegen der Gleichungen
AN ATz + puh Ais + pafin + ps)
NN 0 by N1 + o)
0 0 A\
YVRNTPY + Az psA + piafiz + Atz
NEN = [0 AN N7 + oA
0 0 A\
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ist die Normalitat von N éiquivale_nt ZU iy = Hofiz. Weiters gilt wegen vy ¢ Sy und
Nvy = Avg + v und Ny, = Aoy + Tigvy, dass pq, pe # 0. Somit konnen wir pu; =

pe®t 115 = pei®? mit P, > 0,601,605 € [0, 27) schreiben. Wir gehen iiber zu der neuen Basis
—01

wy 1= puy, Wy = :I:e “ v2,w3 = 113, wobei fiir wy das Vorzeichen so zu wéihlen ist,

dass das Argument von z := = tei” 6101 = i in [0, 7) zu liegen kommt. Setzen wir

auBlerdem p := “3 , so gilt offensichtlich [w;, w;] = [v;,v;] fiir alle 4,5 = 1,2,3, und

Nwy = pAvy = Ay,
ng +et 2y (/\vg+pe 1) = Awy + 2wy,

Nws = ;()\’03 + pe'®2u, + H3U1) = Awsg + zwq + pw.

Also haben wir in dieser Basis die Matrixdarstellung

Az
N=10 X z],|z| =1,arg(z) € [0,7),u € C.
0 0 A
Um zu den Normalformen aus (3.7) und (3.8) zu kommen, fehlt noch ein letzter Ba-
siswechsel. Wir definieren uq := tywi, us := towy + tzws, uz = tywy + tswe + tgws. Die
Bedingung [u;, u;| = [w;, w;] fiir 4, j = 1, 2,3 wird damit zu
tite =1, tstz =1, tgts+1latg =0, tols+ tats +tst5 =0. (3.12)

Fiir t; = t3 = tg = 1 bedeutet das

It5|°

g + t2 == O, t4 + E + t5g =0 bzw. tQ == —E, Re(t4) - — 9

(3.13)
Des Weiteren ist
NU1 = /\U}l = )\Ul,

NUQ = )\wz + 2wy + tg)\wl = )\UQ + zuq,
Nuz = Mwsz + 2ws + pawy + t5(Awg + zwy) + tgAwy = Aug + zus + (u+ 2(t5 + t5))ug

Im Fall z = 1 wéhlen wir ¢5 := —RQT(“), womit ir := p + z(t5 + t5) rein imaginér ist. Fiir
z # 1 und folglich Im(z) > 0 setzen wir t5 := —QIImT(é)), womit 7 := pu+z(t5+t5) rein reell ist.

to und ¢4 werden entsprechend (3.13) gewihlt. In jedem Fall hat NV in der Basis {uy, ug, ug}
die jeweils passende Normalform Ny aus (3.8) bzw. (3.7) als Matrixdarstellung. Nach
Korollar 2.2.6 ist damit (N, H) unitar dhnlich zu (N, H).

Die unitére Invarianz der Parameter r, z aus (3.7) bzw. r aus (3.8) und gleichzeitig
die Tatsache, dass die beiden verschiedenen Normalformen untereinander nicht unitar
dhnlich sein kénnen, kann man wie im Fall 2.1 zeigen. Dafiir sei T' € C3*3 regulir sowie
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)\ <'/ /
., N=|0o X ¢, N/=T"'NyT, Ho,=T"H,T
0 0

S

A G
N(): O )\
0 0

>IN D
>

wobei ( und p fiir die jeweiligen Eintrdge in den beiden Normalformen aus (3.7) und
(3.8) stehen. Mit T" = (t;5)i j=1,2,3 ldsst sich die Ahnlichkeitsbedingung als Gleichheit der
beiden Matrizenprodukte

)\tu + Ctm + pt31 )\1512 + CtQQ + pt32 /\2513 + <t23 + pt33

NoT = Mot + (tan Moo + (i3 Aoz + Ctss
)\t31 /\tgg >\t33
At1n Mg+ (tin Atz + (e + 't
TNy = | Mo Moo+ (tar Atog + ('tag + pltn

AM31 Ao + ("ts1 Mss + (taa + p'tan

auffassen. Daraus folgt t9; = t37 = t30 = 0, also ist T" eine obere Dreiecksmatrix, und mit
b1 = ti1, by = t1o, T3 i= log, by := t13, 15 := o3, 16 := f33 auch

'ty =ty =0, ('ts—C(tg=0, ('ty—(ts+p'ty — ptg = 0. (3.14)

Die Kongruenzbedingung Hy = T*H,T ist dann gegeben durch (3.12).

Unter Beachtung der durch die Regularitéit von T' bedingten Tatsache, dass tq, t3, tg #
0, erhalten wir wegen der ersten beiden Gleichungen in (3.12) und (3. 14) die Beziehung
CC' =p=0= 513 Also ist 4 € R, womit die beiden Normalformen aus (3.7) und (3.8)
nicht dhnlich sein konnen.

Liegt die Normalform aus (3.7) vor, so gilt ( = 2, = 2/,p = r,p/ = r’. Wegen
arg(z), arg(z’) € (0, ) folgt aus Z;/ € R schon 2’ = z. Damit ist auch t; = t3 =g, [t = 1
und mit der zweiten und dritten Gleichung in (3.12) und der dritten Gleichung in (3.14)
r—r = Z(ti—;%) = 2(taotg — tst3) = 2(tate + tet2). Da r,7’ und totg + tets reell sind, z aber
nicht, folgt r = r'.

Liegt die Normalform aus (3.8) vor, so gilt ( = (' = 1,p = ir,p’ = ir’. Man folgert
ganz analog t, = t3 = tg, [t1] = 1 und i(r — 1) = tatg — t5ts = talg + tts und wegen der
Reellwertigkeit von 7 — v’ und totg + tgty auch r =1’

Fall 2.2.2, n > 3: Wihlen wir eine Basis {v},...,v/,_,} von S; so haben wir beziiglich
C" = Sp+S;+95 die Blockdarstellung

AoM B N My B
N=(0 M, M|, N={0 N, M,
0 0 A 0 0 A
Betrachte nun den Unterraum
V = So+(ran(My) + ran(My))+Ss. (3.15)

Wir nehmen an, es wiirde n > 4 gelten. Wegen 2 < dim(V) < 4 schlieBen wir auf
{0} # V # C™ Aus (So+S)H = S D ran(Ms) + ran(M,) folgt VIH = (ran(M,) +
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ran(M,;))* N Sy, und wegen der positiven Definitheit von [.,.]|s,xs, insgesamt, dass der
Unterraum V nichtdegeneriert ist. Wegen N|g, = Midg,, NM|g, = Aidg, ist V fiir N und
N invariant, womit nach Lemma 3.2.2 die Zerlegbarkeit von N folgt, im Widerspruch
zur vorausgesetzten Unzerlegbarkeit.

Also gilt n = 4. Weil das in (3.15) definierte V' im Fall Myvy = 0 hochstens von
Dimension 3 wire, folgte {0} # V' # C" und wir erhielten wie eben einen Widerspruch zur
Unzerlegbarkeit, womit vs := Msvy # 0. Reskaliert man v; und vy, falls notig, so kann man
[vg, v5] = 1 annehmen. Wihlen wir noch vs € S; so, dass {vq, v3} eine Orthonormalbasis

beziiglich des positiv definiten Skalarprodukts [.,.]|s,xs, von S ist, so gilt
00 01
01 00
([Uz‘; Uj])i,j:1,2,3,4 = 0010 = Hy.
1 0 00

Beziiglich der Basis {vy, v9, v3,v4} haben wir die Darstellungen

Ao ope B A l 0 B

0O X 0 1 0 XN 0 g

_ [«] _ v o
N 0O 0 X 01}’ N 0 0 N @iz |’ (3.16)

0 0 0 X 000 N\

Normalitdt bedeutet infolge die Gleichheit der Matrizenprodukte

0 A\ 0 Al + A

[+ _ - M1

NN 0 0 A PN ’
0 0 0 A\
0 A\ 0 Mg + A

[#] - H1

NEN 0 0 A Al

0 0 0 A\

also einfach |u1]? + |pa]? = 1.

Wir wollen nun zeigen, dass durch einen geeigneten Basiswechsel, der die Skalar-
produkte der Basisvektoren invariant ldasst, der Parameter § = 0 gesetzt werden kann.
Betrachte dazu die fiir 1, t3, tg, t190 # 0 manifest regulidre Matrix

toty ty tr
0 s b5t
=00 un (3.17)
0 0 0 ty

Man rechnet zunéchst nach, dass die Kongruenzbedingung aus Lemma 2.2.2 durch

0 0 0 tit1o
0 t3ts tsts tot1o + tats «

3 B _ ) T8 — T*H,T = H,
0 Tsts tots + tots Tat1o + Tsts + tolo 0 0

tiotr tiote + tsts tiols + tsts + tole  trtio + tiot7 + tsts + Loty
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gegeben ist. Dies ist gleichbedeutend mit

titin=1, |tsl=1, || =1, t5=0,
2Re(trt1g) + [ts|> + [to]®* = 0, Tatig + sty =0, Eatig + ttg = 0 (3.18)

Bezeichnen wir die als Funktion von 8 aufgefasste Matrix N in (3.16) mit N(f), so
bedeutet die gewiinschte Ahnlichkeitsbedingung die Gleichheit der Matrizenprodukte

Aty Mg + ity Mg+ pots Aty + pits + pate + Btio

B 0 s 0 At + t1o
NET = 0 0 Mg Mg
0 0 0 Ao
>\t1 )\tQ + Nltl )\t4 + /Lgtl /\t7 + tg
. 0 )\tg 0 /\t8 + 13
TN(O) = 0 0 Mg Mo
0 0 0 Atio

Wir bemerken zunichst, dass pa # 0, da anderenfalls nach (3.16) der Widerspruch v3 €
En(N) NENt(N) = Sy folgte. Folglich erhalten wir die Bedingungen

ty =16, t3 =11, pti=pits, to= pits+ pate + Stio. (3.19)
Setzen wir t = t3 =t = tg = Lty = tg = 0.ty = 2.tz = — 2L und tg = -2,

so sind die Bedingungen (3.18) und (3.19) erfiillt. Wir kénnen also beziiglich der Basis
{uy, ug, us, us} mit u; := Tv;, i = 1,2,3,4, ausgehen von der Matrixdarstellung

A ope O
0 X 0 1
N= 0 0 X O
0 0 0 A
mit g |* 4 |pal* = 1, also py = cos(a)e™, iy = sin(a)e’®, a € (0, 5] und ¢y, ¢o € [0,27).

Ersetzen wir U9 durch e ‘ Yo, U durch e i 23 und definieren z := €i 1. so koénnen wir
y W3 3 )
Vo1l

A cos(a) sin(a) 0
0 A 0 z T
N = 0 0 N ,a € ( ,5),\,2]—1, (3.20)
0 0 0 A
bzw.
A0 10
0 X 01
N= 00 A O
00 0 A
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ausgehen und haben wieder nach Korollar 2.2.6 die behauptete unitire Ahnlichkeit von
(N, H) zu (Ny, Hp) aus (3.9) bzw. (3.10). Letztlich bleibt, die unitére Invarianz der Para-
meter «, z und die Tatsache, dass die Normalformen aus (3.9) und (3.10) untereinander
nicht unitér dhnlich sind, zu zeigen. Dazu sei

A cos(a’) sin(e/) 0
, |0 A 0 4
N = 0 0 A 0]’
0 0 0 A
o € (0,%), || =1 oder o = g,z’ =1,

sowie T = (tij“)i’jzl’27374 € C** regulir mit T*HyT = Hy, T"'NT = N’ mit N wie
in (3.20). Die Ahnlichkeitsbedingung bedeutet mit den Abkiirzungen ¢ := cos(a),c =
cos(c), s :=sin(a), s’ := sin(a’) die Gleichheit der folgenden Matrizen

/\tll + Ct21 + Stgl /\t21 + Ctgg + St32 /\2513 + Ct23 + St33 /\2514 + Ct24 + St34

NT — )\tgl + Zt41 )\t22 + Zt42 )\t23 + Zt43 )\t24 + Zlf44
)\tn /\t21 + Cltn )\tlg + S/tn )\t14 + Z/tlg

TN, _ /\th /\1522 + C/t21 )\tgg + S/tgl /\t24 + Z/tQQ
Algi Mg+ C'tsr Mgz + s'tsr Agq + 2'ts)

/\t41 )\Zf42 + C/t41 )\t43 + S/t41 )\t44 + Z/t42

Daraus erhéalt man to; = t31 = t41 = t30 = t49 = t43 = 0, also ist T" eine obere Dreiecks-
matrix, und

Z/tQQ = Zt44, C/tll = Ct22, S/tll = Ct23 + St33, Z/tlg = Ct24 + St34. (321)

Benennen wir die Eintrage von T" entsprechend (3.17) um, so ist die Kongruenzbedingung
wie oben #dquivalent zu (3.18) und (3.21) zu

Z/tg = Ztlo, Cltl = Ctg, Sltl = St6, Z/tg = Ctg -+ Stg. (322)

Betragsquadriert und addiert man die Gleichungen ¢ty = ct3, s't; = stg und beriicksichtigt

lts] = |ts| = 1, so folgt |t1] = 1. Damit implizieren die beiden erstgenannten Gleichun-

gen wegen der Injektivitdt und Positivitdt von cos, sin auf (0, 7) aber o/ = o und damit

insbesondere, dass o/ # 7, also dass N’ nicht von der Form (3.4) ist und die Normal-
formen aus (3.9) und (3.4) untereinander nicht unitar dhnlich sein kénnen. Weiter folgt

t; = t3 = t, was mit der ersten Gleichung in (3.22) zu t1y = Z;/tl fithrt. Gemeinsam mit

Z = 2%t = fitip = 1 und arg (£) = arg(?') — arg(z) € (—2m, 27) folgt daraus und aus
|z| = |/| = 1 schon arg(z’) = arg(z), also 2/ = z.

|
Bemerkung 3.4.3 Der Inhalt dieses Unterabschnitts basiert auf [1, Abschnitt 8.4]. Wie
auch schon in Abschnitt 3.3 unterscheiden sich jedoch die Inhalte (nachfolgend mit der

in [1] gebrauchten Terminologie) in zwei Punkten:
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(i) Die Matrix

L 50 y
10 1.0 -8 9
0 00 1

leistet nicht die gewiinschte Elimination von 5 aus N, die im Beweis von Satz 3.4.2
in Schritt 2.2.2 durchgefiihrt wird. Es wurde deshalb eine andere Matrix konstruiert,
die dann das Gewdiinschte leistet.

(ii) Die Normalform fiir unzerlegbare normale Abbildungen aus (3.9) bzw. (3.10) inn =
4 Dimensionen wurde gegeniiber der von [1] korrigiert. Der in [1] gebrachte Beweis
schlédgt an der Stelle fehl, wo durch Umskalierung von der Basis {0y, U2, 03, 04} zu der
Basis {u, ug, us, us} iibergegangen wird. Dieser Basiswechsel fiithrt ndmlich nicht,
wie in [1] angegeben, auf

A cos(a) sin(a) 0
0 A 0 1
N = 0 0 A 0
0 0 0 A
sondern eben auf
A cos(a) sin(a) 0
0 A 0 z
N=1o0 o A0
0 0 0 A

mit z := €'*? und folglich auf die hier postulierte Normalform.

Bemerkung 3.4.4 Wie man durch Vergleich von Satz 3.4.1 und Satz 3.4.2 sieht, ist die
Struktur von normalen Abbildungen im Fall v = 1 bereits wesentlich komplizierter als
im Fall v = 0; vgl. Bemerkung 3.3.5.

Bemerkung 3.4.5 Die in Satz 3.4.2 aufgelisteten Normalformen H-normaler Abbildun-
gen fiir n > 2 haben die folgenden Jordan’schen Normalformen:
(i)

T= (M 9) bow g = (N 1) i (o, Ho) s (35) baw. (36). (3.23)
0 X 0 A

(i)

<

Il
S O >
o > =

0
1 | fiir (No, Ho) aus (3.7) bzw. (3.8). (3.24)
A
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(iii)

A1 00 A1 00
0 A 10 00X 0 0],.

T=10 0 x ol P d=1g o \ 1 |[fir(No, Ho)aus (3.9) bzw. (3.10).
0 0 0 X 00 0 )\

(3.25)

3.5 Eindeutigkeit der Zerlegung in eine orthogonale Summe un-
zerlegbarer Abbildungen im minimal indefiniten Fall

Nach Proposition 3.2.4 wissen wir, dass jede lineare Abbildung auf C" in eine H-orthogonale
Summe von unzerlegbaren linearen Abbildungen zerfillt. Was wir bisher noch nicht un-
tersucht haben, ist die Frage der Eindeutigkeit einer derartigen Zerlegung. Nachdem wir
im vorigen Abschnitt die Normalformen unzerlegbarer H-normaler Abbildungen im mi-
nimal indefiniten Fall v = min(i, (H),i_(H)) = 1 bestimmt haben, wollen wir uns der
Frage der Eindeutigeit von solchen Zerlegungen in ebendiesem Fall zuwenden. Wie bisher
werden wir oBdA. annehmen, dass i_(H) = 1 gilt.

Wir betrachten also eine H-normale Abbildung N auf C”, die in die H-orthogonale
Summe der unzerlegbaren Abbildungen Ny, ..., Ny mit zugrundeliegenden Unterrdumen
Viy.o oy Vi, dh. N; = Ny, i = 1,...,k, zerféllt; weiters seien (.,.); := (.,.)|yxy; und
i o= [ Jlvixvi, @ = 1,... k, wobei (.,.) wie gewohnt das Standardskalarprodukt be-
zeichnet.

Wir bemerken, dass nach Definition 3.2.1 fiir alle ¢ = 1,...,k der Unterraum Vj
nichtdegeneriert und beziiglich V; invariant ist. Insbesondere ist [.,.]; ein indefinites Ska-
larprodukt auf V;. Es gibt daher eine eindeutig bestimmte regulére hermitesche Abbildung
H; € L(V;) mit [x,y]; = (H;x,y); fir alle x,y € V;. Wegen

fir alle z,y € V; gilt H; = P,H|y,, wobei P; die (.,.)-orthogonale Projektion auf V; ist.
Auflerdem ist N; nach Bemerkung 3.2.3 eine H;-normale Abbildung.

Wegen i_(H) = 1 kénnen wir oBdA. i_(H;) =1 und i_(H;) =0,i = 2,...,k anneh-
men. Damit folgt unmittelbar aus Satz 3.4.1 und Satz 3.4.2:

(i) Entweder ist [ := dim(V1) € {2,3,4} und das Paar (INVy, H;) ist unitdr &hnlich zu
einer der in (3.5)-(3.10) beschriebenen Normalformen, oder [ = 1 und es gilt fiir ein
A € 0(N), dass das Paar (Ny, Hy) unitar dhnlich ist zu der Normalform

No=(\), Ho=(-1). (3.26)

(ii) dim(V;) = 1 und das Paar (N;, H;) ist unitér dhnlich zu der Normalform

No = (pi1), Ho= (1),

wobei ;1 € o(N), fir alle i =2, ... k.
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Um den nachfolgenden Satz 3.5.1 kompakt formulieren zu kénnen, arbeiten wir mit Ma-
trixdarstellungen beziiglich geeignet gewihlter Basen. Sei dazu B := {uy,...,u,} eine
Basis von C" derart, dass {ug,...,u;} eine Basis von V] ist beziiglich der N; entwe-
der die Matrixdarstellung Ny der jeweils passenden Normalform aus (3.5)-(3.10) hat und
([, wj])ij=1,... = Hp gilt oder die aus (3.26) entnommenene Matrixdarstellung Ny := ()
hat und Hy := ([ug, u1]) = (—1) gilt; auBerdem sei in jedem Fall {u;,; 1} eine Basis von
V; fur alle i = 2,...,k derart, dass [u;1;—1,wi—1] = 1 gilt. Fassen wir die mit den Un-
terrdumen V;, i = 2, ...k, assoziierten Eigenwerte geméa D := diag(u1, ..., pr—1) in eine
Diagonalmatrix zusammen, so erhalten wir als Matrixdarstellung von N beziiglich der

Basis B
Vo= (0 p) sovie (i = (7 ,0)

Damit konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes formulieren.

Satz 3.5.1 Sei N eine H-normale Abbildung auf C™ und

_ NO 0 . . H(] 0
N = (0 D) sowie ([, uj])ij=1,..n = (O ]k;—l)

die Matrixdarstellung einer Zerlegung von N in eine H-orthogonale Summe von unzer-
legbaren Abbildungen beziiglich einer Basis B := {uq, ..., u,} von C" wie zu Beginn des
Abschnitts beschrieben. Ist

Nj 0 . Hy 0
Ny = (00 D’) sowie  ([vi,v;])ij=1,..n = (00 Ik/_l) ’

mit " x I'-Matrizen N} und H| und einer Diagonalmatrix D’ := diag(u}, ..., p_,), die
Matrixdarstellung einer weiteren Zerlegung von N beziiglich einer Basis B’ = {vy, ..., v, },
so gilt

k' =k, Nj= Ny, Hy = H,
und D und D’ stimmen bis auf eine Permutation ihrer Diagonalelemente iiberein.

Beweis: Wir unterscheiden im Folgenden nach den verschiedenen Féllen der Gestalt der
Normalform (Ny, Hy):

Fall 1: Seil = 1, also Ny = (A\) und Hy = (—1). Da die Jordan’sche Normalform (bis auf
die Reihenfolge der Jordan-Blocke) eindeutig bestimmt ist, folgt mit Bemerkung 3.4.5,
dass entweder I’ = 1 und Nj = (N) sowie Hj = (—1) oder I’ = 2 und (N, Hj)) die
Normalform aus (3.5) mit Nj = diag(\}, \y) und | # X, ist. Da wegen [uj,u;] = —1
ein Eigenvektor mit negativem Quadrat existiert, es einen solchen aber im Fall I’ = 2
wegen A} # A, nicht geben kann, folgt, dass der Fall I’ = 1 vorliegt. Da es weiter zu
keinem anderen Eigenwert als A einen Eigenvektor mit negativem Quadrat geben kann,
aber [vy,v;] = —1 gilt, folgt X' = A. Schlielich stimmen auch D und D’ bis auf eine
Permutation der Diagonalelemente iiberein.

Fall 2: Gelte [ = 2. Wir betrachten zunéchst den Fall der Normalform (3.5) fir (No, Hy),
also Ny = diag(A1, A2) mit A\; # Ay. Wieder aufgrund der Eindeutigkeit der Jordan’schen
Normalform und Bemerkung 3.4.5 ergeben sich fir (N}, H}) die gleichen Moglichkeiten
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wie auch schon in Fall 1. Wegen [u1, uq] = [ug, us] = 0 gibt es Eigenvektoren zu zumindest
zwei verschiedenen Eigenwerten mit verschwindendem Quadrat. Wire I’ = 1, so kénnte
es einen solchen Eigenvektor hochstens zum Eigenwert A geben. Also liegt der Fall I = 2
vor. Da es neben den Eigenwerten A; und \; keinen weiteren Eigenwert geben kann, zu

dem ein Eigenvektor mit verschwindendem Quadrat existiert, aber [vy, vy] = [v2,v9] = 0
gilt, haben wir {A;, Ao} = {A], \}}. Damit gilt nach einer allfdlligen Vertauschung von
vy und vy, dass A} = A, N, = Ay und dass D und D’ bis auf eine Permutation der

Diagonalelemente iibereinstimmen.

Gelte nun der Fall
Az 01
we(h3) me(C 1)

Die Eindeutigkeit der Jordan’schen Normalform und Bemerkung 3.4.5 implizieren in die-

sem Fall direkt, dass
! )\ Z/ ! O 1
No = (O A7 Hy = 10

gilt sowie dass D und D’ bis auf eine Permutation ihrer Diagonalelemente identisch sind.
Seien m := dim (Ry (X)) — 2 sowie {f1,..., fm} C {us,...,un} bzw. {g1,...,9m} C

{’037 s ,Un} dera‘rtv dass RN(/\) = Span({uh Uz, fla R fm}) = Span({vla V2,01, - - 7gm})
gilt. Unter Beachtung der Tatsache, dass Ry (A) ein N-invarianter Unterraum ist, folgt

ran(N]RN(,\) — )\idRN(A)) = span(u;) = span(vy),
ker (N|zy oy — Mdryny) = span({ur, fi. ..., fm}) = span({vi, g1, ..., gm})-

Es ergibt sich weiter

Ry(A) = span({ul,uQ,fl, .. fm})
= span(ug) + span({ul, fi,.. })
= span(ug) + span({vl, gi, ... ,gm})
= span(ug) + span(vy) + span({91, e 7gm})
= span(us) + span(uy) + span({g1,..., gm})
= Vi+span({g1,- -, gm});

wenn wir beriicksichtigen, dass Vi = span({uy, us}) gilt. Esist also v; € Vj und vy = wh+g
mit wh € Vi, g € Span({gl, . ,gm}). Setzen wir wy 1= vy, wy 1= wh — %[g,g]vl =vy—g—
219, glv1, so bildet {w;,w,} eine Basis von V; derart, dass gilt

lel = Nl’l)l = )\Ul = )\wl,

1 1
Nywy = Ny(vy — g — 5[9,9]%) = Mg + 2'v; — A\g — 5[9,9]Ml =

1

Moz —g—5

5 [9, glv1) + 2'v1 = Awy + 2wy
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sowie [wy,w] = [vy,v1] = 0 und

(w1, we| = [v1,v2 — g — 5[9,9]211] =1,

1 1

[wa, wo] = [vg — g — é[g,g]vl, vy — g — 5[979101] =0.

Also hat Nj beziiglich der Basis {wq,w,} die Matrixdarstellung

N . 01
(O )\) und es gilt ([wuwj})i,j:l’?:(l 0>'

Da nach Satz 3.4.2 die in den dortigen Normalformen vorkommenden Parameter eindeutig
bestimmt sind, folgt 2’ = z.

Fall 3: Wir betrachten den Fall [ = 3 und behandeln die beiden méglichen Normalformen
aus (3.7) und (3.8) simultan, indem wir

A Cop 00 1
No=10 X ¢|, Ho=]0 10
00 A 100

setzen. Nach Bemerkung 3.4.5 und der Eindeutigkeit der Jordan’schen Normalform sind
hier fiir (N, H|)) zunéchst sowohl I’ = 3 und die Normalform aus (3.7) bzw. (3.8) als auch
' =4 und die Normalform aus (3.9) moglich.

Wire I’ = 4, so hitten wir

A cos(a’) sin(af) 0 0 001

, o 0 , lo1oo
No= 0 0 A 01’ Ho = 0010
0 0 0 A 1 000

Analog zum Vorgehen in Fall 2 folgern wir daraus

ran(N |z, — Aidryn) = span({u1, u2}) = span({v1, v2}).

Ersetzt man in der Basis B’ die Vektoren vy durch —sin(a’)vy + cos(a’)vs und vs durch
cos(a)vg +sin(a’)vs, so hat man die selbe Matrix H der Skalarprodukte wie fiir die Basis

B’, aber als Matrixdarstellung von N| erhilt man
span({vl,vz,v3,v4})

A0 1 0
0 A 0 —2'sin(d)
0 0 A Zcos(e)
0 00 A

Fir M =] e, (N — pid) gilt

ker(M) = span({u1,us, ..., u,}) = span({vy, —sin(a’)vs + cos(a’)vs, vs, ..., v, })

Wegen dim(ker(M)) = n — 2 und Lemma 1.2.2.(i) sowie der Gestalt der Matrizen der
Skalarprodukte der Basen B und B’ folgt
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span ({v1, cos(a)vs + sin(a’)vs}) = ker(M)H = span ({u1, us}) = span({vi, v2}),

und damit der Widerspruch vz € span({vl, ’Ug}).
Wir kénnen also von I’ = 3 und damit von

A (! 001
Ny=[o x ¢|, H=[010
00 A 100

ausgehen. Auflerdem sehen wir an dieser Stelle, dass D und D’ bis auf eine Permutation
der Diagonalelemente {ibereinstimmen. Wir setzen analog zu Fall 2 m := dim (RN()\)) -3
und wéhlen {f1,..., fm} C{ua,. .., un}, {01, -, 9m} C {vy,...,v,} derart, dass

RN()\) - Span({ula Uz, U3, f17 ceey fm}) = Span({vh V2,03,01, - - - 7gm}>
gilt. Mit V; = span({ul, uQ,U3}) und den Beziehungen

ran(N|RN(>\) — )\idRN(,\)) = Span({ul,ug}) = span({’ul, vg}),
ker (Nl — Aidrys)”) = spaan ({un, s, fo- . ) = span({un, 2,1, 90 })

folgern wir

Ry(A) = Span({UbUQ,U?,,fl,---,fm})
= span(ug) + Span({ul, Ug, f1,. .., fm})
= span(usz) + span({vl, V2, g1, - - . ,gm})
span(ug) + span({vl, vg}) + span({gl, . ,gm})

= span(ug) + Span({ul, ug}) + Span({g1, . ,gm})

= Vi+span({g1,...,9m})-
Insbesondere haben wir v, v2 € V4 und v = w} 4+ g mit wy € V4,9 € span({gl, . ,gm}).
Damit bilden w; := vy, ws := vy und w3 := wh — %[g,g]vl =v3—g— %[g,g]vl eine Basis
von V] mit

Niwy = Nivg = Avg = dMwy,  Njwy = Nivg = Avy + C'vg = dws + Cwy

1 1
Niws = Ni(vs — g — =[g, glv1) = v + (vg + p'vr — Ag — =g, 9] Aoy =

2 2
1
Avg — g — 5[9,9]01) + ¢'vg + plvr = Aws + C'ws + plun
Weiterhin ist offenbar [w;, w;] = [v;,v;] fiir 4,5 = 1,2 und
1 1
[w17w3] = [Ul,Ug —g— 5[979]01] = 17 [w27w3] = [U27U3 —g— §[gag]vl] - 07
1
[w37w3] = [US —g— 5[9,9]01703 —g— é[gag]vl] =0
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Folglich hat Ny beziiglich der Basis {wy, ws, w3} die Darstellung

A O 00 1
0 A C, und es gllt ([w,, wj])ivj:LQ,g =101 0
0 0 A 1 00

Die Eindeutigkeitsaussage iiber die Parameter in Satz 3.4.2 liefert schliefllich ¢’ = ¢ und
P = p.

Fall 4: Wir betrachten schliefllich den Fall | = 4. Hat dabei die Normalform (Ny, Hy) die
Gestalt aus (3.10), so folgt mit Bemerkung 3.4.5 und der Eindeutigkeit der Jordan’schen
Normalform, dass Nj = Ny, H) = Hp und die Matrizen D und D’ modulo Permutation

ihrer diagonalen Eintriage iibereinstimmen.
Sei (No, Hp) durch die Normalform aus (3.9) beschrieben:

A cos(a) sin(a) 0 0001
0 A 0 =z 0100
No = 0 0 A0 Ho = 0010
0 0 0 A 1000

Die Eindeutigkeit der Jordan’schen Normalform in Verbindung mit Bemerkung 3.4.5
impliziert, dass (N, H{)) entweder die Groe I’ = 3 hat und durch eine der Normalformen
aus (3.7) oder (3.8) gegeben ist, oder aber dass I’ = 4 und (N}, Hy) durch die Normalform
aus (3.9) gegeben ist.

Wire I = 3, so liefle sich wie im Argument zu Beginn der Diskussion von Fall 3,
jetzt aber mit einer Vertauschung der Rollen der beiden Normalformen, zeigen, dass
ug € span({uy,us}) gilt, was einen Widerspruch darstellt.

Wir haben also I’ = 4 und

A cos(a’) sin(ef) 0 0001

, o 0o , o100
No= 0 0 A 01’ Hy = 0010}

0 0 0 A 1 000

auflerdem stimmen D und D’ modulo Permutation der diagonalen Elemente iiberein. Wir
definieren m := dim (Ry(\)) —4 und wéhlen {f1, ..., fin} C {us, ..., un}, {91, .., gm} C

{vs,...,v,} derart, dass

RN()\) = Span({ula Uz, U3, Uq, f17 Tt fm}) = Span({vlav%v& Vg, 91, - - - 7gm})

Wir haben V; = span({ul, Us, U3, u4}) sowie

ran (N |z, — Mdry ) = span({ur, us}) = span({v1, v2}),
ker ((N|RN(,\) — )\idRN(A))2> = Span({uh ug, ug, fi,. .., fm})
= Span({vla V2,V3, 41, - - - >gm})-

Weiters lisst sich mit der gleichen Uberlegung, die uns in Fall 3 unter der Annahme I’ = 4
auf einen Widerspruch gefiithrt hat, zeigen, dass
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span ({u1, cos(a)us + sin(a)us}) = span({v1, cos(a’)vs + sin(a’)vs}),

womit wir zuerst auf v € span({ul,ug,ug}) und schlieB8lich auf span({ul,ug,ug}) =
span({vl,vg,vg}) schlieffen kénnen. Mit V; = span({ul,ug, U3,U4}) erhalten wir

RN(/\) = Spaﬂ({U17U2,u3>U47f1,-~-7fm})
= span u4)+Span({u1,u2,u3,f1,...,fm})

(
= span(
(

uy) + Spa‘n({vla V2,03, G1, - - - 7gm})
= span(u4) + span({vl, Vo, Ug}) + span({gl, o ,gm})
(

= span(uy) + span({uy, us, uz}) + span({g1, ..., gm})
= ‘/1 + Span({Qh s ugm})

Insbesondere gilt vy, v, v3 € Vi und vy = wj) + g mit wj € Vi, g € span({gl, o ,gm}).
Damit bilden wy := vy, we := vg, w3 := v3 und wy := wj — %[g,g]vl =04 —g— %[g,g]vl

eine Basis von Vj mit

N1U)1 = N1U1 = )\’01 = )\wl,

Nyws

1
Nywy = N1(U4 —g9g— =

Nywy = Nyvg = Mg + cos(a vy = Awy + cos(a’)wy,

vz + sin(a’)v; = dws + sin(a)w;

1
g,9)v1) = Mg + 2'vg — Ag — =[g, g]\v1 =

2[ 2

1
Moy — g — E[g,g]vl) + Z'vg = Awy + 2w,
sowie [w;, w;| = [v;, v;] fir 7,7 = 1,2,3 und
1 1
(w1, wa] = [v1,v4 — g — 5[9;9]“1] =1, [wa,wy] = [vo,v4 — g — 5[979]?11] =0,
1 1 1
[ws, wy] = [v3,v4 — g — 5[9,9]01] =0, [wg,wy)=[vg—g— 5[9 glvi, v — g — 5[979]1’1]
Beziiglich der Basis {wy, wy, w3, ws} von V; hat also Ny die Darstellung
A cos(a’) sin(e/) 0 0001
0 A 0 2 . 01 00
0 0 )\ 0 und es gllt ([wz, wj])i7j=172,374 = 0010
0 0 0 A 1000

Die Eindeutigkeitsaussage iiber die Parameter der Normalformen in Satz 3.4.2 liefert

abschliefend o/ = «, 2’ = z.
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