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1 Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion von topologischen Reprisentationen einiger algebraischer Struk-
turen im Sinne von kategorientheoretischen Dualitdten. Die dazu notwendigen Begriffe der Kategorientheorie
sind im Anhang zu finden und stammen hauptséchlich aus [4]. Auflerdem befindet sich im Anhang der Be-
weis der Dualitdt von reguldren Verbdnden und niichternen topologischen Rdumen, welche die Grundlage
fiir weite Teile dieser Arbeit bildet.

In Kapitel 2 werden die benétigten algebraischen Begriffe und Kategorien definiert und einige einfache
Resultate bewiesen. Jene algebraische Definitionen, welche schon fiir die Dualitdt zwischen reguléren Ver-
bédnden und niichternen topologischen Riumen verwendet wurden, werden nicht mehr definiert, sondern
sind im Anhang zu finden. Das Kapitel 3 enthilt zu Beginn einige allgemeine Definitionen und Resultate
der Topologie sowie grundlegende Notationen welche im Zuge der Arbeit sehr zweckmiéfig sein werden. Im
weiteren ist das Kapitel dann der Definition jener topologischen Kategorien gewidmet, welche spéter fiir die
Dualitdten von Bedeutung sein werden. Hier teilt sich das Kapitel im wesentlichen in drei Teile. Im ersten
Teil wird der Begriff der kohérenten Raume, so wie Verallgemeinerungen davon, eingefiihrt, im zweiten Teil
werden geordnete topologische Raume besprochen und der dritte Teil ist dem Begriff der bitopologischen
Raume gewidmet. In den Kapitel 4 bis 7 werden schliefslich die topologischen Représentationen hergeleitet.
Die Gliederung der Arbeit richtet sich hier nach den algebraischen Strukturen, fiir welche Dualititen be-
wiesen werden. In Kapitel 4 werden drei Dualitdten fiir distributive Verbinde bewiesen. Darunter ist eine
Dualitéit mittels kohdrenter topologischer Raume (die Stone Duality), eine Dualitit mittels einer speziellen
Teilkategorie der bitopologischen Rdume und zuletzt eine Dualitit mittels einer Teilkategorie der geordneten
topologischen Riume (die Priestley Duality). In Kapitel 5 wird die Stone Duality eingeschrinkt um eine
topologische Dualitét von boolschen Algebren und Stone Spaces zu erhalten (ebenfalls Stone Duality ge-
nannt). Die Stone Duality wird in Kapitel 6 erweitert, um eine Dualitét fiir closure Algebren zu erhalten.
Schlieflich werden in Kapitel 7 Dualitéten fiir Heyting Algebren hergeleitet. Hier werden analog zu Kapitel 4
drei Dualitdten bewiesen, eine iiber eine Teilkategorie der kohirenten Rdume (die Esakia Duality), einer iiber
eine Teilkategorie der bitopologischen Rdume und eine iiber eine Teilkategorie der geordneten topologischen
Réaume.

Die Stone Dualitéten wurden erstmals von M.H. Stone 1936 bzw. 1937 bewiesen. Eine gute und sehr
ausfiihrliche Aufbereitung findet sich z.B. in [3]. Die Priestley Duality wurde erstmals von Priestley im
Jahre 1970 in [5] hergeleitet. Die Dualitdten von distributiven Verbanden bzw. Heyting Algebren mittels
bitopologischer Ridume stammt aus [1]. Die Dualitdt von closure Algebren sowie die Esakia Duality gehen
zuriick auf [2]

2  Ordnungen und Verbande

2.1 Ordnungen

Definition 2.1. Sei X eine Menge. Eine transitive und reflexive Relation auf X heifst Quasiordnung. Ist die
Relation zusétzlich antisymmetrisch, so heifst sie Halbordnung.

Definition 2.2. Sei (X, <) eine quasigeordnete Menge und B € X.

e Wir definieren die Mengen |B :={rx € X : Jye B : x <y} sowie 1B :={xe X : e B : = > y}.
Ist BSY € X so schreiben wir auch |y B:={z €Y :Jye B :ax<yjund Iy B:={zeY : Jye
B:xz>y} Firxze X sei fz ;=1 {z} und |z := ] {z}.

e B heiflst Upset, falls B = 1B, und Downset, falls B = |B.
e Wir bezeichen mit up(X) die Menge der Upsets und mit down(X) die Menge der Downsets von X.

e Eine Abbildung f zwischen zwei quasi geordneten Mengen (X, <) und (Y, <) heift stark isoton, falls
f ordnungserhaltend ist und fiir alle z € X und y € Y mit f(z) < y ein 2’ € X existiert, sodass ' > x

und f(2') = y.



Lemma 2.3. Fir eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei quasigeordneten Mengen sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. f ist stark isoton.
2. Fir alle x € X gilt f(Tz) =1 f(=).
3. FiralleyeY gilt f'(ly) =1 f1(y).
Ist f bijektiv, so ist folgende Aussage ebenfalls dquivalent:
4. Fir alle z,2' € X gilt: © < ¢/ < f(x) < f(2').

Beweis. 71. < 2.7 Es gilt: f ist stark isoton < (f(z)<y<e I eX:2' >z und f(2/)=y) < (ye
T f(z) e ye f(1z))

1.« 3.7 Es gilt: f ist stark isoton <= (f(z) <y e I'e X: 2’ >zund f(z/) =y) < (f(z)€
ly s zel fy).

71. < 4.7 Es gilt: f ist stark isoton < (f(z) <y<e ' e X : 2/ 2 zund f(2') =y) = (f(z)
yer<fi(y) = (fl2) < f@) sz <)

/A

2.2 Distributive Verbinde
Definition 2.4. Sei A ein Verband.
e Dann bezeichne Idl(A) die Menge aller Ideale von A.
e Fiir B c A sei J(B) das kleinste Ideal, dass B enthélt, d.h.

IB)= () I
Ieldl(A)
BCI

o Fiir S ¢ Idl(A) sei \/ S :=3(J5S)
e Ein F' C A heilst Filter, falls

1.1e F,0¢F.
2. Fiir alle a,be F ist auch a Abe F.
3. Firalleae Fund b > a ist auch be F.

e Ein Filter F' heifit prim, falls aus a v b € F folgt, dass entweder a € F oder b € F.

e Ein Filter F heifft maximal, falls es keinen echt grofern Filter G 2 F' gibt. Ein maximaler Filter heifit
auch Ultrafilter.

e Ist B € A, dann heifst B Teilverband von A, falls 0,1 € B und fiir alle z,y € B auch x A y € B sowie
TVvyEDB.

e Ein a € A heifit endlich, falls fiir alle S € A mit \/S > a eine endliche Teilmenge T' € S existiert,
sodass auch \/ T > a. Wir bezeichnen die Menge der endlichen Elemente von A mit K (A).

Lemma 2.5. Sei A ein Verband und S < Idli(A). Dann ist \/ S = {x € A: y1, y2, ...,yn € S : © <
.\7/1yi}~



Beweis. Bezeichne J die rechte Seite der behaupteten Gleichung. Wie man leicht sieht, ist dann J ein Ideal.
Also folgt \/ S € J. Andererseits gilt | JS € \/S. Da \/ S ein Ideal ist, folgt fir y1, ..., y, € S, dass auch

Vv € VS und fiir z < \/ y; folgt weiters = € \/ S. Also gilt auch J < \/ S, und damit J =\/S. O
i=1 i=1

Lemma 2.6. Sei A ein distributiver Verband. Dann ist (Idl(A), <) ein Verband.

Beweis. Da Idl(A) mit der Teilmengenrelation gerichtet, und der Schnitt beliebig vieler Ideal wieder ein
Ideal ist, folgt, dass fiir S € Idl(A) das Ideal (S das Infimum und \/ S das Supremum ist. Auferdem sind
{0}, A € Idl(A) und {0} € I < A fiir alle Ideale I € IdI(A), also sind {0} bzw. A das kleinste bzw. grofite
Element. Insgesamt ist daher Idl(A) ein Verband. O

Bemerkung 2.7. Tatséchlich ist Idl(A) sogar ein kohdrenter Verband (siehe Definition 2.13). Der Beweis
hiervon benétigt allerdings wesentlich mehr Vorarbeit und wird in Abschnitt 4.1 gefiihrt.

Satz 2.8. Seien A und B distributive Verbinde, f : A — B ein Verbandshomomorphismus und I ein Ideal.
Dann ist auch f=1(I) ein Ideal. Ist I ein Primideal, dann auch f=1(I).
Die selbe Aussage gilt fir Filter.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir Ideale, fiir Filter verlduft der Beweis analog. Sei also I € Idl(B) ein Ideal.
Wegen 0 = f(0) € I folgt 0 € f~*(I). Fiira,b e f1(I) folgt f(a), f(b) € I und daher f(a)v f(b) = f(avd) €I,
alsoavbe f1(I). Ist ae f1(I) und b < a so folgt f(b) < f(a) und daher f(b) € I, also be f~ ().

Sei I ein Primideal und a A b € f~(I). Dann folgt f(a A b) = f(a) A f(b) € I, daher f(a) € I oder
f(b) € I. Also folgt a € f=1(I) oder be f~1(I). O

Lemma 2.9. Sei A ein distributiver Verband, FF < A ein Filter, I € A ein Ideal und F n I = . Dann gibt
es ein Ideal J 2 I, sodass J n F = & und J ist ein mazimales Ideal disjunkt zu F', d.h. ist K ein Ideal,
KoJund KnF =g, dann ist K = J.

Beweis. Seild = {J e Idl(A): J2I,JnF =g} # & und A € U eine beziiglich der Teilmengenrelation
totalgeordnete Menge. Dann ist I := [ J{J : J € 2} ein Ideal, mit I n F' = ¢J und I D A fiir alle A € A. Also
ist I € U eine obere Schranke fiir 2 und nach dem Lemma von Zorn gibt es maximale Elemente in U. O

Lemma 2.10. Sei A ein distributiver Verband, F' € A ein Filter, I € A ein Ideal, F n I = & und I ein
mazimales Ideal disjunkt zu F. Dann ist I prim.

Beweis. Da 1€ F folgt 1¢ 1.
Seianbel, J,:=T3(I u{a}) und J, := J(I v {b}). Wir zeigen als erstes, dass

Ri={iv(aanz):iel, zec A} =],

Man sieht leicht, dass R ein Ideal ist. Weiters gilt fiir alle ¢ € I, dass i =i v (a A 0) € R und daher I € R
sowie a = 0 v (a A a) € R. Also folgt R 2 J,. Andererseits folgt fiir i € I und xz € A, dass a A x € Jund
daher auch i v (a A x) € J,, also R € J,.

Als nachstes zeigen wir, dass entweder J, oder J, disjunkt zu F'ist. Nehmen wir an, dass J,nF # & # Jy,nF
und wahlen wir i v (a Az) € J,n Fund j v (b Ay) € Jy n F. Nun folgt, da F ein Filter und I ein Ideal ist,
der Widerspruch:

Fa(iviarz)a(Gv(bay)) =
=@Anj)virbay)v(irarz)v(anbarzay)el
el

Also sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit J, n F' = . Dann ist J, = I und daher a € I. O

Folgende zwei Lemmata sind oft niitzlich:



Lemma 2.11. Sind A und B Verbinde und f : A — B bijektiv, dann ist f genau dann ein Verbandsiso-
morphismus, falls [ stark isoton ist.

”

Beweis. ” = 7 Sei f ein Verbandsisomorphismus und z € A, y € B mit f(x) < y. Wegen der Bijektivitét
gibt es 2’ € A sodass f(z’) = y und weil f~! ein Verbandshomomorphismus ist, folgt, dass f(2') = y = f(x)
impliziert x < x’. Also ist f stark isoton.

" <7 Sei f stark isoton. Dann ist B = f(A) = f(10) = 1 f(0) und daher f(0) = 0, sowie {f(1)} =
f(11) =1 f(1), also f(1) = 1. Es ist weiters < y genau dann, wenn y € Tz, genau dann, wenn f(y) €
f(1z) =1 f(x), also genau dann, wenn f(z) < f(y). Damit sind f und f~! Verbandshomomorphismen und
daher f ein Verbandsisomorphismus. O

Lemma 2.12. Sei A ein distributiver Verband und (S;)?_, eine Familie von endlichen und nicht leeren
Teilmengen von A. Dann gilt:

n

\/(/\Si) = /\{\n/¢i tpe ﬁsi}

/ (\/ Si) =\/{/\¢i : ¢€H5i}

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage per Induktion, die zweite folgt analog. Fiir n = 1 ist die Aussage

trivial. Fiir n = 2 folgt AS1 v AS2 = A{(AS1) vy : ye So} = A{A{le vy : € S1} : ye S} =
Naxvy :zeS,ye S} = A{éd1vaos: ¢S xSs}. Sei nun n > 2 und die Aussage fiir 1 < k <n
bewiesen. Fiir jedes x € Sy, sei S*_; :={z vy : y€ S,_1}. Dann folgt

AV oe[Isi= A (A o oe []six i)

€S,

= /\ <n\—/2(/\ Si) v (/\ Sﬁ_1)> Induktionsannahme

z€Sy, i=1

n

VA A ASE

: €S,

(/\Si) v /\ (/\57%1 v )

x€S,

S

3
o =

i=

= \n/(/\Si)

i=1

2.3 Kohérente Verbinde
Definition 2.13. Ein vollstindiger Verband A heifst kohdrent, falls

1. Jedes Element ist Supremum einer Menge von endlichen Elementen, d.h. fiir alle ¢ € A existiert
S c K(A), sodass a =\/ S.

2. K(A) € A ist ein Teilverband (nicht notwendigerweise vollstandig).

Sind A, B kohirente Verbidnde und f : A — B ein vollstindiger Verbandshomomorphismus, dann heifit f
kohdrent, falls f(K(A)) € K(B). Wir bezeichnen mit KohVerb die Kategorie der kohdrenten Verbinde,
zusammen mit kohdrenten Verbandshomomorphismen.



Lemma 2.14. Ein vollstindiger Verband A ist genau dann kohdrent, falls
1. Fir alle a € A existiert S € K(A), sodass a =\/ S.
2. 1e K(A)
2", Fir alle x, y € K(A) ist auch x Ay e K(A)

Beweis. Ist A kohirent, so ist K(A) ein Teilverband und damit 1 € K(A) sowie fiir alle z,y € K(A) auch

xzAye K(A).
Seien andererseits die Bedingungen dieses Satzes erfiillt. Offensichtlich ist 0 endlich. Auferdem folgt aus
x,y € A endlich, dass auch x v y endlich ist. Damit ist K(A) ein Teilverband. O

Lemma 2.15. Sind A, B kohdrente Verbinde und f : A — B bijektiv, dann ist f ein kohdrenter Verband-
sisomorphismus genau dann, wenn [ stark isoton ist.

Beweis. Die kohdrenten Verbidnde A und B sind auch distributive Verdnde. Nach Lemma 2.11 ist f genau
dann ein Verbandsisomorphismus, wenn f stark isoton ist. Insbesondere sind kohérente Verbandsisomorphis-
mus auch Verbandsisomorphismen und daher ist die starke Isotonie notwendig. Sei umgekehrt f stark isoton,
also ein Verbandsisomorphismus. Ist S € A so gilt fiir alle s € S, dass \/ S > s und daher f(\/ S) = f(s).
Also folgt auch f(\/S) = V f(S). Andererseits gibt es fiir t > \/ f(S) ein a € A, sodass f(a) = ¢, und
wegen f(a) = f(s) folgt a > s fiir alle s € S. Also folgt a > \/ S und folglich ¢t = f(a) = f(\/ S). Insgesamt
ist also f(\/S) die kleinste obere Schranke fiir f(S) und daher f(\/S) = V f(S5), also ist f vollsténdig.
Wendet man die selbe Uberlegeung auf f~! an, so erhilt man, dass auch f~! vollstindig ist. Also ist f
ein vollstindiger Verbandsisomorphismus. Die Kohiirenz von f und f~! folgt jetzt einfach dadurch, dass die
Eigenschaft eines Elementes endlich zu sein, von vollstdndigen Verbandsisomorphismen erhalten wird. [

2.4 Boolsche Algebren

Lemma 2.16. Sind z, a, b drei Elemente eines distributiven Verbandes A, dann existiert hochstens ein
y€e A, sodass x Ay =a und x vy =>0.

Beweis. Seien y, §j € A mit den Eigenschaften. Dann folgt
y=ynrlzvy) =yrb=yn(xvy =yrzv(yry
=avyAg)=ynry

wobei der letzte Schritt aus a < y und a < ¢, und daher auch a < y A g, folgt. Genauso folgt § =y A ¢
und damit y = 3. O

Definition 2.17. Sei A ein distributiver Verband und a € A. Gibt es ein Element b € A mit der Eigenschaft,
dassa Ab=0und a v b =1, so heilst b das Komplement von a und wird mit a* bezeichnet.

Das vorhergende Lemma zeigt also, dass jedes a € A maximal ein Komplement besitzt.

Definition 2.18. Ein distributiver Verband A heifst boolsche Algebra, falls jedes a € A ein Komplement
besitzt. Wir bezeichnen die Kategorie der boolschen Algebren, zusammen mit Verbandshomomorphismen,
mit Bool.

Beispiel 2.19. Beispiele fiir boolsche Algebren.

1. Das einfachste Beispiel einer boolschen Algebra ist der Z.

2. Weiters wird jede mengentheoretische Algebra zu einer boolschen Algebra, wenn man als unére Ope-
ration die Komplementbildung nimmt. Aus der Stone Duality I wird sogar folgen, dass alle boolschen
Algebren isomorph zu einer mengentheoretischen Algebra sind.



Bemerkung 2.20. Auf mengentheoretischen Algebren ist also die Komplementbildung im Sinne von boolschen
Algebren durch Komplementbildung ¢ im mengentheoretischen Sinne gegeben. Wir werden diese aber im
Kontext von boolschen Algebren meistens trotzdem mit * bezeichnen.

Definition 2.21. Ist A eine boolsche Algebra und B € A, so heifst B Teilalgebra von A, falls B ein unter
* abgeschlossener Teilverband von A ist.

Lemma 2.22. a* ist das grofite Element b, sodass b A a = 0 und das kleinste Element ¢, sodass ¢ v a = 1.

Beweis. Istbana=0,s0folgtb=bAl=bA(ava*)=(bra)v (baa*)=0>bnaa*, alsob < a*. Die zweite
Aussage sieht man analog. O

Korollar 2.23. FEs gilt a** = a. Insbesondere ist * : A — A eine Bijektion. Weiters gilt: a < b < a* > b*
sowie die De Morgan’schen Gesetze: (a A b)* = a* v b* und (a v b)* = a* A b* fir alle a,be A

Beweis. Es ist a* A a=0und a* v a = 1. Also folgt a = a**.

Die De Morgan’schen Gesetze sieht man ebenfalls mit Lemma 2.16. Es gilt (a A b) A (a* v b*) = (a Aa* A
b)v(anbab*)=0und (a Ab) v (a* vb*)=(ava*vbd)A(a* vbvb*)=1und daher (a A b)* = a* v b*.
Das zweite Gesetz sieht man genauso.

Weiters gilt a <b <= avb=b < a* A b* =b* — a* = b*. O

Korollar 2.24. Ein Verbandshomomorphismus f : A — B zwischen boolschen Algebren erhdlt automatisch
die undre Operation.

Beweis. Seia € A. Dann folgt f(a) A f(a*) = f(ana®) = f(0) =0und f(a) v f(a*) = f(ava*) = f(1) =1,
und daher f(a*) = f(a)*. O

Lemma 2.25. Sei A eine boolsche Algebra. Dann ist [ £ A genau dann ein echtes Ideal, falls I* := {z* :
x € I} ein Filter ist.

Beweis. Sei I € A ein echtes Ideal. Dann ist 0 € I und 1 ¢ I und damit 1 = 0* € I* und 0 = 1* ¢ I*. Fiir
alle a,b e I* folgt a*,b* € I, daher auch a* v b* € I und damit (a* v b*)* =aAbel*. Istae [* und b > a
so folgt a* € I und b* < a*. Also b* € I und daher b € I'*. Also ist [* ein Filter. Die andere Richtung sieht
man genauso. O

Lemma 2.26. Sei A eine boolsche Algebra und I € A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. I ist ein Primideal.
2. I ist ein maximales Ideal.

3. Fiir alle x € A gilt entweder x € I oder z* € I.
4. I* ist ein Primfilter.
5. I* ist ein mazimaler Filter.

6. Fiir alle x € A gilt entweder x € I* oder x™* € I*.

Beweis. 71. = 3.” Sei I ein Primideal. Dann gilt fiir jedes x € A, dass z A 2* = 0 € I und daher = € I oder
x* el

73.= 2. Sei J 2 I ein echtes Ideal und z € J\I. Dann ist z* € I und daher auch z* € J. Also folgt der
Widerspruch z v z* = 1€ J.

72. = 1.” Folgt aus Lemma 2.10 angewandt auf den Filter F' = {1}.

"1. < 4.7 I ist genau dann prim, wenn aus a A b € I folgt, dass a € I oder b € I. Das ist dquivalent dazu,
dass aus (a A b)* = a* v b* € I* folgt, dass a™ € I* oder b* € I*, also genau dann, wenn I* prim ist.

"4. < 5. < 6.” Folgt analog zu "1. & 2. & 3.”. O



2.5 Heyting Algebren

Definition 2.27. Sei A ein distributiver Verband und a,b € A. Gibt es ein groktes Element z € A, sodass
a A x < b, so heilst © Pseudokomplement von a beziiglich b und wird mit a — b bezeichnet.

Definition 2.28. Ein distributiver Verband A heifit Heyting Algebra, falls fiir alle a,b € A das Pseudo-
komplement von a beziiglich b existiert. Wir bezeichnen die Kategorie der Heyting Algebren zusammen mit
Verbandshomomorphismen mit Heyt.

Lemma 2.29. Jede boolsche Algebra ist eine Heyting Algebra. Die Pseudokomplemente sind dabei gegeben
durch a — b =a®* v b.

Beweis. Esist (a* v b) Aa=bnaa<b. Sei andererseits a A z < b. Dann folgt 2 va* = (a Az) va* <bva*
und daher insbesondere z < a* v b. O

2.6 Closure Algebren

Definition 2.30. Sei A eine boolsche Algebra. Eine unire Operation = : A — A, z — z~ = T heifst
Abschlussoperator, falls fiir alle x,y € A gilt

1.0=0
2.z
3. x < y impliziert z~ <y~
4.

5. (xvy)  =z" vy~

Das Paar (A, 7) heift closure Algebra, falls A eine boolsche Algebra und ~ ein Abschlussoperator auf A ist.
Fiir einen Abschlussoperator definieren wir den Interioroperator © iiber x° := x*~*. Ein Element x € A heifst
abgeschlossen, falls x= = x, und offen, falls 2° = x. Ist B € A so bezeichnet B~ := {z~ : z € B} und
B°:={z°: z € B}.

Definition 2.31. Sind (4, ~) und (B, ) zwei closure Algeberen und f : A — B eine Abbildung, dann heift
f closure Algebrenhomomorphismus, falls f ein Verbandshomomorphismus ist und fiir alle z € A gilt, dass
f(z7) = f(x)~. Wir bezeichnen die Kategorie der closure Algebren mit closure Algebrenhomomorphismus
mit CloAlg.

Lemma 2.32. Sei = ein Abschlussoperator auf einer boolschen Algebra A. Dann gilt

1. a= = min(ta n A7) fir alle a € A. Insbesondere ist der Abschlussoperator eindeutig iber die Menge
der abgeschlossenen Elemente festgelegt.

2. z,ye A™ impliziert t Aye A~ undxvyeA™
3. Esist a € A offen genau dann, wenn a* abgeschlossen ist. Insbesondere ist A° = A~*

Beweis. 1. Es folgt unmittelbar, dass a= € fa n A™. Ist d € Ta n A7, so folgt a~ < d~ = d. Also folgt die
Behauptung.

2.Esgilt (xvy) =2 vy =zvy,alsozvye A~. Auberdem ist (z Ay)” <z~ und (x Ay)” <y,
und daher (z Ay) < (zAYy)" <27 AY =2 A Y.

3. Folgt unmittelbar. O

Folgender Satz gibt eine prézise Charakterisierung jener Teilmengen T' einer boolschen Algebra A, welche
als Mengen der abgeschlossenen Elemente auftreten konnen.



Satz 2.33. Sei A eine boolsche Algebra und T < A nicht leer. Dann gibt es genau dann einen closure
Operator = auf A mit A~ =T, falls T ein Teilverband von A ist und fir alle a € A die Menge Ta n'T ein
Minimum besitzt.

Beweis. 7 = 7 Folgt sofort aus vorigem Lemma.

7 <7 Sei ~ : A — A definiert iiber ¢~ := min(ta nT). Da T ein Teilverband ist, folgt 0 € T' und damit
0~ = 0. Aufserdem gilt: x < 7, sowiez <y = =~ <y und - =z~ ~ fir alle x,y € A. Weiters gilt fiir
allex,ye A, dassz vy <z~ vy .Daz” vy €T folgt (x vy~ <z vy .Ist andererseits d € T mit
(xrvy)- <d<z vy ,sofolgt z < dund y < dund daher 2= < d und y~ < d, also 2~ v y~ < d. Daher
gilt auch (x vy)" =2~ vy . O
2.7 Fortsetzungssitze

In diesemn Abschnitt werden einige Resultate bewiesen, die sich mit der Fortsetzbarkeit von Funktionen
zu Homomorphismen beschiftigen, welche zuvor nur auf Teilmengen definiert sind. Bis zum Ende dieses
Abschnittes bezeichne ¢ immer eine der Kategorien Bool oder DVerb.

Definition 2.34. Ist (A, <) € Obj(¥) und B S A so sei
[Ble :=( {E : B< EC A, E ist Teilverband (Teilalgebra) von A}.

Die Menge B heiflt €-dicht in A, falls [B]¢ = A. Falls klar ist welche Kategorie gemeint ist, so heifit B auch
einfach nur dicht in A.

Lemma 2.35. [B]y ist der kleinste Teilverband (die kleinste Teilalgebra) von A, die B enthidlt.

Beweis. Offensichtlich ist 0,1 € [B]. Weiters sieht man leicht, dass mit x, y € [B]¢ auch immer x Ay € [Bly
sowie z v y € [B]¥ und, im Falle Bool, auch x* € [B]¢. Also ist [B]¢ ein Teilverband (eine Teilalgebra)
von A. Aus der Definition von [B]¢ folgt damit die Aussage. O

Satz 2.36. Sei A€ Obj(€) und B < A nichtleer. Dann gilt:

In DVerb : [Blovers = {\/(/\ Ri) : @ # Ri € BU{0,1}, #R; <00, n>1}
i=1
= {/A/R): @#R<SBU{0,1}, #Ri <00, n>1}
i=1
In Bool : [BlBoot = {\/(/\ Ri) : @ # Ri € BUB*, #R; <o0,n>1}
i=1
={/\(\VRi) : @ #RiSBUB* #Ri<o0,n>1}
i=1
Insbesondere gilt [B]lgool = [B Y B*|pverb-
Beweis. Wir zeigen jeweis nur die erste Gleichheit. Die zweite folgt analog.
Wir beginnen mit DVerb. Bezeichne X die rechte Seite der Gleichung, so folgt offenbar, da D :=

[B]verb €in Verband ist, X € D. Auferdem ist 0,1 € X. Es reicht daher zu zeigen, dass X unter den
Verbandsoperationen abgeschlossen ist. Offensichtlich ist X unter v abgeschlossen. Dass X auch unter A



abgeschlossen ist, folgt aus Lemma 2.12:

n m 2
\/(/\Ri)A\/(/\Tj):\/{/\@ roe{\Rii=1 .0} x{\Tj:ji=1 ...,m}}
i=1 j=1 k=1

\V AN\ R) A~ (AT

1<ig<n
1<jsm

V A® o)

1<ig<n
1<jsm

Im Falle Bool bezeichne X wieder die rechte Seite. Es folgt wieder unmittelbar X € D und wir miissen noch
nachweisen, dass X schon eine boolsche Algebra ist. Es folgt wie vorher, dass X unter v und A abgeschlossen
ist. Da B nicht leer ist, gibt es x mit z,2* € B U B* und daher 0 = z A z* € X, sowie 1 =z v z* € X. Es
bleibt die Abgeschlossenheit unter * zu zeigen:

(i\n/l/\Ti)* /\\/T \//:\1 ¢eHT*}eX

Schliefslich folgt [B]Bool = [B U B*|Bool 2 [B U B*|pverb- Aus den eben bewiesenen Darstellungen von
[Blpverb und [Blsoor folgt aber sofort [B U B*|Bool € [B U B*|pverb und damit insgesamt [B]gool =
[B v B*]|pverb O

Satz 2.37. Seien A, B € Obj(¢), h,k € Morg(A,B) und X € A. Gilt dann h|x = k|x, so folgt h|[x], =
kl[x) -

Beweis. Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit X dicht in A. Bezeichne £ := h|x = k|x, M :={p €
Mor(A,B) : ¢|lx =&tund Y :={ze€ A : Vo, € M : p(z) = ¢(x)}. Offenbar ist 0,1 € Y. Sind z,y € Y so
folgt fiir alle ¢, € M, dass p(z v y) = o(z) v o(y) = Y (x) v ¥(y) = Y(x v y) und damit = v y € Y. Analog
sieht man auch z Ay € Y und im Falle Bool auch 2* € Y. Also ist Y 2 X ein Teilverband (eine Teilalgebra)
von A und da X dicht in A ist, folgt Y = A. O

Satz 2.38. (Extension Theorem) Seien A, B € Obj(%) und X < A €-dicht. Sei weiters f : X — B eine
Funktion. Dann besitzt f genau dann eine Fortsetzung zu einem Verbandshomomorphismus g : A — B, falls
fiir alle endlichen Teilmengen U,V € X mit U vV # & (es darf aber U = & oder V = & gelten) gilt:

1. In DVerb: AUV V = AfU)<V f(V
2. In Bool: (AU) A (AV*) =0 = (/\f(U))/\(/\f(V ) =

In diesem Fall ist g eindeutig.
Es gelte zusdatzlich {0,1} € X. Dann ist die Fortsetzung ein Isomorphismus genau dann, wenn f injektiv
ist, f(X) €-dicht in B ist und f~':Y — X ebenfalls die Voraussetzungen 1. bzw. 2. erfiillt.

Beweis. Die Bedingung 1. bzw. 2. sind sicherlich in beiden Féllen notwendig.

Wir zeigen, dass 1. im Falle DVerb auch hinreichend ist. Falls 0 € X folgt mit U = {0} und V = &:
A{0} <0 = f(0) = A{f(0)} <0,also f(0) =0, und mit U = & und V' = {1} folgt analog auch f(1) =
Sei nun X := X u {0 1} und f: X — B definiert iiber f(z) = f(z) fiir z € X, f(0) = 0 und f(1) = 1. Man
sieht leicht, dass dann auch X und f die Bedingung 1. erfiillen. Also nehmen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit an, dass 0,1 € X.

Seinun g : A — B definiert iiber g(\/;_, A\ Si) := Vi, /\ f(S;) fiir alle endlichen nichtleeren Teilmengen
S; von X. Um zu sehen, dass g wohldefiniert ist, sei \/!_, /\S = Vo1 AT}, wobei S;, Tj € X endliche
Teilmengen sind. Dann gilt fiir alle i=1,...,nund ¢ € ]_[;n 1T, dass A S; < \/ _1 ¢;. Also folgt wegen der
Annahme des Satzes, dass A f(S, \/J 1 f(@) und daher
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n

VAFS) < AN £ - oe [T =V (\ F(T)
i=1 j=1 j=1 j=1

Genauso zeigt man \/J_ | (A f(T})) < Vi, (A f(Si)), also insgesamt \/72, (A f(T})) = \V/i=, (A F(Si))-
Wegen Satz 2.36 ist g auch iiberall definiert und offensichtlich gilt g|x = f. Man tiberpriift nun leicht, dass
¢ mit den Verbandsoperationen v und A vertriglich ist. Weiters ist g(0) = 0 und g(1) = 1. Also ist g ein
Verbandshomomorphismus.

Wir zeigen nun den Fall Bool. Dazu definieren wir eine Funktion f : X u X* — f(X) u f(X)* iiber
f(z) = f(z) fiir z € X, und f(z) = f(z*)* fiir € X*. Diese Funktion ist wohldefiniert, denn fiir = €
X n X* gilt mit U = {z,2*} und V = ¢, dass f(z) A f(z*) =0, und mit U = & und V = {z,z*} folgt
f(x) v f(z*) =1, also f(z*) = f(z)*. Aus Satz 2.36 folgt, dass [X U X*]pverb = [X]Bool = 4 und nach
dem ersten Beweisteil gibt es eine Fortsetzung von f zu einem Verbandshomomorphismus auf A.

Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Satz 2.37.

Im Folgenden steht (Iso) als Abkiirzung fiir die drei Bedingungen: f ist injektiv, f(X) ist €-dicht in B
und f~!:Y — X erfiillt ebenfalls die Bedingung 1. bzw. 2.. Wir zeigen nun im Falle DVerb die Aussage
iiber Isomorphismen. Als Erstes beweisen wir, dass (/so) notwendig ist. Dass die Injektivitit von f notwendig
ist, ist klar. Hat g eine Inverse, so ist diese eine Fortsetzung von f~!. Also muss f~! die Bedingung 1. des
Satz erfiillen. Aus der Injektivitit folgt nun fiir alle Teilmengen M < f(X), dass M = f(f~1(M)). Also sind
alle endlichen, nicht leeren Teilmengen von f(X) von der Form f(U) fiir eine endliche, nicht leere Teilmenge
U von X. Aufserdem folgt aus 0,1 € X zwingend f(0) = 0 und f(1) = 1, also 0,1 € f(X). Mit der Definition
von g und Satz 2.36 folgt, dass g(A) = [f(X)]DVerb, also ist g(A) DVerb-dicht in A.

Sei umgekehrt (Iso) erfiillt. Dann haben f bzw. f~! Fortsetzungen zu Homomorphismen g : A — B bzw.
g: B — A.Fiir alle z € A gibt es endliche, nicht leere Teilmengen S; € X, i =1, ..., n, sodass z = \/?:1 A\ Si
und es folgt Gog(x) = Gog(\/1y AS) = 30VI_y AF(S)) = Viey AS 1o £(S) = Vi) A S = . Analog
folgt auch g o §(y) = y fiir alle y € B und insgesamt folgt g = g~ und damit ist g ein Isomorphismus.

Zuletzt zeigen wir die Aussage iiber Isomorphismen im Fall Bool. Die Notwendigkeit der Injektivitit von
fund, dass f~! die Bedingung 2. erfiillt, folgt wie zuvor. Weiters liegt X bzw. f(X) genau dann Bool-dicht,
wenn X U X* bzw. f(X) u f(X)* Verb-dicht liegt. Also ist g die eindeutige Fortsetzung von dem oben
definierten f: X U X* — f(X u X*) = f(X) u f(X)* zu einem Verbandsisomorphismus von X nach B.
Mit dem zuvor bewiesenen folgt, dass f(X) u f(X)* Verb-dicht ist.

Wir zeigen nun, dass (/so) im Fall Bool hinreichend ist. Sei also f : X — f(X) bijektiv. Mit den
Voraussetzungen (Iso) erhalten wir Fortsetzungen g : A — B bzw. h : B — A von f bzw. f~!. Wir
zeigen als Erstes, dass f = g|xux* : X U X* - f(X) u f(X)* bijektiv ist und die Tnverse Rl rixyor(x)*
besitzt. Surjektivitit von f ist klar. Seien z,y € X U X* mit = # y und f(z) = f(y). Dies ist offenbar
nur moglich, wenn z € X und y € X* oder umgekehrt. Nehmen wir 2z € X an, so folgt f(z) = f(y*)*
und weiters z = f1(f(z)) = h(f(z)) = h(f(y*)*) = h(f(y*))* = y** = y. Also ist f bijektiv und hat
als Inverse h|fxyo(x)*. Weiters sind X u X* bzw. f(X u X*) DVerb-dicht in A bzw. B. Die Tatsache,
dass h|rx)uf(x)* die Bedingung 1. erfiillt folgt nun notwendiger Weise, denn der Homomorphismus £ ist
eine Fortsetzung von h|sx)rx)* und eine solche kann nur existieren, falls die Bedingung 1. erfiillt ist.
Insgesamt erhalten wir nun iiber die schon bewiesene Aussage iiber Isomorphismen im Fall DVerb, dass g
ein Isomorphismus ist. O

Hilfreich ist oft folgende Variante des Fortsetzungssatzes:

Korollar 2.39. Seien A, B boolsche Algebren, X € A ein Bool—dichter Teilverband und f : X — B ein
Verbandshomomorphismus. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung von f zu einem Verbandshomomorphis-
mus g: A— B.

Beweis. Seien U,V € X endliche Teilmengen, UuV # @ und (AU)A(AV*) = (AU)A(V/V)* =0. Dann
folgt AU <\ V, und da die Suprema und Infima in X existieren und f ein Verbandshomomorphismus ist,
folgt A\ f(U) <V f(V), und daher (A f(U)) A (A F(V)*) = 0. Also gibt es eine eindeutige Fortsetzung
g:A— B. O

11



3 Topologische Konzepte

3.1 Allgemeine Topologie
Definition 3.1. Sei X ein topologischer Raum und Y € X.
e Eine gleichzeitig offene und abgeschlossene Menge wird auch als clopen bezeichnet.

e Wie gehabt bezeichnet Q(X) das System der offenen Mengen und KQ(X) das System der kompakten
offenen Mengen von X.

e Wir bezeichnen weiters mit A(X), £(X) und C(X) die Systeme der abgeschlossenen, kompakten, bzw.
clopen Mengen von X.

e Ist 7 = Q(X) die Topologie auf X, so bezeichnet T |y die Spurtopologie auf Y.
e Die Saturation von Y ist definiert als Sat(Y) :=({U e Q(X) : Y € U}.

e Die Quasiordnung <7, definiert iiber z <7y <= =z € {y}, heit die von der Topologie induzierte
Quasiordnung.

Lemma 3.2. Es ist x <7 y genau dann, wenn fir alle offenen Mengen U gilt: t € U = y € U. Weiters
ist <7 genau dann eine Halbordnung, wenn die Topologie Ty ist.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition. O

Definition 3.3. Sei X ein topologischer Raum.

e X heifit total unzusammenhdngend, falls die einpunktigen Mengen die einzigen zusammenhingenden
Mengen sind.

e X heilst total separiert, falls fiir alle x,y € X mit x # y eine clopen Menge A existiert, mit = € A und
y¢ A

o X heilst nulldimensional, falls die clopen Mengen eine Basis bilden.
Lemma 3.4. Fiir topologische Riume gelten folgende Implikationen:

total unzusammenhdngend —> T
2. total separiert = Ty und total unzusammenhangend

3. To und nulldimensional = T3 und total separiert

Beweis. 1. Da {z} immer zusammenhéngend ist, folgt {z} = {z} fiir alle , und damit 7.

2. Ty folgt sofort. Ist A € X und z,y € A mit x # y, dann gibt es eine clopen Menge B € X mit z € B
und y ¢ B. Also ist A nicht zusammenhéngend.

3. Ist A abgeschlossen und ¢ A dann gibt es eine clopen Menge U mit x € U © A°€. Also folgt T3. Mit
A = {y} fiir beliebiges y # x folgt auch total separiert. O

Folgender topologischer Satz wird in verschiedenen Stellen der Arbeit verwendet.

Satz 3.5. (Alezander’s Subbasis Lemma) Sei (X, T) ein topologischer Raum und C eine Subbasis von T.
Wenn jede Uberdeckung von X mit Mengen aus C eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, dann ist X kompakt.
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Beweis. Nehmen wir an, dass X nicht kompakt ist. Dann ist das System

j{;:{L[g’T:UL{zX,ﬂMQU:Mendlich, UM=X}

nicht leer. Wir suchen mit Hilfe des Lemmas von Zorn maximale Elemente. Ist ) € X linear geordnet,
so ist offenbar (J([J2) = X. Sei M € [J2) eine endliche Teilmenge. Dann gibt es U € ), sodass M C U,
und daher ist [JM # X. Also folgt (9 € X und 2) hat eine obere Schranke in X.

Sei nun U/ € X ein maximales Element. Wiirde das System der Subbasismengen in U ganz X iiberdecken,
so héitte es nach Vorausetzung eine endliche Teiliiberdeckung, was aber der Definition von U widerspricht.
Also folgt | JU n C) # X. Sei nun z € X\(|J(U n C)). Da U eine Uberdeckung von X ist, gibt es ein U € U,
sodass x € U. Da C eine Subbasis von (X, T) ist, gibt es weiters C, ...,C, € C,sodass z € C1n ... nC,, € U.

Wegen = ¢ | JU nC) ist C; ¢ U n C, und daher C; ¢ U. Aus der Maximalitdt von U folgt, dass es
fir i = 1, ...,n endliche Teilmengen M; < U gibt, sodass C; u | JM,; = X. Es folgt der Widerspruch
UuvlU{UM; : i=1,..,n} = X, und daher hat I/ eine endliche Teiliiberdeckung. O

3.2 Kohirente topologische Riume

Die Definition von kohirenten topologischen Riumen ist bewusst so gewihlt, dass sich sehr schnell eine
Dualitdt zu kohdrenten Verbdnden ergibt (siche Abschnitt 4.2). Zusammen mit der deutlich aufwendiger
zu beweisenden Aquivalenz der Kategorien der kohiirenten und distributiven Verbéinden (siche Abschnitt
4.1) ergibt sich schlielich die Dualitit KohTop ~ DVerb, welche in Anerkennung an M.H. Stone auch
Stone Duality genannt wird. Historisch war dies die erste bedeutende Dualitdt zwischen Kategorien, welche
entwickelt werden konnte.

Die kohidrenten Esakia Spaces bilden eine Teilkategorie, welche dual zu Heyting Algebren ist, und die
Kategorie der Stone Spaces bildet wiederum eine Teilkategorie, welche sich als dual zu der Kategorie der
boolschen Algebren erweisen wird. Diese Dualitét wird in der Literatur ebenfalls Stone Duality genannt.

Kohirente topologische Riume

Definition 3.6. Ein niichterner topologischer Raum X heiflt kohdrent, falls Q(X) kohérent ist. Sind X, YV
kohérente Ridume und f : X — Y eine stetige Funktion, dann heiflt f kohdrent, falls Q(f) kohirent ist.
Wir bezeichnen die Kategorie der kohédrenten R&ume zusammen mit kohérenten stetigen Funktionen mit
KohTop.

Lemma 3.7. Seien X und Y niichterne topologische Riume, U € Q(X) und f : X — Y eine stetige
Funktion. Dann gilt:*
U ist endlich. < U ist kompakt.

X ist kompakt.
X ist kohdrent. <= { KQ(X) ist unter endlicher Schnittbildung abgeschlossen.
KQ(X) bildet eine Basis von Q(X).

f ist kohdrent. <= Urbilder kompakter offener Mengen sind kompakt.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition. O

Definition 3.8. Eine Teilmenge Y € X eines kohirenten topologischen Raumes heifst kohdrente Teilmenge,
falls Y, versehen mit der Spurtopologie, ein kohédrenter Raum ist und U € KQ(X) impliziert U nY € KQ(Y).
Weiters heiflt Y doppelt kohdrente Teilmenge, falls Y und Y ¢ kohdrent sind.

IDie Aussage ,,U ist endlich” bezieht sich auf U als Element des Verbandes Q(X); ist also nicht im Sinne von endlicher
Michtigkeit gemeint.
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Kohirente Esakia Spaces

Definition 3.9. Ein kohirenter topologischer Raum (X, 7) heillt kohdrenter Esakia Space, falls fiir alle
doppelt kohirenten Teilmengen A € X auch A doppelt kohérent ist. Sind (X, 7) und (Y, Q) zwei kohérente
Esakia Spaces und f : X — Y stetig, so heillt f kohdrenter Esakia Homomorphismus, falls fir alle z € X
gilt, dass f(Sat(x)) = Sat(f(x)). Wir bezeichnen die Kategorie der kohirenten Esakia Spaces zusammen
mit kohdrenten Esakia Homomorphismen mit KohEsa.

Stone Spaces

Definition 3.10. Ein kompakter topologischer Hausdorffraum heifit Stone Space, falls die kompakten offenen
Mengen eine Basis fiir X bilden. Wir bezeichnen mit Stone die Kategorie der Stone Spaces mit stetigen
Abbildungen.

Folgender Satz gibt verschiedene alternative Charakterisierungen von Stone Spaces.

Satz 3.11. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann ein Stone Space, falls eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. X ist Hausdorff und kohdrent.
2. X ist kompakt, Ty und nulldimensional.
3. X ist kompakt und total separiert.

4. X ist kompakt, Hausdor[f und total unzusammenhdngend.

Beweis. ” Stone Space < 1.” folgt, sofort aus der Definition.

”1. = 2.” Kohérente Riume sind niichtern und daher Tj. Auferdem sind sie per Definitionem kompakt
und nulldimensional.

72. = 1.7 Sei X kompakt, Ty und nulldimensional. Wegen Lemma 3.4 folgt, dass X Hausdorff ist. Aufer-
dem sind die kompakten offenen Mengen genau die clopen Mengen. Diese sind unter endlicher Schnittbildung
abgeschlossen. Also ist X kohérent.

72. = 3. = 4.” Folgt sofort aus Lemma 3.4.

"4. = 3. Fir x € X sei C(z) die Menge der Punkte, welche sich nicht durch eine clopen Menge von x
trennen lassen, d.h.

Cx):={ye X : PAe KQ(X): ye A, x ¢ A}

Dann ist 2 € C(z) und C(z) ist abgeschlossen, denn nach Definition von C(x) gibt es fiir y € X\C(z) eine
clopen Menge A mit y € A und x ¢ A, und, wieder mit der Definition von C(x), ist daher A n C(z) = &.
Daher ist A eine offene Umgebung von y mit A € X\C(x).

Wir wollen zeigen, dass C(z) = {«}. Nehmen wir dazu an, dass C(z) aus mehr als einem Punkt besteht.
Da X total unzusammenhéngend ist, ist dann C(x) nicht zusammenhingend und es gibt abgeschlossene,
disjunkte und nicht leere Teilmengen A, B € C(z), sodass A u B = C(x). Da C(z) abgeschlossen in X ist,
sind auch A und B abgeschlossen in X. Weil X kompakt und Hausdorff ist, ist X normal, daher gibt es ein
offenes U € X, sodass Ac U < U < B°.

Nun gilt fiir den Rand 0U = UnU® von U, dass 0UNC(z) = UnU°nC(z) = &, denn es gilt U nA = F
und U n B = &. Also gibt es fiir jedes y € 0U eine clopen Menge Vy, sodass y € V,, aber x ¢ V,,. Dann ist
{Vy : y € 0U} eine offene Uberdeckung von oU, und da 0U kompakt ist gibt es endlich viele 1, ..., ¥y, € oU,
sodass oU < | J;_, V;, =: V. Als endliche Vereinigung von clopen Mengen ist V' clopen, und aus x ¢ V folgt
V nCO(x) = . Jetzt ist W := U\V = U\V offen und abgeschlossen in X, und es ist W n C(z) = A. Nun
folgt der Widerspruch: denn sowohl W also auch W* sind clopen und haben beide nicht leeren Schnitt mit
C(z), miissten also beide x enthalten.

”3. = 2.7 Nach Lemma 3.4 ist X Hausdorff und daher auch Ty. Um zu sehen, dass X nulldimensional
ist, sei U € X offen und x € U. Wir miissen eine clopen Menge V finden, sodass z € V € U. Da X total
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separiert ist, gibt es zu jedem y € U® eine clopen Menge V,, mit « ¢ V, und y € V,.. Also ist {V}, : y € U°}
eine offene Uberdeckung der kompakten Menge U und hat daher eine endliche Teiliiberdeckung V,,,, ... V..
Sei V=, V.- Dann ist z € V € U, und V ist als endlicher Schnitt von clopen Mengen clopen. O

Es sind also Stone Spaces immer kohdrente Raume. Sind X, Y Stone Spaces, f: X — Y stetigund K € Y
kompakt und offen, so ist f~1(K) ebenfalls kompakt. Daher sind alle stetigen Funktionen zwischen Stone
Spaces kohirent. Insgesamt ist also Stone eine echte Teilkategorie von KohTop.

3.3 Geordnete topologische Ridume

Geordnete topologische Raume bilden eine alternative Moglichkeit zur dualen Beschreibung von algebraischen
Kategorien. Insbesondere die Priestley Duality zwischen distributiven Verbénden und Priestley Spaces ist
oft angenehmer zu handhaben als die Stone Duality. Tatséchlich sind die Kategorien der Priestley Spaces
und der koh&renten topologischen Raume eng miteinander verwandt und bilden sogar isomorphe Kategorien.
Die Esakia Spaces schlieflich werden sich, wie die kohirenten Esakia Spaces, als dual zu Heyting Algebren
erweisen.

Definition 3.12. Ein quasigeordneter (halbgeordneter) topologischer Raum ist ein topologischer Raum
(X, 7T) zusammen mit einer Quasiordnung (Halbordnung) < auf X. Fiir einen quasigeordneten topologischen
Raum definieren wir die Mengen upQ(X), upA(X), upK(X) bzw. upC(X) als die offenen, abgeschlosse-
nen, kompakten, bzw. clopen Upsets von X. Analog bezeichne down{(X), downA(X), down/X(X) bzw.
downC(X) die offenen, abgeschlossenen, kompakten, bzw. clopen Downsets von X.

Priestley Spaces

Definition 3.13. Sei (X,7,<) ein quasigeordneter topologischer Raum. Dann heifft X quasi Priestley
Space, falls X ein Stone Space ist, und fiir alle z,y € X mit = € y ein clopen Upset A € upC(X) existiert,
sodass x € A und y ¢ A.

X heifit Priestley Space, falls < eine Halbordnung auf X ist.

Wir bezeichnen mit QPries (bzw. Pries) die Kategorie der quasi Priestley Spaces (bzw. Priestley Spaces)
mit stetigen, ordnungserhaltenden Abbildungen.

Lemma 3.14. Sei (X,7T,<) ein quasi Priestley Space. Dann gilt:

1. Ist A € X abgeschlossen, so sind auch TA und |A abgeschlossen.
2. Jedes offene Upset (Downset) ist Vereinigung von clopen Upsets (Downsets).
3. Jedes abgeschlossene Upset (Downset) ist Schnitt von clopen Upsets (Downsets).

4. Ist (X, T,<) ein Priestley Space, dann bildet das System upC(X) u downC(X) eine Subbasis der
Topologie T .

Beweis. Fiir y € = sei AY € upC(X) mit y € AY und « ¢ AY

1. + 3. Wir zeigen, dass fiir abgeschlossenes A gilt 1A = [){B € upC(X) : A< B} =: S. Da fiir Upsets
B aus A < B folgt, dass auchtA < B, ist 1A < S. Sei andererseits = € (1A)¢. Dann gilt fiir alle y € A,
dass y € ¥ und y € AY. Daher ist | J{AY : y € A} eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, gibt
es endlich viele y1, ...,y, mit A € [J{AY : i =1, ...,n} = By € upC(X). Wegen z ¢ B, folgt « ¢ S und
da x € (14)° beliebig war, folgt 1A = S. Daher ist 1A der Schnitt von clopen Upsets und insbesondere
abgeschlossen. Also folgt 1. (fiir TA) und 3. (fiir abgeschlossene Upsets). Der Beweis von 1. (fiir |A) bzw. 3.
(fiir abgeschlossene Downsets) verlduft analog.

2. Wegen upA(X) = {U° : U € downQ(X)} und downA(X) = {U° : U € upQ(X)} folgt die Aussage
iiber Komplementbildung.
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4. Sei U € Q(X) eine offene Menge und = € U. Da < eine Halbordnung ist, ist fir alle y € U¢ die Menge

{(Az)c falls y €
Vy = .
Ay falls y < x

wohldefiniert, denn aus y < z und  # y folgt # £ y und damit ist Ay definiert. Weiters gilt V,, € upC(X)u
downC(X), sowie = € V, und y ¢ V,,. Also ist {V : y € U} eine offene Uberdeckung der kompakten Menge
U¢ und daher gibt es yi, ..., y, € U, sodass | J;_, V,, 2 U°. Also ist = € Niz, Vi, =V € U, wobei V ein
endlicher Schnitt von Mengen aus upC(X) udownC(X) ist. Also bildet upC(X) udownC(X) eine Subbasis
der Topologie. O

Lemma 3.15. Ist (X,T,<) ein halbgeordneter topologischer Raum, dann ist X genau dann ein Priestley
Space, falls X kompakt ist und fir alle v,y € X mit x € y ein clopen Upset A € upC(X) emistiert, sodass
x€Aundyé¢ A

”

Beweis.

2

=7 folgt sofort.

<7 X ist nach Satz 3.11 genau dann ein Stone Space, falls X kompakt und total separiert ist. Ersteres
ist erfiillt. Sei nun x,y € X,  # y und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit « € y. Dann existiert ein
clopen Upset A mit x € A und y ¢ A. O

Folgender Satz gibt eine alternative Beschreibung fiir Priestley Spaces mittels einer auf den ersten Blick
starkeren Bedingung. Die Bedingung in dem Satz wird Strong Priestley Separation Axiom genannt.

Satz 3.16. Sei (X, T, <) ein halbgeordneter topologischer Hausdorffraum. Dann ist X genau dann ein Priest-
ley Space, falls X kompakt ist und fir alle abgeschlossenen Mengen A,B € X mit TA n |B = & ein clopen
Upset U existiert, sodass A U und B € U°.

»” »

Beweis. 7 = 7 Da nach Lemma 3.14 die Mengen 1A und |B abgeschlossen sind, sei ohne Beschriankung
der Allgemeinheit A = 1A ein Upset und B = |B ein Downset. Es sei fiir y € « wieder AY € upC(X) mit
y€ AY und z ¢ AY. Sei nun « € B. Dann ist A € [J{AY : y € A}. Da A kompakt ist gibt es y1, ..., yn € A4,
sodass A € |J{AY" : i =1, ...,n} =: D,. Damit ist D, ein clopen Upset. Nun gilt fiir alle x € B, dass
x ¢ Dy, und daher B < | J{(D,)¢ : =z € B}. Da B kompakt ist, gibt es endlich viele z1, ..., z,,, sodass
Bc|J{(Dy,) :i=1,...,n} =({Dy, : i =1, ....,n})°. Mit U := [{Dy, : ¢ =1, ...,n} folgt: U ist als
endlicher Schnitt von clopen Upsets ein clopen Upset, und A € U und B € U°.

"<7” Seiz,ye X und x £ y. Mit A = {z} und B = {y} sind A und B abgeschlossen, und 1A n |B = .
Also gibt es ein Upset U mit x € U und y € U°. O

Esakia Spaces

Definition 3.17. Ein (quasi) Priestley Space (X, 7T, <) heiflt (quasi) Esakia Space, falls A € KQ(X) im-
pliziert |A € KQ(X). Sind X und Y zwei quasi Esakia Spaces und f : X — Y eine Abbildung, so heifit f
Esakia Homomorphismus, falls f stetig und stark isoton ist. Wir bezeichnen die Kategorie der Esakia Spaces
(bzw. quasi Esakia Spaces) zusammen mit Esakia Homomorphismen mit Esa (bzw. QEsa).

Lemma 3.18. Sei (X, T,<) ein quasigeordneter Stone Space. Dann ist X genau dann ein quasi Esakia
Space, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Fir alle x € X ist Tz abgeschlossen.

2. Fir alle U e KQ(X) ist U € KQ(X).

”

Beweis. 7 = 7 1. folgt aus Lemma 3.14, 2. folgt aus der Definition.

7 <7 Seien z,y € X und x € y. Wir miissen zeigen, dass es ein clopen Upset U € upC(X) gibt, mit
xeUund y ¢ U. Es ist Tz abgeschlossen und y ¢ Tx. Da X normal ist gibt es eine offene Menge V', sodass
yeVund Vnte = . Da KQ(X) eine Basis bildet, sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit V € KQ(X).
Es folgt, dass auch |V € KQ(X) und y € |V sowie [V ntfzx = . Also ist U = ([V )¢ die gewiinschte
Menge. O
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3.4 Bitopologische Raume

Eine ganz anderer Ansatz Dualitdten zu gewinnen verwendet den Begriff der bitopologischen Réume.

Definition 3.19. Eine Tripel (X, 71, T2) heikt bitopologischer Raum, falls 71 und 75 Topologien auf X sind.
Sind (X, 71,72) und (Y,01,03) zwei bitopologische Riume und f : X — Y, dann heillt f bistetig, falls
f(X,Th) = (Y,01) und f: (X, T3) — (Y, Os) stetig sind.

Definition 3.20. Fiir einen bitopologischen Raum (X, 71, 73) bezeichne fiir i, 5 € {1,2}, 4 # j
e A;(X) das System der beziiglich 7; abgeschlossenen Teilmengen von X.

e [C;(X) das System der beziiglich 7; kompakten Teilmengen von X.

C;(X) das System der beziiglich 7; clopen Teilmengen von X, d.h C;(X) = Q;(X) n A;(X).

D;(X) das System der beziiglich 7; offenen und beziiglich 7; abgeschlossenen Mengen, d.h D;(X) =
Q(X) n Aj(X).

e 71 v Tz die grobste Topologie, welche 77 und 75 enthélt.

Bitopologische Riume sind also definitionsgemif lediglich zwei Topologien auf der selben Grundmenge.
Interessant wird diese Begriffsbildung erst durch die Verallgemeinerung von topologischen Begriffen, wie
den Trennungsaxiomen, Kompaktheit, ect., auf bitopologische Rdume. Hier sind in sdmtlichen Fallen unter-
schiedliche Moglichkeiten denkbar. Zwei einfache Mdglichkeiten Begriffe der Topologie zu verallgemeinern
sind folgendermafsen gegeben:

Definition 3.21. Ist F eine topologische Eigenschaft, so heift der Raum (X, 71, 73) bi — E, falls (X, 77)
und (X, 73) beide E sind, und (X, 7y, 72) heilt join — E, falls (X, 77 v T3) E ist.

Fiir unsere Zwecke stellt sich in den meisten Fillen keine dieser Moglichkeiten als sinnvoll heraus, wohl
aber der Begriff paarweise E zu sein:

Definition 3.22. Sei (X, 71, 72) ein bitoplogischer Raum.

e Der Raum (X, 71, 72) heifit paarweise Ty, falls fiir alle 2,y € X ein U € T; u T3 existiert mit « € U und
y¢U,oder x ¢ U und ye U.

e Der Raum (X, 71, 72) heifit paarweise Ty, falls fiir alle x,y € X ein U € T; u 75 existiert mit « € U und
y¢U.

e Der Raum (X, 71, 72) heiflt paarweise Ty (oder paarweise Hausdorff), falls fiir alle z,y € X Mengen
U VeTLuT; existieren mit te U, ye Vund U n'V = &.

e Der Raum (X, 71,72) heilt paarweise nulldimensional, falls D1(X) = T3 n A2(X) eine Basis fiir 7y
bildet, und D(X) = T n A;(X) eine Basis fiir 75 bildet.

e Eine Teilmenge A C X heifit paarweise kompakt, falls fiir alle Uberdeckungen {U; : i€ I} € T1 U Tz
eine endliche Teiliiberdeckung existiert.

e FEine Teilmenge A € X heifst paarweise clopen, falls A und A° beide paarweise kompakt sind.
Lemma 3.23. Fir einen bitopologischen Raum (X, Ty, Tz) gilt: D1(X) = {U° : U € Do(X)}.
Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Lemma 3.24. Sei (X, 71, T2) paarweise nulldimensional. Dann sind dquivalent:

17



(X,T1,7T2) ist paarweise Hausdorff.
(X,T1,7T2) ist join-Hausdorff.
3. (X, T1,7T2) ist bi-Tp.
4. (X,T7) ist To
(X, T2) ist Tp

6. Fiir alle z,y € X mit x # y existieren disjunkte Mengen U € 7; und V € T3, sodass x € U und y e V,
oderxeVund yeU.

Beweis. Sei O :=T; v Ta

71. = 2.7 ist offensichtlich.

72. = 3.” Seien z, y € X mit x # y. Da (X, O) Hausdorff ist, existieren Mengen U,V € O, sodass z € U,
yeVund U nV = &. Da (X, T;,T2) paarweise nulldimensional ist, ist D;(X) eine Basis fiir (X, 7;) und
D2(X) eine Basis fiir (X, 72). Nach Definition von O ist daher das System D;(X) u D2(X) eine Subbasis
fiir O und daher {M "N : M € D1(X), N € Dy(X)} eine Basis fiir O. Also existieren Uy, Vi € D1(X)
und Us, Vo € Da(X) sodass v € Uy nUs € U und y € V1 n Vo € V. Wir zeigen, dass (X, 77) ein To-Raum
ist: Falls y ¢ Uy, so ist U; € T; eine offene Menge, die z und y trennt. Falls y € Uy folgt y ¢ Us und daher
y e Uy nUS e Di(X) € Ti. Wegen x € Us ist weiters x ¢ Uy n US. Insgesamt erfiillt also (X,77) das Ty
Axiom. Den Raum (X, 72) behandelt man genauso.

73. = 4.” ist offensichtlich.

73. = 5.7 ist offensichtlich.

"4. = 6.” Selen ¢ #y € X und U € Ty mit x € U und y ¢ U. Da (X, 71, 72) paarweise nulldimensional
ist, existiert V € D1(X) mit 2z € V € U. Es folgt V und V¢ sind disjunkt, V' € T3 und V¢ € T3, sowie z € V

und y € V°.
”5. = 6.” Beweis verlduft analog.
”6. = 1.7 ist offensichtlich. O

Es ist eine direkte Konsequenz von Alexander’s Subbasis Lemma, dass (X, 77, 72) genau dann paarweise
kompakt ist, falls (X, 77,72) join-kompakt ist. Offensichtlich folgt dann auch, dass (X, 77,72) bi-kompakt
ist, wobei hier nicht die Umkehrung gilt. Der nichste Satz gibt eine oft hilfreiche Charakterisierung von
paarweise kompakten Raumen:

Satz 3.25. Ein bitopologischer Raum (X, T1,Tz2) ist genau dann paarweise kompakt, falls A;(X) € Ko(X)
und AQ(X) o ]C1(X)

Beweis. 7 = 7 Wir zeigen A1(X) € Ko(X). Sei A € A1(X) und {U; : i € I} € Ts eine beziiglich T3 offene
Uberdeckung von A. Wegen A€ € 7; ist nun A° U U{U; : i e I} € T U Ts eine Uberdeckung von X. Da
(X, T1,Tz) paarweise kompakt ist, existieren endlich viele iy, ..., i, € I sodass A°U|J{U;; : j =1, ...,n} =
und damit [ J{U;; : j =1, ..,n} 2 A. Also existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. A ist kompakt
beziiglich 75 und damit A; (X) € Ko(X). Dass As(X) € K1(X) ist, sieht man genauso.

"= Sl {U; rielt € Tiund{V; : jeJ} € Tomit U :=J{U; : i€ I} und V := [V, :
j € J}, und sodass U UV = X. Um zu zeigen, dass X paarweise kompakt ist, miissen wir eine endliche
Teiliiberdeckung konstruieren. Da U € Ty folgt U® € A;(X) € Ko(X), also ist U® kompakt beziiglich 7.
Weiters ist V = (J{V; : j € J} 2 U° eine beziiglich T, offene Uberdeckung. Also existieren ji, ...,7, € J
sodass V := U{V],C k=1, n} D Ue. Also ist V¢ € U und damit {U; : i € I} eine beziiglich T; offene
Uberdeckung von V. Da wegen Vc e A (X) € Ki(X ) die Menge V kompakt ist beziiglich Ty existieren
endlich viele ¢y, ..., %y, € I, sodass Ve c {Uj, : k=1,..,m} = : U. Wir erhalten daher wegen Vol =X
eine endliche Teiliiberdeckung. O
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Pairwise Stone Spaces

Definition 3.26. Der Raum (X, 71, 7T2) heikt pairwise Stone Space, falls er paarweise Hausdorff, paarweise
nulldimensional und paarweise kompakt ist. PStone sei die Kategorie der pairwise Stone Spaces, zusammen
mit bistetigen Abbildungen als Morphismen.

Pairwise Esakia Spaces

Definition 3.27. Ein pairwise Stone Space (X, T, O) heilt pairwise Esakia Space falls fiir alle paarweise

clopen Mengen A auch a’ paarweise clopen ist. Sind (X, 71, 72) und (Y, Oy, O3) zwei pairwise Esakia Spaces
und f: X — Y, dann heiflt f pairwise Esakia Homomorphismus, falls f bistetig ist und fiir alle x € X gilt,

—T O
dass f({z} *) = {f(z)} . Wie bezeichnen die Kategorie der pairwise Esakia Spaces mit pairwise Esakia
Homomorphismen mit PEsa.

4 Distributive Verbande

4.1 Distributive und kohirente Verbiande

Als Vorbereitung auf den Beweis der Dualitéten von distributiven Verbdnden und verschiedenen topologi-
schen Kategorien, wird in diesem Abschnitt die Aquivalenz der Kategorie DVerb der distributiven Verbinde
und der Kategorie KohVerb der kohdrenten Verbinde hergeleitet.

Wir beginnen mit der Konstruktion eines Funktors K : KohVerb — DVerb:

Definition 4.1. Fiir einen kohérenten Verband A bezeichne weiterhin K (A) den distributiven Verband der
endlichen Elemente. Ist B ein weiterer kohdrenter Verband und f : A — B ein kohérenter Verbandshomo-
morphismus, so sei K(f) := f|x(a): K(A) - K(B).

Korollar 4.2. K : KohVerb — DVerb ist ein Funktor.

Beweis. Definitionsgemaifs bildet K kohédrente Verbénde auf distributive Verbinde ab. Weiters erhilt fiir alle
kohérenten Verbandshomomorphismen f : A — B die Einschrénkung f|x ) offensichtlich ebenfalls Suprema
und Infima, und nach Definition gilt f|x(4) : K(A) — K(B). Also ist K(f) ein Verbandshomomorphismus.
Man sieht nun, dass K ein Funktor ist. O

Die néchsten beiden Lemmata zeigen fiir distributive Verbénde A die Beziehung zwischen A und K (Idi(A)),
und fiir kohérente Verbénde B die Beziehung zwischen B und Idl(K(B)).

Lemma 4.3. Sei A ein distributiver Verband. Dann ist die Abbildung |(.) : A — K(IdI(A)) ein Verbandsi-
somorphismus. Insbesondere ist K(Idl(A)) ein distributiver Verband und die endlichen Elemente von Idi(A)
sind genau die Hauptideale von A.

Beweis. Wir zeigen als Erstes, dass die endlichen Elemente von Idi(A) genau die Hauptideale von A sind.
" =7 Sei I € Idl(A) endlich. Es ist I = \/{|z : = € I} und daher existieren endlich viele z1, ...,z, € I
sodass I =\, lz; =] (\/i—, z;). Also ist I ein Hauptideal.
” <7 Sei umgekehrt a € A und S < Idi(A) mit \/ S 2 |a . Dann folgt

n
a€ \/S = Jy; €J;, J;€85,i=1,...,n, sodass a < \/yl
i=1

n
— ae\/J,
i=1

= |a C \n/Ji
i=1
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Also ist |a endlich.

Nach dem eben gezeigten ist nun | (.) : A — K(Idl(A)) eine Bijektion und offensichtlich gilt z < y <=
lz < ly. Alsoist | (.) stark isoton, und daher ein Verbandsisomorphismus. Insbesondere ist K (Idl(A)) ein
distributiver Verband. O

Lemma 4.4. Sei B ein kohdrenter Verband. Dann ist die Abbildung T : B — Idl(K(B)), I'p(x) = {k €
K(B) : k <z} ein kohdrenter Verbandsisomorphismus.

Beweis. Fiir alle x € B die Menge I'g(z) tatsichlich ein Ideal auf K(B). Um zu sehen, dass I'p bijektiv
ist, zeigen wir zuerst I = I'g(\/I) fiir alle I € IdI(K(A)). Sei k € K(A), k < \/I. Da k endlich ist,
folgt 3x1,...,an € I + k < \/;_, z; und damit k € I. Sei umgekehrt k € I. Dann folgt sofort k < \/I.
Also ist I = T'g(\/ I). Daraus folgt unmittelbar die Surjektivitdt. Die Injektivitédt folgt iber a = \/ Ja =
VIs(Vla) = \/Tg(a). Also gilt fir a # b, dass \/T'g(a) # \/I'g(b) und daher auch I'g(a) # T'p(b).
Damit haben wir die Bijektivitdt von I'p gezeigt. Wegen x < y <= TI'p(x) € I'p(y) ist I'p stark isoton
und folglich ein kohirenter Verbandsisomorphismus. O

Wir konstruieren nun den Funktor Idl : DVerb — KohVerb. Die nichsten beiden Sétze liefern nun
die entscheidenen Aussagen zur Konstruktion des Funktors. Der folgende Satz bildet die Grundlage fiir
die Arbeitsweise auf den Objekten, der darauf folgende Satz die Grundlage fiir die Arbeitsweise auf den
Morphismen.

Proposition 4.5. Sei A ein distributiver Verband. Dann ist (Idl(A),S) ein kohdrenter Verband.

Beweis. Es wurde bereits gezeigt, dass IdI(A) ein Verband ist. Weiters besitzt Idi(A) beliebige Suprema. Wir
zeigen nun die unendliche Distributivitédt von Idi(A). Dazu sei U(A) :={B< A: z € B,y <x = ye€ B}.
Dann ist & < P(A)? ein vollstindiger Teilverband. Wir zeigen als néchstes, dass J)ya) : U(A) — IdI(A)
beliebige Suprema und endliche Infima erhélt.

Um zu sehen, dass J beliebige Suprema erhélt, sei M < U(A). Dann ist J(|JM) = ({I € IdI(A) :
(UM < I}. Nun gilt fiir alle B € M offenbar J(B) < J(|J M), also folgt auch \/{J(B) : Be M} < I(UM).
Auf der anderen Seite ist \/{J(B) : B € M} ein Ideal mit |JM < \/{3(B) : B € M}. Also folgt auch
JUM) € V{3(B) : Be M} und damit J(JM) = \/{I(B) : Be M} =\/I(M).

Um zu sehen, dass J endliche Infima erhélt seien B,C € U(A) und I :=J(BnC). Esist BnC € J(B)n
J3(C), und I(B) n I(C) ist ein Ideal. Da I das kleinste Ideal ist, dass B n C enthilt, folgt I < J(B) n J(C).

Sei nun

J:={a€A:VbeB = anbel}

Da fiir alle ce C und b € B gilt, dassbAac<be Bund bAac < ce C, folgt auch b A ce Bn C. Also ist
C <€ J. Als nichstes zeigen wir, dass J ein Ideal ist. Sind a,b € J so gilt fiir alle s € B, dass s A a € I und
s Abe I. Also folgt auch (s Aa) v (s Ab) =s A (avb)el fiir alle se B und daher a vbe J. Ist a € J und
b < a so folgt fiir alle s € B, dass s Ab < s Aa€ [l und damit s Abe I, also b € J. Da offenbar auch 0 € J
ist, ist J ein Ideal.
Sei weiters
K:={aeA:VteJ:antel}

Es folgt analog zu oben, dass B € K und dass K ein Ideal ist. Nun gilt nach Definition von K fiir
de JnK ,dassd = dAade I, alsoist Jn K < I. Aulserdem impliziert B n C € J n K, dass auch
J(B)nJ(C)c Jn K, da Jn K ein Ideal ist. Damit folgt J(B) nJ(C) € Jn K € I = 3(B n C) und daher
insgesamt J(B) n J(C) =3(B n C).

2P(A) bezeichnet wieder die Potenzmenge von A
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Um die unendliche Distributivitét zu sehen, sei S € Idi(A) und I € Idi(A). Dann folgt

Ia\/S=1n3(J9)
(ImUS)
(JTnD)

JeS

=\/3Jn 1)

JeS

I
Q

Il
u

Also ist Idl(A) ein vollstédndiger Verband. Weiters wurde schon oben gezeigt, dass K(Idl(A)) ein Teilverband
von Idl(A) ist. Auferdem gilt fiir I € Idl(A), dass I = \/{lz : x € I} und damit ldsst sich I als Supremum
von einer Menge endlicher Elemente schreiben. Insgesamt ist also Idl(A) ein kohdrenter Verband. O

Proposition 4.6. Seien A, B kohdrente Verbinde und f : K(A) —» K(B) ein Verbandshomomorphismus.
Dann gibt es genau einen vollstindigen Verbandshomomorphismus g : A — B, sodass f = g|ga). Dieser ist
automatisch kohdrent und gegeben durch

\/{f ):aeK(A),a<x}

fiir alle x € A.

Beweis. Mit C := K(A) und D := K(B) sind C und D distributive Verbénde und es gilt A = Idi(C) und B =
1dl(D). Es reicht daher die Aussage fiir Idl(C) und Idl(D) zu beweisen. Sei also f : K(IdI(C)) — K(Idl(D))
ein Verbandshomomorphismus und g(I) =V{f(J) : Je K(Idl(C)), J < I} = \{f(lz) : z eI}

Wir zeigen als Erstes, dass g = J{f(lz) : = € I}. Dazu reicht es zu zeigen, dass | J{f(lz) : z € I}
ein Ideal ist. Es ist 0 € f(l0) U{f lz) cx eI} Ist a € U{f(lz) : =z € I} und b < a so gibt es
z € I mit a € f(lz). Da f(lx) ein Ideal ist, folgt b € f(lx) und damit b € (J{f(lx) : = € I}. Sind
a,be J{f(lz) : x eI}, sogibtesz,ye I mit ae f(lz) und be f(ly) Dannist a vb= f(lz) v f(ly) =
e v 1y) = £ (e v) e Ulf(le) : ze I},

Als néichstes zeigen wir g|k (rai(cy) = f. Es gilt fiir 2,y € C, dass x < y genau dann, wenn |z C |y. Also
folgt aus x <y, dass f(lz) S f(ly) und damit g(ly) = U{f(lz) : z <y} € f(ly). Auﬁerdem gilt wegen
y € ly offensichtlich auch [J{f(lz) : = <y} 2 f(ly), und damit lnsgesamt fly)=g(ly)

Um zu sehen, dass g beliebige Suprema erhilt, sei S € Idl(C). Wir miissen zeigen, dass

\ 9(5) =g \/s
= VUsr== U s

IeS zel ze\/ S

7 c7” Da I € S impliziert I < \/ S, folgt fiir alle I € §

Uraac J rda

zel ze\/ S

Da die rechte Seite der Relation ein Ideal ist, folgt damit auch:

VUrlae | o)

IeS xzel ze\/ S

727 Seiye\/S. Dann gibt es z; € [;, ; € S, i =1,...,nsodass y < /i, x; =tz und f(| y) € f({ ).
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Daher bleibt noch zu zeigen, dass f(| ) SV eg ULer f(I 2).

fz)=f (21 v .. vam))
= f(La) v vl zn))
= z) v v f(lan)

cJrav.v Jrda

zelq zel,

=AVASFIE)

IeS zel

Um zu sehen, dass g endliche Infima erhalt seien I, J € Idl(C). Dann folgt:

g() ~g() = (\/ fLa) A (\/ fL )

zel yeJ

\V @) Afdy)

xel,yeJ

\V fd2)Aly)

zel,yed

\V =)

zelNJ

=g(InJ)

Also ist ¢ ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus. Schliefslich folgt die Kohirenz von g sofort aus
g(K(1dI(C))) = f(K(1dI(C))) < K(1dI(D)).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien g, h : Idl(C) — Idi(D) mit den im Satz beschriebenen Eigenschaf-
ten und sei I € Idl(C).

g(D) = g(\/ L 2) = \/ gl &) = \/ h(l z) = h(I)

zel zel zel

O

Sind A und B distributive Verbédnde und f : A — B ein Verbandshomomorphismus, so haben wir bereits
gesehen, dass | (.) : A — K(IdI(A)) ein Verbandsisomorphismus ist. Also ist | (.)o fo | (.)7': K(IdI(A)) —
K(Idi(B)) ebenfalls ein Verbandshomomorphismus. Daher macht folgende Definition Sinn:

Definition 4.7. Fiir einen distributiven Verband A sei Idl(A) wie gehabt der kohérente Verband der Ideale
von A. Ist B ein weiterer distributiver Verband und f : A — B ein Verbandshomomorphismus, dann sei
Idl(f) die eindeutige Fortsetzung von f =| (.)o fo | (.)=!: K(Idl(A)) — K(Idl(B)) zu einem vollstindigen
Verbandshomomorphismus von Idi(A) nach Idl(B).

Damit haben wir insgesamt folgenden Satz hergleitet:

Satz 4.8. K : KohVerb — DVerb und Idl : DVerb — KohVerb sind Funktoren. Sie begrinden die
Aquivalenz KohVerb=DVerb. Weiters gilt:

L. Fiir jeden distributiven Verband A ist | (.) : A — K(Idl(A)), x — |z ein Verbandsisomorphismus. Er
hat die bei einer Aquivalenz geforderte Kommutativititseigenschaft | () o f = K(IdI(f))o | (.) fir alle
Verbandshomomorphismen f : A — B.

2. Fir jeden kohdrenten Verband B istU'p : B — IdI(K(B)), I's(z) = {k € K(B) : k < x} ein kohdrenter
Verbandsisomorphismus. Er hat die bei einer Aquivalenz geforderte Kommutativitditseigenschaft I'c o
g = Idl(K(g)) o T'p fiir alle kohdrenten Verbandshomomorphismen g : B — C.
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Beweis. Man iiberpriift leicht, dass K und Idl Funktoren sind.

Weiters haben wir bereits gezeigt, dass | (.) ein Verbandsisomorphismus ist. Auferdem gilt nach Kon-
struktion | (.) o f = K(Idl(f))o |(.). Die Kommutativitéitseigenschaft von I'p folgt aus K(I'g)(b) = I'p(b) =
{ke K(B) : k <b} =] ()b fiir alle be K(B), und daher K(I'p) = | x(p) (.) zusammen mit Lemma A.8.

Es bleibt die Bijektivitdt der Funktoren auf den Morphismen zu zeigen. Die Injektivitéit von Idl folgt
sofort. Fiir die Surjektivitét sei f : Idl(A) — Idi(B) ein kohdrenter Homomorphismus. Es ist dann g =
lp()"tofol,():A— B ein Verbandshomomorphismus und es gilt Idi(g) = f.

Bijektivitdt von K auf den Morphismen folgt sofort aus der Existenz- bzw. Eindeutigkeitsaussage von
Satz 4.6. O

4.2 Distributive Verbinde und kohirente Riume (Stone Duality II)

Um die Dualitit DVerb ~ KohTop zu zeigen, werden wir die Dualitit KohVerb ~ KohTop herleiten.
Zusammen mit der Aquivalenz DVerb=KohVerb folgt dann die gewiinschte Dualitét.

Sei B ein distributiver Verband. Nach dem vorhergehenden Abschnitt bildet dann Idl(B) einen kohdrenten
Verband. Damit haben wir fiir I € Idl(B) zwei namentlich verwandte Begriffsbildungen, zum Einen die
Primelemente des Verbands Idl(B), zum Anderen die Primideale des Verbandes B. Gliicklicherweise fiir
unsere Notation haben wir aber:

Lemma 4.9. Sei B ein distributiver Verband. Dann sind die Primelemente von Idl(B) genau die Primideale
von B.

Beweis. Sei I € Idl(B). Dann gilt:
I1#B und
JNnKCcl = JCloder KCS1

1¢1 und
bacel = belodercel

I ist Primelement < {

I ist Primideal < {

Offensichtlich ist I # B genau dann, wenn 1 ¢ [.

" =7 Sei I € Idl(B) ein Primelement und seien weiters b, ce Bmit baAce I < |b n|c € I. Dann
folgt |b < I oder |c € I, und damit b € I oder ¢ € I. Also ist I auch ein Primideal.

7 <7 Sei umgekehrt I ein Primideal und seien J, K € Idl(B) mit J n K € I und J & I. Sei weiters
be J\I. Dann folgt fiir ce K, dass bace Jn K € I, und damit auch c € I. Also ist K € I und daher I ein
Primelement. O

Eine wichtige Konsequenz ist nun folgender Satz.
Proposition 4.10. Jeder kohdrente Verband ist regquldr.

Beweis. Sei B ein distributiver Verband und A = Idi(B) ein kohdrenter Verband. Seien weiters I,J € A
mit [ € J und b € I\J. Anwendung von Lemma 2.9 auf den Filter F' := 1b und das Ideal J impliziert die
Existenz eines maximalen Ideals K € A, sodass K n F' = ¢ und J € K. Wegen Lemma 2.10 ist K ein
Primideal und daher wegen Lemma 4.9 ein Primelement von A, und weiters |K € A ein primes Hauptideal
von A. Also gibt es einen Punkt p auf A mit ker(p) = | K. Es folgt p(I) =1 # 0 = p(J). O

Satz 4.11. Die Funktoren Q) und pt, eingeschrinkt auf die entsprechenden Teilkategorien, begrinden eine
Dualitit zwischen der Kategorie KohVerb der kohdrenten Verbinden mit kohdrenten Homomorphismen
zwischen thnen und der Kategorie KohTop der kohdrenten topologischen Rdume mit kohdrenten stetigen
Funktionen zwischen thnen.
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Beweis. Definitionsgemifs ist KohTop eine Teilkategorie von N'Top und der obige Satz zeigt, dass KohVerb
eine Teilkategorie von RVerb ist. Weiters bildet ) definitionsgemafs genau die kohdrente Rdume auf kohéa-
rente Verbinde ab und genau die kohdrenten stetigen Funktionen auf kohdrente Verbandshomomorphismen.
Also sind Q und pt Cofunktoren zwischen KohVerb und KohTop. Die Dualitéit folgt jetzt sofort iiber
Einschrinkung der Dualitit NTop ~ RVerb. O

Wenn wir die bis jetzt hergeleiteten Ergebnisse zusammenfassen, erhalten wir folgende beriihmte Dualitét
zwischen distributiven Verbidnden und kohérenten topologischen Raumen:

Satz 4.12. (Stone Duality II) 3 Die Funktoren pt Idl : DVerb — KohTop und K2 : KohTop — DVerb
begriinden eine Dualitit zwischen der Kategorie D Verb der distributiven Verbinde und der Kategorie KohTop
der kohdrenten Topologien und kohdrenten stetigen Funktionen zwischen Ihnen. Genauer gilt:

1. Die Dualitit sendet einen distributiven Verband A auf den Raum pt Idl(A) der Punkte auf seinen
Idealen.

2. Umgekehrt sendet die Dualitdt einen kohdrenten Raum auf den distributiven Verband seiner kompakten
und offenen Mengen.

3. Fir alle A € Obj(DVerb) ist (4 := K(®rga))e la () : A —» KQptIdi(A) ein Isomorphismus.
Er hat die in der Dualitat geforderte Kommutativitatseigenschaft (g o f = KQpt Idl(f) o Ca fir alle
Isomorphismen f: A — B.

4. Fiir alle X € Obj(KohTop) ist vx := pt(T'gx) o Ux : X — ptIdIKQ(X) ein Homdomorphismus.
Er hat die in der Dualitit geforderte Kommutativititseigenschaft vy o g = pt IdIKQ(g) o vx fir alle
kohdrenten Abbildungen g : X —Y.

Beweis. Die Dualitit folgt sofort aus der Verkniipfung der Dualitit KohTop ~ KohVerb mit der Aquiva-
lenz KohVerb=DVerb zusammen mit Korollar A.10.

1. und 2. sind klar.

3. und 4. Folgen aus Lemma A.9. O

Bis zum Ende dieses Abschnittes soll nun die Dualitdt auf eine einfachere und ihre allgemein iibliche Form
gebracht werden. Wir beginnen mit folgender Uberlegung:

Ein Punkt p € pt(Idi(A)) eines distributiven Verbandes A hat ein primes Hauptideal von Idi(A) als Kern,
dieses wiederum ein Primelement von Idl(A) (also ein Primideal von A) als Supremum. Umgekehrt ist fiir
jedes Primideal I < A die Menge | 74;(4) (1) ein primes Hauptideal auf /dl(A) und daher Kern eines Punktes.
Also ist die Abbildung a4 : pt(Idl(A)) — {I € Idl(A) : I Primideal} : p — \/ ker(p) eine Bijektion.

Definition 4.13. Seien A und B distributive Verbande.

1. Das Spektrum spec(A) := {I € Idi(A) : I Primideal} von A bezeichne die Menge der Primideale und
aa : ptIdl(A) — spec(A) : p — \/ ker(p) die kanonische Bijektion. Wir versehen spec(A) mit der
eindeutigen Topologie, sodass a4 ein Homéomorphismus wird.

2. Fiir einen Homomorphismus f : A — B definieren wir
spec(f) : spec(B) — spec(A) : aq o (ptIdl)(f) o ag!

Satz 4.14. Mit diesen Definitionen wird spec : DVerb — KohTop zu einem Cofunktor. Er induziert
zusammen mit K ebenfalls Stone Duality II. Dabei gilt:

3 Abweichend von der Reihenfolge in dieser Arbeit, wird diese Dualitit mit Stone Duality II bezeichnet und die im nichsten
Kapitel hergeleitete Dualitdt mit Stone Duality I. Die Reihenfolge bezieht sich auf die chronologische Reihenfolge der erste
Verdffentlichungen der Dualitéten. Die Stone Duality I wurde erstmals 1936, die Stone Duality 11 1937, von M.H. Stone bewiesen.
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1. Die offenen Mengen von spec(A) sind gegeben durch {J € spec(A) : J P I} fiir ein Ideal I.

2. Die kompakten offenen Mengen von spec(A) sind gegeben durch na(a) := {J € spec(A) : a ¢ J} fir ein
a€A.

3. Die Abbildung na : A — KQspec(A) ist ein Isomorphismus. Er besitzt die in der Dualitdt geforderte
Kommutativititseigenschaft: ng o f = KQspec(f) ona fir alle f € Mor(A, B).

4. Sind A und B distributive Verbinde und f : A — B ein Verbandshomomorphismus, so ist spec(f) =
f~1: spec(B) — spec(A)

Beweis. Die Tatsache, dass spec ein Cofunktor ist und zusammen mit K die Stone Duality II induziert,
ist eine direkte Konsequenz von Lemma A.11.
1. Die offenen Mengen von spec(A) sind von der Form

aa({peptIdi(A) : p(I) = 1}) = {\/ ker(p) : p € pt IdI(A), p(I) = 1}
={J e spec(A):J P I}
fiir ein Ideal I von A.
3. Wir sind in der Situation von Lemma A.11, wobei 4 = DVerb, 2 = KohTop, S = pt Idl,T = KQ und

&a = ay. Also folgt, dass K Q(o@l) o (4 ein Isomorphismus mit der geforderten Kommutativitéitseigenschaft
ist. Es folgt:

KQ(ay") o Cala) = aalxapt raay (K (®raca)))(la)
=as0Prga)(la)
= aa({p e pt(Idi(A)) : p(la) =1})
={J e spec(A) : a¢ J}
=na(a)

2. Folgt nun sofort aus 3.
4. Es gilt firae A

np o f(a) = {I € spec(B) : f(a) ¢ I}
= {1 € spec(B) : a¢f HI)}
= {I € spec(B) : f7'(I) € na(a)}
= (a))

wobei (f~1)~! als Abbildung von P(spec(A)) nach P(spec(B)) aufgefasst wird. Da die Mengen 14 (a) eine
Basis bilden, ist insbesondere f=1 : spec(B) — spec(A) stetig.

Andererseits gilt auch ngo f(a) =KQspec(f)ona(a) = (spec(f)) *(na(a)). Dan eine Bijektion ist, folgt
spec(f)’1|K95pec(A) = (f71)71|KQSpec(A) : KQspec(A) — KQspec(B), und wegen der Stetigkeit sind diese
Einschriinkungen Verbandshomomorphismen. Da sowohl spec(f) als auch f~! stetig sind, sind spec(f)~!
und (f~1)~! vollstiindige Verbandshomomorphismen von Qspec(A) nach Qspec(B). Weil Qspec(A) ein ko-
hirenter Verband ist, lassen sich Verbandshomomorphismen von KQspec(A) nach KQspec(B) eindeutig zu
vollstindigen Verbandshomomorphismen von Qspec(A) nach Qspec(B) fortsetzten. Also sind spec(f)~* und
(f~1)~! identische vollstéindige Verbandshomomorphismen. Da spec(A) und spec(B) niichtern sind, gibt es
genau eine stetige Funktion g : spec(B) — spec(A), sodass g~ = spec(f)~! = (f~1)~!, und zwangsliufig
g = spec(f) = f~". O
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4.3 Distributive Verbidnde und pairwise Stone Spaces

In diesem Abschnitt soll die Représentation distributiver Verbande mittels bitopologischer Raume diskutiert
werden. Wir werden zeigen, dass diese Reprisentation {iber eine Dualitét der Kategorien DVerb und PStone
gegeben ist. Im Hinblick auf die bereits bewiesene Dualitét mit kohdrenter Topologien gibt es dafiir nun zwei
mogliche Beweiswege: Es ist entweder die Dualitét direkt zu beweisen, oder (dquivalent dazu) zu zeigen, dass
PStone und KohTop dquivalente Kategorien sind. Wir werden im Folgenden den zweiten Weg gehen. Wie
sich zeigen wird, sind die Kategorien PStone und KohTop sogar isomorph.

Die néchsten beiden Lemmata sichern, dass wir im Anschluss einen Funktor § : PStone — KohTop
definieren kdnnen.

Proposition 4.15. Sei (X, 71, T2) ein pairwise Stone Space. Dann ist (X, T1) ein kohdrenter Raum. Es gilt
insbesondere, dass KQ1(X) = D1(X).

Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten:

1. Da (X, 71, 72) paarweise kompakt ist, folgt, dass auch (X, 71) kompakt ist.

2. Wir zeigen, dass KQ(X)=D;(X). Nach Satz 3.25 ist A2(X) € K1(X) und daher D;(X) = T1 n
Ao(X) € T1 n K1(X) = KQq(X). Sei andererseits U € KOy (X). Da (X, 71, T2) paarweise nulldimensional
ist, bildet D1 (X) eine Basis von 7;. Daher ldsst sich U als Vereinigung von Mengen aus D;(X) darstellen.
Da U kompakt ist, lasst sich U auch als Vereinigung von endlich vielen Mengen aus D;(X) darstellen. Da
D1 (X) unter endlicher Vereinigungsbildung abgeschlossen ist, folgt U € D1 (X).

3. KQy(X) ist unter endlicher Schnittbildung abgeschlossen, da D;(X) dies ist. Weiters bildet D; (X),
und damit auch KQ;(X), eine Basis der Topologie 77.

4. Wir zeigen, dass X niichtern ist. Dazu sei A € A;(X) eine beziiglich 7; abgeschlossene, nicht leere
und irreduzible Menge. Nehmen wir an, dass A # mﬂ fiir alle x € A. Dann gibt es zu jedem x € A ein
y € A, sodass y ¢ @7—1 und daher gibt es eine Basismenge UY € K;(X), sodass « ¢ UY und y € UY.

Sei nun V¥ := (UY). Es folgt = € V¥ fiir alle y ¢ {2} ", und damit ist {V¥ : z,y € A,y ¢ @Tl}
eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, gibt es endlich viele z1, ..., ,, und y1, ..., yn, sodass
Ac VY - i=1,..,n}. Nun sind alle Vi abgeschlossen, und, da A irreduzibel ist, folgt, dass A € V
fiir ein 4 € {1, ..., n}. Nun folgt der Widerspruch: y; ¢ V,#:. Also ist A der Abschluss eines seiner Punkte. Dass
dieser Punkt eindeutig ist, folgt, da nach Definition X paarweise nulldimensional und paarweise Hausdorff
ist, und nach Lemma 3.24 daher (X, 7;) Tp ist. O

Proposition 4.16. Seien (X, T1,72) und (Y,01,03) zwei pairwise Stone Spaces. Ist f : X — Y bistetig,
dann ist f : (X, T1) — (Y, O1) kohdrent.

Beweis. Nach Lemma 4.15 folgt:
Ue KW(Y) = UeDi(Y)=0%(Y)n A(Y)
= fHU) e (X)) n A (X) = Dy (X)
= [ 1(U)e KQi(X)
und damit ist f kohé&rent. O
Nun koénnen wir den Funktor § : PStone — KohTop wie folgt definieren:

Definition 4.17. Fiir einen pairwise Stone Space (X, Ty, 72) sei §(X, T1, T2) := (X, 71) und fiir eine bistetige
Abbildung f: X - Y sei §(f) := f.

Die obigen Ergebnisse zeigen, dass § tatsichlich ein Funktor ist. Fiir die Gegenrichtung bendtigen wir
noch zwei Sitze. Wir definieren zuerst eine Abbildung & und weisen im Anschluss nach, dass es sich dabei
um einen Funktor ® : KohTop — PStone handelt:
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Definition 4.18. Fiir einen kohérenten Raum (X, T) bezeichne & (X, T') den bitopologischen Raum (X, 7, O),
wobei O die von dem System A = {U°¢ : U € KQ(X)} erzeugte Topologie ist. Ist (X,7) ein weiterer kohé-
renter Raum, und f: (X,7) — (X, 7T) eine kohédrente Abbildung, so sei &(f) := f.

Proposition 4.19. Mit der Notation von Definition 4.18 gilt: &(X,T) = (X, T, Q) ist ein pairwise Stone
Space. Auflerdem gilt: D1(X) = KQq1(X) und Do(X) = A.

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

1. Wir zeigen, dass (X, T, O) paarweise kompakt ist. Dazu miissen wir zeigen, dass jede Uberdeckung von
X mit Mengen aus 7 uO eine endliche Teiliiberdeckung hat. Da (X, T') kohdrent ist, ist KQ(X,T) = KQ1(X)
eine Basis der Topologie 7 . Weiters ist A endlich Schnittstabil, und es ist X € A, also bildet A eine Basis
von (X, 0). Also reicht es Uberdeckungen von Mengen aus K€;(X) U A zu betrachten. Durch Ubergang auf
Komplemente ist paarweise kompakt dquivalent dazu, dass jedes System U € {U¢ : U € K (X)} v {U° :
UeA} = KQi(X) u A mit der endlichen Schnitteigenschaft auch nicht leeren Gesamtdurchschnitt hat.

Es ist A € A1(X) und damit &/ < KQ;(X) u A;(X). Bezeichne nun

X ={VS K0 (X)u A (X) : V2 U und V hat die endliche Schnitteigenschaft}

Wir wollen mit Hilfe des Lemmas von Zorn maximale Elemente in X (bzg. der Teilmengenrelation) finden.
Offensichtlich ist X nicht leer. Ist 9 € X eine beziiglich der Teilmengenrelation linear geordnete Menge und
W € |J9) eine endliche Teilmenge, so gibt es V € 9), sodass W € V und da V die endliche Schnitteigenschaft
hat, folgt (W # &. Also hat auch | J9) die endliche Schnitteigenschaft und damit ist [ J2) € X. Es hat also
jede linear geordnete Menge eine obere Schranke in X und daher existieren maximale Elemente in X. Sei nun
V ein solches maximales Element.

Sei C:=({A: AeVn A;(X)} der Schnitt aller beziiglich T abgeschlossenen Mengen in V. Weil dieses
System abgeschlossener Mengen die endliche Schnitteigenschaft hat, und X kompakt ist, folgt, dass C' nicht
leer ist.

Wir zeigen, dass C' € V. Dazu zeigen wir, dass das System V u {C} die endliche Schnitteigenschaft hat.
Seien M €V n K21 (X) und N € Vn A (X) endliche Teilmengen von V und sei M := (Y M und N := (N
Weil (X, T') kohérent ist, ist KQ;(X) endlich Schnittstabil und daher M € KQ4(X). Aus der Maximalitit von
V folgt daher, dass M € V. Weiters ist offenbar N © C. Beziiglich der Topologie 7 gilt nun: M ist kompakt,
und fiir alle A € Vn.A;(X) sind die Mengen M n A beziiglich der Spurtopologie abgeschlossen in M und haben
die endliche Schnitteigenschaft. Also folgt auch, dass M n[(){A : Ae Vn A (X)} = MnC = MnNnC
nicht leer ist. Also gilt V € V u {C} € X. Da V maximal in X ist, folgt C € V.

Als néchstes zeigen wir, dass C beziiglich der Topologie T irreduzibel ist. Sei dazu C = A U B mit
A,B e A;(X). Wir wollen zeigen, dass A = C oder B = C gilt. Nehmen wir an, dass sowohl V u {4} als
auch V v {B} nicht die endliche Schnitteigenschaft besitzen. Dann wéhlen wir A, ..., A,, By, ..., By € V
sodass An(\{4; :i=1,..,n}=Zund Bn[{B; : i = 1,...,m} = &. Dann folgt der Widerspruch:
Cn(Ai : i =1, ...,n}n({B; : i = 1,...,m} = &. Also hat V n {4} oder V n {B} die endliche
Schnitteigenschaft, und folglich, da ¥V maximal ist, A € V oder B € V. Aus der Definition von C folgt damit
A=Coder B=C. Also ist C irreduziﬂe%

Da (X, T) niichtern ist, folgt C = {z} fiir ein z € C. Nun gilt x € A fiir alle A€ V n A;(X), da immer

C < A. Auflerdem folgt fiir alle U e V n KQy(X),dass UnC =U mmT # . Da U offen ist, folgt x € U.
Also ist auch z € (| V € (U, und damit ist (¢ nicht leer.

2. Wir zeigen, dass D (X) = KQ4(X). Nach der Definition von O folgt, dass KQ;(X) € Az(X). Da auch
KO (X) < T folgt KQ1(X) € Az(X) n'T = D1(X). Andererseits gilt nach Satz 3.25, dass Az (X) € K1(X)
und damit D1(X) = Ax(X) n T € K1(X) n T = KQq(X). Also folgt KOy (X) = D1(X).

3. Wir zeigen, dass D(X) = A. Es gilt:

UeA «— U e K0 (X)=D1(X) =T n A(X)
= UeA(X)nO =DyX)

Also A = Dy(X).
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4. Da KQ4(X) eine Basis von T bildet, und, nach Definition, A eine Basis von O bildet, folgt zusammen
mit Punkt 3., dass (X, 7T, Q) paarweise nulldimensional ist.
5. Da (X, T) niichtern ist, ist er insbesondere Ty. Nach Lemma 3.24 ist (X, T, Q) paarweise Tp. O

Proposition 4.20. Seien (X,T) und (Y,O) zwei kohdrente Riume und f : X — Y eine kohdrente Abbil-
dung. Dann ist f : &(X,T) — &(Y,O) bistetig.

Beweis. Da f kohérent ist, ist f : (X, T) — (Y, O) stetig. Sei andererseits U € Do(Y) = {U° : U e K (Y)},
wobei die letzte Gleichheit aus Proposition 4.19 folgt. Dann ist f~1(U¢) € KQ;(X), da f kohérent ist.
Also folgt f~1(U) = (f~1(U°))¢ € Da(X) € Q2(Y). Da Dy(Y) ein Basis fiir Qy(Y) bildet, folgt, dass
f (X, QX)) = (Y,Q2(Y)) stetig ist. O

Satz 4.21. Die Funktoren & : KohTop — PStone und § : PStone — KohTop begriinden eine Isomorphie
der Kategorien der kohdrenten Rdume und der pairwise Stone Spaces.

Beweis. Die obigen Sétze zeigen, dass § und & Funktoren sind.

Es ist weiters F(X,T,0) = &(X,T) = (X,T,0), wobei O die von {U¢ : Ue KQ(X,T)} ={Uc¢: Ue
Di1(X,T,0)} = Do(X, T, O) erzeugte Topologie ist. Dabei folgt die erste Gleichheit aus Proposition 4.19
und die zweite aus Lemma 3.23. Also erzeugt Da(X, T, O) sowohl die Topologie O als auch O und damit
folgt O = O.

Offensichtlich gilt auch F&(X,7T) = (X, T). Die anderen Punkte einer Isomorphie folgen nun sofort. [

4.4 Distributive Verbinde und Priestley Spaces (Priestley Duality)

Wir gehen hier dhnlich zum vorhergehenden Kapitel vor: Wie werden zeigen, dass die Kategorie Pries
isomorph zu der Kategorie PStone ist. Als Erstes beweisen wir ein kurzes Lemma iiber die induzierten
Halbordnungen der beiden Topologien eines bitopologischen Raumes:

Lemma 4.22. Sei (X, T,0) ein paarweise nulldimensionaler bitopologischer Raum und sei <7 die von T
induzierte Ordnung, sowie <o die von O induzierte Ordnung. Dann folgt <7=>0.

Beweis. Da (X,T,O) paarweise nulldimensional ist, folgt, dass D;(X) ist eine Basis fiir 7 und Dy(X) ist
eine Basis fiir O bildet. Dann folgt fiir alle z,y € X:

r<yy <= YUeT: (xelU = yel)
YVUeDi(X): (xeU = yeU)
VUeD1(X): (yeU® = zeU°
VWeDy(X): (yeV = z€eV)
VWeO: (yeV = zxzeV)

Yy<ozx

P1eet

O
Die néchsten beiden Lemmata zeigen, wie wir einen Funktor S : PStone — Pries definieren konnen.

Proposition 4.23. Sei (X,71,72) ein pairwise Stone Space und sei T := Ty v To und <:=<7,. Dann ist
(X, T,<) ein Priestley Space. Auflerdem gilt:

1. upQ(X,7,<) =T

2. downQ(X,7,<) =0
upA(X, T, <) = A (X)

4. downA(X,T,<) = A (X)

®
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9. upC(X7 T7 <) = DI(X)
6. downC(X,T,<) = Da(X)

Beweis. Da (X, T1,T2) paarweise Hausdorff ist, folgt mit Lemma 3.24, dass (X, 7;) das Tp-Axiom erfiillt.
Also ist <7; eine Halbordnung auf X.

Da (X,7:1,72) paarweise kompakt ist, hat jede Uberdeckung von Mengen aus 7; U 7> eine endliche
Teiliiberdeckung. Dieses System ist eine Subbasis von 7, und mit Alexander’s Subbasis Lemma ist (X, 7T)
kompakt.

Seinun z,y € X und x € y. Nach der Definition der induzierten Ordnung <=<; heifit das, dass = ¢ {T;}T.
Daher existiert ein U € D1(X), sodass x € U und y ¢ U. Nun folgt fiir beliebige a,b € X mit ¢ < b und
a € U, dass auch b € U. Damit ist U ein <-Upset. Aufierdem ist beziiglich 7; die Menge U offen, und mit
Lemma 3.23 ist beziiglich 72 die Menge U¢ offen. Also ist U ein clopen Upset in (X, 7). Damit folgt, dass
(X, T,<) ein Priestley Space ist.

Wir beweisen nun die Punkte 1. - 6.:

5. Der vorhergehende Absatz zeigt, dass D1(X) € upC(X, T, <).

Sei andererseits A € upC(X, 7T, <). Wir zeigen, dass A = [J{U € D1(X) : U < A}. Offensichtlich ist
A2 J{U e Dy(X) : U< A}. Sei nun = € A. Da A ein <-Upset ist, folgt fiir alle y ¢ A, dass ¢ € y. Nach
Definition der induzierten Ordnung existiert ein U, € 71, sodass z € Uy und y ¢ U,. Da D;(X) eine Basis fiir
Ty ist, sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit U, € D;(X). Es folgt A° n ({U, : y € A°} = . Also ist
{A°} U {U, : y € A°} ein System von beziiglich 7 abgeschlossenen Mengen mit leerem Gesamtdurchschnitt.
Da (X,T) kompakt ist, gibt es endliche viel y1, ...,y, € A°, sodass das System {A°} U {U,, : i =1, ..,n}
leeren Schnitt hat. Da D;(X) unter endlicher Schnittbildung abgeschlossen ist, folgt U := Uy, n ... nU,,, €
Di1(X). Es gilt also x € U € A und damit = € |J{U € D1(X) : U € A}. Da z € A beliebig war, folgt
A=\ J{UeDy(X) : U c A}.

Weil A kompakt ist, gibt es endlich viele Uy, ..., U, € {U € D1(X) : U € A}, sodass A=U; u ... uU,,
und da D;(X) abgeschlossen unter endlicher Vereinigungsbildung ist, folgt A € D;(X).

1. Nach Lemma 3.14 ist jedes offene Upset darstellbar als Vereinigung von clopen Upsets. Nun folgt
mit 5. und der Tatsache, dass D;(X) eine Basis der Topologie T bildet: upQ(X,T,<7) = {JU : U <
upC(X, T, <)} ={UU - U= Di(X)} =T.

6. und 2. Beweist man genauso.

3. und 4. Folgt durch Komplementbildung von 1. bzw. 2. O

Proposition 4.24. Seien (X, T1,7T2) und (Y,01,0s) pairwise Stone Spaces, f : X — Y bistetig und sei
T:=TivTe, O:=01v 0O Dann ist f: (X, T,<7y) = (Y,0,<0,) stetig und ordnungserhaltend.

Beweis. Da f bistetig ist, folgt fiir alle U € O U Oy, dass f~1(U) € T u Tz € T. Da O; U O, eine Subbasis
fiir O bildet, folgt, dass f: (X, T) — (Y, O) stetig ist.

Um zu sehen, dass f ordnungserhaltend ist, seien z,y € X mit x <5; y und nehmen wir an, dass
f(z) €o, f(y). Dann gibt es eine Menge U € O sodass f(x) € U und f(y) ¢ U. Damit folgt der Widerspruch:
Vi=fYU)eTiund x € V aber y ¢ V, also z €7, y. Also ist f ordnungserhaltend. O

Wir definieren nun den Funktor S : PStone — Pries wiefolgt:

Definition 4.25. Fiir einen pairwise Stone Space (X,7T;,72) sei S(X,71,72) = (S,T1 v T2, <77). Ist
(Y, 01, 02) ein weiterer pairwise Stone Space und f : X — Y bistetig, dann sei S(f) := f.

Die obigen zwei Propositionen zeigen, dass S tatsichlich ein Funktor ist. Fiir die Gegenrichtung benotigen
wir noch folgende Ergebnisse:

Proposition 4.26. Sei (X, T, <) ein Priestley Space, und sei Ty, := upQ(X, T, <) und Ty := downQ(X, T, <
). Dann sind T, und T Topologien auf X, und (X, T, Tq) ist ein pairwise Stone Space. Aufferdem gilt:

1. upC(X,T, <) :,Dl(X77:A77:1)
2. downC(X,T,<) = Dao(X, Ty, Ta)
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Bezeichnet <, bzw. <4 die von T, bzw. 7y induzierte Ordnung, so gilt weiters
3. S=Ky=2y¢

Beweis. Die Mengensysteme 7, und 7; sind beide endlich schnittstabil und beliebig Vereinigungsstabil.
Aufserdem sind X, @& € T, und X, & € Ty, also sind beide Topologien.

(X, Tu, Ta) ist paarweise kompakt, da (X, 7) kompakt ist, und 7, v Ty S 7.

Um zu sehen, dass (X, T, Tq) paarweise Hausdorff ist, seien x,y € X mit z # y und ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit = € y. Da (X, T, <) ein Priestley Space ist, existiert ein U € upC(X, T, <) sodass x € U
aber y ¢ U. Offensichtich ist nun U¢ ebenfalls clopen und ein Downset; d.h. U¢ € downC (X, T, <). Damit
sind Ue T, und U¢ e Ty, U nU¢=Zund z € U, y e U°. Also ist (X,T,, Tq) paarweise Hausdorff.

Dass (X, 7., Ta) paarweise nulldimensional ist folgt aus den (noch zu beweisenden) Punkten 1. und 2.,
denn: nach Lemma 3.14 lisst sich jedes offene Upset (Downset) als Vereinigung von clopen Upsets (Downsets)
darstellen. Also bildet upC(X, T, <) (downC(X, T, <)) eine Basis fiir upQ(X, 7T, <) (downQ(X, T, <)).

Wir miissen noch die Punkte 1. bis 3. beweisen.

1. Sei U € X. Dann gilt:

UeDi(X,Tu,Ta) < UeT,und U°eT,
— UeupQX,7,<) und U° e downQ(X, T, <)
< UeuplC(X,T,<)
und damit upC(X, T, <) = D1(X, Tu, Ta)-

2. Beweis verlduft analog Punkt 1.
3. Seien z,y € X. Dann gilt:

r<y < YUeupQX,7,<) : (relU = yel)
< YUEeT,: (xeU = yel)

= T <y Y
Also folgt <=<,,. Nun folgt sofort auch <=>,. O

Proposition 4.27. Seien (X, T,<x) und (Y,0,<y) zwei Priestley Spaces und T, Tq, O, und O4 analog
zu Lemma 4.26 definiert. Ist f : (X, T,<x) — (Y,0, <y) stetig und ordnungserhaltend, dann ist f :
(X77:L77;l) - (K Ou,Od) bZStetlg

Beweis. Ist f stetig und ordnungserhaltend, so folgt, dass fiir U € upQ(Y, 0, <y ) = O, und V € downQ(Y, O, <y

) = 04, dass f~H(U) € upQ(X,T,<x) = T, und f~3(V) € downQ(X,T,<x) = Tq. Damit ist f biste-
tig. O

Nun konnen wir einen Funktor T : Pries — PStone definieren:

Definition 4.28. Ist (X, T, <) ein Priestley Space, so sei T(X, T, <) := (X,upQ(X, T, <), downQ(X, T, <
). Ist (Y, O, <o) ein weiterer Priestley Space und f : X — Y stetig und ordnungserhaltend, so sei T(f) := f.

Die obigen Ergebnisse zeigen, dass damit T : Pries — PStone ein Funktor ist.

Satz 4.29. (Priestley Duality) Die Funktoren S : PStone — Pries und T : Pries »PStone begrinden
eine Isomorphie der Kategorien PStone und Pries.

Beweis. Aus Lemma 4.23 folgt, dass TS(X,7,0) = T(X,TvO,<7) = (X, upQUX,TvO, <7),downQ(X, T v
0,<7)) =(X,T,0).

Andererseits gilt wegen Lemma 3.14, dass fiir jeden Priestley Space (X, T, <) das System upC(X, T, <
) udown(C(X,T,<) eine Basis fiir 7 bildet, d.-h. upQ(X,7,<) v downQ(X,T,<) = 7. Aulerdem gilt
mit Lemma 4.26, dass <=<upo(x,7,<)- Damit folgt ST(X, 7, <) = S(X,upQ(X, T, <),downQ(X, T, <)) =
(X, upQ(X, T,<) vdownQ(X, T, <), <uwpax,7.<)) = (X, T,<).

Die anderen Punkte der Definition einer Isomorphie sind klar. O
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Zusammenfassend zeigen die letzten Kapitel:

Korollar 4.30. Die Kategorien KohTop, PStone und Pries sind zueinander isomorph und alle dual zu
der Kategorie DVerb der distributiven Verbinde.

4.5 Zusammenhinge

In diesem Abschnitt wird aufbauend auf den Isomorphismen KopTop =~ PStone = Pries diskutiert, wie
wichtige topologische Eigenschaften in einem dieser Rédume in den jeweils anderen beiden charakterisiert
werden kénnen. Bis zum Ende dieses Abschnittes sei immer (X, 77) ein kohérenter topologischer Raum,
(X,T1,72) = &(X,T1) der zugehorige pairwise Stone Space und (X,7,<) = (X, 71 v T2, <) = SB(X, T1)
der zugehdrige Priestley Space. Fiir Y € X bezeichnen wir mit Y, V' bzw. ¥~ die Abschliisse beziiglich der
Topologien T, 71 bzw. T2, und mit Sat(Y), Sat1(Y) bzw. Sata(Y) die Saturation von Y beziiglich 7, Ty
bzw. Ts.

Satz 4.31. Sei Y € X. Dann gilt:
1. | (V)=Y" = Saty(Y)
2. 1(Y)=Y" = Sat,(Y)
Insbesondere gilt
3. lz =7 = Saty(z)
4. 1z =72 = Sat(z)

Beweis. 1. Es gilt v = (U e A(X) : Y U} =({U e downA(X) : Y € U}. Da | Y ein abgeschlos-
senes Downset ist, also | Y € downA(X), folgt = 1 Y. Sei umgekehrt z ¢ Y"'. Dann gibt es U € Q1 (X),
sodass re U und Y n U = &. Da Q;(X) = upQ(X) ist also U offen und ein Upset in (X, 7T, <). Also folgt
aus UnY = @&, dass auch U nY = & und weil U ein Upset ist, folgt U n | Y = . Damit ist z ¢ | Y und
daher | (V) = v

Weiters ist Sata(Y) = (WU e Q(X) : Y CU}=({UeD(X) : YU} 2({UeA(X): YU} =
v = 1 Y. Andererseits ist | Y ein abgeschlossenes Downset in (X, 7", <) und liisst sich daher als Schnitt von
clopen Downsets darstellen. Wegen D2 (X) = downC(X) folgt v = (WU € Do(X) : Y c U} 2 Sata(Y).

2. Beweist man genauso. O

Satz 4.32. Sei Y € X. Dann sind dquivalent:
1. Y ist kompakt in (X, T,<).
2. Y ist paarweise kompakt in (X, T1,7T2).
3. Y ist eine kohdrente Teilmenge von (X, Ty).

Beweis. 71. < 2.7 Esist T = T; v Tz. Also ist definitionsgeméfs ¥ kompakt in (X, 7T) genau dann, wenn Y
join-kompakt in (X, 77, 72) ist. Die Aussage folgt jetzt sofort iiber Alexander’s Lemma.

”1. = 3.” Da'Y kompakt in (X, T, <) ist, ist (Y, T |y, <) ein Priestley Space. Also ist (Y, upQ(Y, Ty, <))
ein kohdrenter Raum. Offenbar ist upQ(Y, 7|y, <) 2{UnY : U € upQ(X,T,<)}. Ist andererseits U €
upQ(Y, Ty, <), dann ist Y\U abgeschlossen in Y und daher auch in X. Weiters ist U ein Upset in ¥ und
daher (| x(Y\U))nU = . Also folgt U = (X\(| x(Y\U)))nY, wobei X\(| x(Y\U)) € upQ(X, T, <). Also
gilt insgesamt upQ(Y, Ty, <) = {UnY : UeupQ(X,T,<)} ={UnY : Ue T} = Ti|y. Alsoist (Y, T1]y)
ein kohdrenter Raum. Seinun U € KQ(X) = upC(X,T,<). Dannist UnY € upC(Y, Ty, <) = KUY, Tily).
Insgesamt ist also Y eine kohérente Teilmenge.
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"3. = 27 Sei A = {Y\U : U e KQY,Ti|ly)}. Wir zeigen, dass A Basis der Topologie Tz|y ist.
Es ist KQ(X,73) = downC(X,7,<) = {X\U : U € upC(X,T,<)} = {X\U : U € KQX,T;)} cine
Basis von T3. Also reicht es zu zeigen, dass KQ(Y, Tily) = {UnY : U e KQX,T1)}, denn dann folgt
A={Y\U:Ue KUY, Tily)} = {Y\NUNnY) : Ue KQX,T1)} ={Y\U : Ue KQX,T1)} = {Y n
U : Ue KQX,T2)} und letzters ist eine Basis von Tz|y. Weil Y eine kohdrente Teilmenge ist, folgt
{UnY : Ue KQUX,Th)} € KQUY, Ti|ly). Sei andererseits U € KQ(Y, Ti|y). Dann ist U = V n'Y fiir ein
VeQX,T1),und V = J{V; : i € I} fiir eine gewisse Familie von Basismengen (V;);cr € KQ(X,71)!. Dann
gilt U = J{VinY : i€ I} und da U kompakt ist gibt es endlich viele iy, ..., € I, sodass U = (J;_,{Vi; nY'}.
Sei W := U?=1 Vi, und damit W e KQ(X,71) mit Y n W = U. Das war zu zeigen, und es folgt, dass A eine
Basis der Topologie T3]y ist.

Nun ist (Y, 71]y) ein kohé&renter Raum und wir haben gerade bewiesen, dass (Y, 71|y, T2|y) sein pairwise
Stone Space ist. Also ist (Y, 71|y, T2|y) paarweise kompakt und daher Y paarweise kompakt in (X, 77, 72). O

Korollar 4.33. Fir Y € X sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Y ist clopen in (X, T,<).
2. Y ist paarweise clopen in (X, T1,7T3).

3. Y ist eine doppelt kohdrente Teilmenge von (X, T7).

5 Boolsche Algebren

5.1 Boolschen Algebren und Stone Space (Stone Duality I)

Definitionsgemif sind Stone Spaces genau die kohdrenten Hausdorffriume. Auf der anderen Seite kann man
nun die Frage stellen, fiir welche distributiven Verbinde A das Spektrum spec(A) Hausdorff ist:

Proposition 5.1. Sei A ein distributiver Verband. Dann ist das Spektrum spec(A) genau dann Hausdorff,
wenn A eine boolsche Algebra ist.

Beweis. 7 = 7 Es ist A = KQ(spec(A)). In Hausdorffraumen sind die kompakten offenen Mengen beziiglich
Komplementbildung abgeschlossen. Offensichtlich definiert

¢ KQ(spec(A)) » KQ(spec(A)) : K — K¢

eine unire Operation, sodass KQ(spec(A)) zu einer boolschen Algebra wird. Also ist A isomorph zu einer
boolschen Algebra und daher selbst eine boolsche Algebra.

7 <7 Seien I, J € spec(A) mit I # J und ohne Beschrankung der Allgemeinheit a € I\J. Aus a* A a =
0 € Jfolgt a* € Jund aus a* va = 1 ¢ I folgt a* ¢ I. Jetzt folgt J ¢ na(a®) 3 I und I ¢ na(a) 3 J. AuRerdem
folgt na(a) nna(a™) =nala A a*) =na(0) = &, und damit insgesamt die Hausdorff-Eigenschaft. O

Satz 5.2. (Stone Duality I) Die Cofunktoren spec und K begriinden eine Dualitit zwischen den Kategorien
Bool der boolschen Algebren und Stone der Stone Spaces.

Beweis. Es ist Bool ein Teilkategorie von DVerb und Stone eine Teilkategorie von KohTop. Der letzte Satz
zeigt, dass spec genau die boolschen Algebren auf Stone Spaces abbildet. Die Dualitét folgt nun unmittelbar
aus der Einschréankung der Dualitit DVerb ~ KohTop. O

Damit haben wir auch folgende Reprasentation von boolschen Algebren:
Korollar 5.3. Jede boolsche Algebra ist isomorph zu einer mengentheoretischen Algebra.

Beweis. Jede boolsche Algebra A ist isomorph zu KQ(specA). Die kompakten offenen Mengen auf einem
Hausdorffraum sind unter endlicher Vereinigungs-, Schnitt- und Komplementbildung abgeschlossen, und
formen daher eine mengentheoretische Algebra. O
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Fiir die weitere Arbeit ist es zweckméfig, die topologische Représentation von boolschen Algebren nicht
nur iiber die Menge der Primideale zu haben, sondern auch iiber die Menge der Primfilter. Satz 2.25 liefert
dazu die entscheidende Aussage.

Definition 5.4. Fiir eine boolsche Algebra A bezeichnen wir mit spec(A) die Menge der Primfilter auf A.
Fiir a e A sel ma(a) := {F € spec(4) : a € §F}.

Lemma 5.5. Fir eine boolsche Algebra A ist das System {ma(a) : a € A} eine Basis einer Topologie T auf
spec(A). Mit dieser Topologie versehen ist spec(A) homéomorph zu spec(A) und die Abbildung * : spec(A) —
spec(A), I* = {x* : x € I} ist ein Homdomorphismus. Dabei gilt:

1. Die Topologie T besteht genau aus den Mengen der Form {§ € spec(A) : & & §} fir einen Filter &
bzw. & = A.

2. Die kompakten offenen Mengen von spec(A) sind genau die Mengen der Form wa(a) fir ein a € A.

Beweis. Sind a,b e A so folgt ma(a) n74(b) = mala A D). Also ist das System {ma(a) : a € A} schnittstabil.
Aufserdem ist spec(A) = m4(1) und damit ist {ma(a) : a € A} Basis einer Topologie. Nach Satz 2.25 ist
* . spec(A) — spec(A) eine involutorische Bijektion. Fiir a € A gilt w(a)* = {F* : § € spec(A), a € §F} =
{I € spec(A) : a ¢ I} = na(a). Also induziert * eine Bijektion zwischen Basismengen und ist daher ein
Homdbomorphismus.

1. Die Topologie ist durch die Bilder von offenen Mengen von spec(A) unter * gegeben. Das sind genau
die Mengen der Form {J € spec(4) : I &€ J}* = {Fespec(A) : I ¢ §*} = {F € spec(A) : I* & §} fiir ein
Ideal I. Die Aussage folgt nun, da fiir alle Ideale I entweder I* ein Filter ist oder I* = A gilt.

2. Die Aussage folgt, da die kompakten offenen Mengen von spec(A) durch die Bilder der kompakten
offenen Mengen von spec(A) (das sind genau die Mengen der Form n4(a) fiir ein a € A) unter * gegeben
sind. O

Definition 5.6. Fiir eine boolsche Algebra A sei ab nun spec(A) der Raum der Primfilter versehen mit der
soeben definierten Topologie. Ist B eine weitere boolsche Algebra und f : A — B ein Verbandshomomor-
phismus, so sei 3pec(f) := f~1 : spec(B) — spec(A).

Satz 5.7. spec : Bool — Stone ist ein Cofunktor. Er begrindet zusammen mit KQ die Stone Duality I.
Dabei gilt:

1. Fir jede boolsche Algebra A ist ma : A — KQspec(A), n(a) = {F € spec(A) : a € F} ein Ver-
bandsisomorphismus. Er hat die bei einer Dualitdt erforderliche Kommutativititseigenschaft: mgo f =
KQspec(f) oma fir alle Homomorphismen f: A — B.

2. Fir jeden Stone Space X ist £x + X — 3pecKQ(X), Ex(x) = {U € KQX) : z € U} ein Ho-
moéomorphismus. Er hat die bei einer Dualitdt erforderliche Kommutativitdtseigenschaft: &y o f =
specKQ(f) o &x fiir alle Homéomorphismen f : X — Y.

3. Es gilt KQ(¢x) = WEE(X). Aquivalent dazu gilt £x (U) = Trax)(U) fir alle U e KQ(X).

Beweis. Wir sind in der Situation von Lemma A.11, wobei ¥ = Bool, Z = Stone, S = spec, T' = K und
&4 = (.)*. Also folgt die Dualitt.

1. Wieder mit Lemma A.11 ist T'(((.)*) ') on4 ein Isomorphismus mit der geforderten Kommutativitéits-
eigenschaft. Es folgt T(((.)*) 1) ona =T((.)*)ona = ((.)*) tona = (.)* ona = ma, wobei letzte Gleichheit
aus dem Beweis von Lemma 5.5 folgt.

2. + 3. Man {iberpriift leicht, dass £x(x) tatséchlich immer ein Filter ist. Dass x(z) prim ist, folgt
da fiir U € KQ(X) entweder U € £x(x) oder U¢ € £x(x), zusammen mit Korollar 2.26. Es ist {x(z) €
WKQ(X)(U) — Ue fx(x) <~ zeU. Also fOlgt fx(U) = '/TKQ(X)(U)~

Um zu sehen, dass x injektiv ist, seien z,y € X und z # y. Da X ein Stone Space ist, gibt es eine Menge
Ue KQ(X), sodass x € U und y ¢ U. Also U € {x (), aber U ¢ Ex ().
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Wir zeigen, dass {x surjektiv ist. Sei dazu § € specKQ(X). Es ist leicht zu tberpriifen, dass dann
H:={Ac X :3JU e€F: U < A} ein mengentheoretischer Filter auf X ist. Nun gibt es einen feineren
Ultrafilter & 2 $. Da X kompakt ist, ist & konvergent gegen ein (eindeutiges) = € X. Also folgt fiir
alle U € Q(X), dass € U genau dann, wenn U € &. Auferdem folgt aus der Maximalitdt von §, dass
F=6nKQUX)={Ue KQX) : e U} = &x(x).

Also ist {x bijektiv. Da mxq(x) die Basis KQ(X) von X bijektiv auf die Basis KQspecKQ(X) von
specKQ(X) abbildet, folgt wegen {x(U) = mxq(x)(U) fiir alle U € KQ(X), dass {x auch eine Bijektion
zwischen Basismengen induziert. Also ist £x ein Homdomorphismus.

Die Kommutativititseigenschaft folgt nun aus 3. zusammen mit Lemma A.8. O

5.2 Boolsche Erweiterungen

Die Stone Duality I liefert nun eine Moglichkeit, aus einem distributiven Verband A eine boolsche Algebra
zu konstruieren, welche in sehr engem Zusammenhang zu A steht.

Definition 5.8. Sei A ein distributiver Verband. Eine boolsche Erweiterung von A ist ein Paar (B, 7), sodass

1. B ist eine boolsche Algebra.
2. 7: A — B ist ein injektiver Verbandshomomorphismus.

3. Ist C eine weitere boolsche Algebra und f: A — C ein Verbandshomomorphismus, dann gibt es einen
eindeutigen Verandshomomorphimus g : B — (', sodass f = go .

n f

C

B

Wir zeigen als néchstes die Existenz und Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie) von boolschen Erweiterungen.

Lemma 5.9. Sei A ein distributiver Verband und (B, 7), (B’,7") boolsche Erweiterungen. Dann existiert
ein eindeutiger Isomorphismus f : B — B’, sodass foT = 1'.

Beweis. Nehmen wir als Erstes an, dass B eine boolsche Teilalgebra von B’ und 7 = 7/ ist. Wir zeigen, dass
dann schon B = B’ folgt. Sei also B & B’ eine echte Teilalgebra. Fiir jedes § € spec(B’) folgt §n B € spec(B).
Also kénnen wir eine Abbildung u : spec(B’) — spec(B), u(F) = § n B definieren.

Wir zeigen, das p bijektiv ist. Ist § € spec(B), so folgt, dass {xr € B’ : Iy € F, y < x} ein Filter
auf B’ ist. Dann gibt es einen Ultrafilter & € spec(B’) mit {x € B’ : Jy € §,y < z} € &. Nun gilt
zwangsliufig & n B = §, also ist p surjektiv. Ware p nicht injektiv, so gibe es §, ® € spec(B’) mit § # &
und §n B = & n B. Wegen 7(A) € B folgt Iz o7 = Iy o7 und daher I -1 () = L—1(¢). Nun ist aber 77! (§)
ein Ultrafilter auf A und daher I.-1(5) : A — Z3 ein Verbandshomomorphismus. Wegen der Definition der
boolschen Erweiterung gibt es genau ein g : B’ — Zs, sodass I -1z = gorT,also g = Iz = g. Also ist p
auch injektiv und daher bijektiv.

Nun gilt fiir z € B, dass pu(np(x)) = {u(F) : § € spec(B’), x € §} = {F € spec(B) : = € §} = mp(z),
wobei die vorletzte Gleichheit aus der Bijektivitdt der Abbildung p folgt. Also ist C := u(KQspec(B)) &
KQspec(B'), wobei die Ungleichheit aus B ¢ B’ folgt. Da p als Bijektion mit der Durschnittbildung kom-
mutiert und KQspec(B) schnittstabil ist, ist auch C schnittstabil und daher Basis einer Topologie T auf
spec(B’). Versehen mit dieser Topologie T ist spec(B’) homdomorph zu spec¢(B) (versehen mit der ,,Stan-
darttopologie”), und die Topologie Q2spec(B’) ist echt feiner als 7.
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Sei nun = € B'\B. Dann ist auch 2* € B\ B, also np/(z), g (x*) € KQspec(B') aber np/(x), 7 (x*) ¢ C.
Da 7p/(x) und 7p/(x*) kompakt sind beziiglich Qspec(B’), sind sie auch kompakt beziiglich der groberen
Topologie T . Insbesondere sind sie wegen 7 (z*) = 75 (x)¢ beide die Komplemente einer kompakten Menge
und daher offen beziiglich 7. Also ist mp:(z) € C, und das ist der gewiinschte Widerspruch.

Um den Satz zu beweisen, seien (B, 7) und (B’,7’) beliebige boolsche Erweiterungen. Wére 7(A) nicht
dicht in B, so wire ([7(A)]Bool,T) ebenfalls eine boolsche Erweiterung und nach dem ersten Beweisteil
folgt der Widerspruch. Also ist 7(A) dicht in B und 7/(A) dicht in B’. Da7t: A —-> Bund 7/ : A - B’
Verbandshomomorphismen sind, gibt es nach der Definition der boolschen Erweiterung eindeutige f : B — B’
und g : B’ > Bmit for =7 und g o7’ = 7. Insbesondere folgt fogo7' =7 und go for = 7. Also
sind f|;c4yund g|,/(4y bijektiv und zu einander invers. Daher sind die eindeutigen Fortsetzung f und g von
flr(a) und g|,(4) nach dem extension theorem (Satz 2.38) Isomorphismen. O

Definition 5.10. Sei A ein distributiver Verband. Dann bezeichnet #(A) die mengentheoretische Algebra
auf spec(A), welche von dem System {na(x) : z € A} = KQspec(A) erzeugt wird.

Satz 5.11. Sei A ein distributiver Verband. Dann ist (B(A),na) die bis auf Isomorphie eindeutige boolsche
Erweiterung von A.

Beweis. 2(A) ist als Mengenalgebra eine boolsche Algebra und n4 : A — KQspec(A) ist ein Verbandsiso-
morphismus und daher 14 : A — %(A) ein injektiver Verbandshomomorphismus.

Sei C eine boolsche Algebra und f : A — C ein Verbandshomomorphismus. Ist g : #B(A) — C ein
Verbandshomomorphismus, so erfiillt er offenbar genau dann die Bedingung g o na = f, falls g|xqspeca) =
f © 7721 |KQspec(A) . ~

Nun ist KQspec(A) ein Bool-dichter Teilverband von Z(A), und f : KQspec(A) — C, definiert iiber
fi="fo 17;1, ist ein Verbandshomomorphismus. Nach Korollar 2.39 gibt es eine eindeutige Fortsetzung von
f zu einem Verbandshomomorphismus g : Z(A) — C. Also ist (%(A),n4) eine boolsche Erweiterung.

Die Eindeutigkeit folgt aus vorhergenden Lemma. O

6 Closure Algebren

Wir zeigen nun die Dualitdt von closure Algebren und quasi Esakia Spaces. Dazu erweitern wir die Stone
Duality I zwischen boolschen Algebren und Stone Spaces, sodass sich die gewiinschte Dualitét ergibt.

Definition 6.1. Ist (B, ) eine closure Algebra, dann sei Y(B, ) := (spec(B),2spec(B), <), wobei fiir
5, € spec(B) gilt, dass § < & : <= Fn B° < & n B° Ist (C,) eine weitere closure Algebra und
f: B — C ein closure Algebren Homomorphismus, dann sei Y(f) := f~! : spec(C) — spec(B).

<

Wir zeigen nun zwei einfache Lemmata iiber die Halbordnung <, welche im Weiteren 6fters bendtigt

werden.

Lemma 6.2. Sei (B, ™) eine closure Algebra und §,® € spec(B). Dann ist § n B® € & n B° genau dann,
wenn N BT 2N B~

Beweis. Da B eine boolsche Algebra ist, gilt fiir alle « € B° und Ultrafilter §), dass genau eine der folgenden
Aussagen gilt: a € $ oder a* € $. Daher ist § n A° = {z € A° : z* ¢ H} fiir alle Ultrafilter 9. Also gilt
FNnB°CcHnB® < VaeFnB°=aeBnB°) < (VaebnNB =aeFnB) < FnB™ 2D
&nB. O

Lemma 6.3. Sei (B, ™) eine closure Algebra und < die iber T definierte Quasiordnung auf spec(B). Dann
gilt fir alle a € B: mp(a™) = | mp(a).

Beweis. ” 27 Sei § € | wp(a). Dann gibt es & € spec(B), sodass & > § und a € . Dann folgt auch ¢~ € &
und wegen §n B~ 2 & n B~ auch a™ € §. Also folgt § € np(a™).
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7 €7 Sei andererseits § € mp(a”) und daher a~ € §F. Wir zeigen, dass § € | mp(a), d.h. wir zeigen, dass
ein Filter & € spec(B) existiert mit & > § und a € &. Sei dazu

X:={®& S B: &istFilter, 5n B° 2§ n B°, a € &}

Wir suchen maximale Elemente in X beziiglich der Teilmengenrelation. Um zu sehen, dass X nicht leer
ist, sei
H:={beB:3cefnB°:b=anc}

Fiir ¢ € §n B° folgt wegen a~ € §, dass cAa™ # 0 und daher a~ £ ¢*. Da c offen ist, ist ¢* abgeschlossen
und damit folgt auch a € ¢*. Also ist a A ¢ # 0 fiir alle ¢ € § n B° und es folgt 0 ¢ $. Man sieht jetzt leicht,
dass 9 ein Filter ist. Auferdem gilt fiir b € §F n B°, dass b > a A b und damit b € $. Da auch a € 9, folgt
HeX.

Fiir eine lineare Teilkette ($;);cr € X! ist | J er Di € X eine obere Schranke. Also hat X maximale Elemente.
Nun sind maximale Elemente von X aber auch maximal unter allen Filtern und daher Ultrafilter. Also gibt
es ein ® € X n spec(B), und damit & > § sowie a € &. O

Im Folgenden ist das néchste Resultat sehr hilfreich.

Lemma 6.4. Sei (X,7T,<) ein quasi Esakia Space und U < A(X) eine durch 2 gerichtete Menge von
abgeschlossenen Mengen, d.h. fir alle A, B € U gibt es C € U mit C € A n B. Dann gilt l(ﬂAeu A) =

Mac (LA)-
Beweis. Sei x € | ([ A). Dann existiert y € (4o, A mit © < y. Also z € | A fiir alle A € F und damit
TE ﬂAeu(lA)'

Sei andererseits @ € () ,,(lA). Ist M C U eine endliche Teilmenge, dann existiert C' € U, sodass
C (M. Wegenz € |C folgt auch z € | ([ M) und damit Tz N[\ M # &. Alsoist (T N A) sy ein Familie

abgeschlossener Teilmengen mit der endlichen Schnitteigenschaft. Da X kompakt ist, folgt o N[ 4o A # &
und daher z € | (10 4) O

Proposition 6.5. Sei (B, ™) eine closure Algebra. Dann ist Y(B, ™) ein quasi Esakia Space.

Beweis. Die Relation definiert iiber § < & < FnB° € B B° ist offenbar eine Quasiordnung auf spec(B).
AuRerdem ist B eine boolsche Algebra und daher Y (B, ) ein Stone Space. Wir beweisen die Punkte von
Satz 3.18:

Wir zeigen, dass 1§ abgeschlossen ist fiir alle § € spec(B). Sei dazu & ¢ 15, also 8n B~ ¢ §n B~ und
sei a € (6 n B7)\F. Dann folgt fiir alle § > §, dass a ¢ $ und damit 7p(a)n 1§=, und & € 7p(a). Da
mp(a) offen ist, folgt die Behauptung.

Die clopen Mengen von Y(B, ™) sind von der Form 7p(a) fiir ein a € B. Es folgt, dass |7p(a) = mp(a™)
ebenfalls clopen ist. O

Proposition 6.6. Seien A und B closure Algebren und f : A — B ein closure Algebren Homomorphismus.
Dann ist Y(f) ein Esakia Homomorphismus.

Beweis. Aus der Stone Duality folgt, dass g := T(f) stetig ist.
Um zu sehen, dass g stark isoton ist, zeigen wir als Erstes, dass fiir eine clopen Menge U < 3pec(A)
gilt: g7'(JU) = L g7'(U). Es gilt U = wa(z) fiir ein x € A und daher g7!(|7ma(z)) = g7 (ma(z7)) =

KQspec(f)(ra(z™)) = mp(f(27)) = mp(f(x)7) = | np(f(x)) = | KQspee(f)(ma(z)) = | g~ (ma(z)).
Nun ist g genau dann stark isoton, falls g~ !(|x) = | g~ *(z) fiir alle z € Y(B). Da T(B) ein Stone Space
ist, ist z = (|{U € KQ(Y(B)) : z € U} = ﬂUegT(X)(z) U und daher ist g genau dann stark isoton, falls

gfl(l( ﬂUG&T(x)(I) U)) =lg 71(ﬂUE§‘r(x)(lE) U). Es gilt aber:

gC ) =g ) W= ] = [) |t

Uety(x)(z) Uetr(x)(z) Uety(x)(z) Uetr(x)(z)
=1 ) g'on=lg'C [ U
Ueéy(x)(x) Ueéy(x)(z)
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wobei Lemma 6.4 verwendet wurde. O
Korollar 6.7. T : CloAlg — QEas ist ein Cofunktor.

Definition 6.8. Ist (X, T, <) ein quasi Esakia Space, dann sei (X, T, <) := (KQ(X), ™), wobei U™ := |[U
fiir alle U € KQ(X). Ist (Y, 0, <y) ein weiterer quasi Esakia Space und f : X — Y ein Esakia Homomor-
phismus, dann sei Z(f) := f~1: KQ(Y) - KQ(X).

Proposition 6.9. Ist (X,7T,<) ein quasi Esakia Sapce, dann ist Z(X, T, <) eine closure Algebra.

Beweis. Da X ein quasi Esakia Space ist, folgt tatsichlich U~ = |U € KQ(X) fiir alle U € KQ(X). Alle
Axiome folgen nun sofort. O

Proposition 6.10. Ist f : X — Y ein Esakia Homomorphismus zwischen zwei Esakia Spaces (X, T,<x)
und (Y,0,<y), dann ist Z(f) ein closure Algebren Homomorphismus.

Beweis. Wegen der Stone Duality ist g := Z(f) ist ein Verbandshomomorphismus. Es bleibt noch zu zeigen,
dass Abschliisse erhalten werden:

g(UT)=g(lU) = f*(lU) = Lf 7' (U) = 9(U)".

Korollar 6.11. =: QEsa — CloAlg ist ein Cofunktor.

Satz 6.12. Die Cofunktoren = und Y begriinden eine Dualitit zwischen der Kategorie QEsa und der
Kategorie CloAlg. Dabei gilt

1. Fir jede closure Algebra A ist my : A — ZY(A), ma(zx) = {F € spec(A) : = € F} ein closure
Algebren Isomorphismus. Er hat die bei einer Dualitdt erforderliche Kommutativititseigenschaft: mg o
f = KQspec(f) oma fir alle Homomorphismen f : A — B.

2. Fiir einen quasi Esakia Space X ist Ex : X — YTE(X), {x(z) = {U € KQ(X) : z € U} ein Esa-
kia Isomorphismus. Er hat die bei einer Dualitit erforderliche Kommutativititseigenschaft: &y o f =
specKQ(f) o &x fir alle Homéomorphismen f: X — Y.

Beweis. 1. Aus der Stone Duality I folgt, dass w4 ein Verbandsisomorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass
sowohl 74 als auch 77 die Abschlussoperation erhalten. Wir haben 74(a™) = |7 4 (a) = ma(a)". Ist U €
ET(A) so gibt es a € A mit 74(a) = U und damit 73" (U~) = 73 (| 7a(a)) = 73 (7(a7)) =a~ =7, (U)".

2. Wieder mit der Stone Duality I folgt, dass {x ein Hom6omorphismus ist. Es bleibt die starke Isotonie
von £x und @}1 zu zeigen. Wegen der Bijektivitdt ist dies gleichbedeutend dazu, dass sowohl {x als auch
5)}1 die Ordnung erhalten.

Seien z,y € X und = < y. Wir miissen zeigen, dass x(x) < €x(y). Das ist definitionsgemif genau
dann der Fall, wenn &x(x) n (KQ(X))° € &x(y) n (KQ(X))°. Sei also U € £x(z) n (KQ(X))°. Da die
abgeschlossenen Elemente in KQ(X) genau die Downsets sind und deren Komplemente genau die Upsets,
sind die Upsets genau die offenen Elemente. Es folgt, dass U ein Upset ist und daher y € U. Also folgt
Ue éx(y) m (KQ(X)).

Sei umgekehrt = € y. Dann gibt es ein clopen Upset U mit z € U aber y ¢ U. Also {x(z) n (KQ(X))° &
Ex(y) N (KQ(X))® oder Ex () € Ex(y)-

Dass m4 und &x die geforderten Kommutativitétseigenschaften haben folgt unmittelbar aus der Stone
Duality.

Es bleibt die Bijektivitit der Funktoren auf den Morphismen zu zeigen. Sdmtliche Morphismen in CloAlg
sind auch Morphismen in Bool. Da fiir closure Algebren A und B die Abbildungen 74 und 7p Isomorphismen
sind, ist die Abbildung Morcioaig(A;, B) = Morcioaig(EY(A),ZY(B)): f — 7r§1 o fomy bijektiv. Aus der
Stone Duality folgt, dass EY(f) = wgl o f oms. Zwangslaufig ist T injektiv und = surjektiv. Fiihrt man die
analoge Uberlegung fiir Morphismen in QEsa durch erhilt man die gewiinschte Bijektivitit. O
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7 Heyting Algebren

7.1 Heyting Algebren und Esakia Spaces (Esakia Duality)

Zum Beweis der Esakia Dualitit verwenden wir die schon bewiesene Dualitit zwischen closure Algebren
und quasi Esakia Spaces. Wir werden diese Dualitdt einschrianken: Auf der einen Seite auf die Kategorie der
Esakia Spaces und auf der anderen Seite - zwangsliufig - auf jene Teilkategorie von CloAlg, deren Objekte
genau solche closure Algebren A sind, fiir welche Y (A) ein Esakia Spaces ist. Weiters werden wir sehen, dass
letzter Teilkategorie dquivalent zu Heyt ist, und damit wird insgesamt die gewiinschte Dualitit Heyt ~ Esa
folgen.

Wir beginnen mit zwei Resultaten, welche eine erste Beziehung zwischen closure Algebren und Heyting
Algebren erkennen lassen.

Proposition 7.1. Sei (A, ) eine closure Algebra. Dann ist A° ein Teilverband von A und eine Heyting
Algebra. Dabei gilt: © — y = (x A y*)™* fir alle x,y € A°.

Beweis. Dass A° ein Teilverband ist, folgt wegen A° = A~* zusammen mit der Tatsache, dass A~ ein
Teilverband ist. Fir alle x,y € A° ist tatsichlich (z A y*)™* € A°. Es gilt weiters x A (z A y*)™* <
eA@Ay)* =z A (z* vy) <y. Also gilt z A (z A y*)™* < y. Sel andererseits a € A° mit z A a < y. Dann
folgt a < z* v y und daher z A y* < a*, also (z A y*)” < (a*)” =a*, daae A°. Es folgt a < (z A y*)™*
und insgesamt x — y = (z A y*)~*. O

Definition 7.2. Fiir eine closure Algebra A bezeichne A° die Heyting Algebra der offenen Elemente. Ist B
eine weitere closure Algebra und f : A — B ein closure Algebrenhomomorphismus, dann sei f° := f|4o :
A° — B°.

Proposition 7.3. Sei (H,—) eine Heyting Algebra. Dann gibt es einen Abschlussoperator ~ auf der bool-
schen Erweiterung (B(H),nu), sodass (H)° = ng(H).

Beweis. Wir zeigen, dass A = {ng(z)* : z € H} die Bedingungen an die Menge der abgeschlossenen
Elemente erfiillt. Offenbar ist ngy (H) ein Teilverband von Z(H) und daher ist auch A ein Teilverband von
PB(H). Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes a € #(H) die Menge Ta n A ein Minimum besitzt. Da ny(A)
Bool-dicht in Z(A) liegt folgt, dass jedes a € B(H) von der Form a* = A'_, (nu(z;)* v nu(y;)) ist. Wir
zeigen, dass dann u := (A;_, nu(z; — ¥;))* = min(ta n A). Erstens gilt u € A. Weiters folgt fiir alle
i=1,..,n,dass n(z; = y;) An(z;) = n((z; = yi) Az;) < n(y;) und daher n(x; — y;) < n(z;) — n(y;). Also
folgt u > (Ai_; n(w:) = n(y)* = a.

Sei nun b € Ta n A. Dann ist b* € ny(H), also b* = ny(y) fiir ein y € H. Es ist b* < o™ und daher gilt

fiiv alle i = 1, ..., dass b* < 77 (ze)* v 750 (i), und damit n (i) A 7ar () = b* A 151 (2) < () =
y A x; < y; und daher y < z; — y; . Also folgt auch b* = ny(y) < A, (nu(z; — v;)) und damit erhalten
wir b > u. O]

Definition 7.4. Fiir eine Heyting Algebra H sei #(H) ab nun die soeben definierte closure Algebra. Ist K
eine weitere Heyting Algebra und f : H — K ein Homomorphismus, dann sei Z(f) : Z(H) — #(K) der
eindeutige Homomorphismus, sodass B(f) ong = nx o f.

Damit erhalten wir unmittelbar:
Korollar 7.5. % : Heyt — CloAlg und (.)° : CloAlg — Heyt sind Funktoren.

Es ist also jede Heyting Algebra H isomorph zu der Heyting Algebra der offenen Elemente einer closure
Algebra A. Diese Reprisentation ist allerdings nicht eindeutig im kategorientheoretischen Sinne; d.h. aus
A° =~ B° fiir zwei closure Algebren A und B muss im Allgemeinen nicht A =~ B folgen. Es gibt also fiir
jede Heyting Algebra H mehrere, nicht isomorphe, closure Algebren A mit A° = H. Allerdings hat, wie im
Folgenden bewiesen wird, bis auf Isomorphie genau eine dieser closure Algebren die Eigenschaft, dass ihr
zugehoriger quasi Esakia Space Y(A) sogar ein Esakia Space ist. Wir definieren daher
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Definition 7.6. Es bezeichne CloAlg* die Kategorie jener closure Algebren A, mit der Eigenschaft, dass
T(A) ein Esakia Space ist, zusammen mit closure Algebren Homomorphismen.

Damit erhalten wir unmittelbar:

Korollar 7.7. Die Funktoren Y : CloAlg*® — Esa und = : Esa — CloAlg* begrinden eine Dualitdt der
Kategorien CloAlg* und Esa.

Im Folgenden wird gezeigt, dass CloAlg*=Heyt gilt.

Lemma 7.8. Sei H eine Heyting Algebra, (B(H),ny) ihre boolsche Erweiterung und (X, T,<) := Y(#B(H),*)
der zugehdrige quasi FEsakia Space. Dann ist X ein Esakia Space. Ist A eine weitere closure Algebra mit den
Eigenschaften A° ~ H und Y(A) ist ein Esakia Space, so folgt A =~ %B(H).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass < eine Halbordnung ist. Seien §, & € X Ultrafilter und § n Z(H)°® =
& N PB(H)°. Wir miissen zeigen, dass § = &. Da § und & Primfilter sind, sind ihre Komplemente Primideale.
Daher sind die Abbildungen f := Iz und g := Is Verbandshomomorphismen von #(H) in den Zg. Somit
sind f := fony und § := gony Homomorphismen von H in den Z,. Wegen nua(A) = Z(H)° und f|am)e =
9lamye folgt f = §. Da #(H) eine boolsche Erweiterung ist, gibt es einen eindeutigen Homomorphismus
h: %B(H) — Ly, sodass f = § = h ony, und folglich f = g = h. Also folgt § = &.

Wir zeigen nun die zweite Aussage. Seien A, B closure Algebren mit A° =~ B° und sodass X := T(A)
und Y := Y(B) Esakia Spaces sind. Wir miissen A =~ B, oder dquivalent X =~ Y, zeigen. Als Esakia Spaces
sind X und Y auch Priestley Spaces.

Definitionsgeméf gilt Morgsa(X,Y) € Morpriest(X,Y). Ist andererseits f € Morpriest(X,Y) eine Iso-
morphie, so folgt fiir alle z,y € X, dass * < y genau dann, wenn f(x) < f(y). Zusammen mit Lemma
2.3 folgt daraus die starke Isotonie von f. Insbesondere ist f € Morgsa(X,Y). Es folgt, dass X und Y
in der Kategorie Esa genau dann isomorph sind, wenn sie in der Kategorie Priest isomorph sind. Letz-
teres ist genau dann der Fall, wenn ihre zugehdrigen pairwise Stone Spaces isomorph sind, das ist wieder-
um genau dann der Fall, wenn die zugehdrigen kohdrenten Rdume isomorph sind, also genau dann wenn
FT(X) = (X,upQU(X)) = FT(Y) = (Y, upQ(Y)). Nach Lemma 3.14 bilden die kompakten offenen Mengen
upC(X) bzw. upC(Y') Basen der Topologien upQ(X) bzw. upQ(Y). Die kompakten offenen Upsets in X bzw.
Y sind aber gerade die offenen Elemente in der closure Algebra Z(X) bzw. Z(Y). Wegen A° =~ B° folgt also die
Verbandsisomorphie upC(X) = upC(Y). Also gibt es einen Verbandsisomorphismus ¢ : upC(X) — upC(Y).
Andererseits sind upC(X) und upC(Y’) genau die endlichen Elemente der kohédrenten Verbinde up©Q(X)
und upQ(Y). Also gibt es genau eine Fortsetzung von ¢ zu einem kohérenten Verbandshomomorphismus
@ upQ(X) — upQ(Y). Aus der Aquivalenz KohVerb=DVerb folgt weiters, dass dieser zwingend ein
Isomorphismus ist. Aus der Dualitit KohVerb ~ KohTop folgt nun die Existenz eines eindeutigen stetigen
1 : Y — X mit der Eigenschaft ¢ = ¢!, und da @ isomorph ist, folgt wiederum zwingend, dass % ein
Homdbomorphismus ist. Wegen Q(v) = 1/)’1|Q(X) = ¢ und der Kohirenz von @, folgt auch, dass 1 kohérent
ist. Wir erhalten damit die gesuchte Isomorphie FT(X) = FT(Y). O

Satz 7.9. Die Funktoren % : Heyt — CloAlg* und ° : CloAlg* —Heyt begriinden eine Aquivalenz der
Kategorien Heyt und CloAlg*. Dabei gilt:

1. Fir alle H € Obj(Heyt) ist ng : H — B(H)°, nu(x) = {I € spec(H) : x ¢ I} ein Verbandsisomor-
phismus. Er hat die geforderte Kommutativititseigenschaft Z(f)° ong = ni o f fir alle Homomor-
phismen f: H — K.

2. Fir alle A € Obj(CloAlg™*) ezistiert ein eindeutiger closure Algebrenisomorphismus 4 : A — FB(A°),
sodass pa(a) = nao(a) fir alle a € A°. Dieser erfillt ebenfalls die Kommutativitdtseigenschaft %(g°) o
wa = ppog fir alle closure Algebren Homomorphismen g: A — B.

Beweis. 1. Fiir eine Heyting Algebra H ist ny : H — %(H) ein injektiver Verbandshomomorphismus mit
Bild ng(H) = #(H)°. Also ist ng : H — ZB(H)® ein Verbandsisomorphismus. Die Kommutativitétseigen-
schaft ist definitionsgemaf erfiillt.
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2. Sei A € Obj(CloAlg*). Nach Punkt 1. gilt #(A°)° = A°. Auferdem sind Y(A) und YT(#(A°)) Esakia
Spaces. Also folgt mit Lemma 7.8, dass A = HB(A°). Da na-(A°) dicht in B(A°) ist und 7. ein Isomorphis-
mus der offenen Elemente ist, ist auch A° dicht in A. Also sind A° und 74.(A°) dichte Teilverbénde, 74-
injektiv und 77;‘} ebenfalls ein Isomorphimus (zwischen den Verbénden der offenen Elemente). Nach Satz 2.38
und Korollar 2.39 hat 74- eine eindeutige Fortsetzung zu einem Verbandsisomorphismus ¢4 : A — Z(A°).
Wegen (94)° = nao folgt mit Satz A.8 auch, dass ¢4 diese Kommutativitdtseigenschaft hat.

Es bleibt noch die Bijektivitdt von £ und ° auf den Morphismen zu zeigen. Diese folgt aber schnell,
da aus dem schon gezeigten unmittelbar folgt, dass (#(.))° : Morueyt(H, K) — Morueyt(#(H)°, B(K)®),
(B(1))° = nxcofony' und B((.)°) : Morcioalgs (A, B) = Morcioalgs (B(A°), B(B°)), B([°) = progop,’
bijektiv operieren, denn 7y, nx sowie ¢4, pp sind Isomorphismen. Also folgt die Bijektivitdt von % und °
auf den Morphismen. O

Korollar 7.10. (Esakia Duality) Die Funktoren Y% : Heyt — Esa und (.)°Z : Esa — Heyt begrinden
eine Dualitdt der Kategorien Esa und Heyt.

Als interessante Folgerung erhalten wir:

Korollar 7.11. Die Dualitat Heyt ~Esa wird auch durch jene Funktoren induziert, welche die Dualitdt
Pries ~ DVerb induzieren.

Beweis. Wir haben die Funktoren S®spec : DVerb —Pries und KQFT : Pries — DVerb. Wir zeigen,
dass KQFT|gsa = (.)°Z|rsa. Dann folgt notwendigerweise die Aussage. Fiir einen Esakia Space (X, T, <)
gilt KOFT(X,T,<) = KQ(X,upQ(X,T,<)) =upC(X,T,<) = Z(X, T, <)°. Wobei die mittlere Gleichung
aus Proposition 4.19 und Proposition 4.23 folgt. Fiir einen Morphismus f : X — Y folgt KQFT(f) =
f71|KQ(X,upQ(X,T,<)) = f71|E(X,T,<)° =(fh° = (&))" O

7.2 Heyting Algebren und pairwise Esakia Spaces

Die Dualitét von Heyting Algebren und pairwise Esakia Spaces folgt nun einfach {iber die Einschrankung
der Isomorphie Pries = PStone auf eine Isomorphie Esa =~ PEsa.

Proposition 7.12. Sei (X, T,<) ein Priestley Space. Dann ist der zugehdrige pairwise Stone Space (X, Ty, Tz) =
T(X,T,<) genau dann ein pairwise Esakia Space, falls (X, T,<) ein Esakia Space ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Aussage ,,A paarweise clopen in (X, 71, 73) impliziert an paarweise
clopen in (X,71,72)” genau dann gilt, wenn ,,A clopen in (X,7) impliziert |A clopen in (X,7)” gilt.
Nach Korollar 4.33 sind die clopen Mengen in (X, 7, <) genau die paarweise clopen Mengen in (X, 71, 72).
Auflerdem gilt nach Satz 4.31 die Identitat A= LA . Also folgt die Aussage. O

Proposition 7.13. Seien (X, T,<x) und (Y,0,<y) zwei Esakia Spaces mit zugehdrigen pairwise Esakia
Spaces (X, T1,T2) :=T(X,T,<x) und (Y,01,05) :=T(Y,0,<y) und f: X - Y eine stetige, ordnungser-
haltende Abbildung, d.h. f € Mor(Pries). Dann ist f genau dann ein Esakia Homomorphismus, falls f als
Abbildung von (X, Ty, T2) nach (Y, 01, 0s) ein pairwise Esakia Homomorphismus ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f genau dann stark isoton ist, wenn f(@ﬁ) = {f(glc)}o2 Nach Satz 4.31
ist mﬁ = Tz und {f(x)}o2 =1 f(z). Nach Lemma 2.3 ist f stark isoton genau dann, wenn f(tx) = 1 f(z),
also genau dann, wenn f(@Tz) = {f(ac)}o2 O

Als unmittelbare Konsequenz folgt

Satz 7.14. Die Funktoren T und S induzieren eingeschrinkt auf die Kategorien PEsa bzw. Esa eine Iso-
morphie dieser Kategorien.
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7.3 Heyting Algebren und kohirente Esakia Spaces

Wir gehen nun &hnlich zum letzten Abschnitt vor und schrinken die Isomorphie PStone =~ KohTop ein,
um eine Isomorphie PEsa =~ KohEsa zu Erhalten.

Proposition 7.15. Sei (X,T1,7T2) ein pairwise Stone Space. Dann ist der zugehdrige kohdrente Raum
(X, T1) = §(X,T1,T2) genau dann ein kohdarenter Esakia Space, falls (X, T1,7T2) ein pairwise Esakia Space
15t.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Aussage ,,Y ist eine doppelt kohédrente Teilmengen impliziert 77_1 ist

eine doppelt kohérente Teilmenge” genau dann gilt, wenn ,)Y paarweise clopen impliziert 77—1 paarweise
clopen” gilt. Nach Korollar 4.33 sind aber die doppelt kohérenten Teilmenge genau die paarweise clopen
Teilmengen. Also folgt die Behauptung. O

Proposition 7.16. Seien (X, T1,7T2) und (Y, 01, 02) pairwise Esakia Spaces und f: X — Y bistetig. Dann
ist f genau dann ein pairwise Esakia Homomorphismus, falls f als Abbildung von (X,T1) nach (Y,01) ein
FEsakia Homomorphismus ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f(@Tz) = {f(:r)}o2 genau dann, wenn f(Saty(z)) = Sati(f(x)) fir alle
x € X, wobei Sat; die Saturation beziiglich 71 bzw. Oy bezeichnet. Nach Korollar 4.33 folgt Sat(z) = ng
und Sati(f(z)) = {f(x)}oz, also folgt die Behauptung. O

Wieder ist eine unmittelbare Konsequenz:

Satz 7.17. Die Funktoren § und & induzieren eingeschrinkt auf die Teilkategorien PEsa und KohEsa
eine Isomorphie dieser Kategorien.

Korollar 7.18. Die Kategorien Esa, PEsa und KohEsa sind zueinander isomorph und daher simtlich
dual zu der Kategorie Heyt der Heyting Algebren.
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A Kategorientheorie

Ziel dieser Arbeit ist die Herleitung der Dualitit zwischen niichternen topologischen Rdumen und reguli-
ren Verbénden als Grundlage fiir die Herleitung verschiedener topologischer Reprasentationen algebraischer
Strukturen, unter anderem der Stone Duality und der Esakia Duality. Diese topologischen Reprisentatio-
nen sind formal durch Dualitdten von Kategorien gegeben. In diesem Abschnitt werden dazu die bend6tigten
Begriffe aus der Kategorientheorie definiert.

Definition A.1. Eine Kategorie € besteht aus einer Klasse von Objekten, einer Klasse von Morphismen
und einer Verkniipfungsabbildung o auf den Morphismen.

1. Die Klasse von Objekten wird bezeichnet mit Obj(%).

2. Die Klasse von Morphismen wird bezeichnet mit Mor(%). Jeder Morphismus hat einen Definitions-
bereich dom(f) € Obj(%€) und einen Bildbereich ran(f) € Obj(%). Fiir einen Morphismus mit Defi-
nitionsbereich A und Bildbereich B schreiben wir kurz f : A — B. Die Menge aller Morphismen mit
Definitionsbereich A und Bildbereich B wird mit Mor (A, B) bezeichnet. Um die Kategorie zu betonen,
wird die Menge der Morphismen f : A — B in der Kategorie € gelegentlich auch mit More (A, B)
bezeichnet.

3. Die Verkniipfungsvorschrift o. Dabei gilt:

(a) VA, B, C € Obj(€) ist o : Mor(B,C) x Mor(A,B) — Mor(A,C), d.h. fir alle Morphismen
fiA->Bundg: B—Cist gof:A— C ein Morphismus.
(b) o ist assoziativ.

(c) Fiir alle Objekte A existiert ein Identititsmorphismus, d.h. ein Morphismus id4 : A — A, sodass
foidy = fund idg o g = g, wann immer f, g Morphismen und die entsprechenden Ausdriicke
definiert sind.

Zwei Objekte A, B € Obj(%) einer Kategorie € heifen isomorph, i.Z. A =~ B, falls Morphismen f: A — B
und g : B — A existieren, sodass fog =idg und go f =ida.

Beispiel A.2. Erste Beispiele von Kategorien.

1. Die Kategorie Set hat als Objekte die Klasse aller Mengen und als Morphismen die Klasse sdmtlicher
Funktionen. Die Verkniipfung o ist dabei die klassische Verkniipfung von Funktionen.

2. Die Kategorie Top aller topologischen Riume zusammen mit stetigen Funktionen als Morphismen.

3. Die meisten algebraischen Strukturen (wie z.B. Ringe, Algebren, Gruppen, Vektorrdume, ...) werden
eine Kategorie, wenn man als Morphismen alle Homomorphismen zulésst.

Definition A.3. Ein Funktor T : € — 2 besteht aus einer Abbildungsvorschrift fiir Objekte, T : Obj(€) —
0bj(2), und einer Abbildungsvorschrift fiir Morphismen, T : Mor(¢) — Mor(Z). Dabei gilt:

1. Ist f: A — B ein Morphismus in %, so ist T(f) : T(A) — T(B) ein Morphismus in 2.

2. Esist T(fog) =T(f)oT(g), wann immer definiert (wegen 1. ist die linke Seite genau dann definiert,
wenn die rechte Seite es ist).

3. Fiir alle Objekte A von ¢ gilt: T'(ida) = idp(a).

Ein Funktor besteht daher eigentlich aus zwei Abbildungsvorschriften, eine operiert auf den Objekten, die
Andere auf den Morphismen. Wir werden aber, der allgemeinen Konvention folgend, beide Abbildungsvor-
schriften mit dem selben Zeichen bezeichnen.
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Beispiel A.4. Beispiele zu Funktoren.
1. Der einfachste Funktor ist schlicht der Identitdtsfunktor id¢ einer Kategorie % auf sich selbst.

2. Bezeichnet Ring die Kategorie aller Ringe mit Ringhomomorphismen, so bildet der ,forgetful functor”
U : Ring — Set einen Ring A auf die zugrunde liegende Menge ab, und einen Ringhomomorphismus
auf seine zugrunde liegende Funktion. Analog kann der forgetful functor fiir jede algebraische Struktur
definiert werden

Definition A.5. Ein Cofunktor T : € — 2 besteht analog zu einem Funktor aus einer Abbildungsvorschrift
fiir Objekte T : Obj(€) — Obj(Z), und einer Abbildungsvorschrift fiir Morphismen, T : Mor(%) —
Mor(2). Dabei gilt:

1. Ist f: A — B ein Morphismus in ¥, so ist T'(f) : T(B) — T'(A) ein Morphismus in Z.

2. Esist T(fog) =T(g) oT(f), wann immer definiert (wieder ist wegen 1. ist die linke Seite genau dann
definiert, wenn die rechte Seite es ist).

3. Fiir alle Objekte A von ¢ gilt: T'(ida) = idp(a).

Als néchstes benoétigen wir noch eine Moglichkeit zwei Kategorien miteinander vergleichen zu kénnen. Hier
stellt sich folgende Definition als sinnvoll heraus:

Definition A.6. Eine Aquivalenz zwischen zwei Kategorien ¢ und 2 (i.Z. €=2) besteht aus zwei Funktoren
S: ¢ —>PundT: 9 — E, sodass:

1. Fiir alle A € Obj(%) gilt TS(A) = A.
2. Fiir alle B € Obj(2) gilt ST(B) =~ B.
3. Fiir alle A, A" € Obj (%) ist S |aror(a,ay: Mor(A, A') — Mor(S(A),S(A")) bijektiv.
4. Fiir alle B, B' € Obj(%) ist T |rror(B,5y: Mor(B, B") — Mor(T(B),T(B")) bijektiv.
5. Es existiert eine Abbildung 7 : Obj(€) — Mor(¥), sodass gilt:
(a) Fiir alle A € Obj(¥) ist 74 :=7(A) : A > T'S(A) ein Isomorphismus.
(b) Fir alle f: A — A’ e Mor(¥) gilt TS(f) o7a = Tar o f, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

A2 T8(4)

f T5(f)

’
A T TS(A)

6. Es existiert eine Abbildung o : Obj(Z2) — Mor(2), sodass gilt:

(a) Fiir alle B e Obj(2) ist op := o(B) : B — ST(B) ein Isomorphismus.

(b) Fiir alle g: B — B’ € Mor(2) gilt ST(g) oop =0op' 0 g.
Eine Aquivalenz heift Isomorphismus zwischen den Kategorien 4 und 2 (i.Z. € = 2), falls in obiger
Definition immer 74 = id4 und 75 = idp gewihlt werden kann, d.h. falls fiir alle A € Obj (%) und f € Mor(€)
gilt, dass TS(A) = A und T'S(f) = f, und fiir alle B € Obj(Z) und g € Mor(2) gilt, dass ST(B) = B und
ST(g) =g
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Definition A.7. Eine Dualitdt zwischen zwei Kategorien ¢ und 2 (1.Z. € ~ &), ist analog zu einer
Aquivalenz definiert, mit dem Unterschied dass hier S und 7' Cofunktoren sind, welche die Bedingungen 1.
bis 6. erfiillen, wobei in 3. und 4. jeweils die Morphismen ihre Richtung dndern.

Als niichstes ein kleines Lemma, dass es gestattet, in gewissen Fillen die Uberpriifung des 6. Axioms von
Definition A.6 und A.7 zu vermeiden:

Lemma A.8. Erfillen mit den Bezeichnungen von Definition A.6 (bzw. Definition A.7) die Funktoren (bzw.
Cofunktoren) S und T die Aziome 1. und 5., so folgt aus T(op) = Tp(py (bzw. T(op) = T;(lB)) fiir alle
B e Obj(2), unmittelbar, dass S und T eine Aquivalenz (Dualitit) begrinden.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir Aquivalenzen. Seien B,B’ € 2 und f : B — B’ € Mor(2). Wir
miissen das Axiom 6. beweisen. Es gilt:

TS(T(f))otrs) =By o T(f) wegen Axiom 5.
= TST(f)oT(op) =T(op)oT(f) Voraussetzung
— T(ST(f)oop)=T(op o f) da Tein Funktor ist
— ST(f)oog =0pof wegen Axiom 4.
Der Beweis fiir Dualitdten verlduft anolog. O

Lemma A.9. Seien €, 2 und & Kategorien und S : € — 2, T : 9 — € beide Funktoren oder Cofunktoren,
sowie F : 9 — & und G : & — 9 beide Funktoren oder Cofunktoren. Sei weiters fir alle C € Obj(%) ein
Isomorphismus 1c € More(C,TS(C)) und fir alle D € Obj(2) ein Isomorphismus op € Morg(D,GF (D))
gegeben, sodass:

1. Fir alle f :C — C" € Mor(¥) ist TS(f) ot = 7¢ 0 f.
2. Firalleg: D — D'e Mor(2) ist GF(g)oop = oprog.
Fir alle C € Obj(¥) sei weiters

| T(osy)otc  falls S und T' Funktoren
o= T(Ug(lc)) o1c  falls S und T Cofunktoren
Dann ist nc ein Isomorphismus und es gilt fir f € Morg(C,C"): TGFS(f) onc =ner o f.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir Funktoren, fiir Cofunktoren verlduft der Beweis analog. Dass n¢ ein
Isomorphismus ist, folgt, da Funktoren immer Isomorphismen auf Isomorphismen abbilden, und Verkniip-
fungen von Isomorphismen wieder Isomorphismen sind. Es gilt:

TGFS(f)onc =T(oscr 0 S(f) 0 a5(s) o ne
=T(og(cry) oTcr o foTg o T(Ug(lc)) oT(os(c)) o Tc
=1cr o f
O

Korollar A.10. Falls mit den Bezeichnungen von Lemma A.9 S und T eine Aquivalenz (Dualitat) begrinden
und F' und G eine Aquivalenz begrinden, dann begrinden F'S : ¢ — & und TG : & — € ebenfalls eine
Aquivalenz (Dualitit).

Beweis. Das letzte Lemma zeigt die Axiome 1., 2., 5., und 6 von Definition A.6 (bzw. A.7). Auferdem folgt
die Bijektivitdt auf den Morphismen unmittelbar. O
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Lemma A.11. FEs gelten die Bezeichnungen von Definition A.6 (bzw. Definition A.7) und fir alle C €
Obj(€) sei ein Objekt Z(C) € Obj(2), mit S(C) = Z(C), und ein Isomorphismus £ : S(C) — E(C)
gegeben. Dann ist S : € — 9 definiert iiber S(C) = E(C) fiir alle C € Obj(€) und S(f) = &cv 0 S(f) o &t
(baw. S(f) = ¢ 0 S(f) o o)) fir alle f € Morg(C,C") ein Funktor (bzw. Cofunktor). Er induziert dann
zusammen mit T ebenfalls die gegebene Aquivalenz. Insbesondere gilt:

1. Mit po :=T(¢c)ote (baw. pc = T(E5Y) o7c) gilt: pe ist ein Isomorphismus und pcio f = TS(f)opuc
fiir alle f € Mor4(C,C").

2. Mit \p := {p(pyoop gilt: Ap ist ein Isomorphismus und Aprof = ST(f)oAp fiir alle f € Morg(D,D').

Beweis. Man sieht leicht, dass S ein Funktor (bzw. Cofunktor) ist. Dass S bijektiv auf den Morphismen
operiert, folgt, da S dies tut und die Abbildung Mor«(C,C") — Morg(Z(C),Z(C")) : g = &ov 0 go &5t
(bzw. g — &c 0 S(f) 0 £5') ebenfalls isomorph ist. Also bleibt noch 1. und 2. zu beweisen, dann folgt auch
die Aquivalenz (Dualitét).

1. Wir beweisen die Aussage fiir Funktoren, fiir Cofunktoren ist der Beweis analog. Wie im Beweis von
Lemma A.9 folgt, dass uc isomorph ist. Weiters gilt:

TS(f) o pe =T(Ecr 0 S(f) 0 &) 0 T(éc) o 7o
=T(¢cr)otcro forg' ote
= pcr o f

2. Beweis verlduft analog. O

B Die Kategorien RVerb und NTop

B.1 Regulidre Verbinde

Definition B.1. Ein Verband (A, <) ist eine beschrénkte halbgeordnete Menge (d.h. es existiert ein griftes
und ein kleinstes Element), sodass fiir je zwei a,b € A ein Supremum und ein Infimum existiert. Wir werden
das Supremum mit v, das Infimum mit A, sowie das kleinste bzw. grofste Element mit 0 bzw. 1 bezeichnen.
Ist & # B € A, so bezeichnet \/ B bzw. /\ B das Supremum bzw. Infimum von B, falls dieses existiert. Um
Fallunterscheidungen zu vermeiden definieren wir \/ & := 0 und A & := 1.

e Ein Verbandshomomorphismus f : A — B ist eine Abbildung, welche kleinstes und groftes Element,
sowie Infima und Suprema von je zwei Elementen erhilt. Wir bezeichnen mit Verb die Kategorie der
Verbinde zusammen mit Verbandshomomorphismen.

e Ein Verband A heifit distributiv, falls fiir alle a,b,c € A gilt: a v (b A ¢) = (a v b) A (a v ¢). Wir
bezeichnen die Kategorie der distributiven Verbénden zusammen mit Verbandshomomorphismen mit
DVerb.

e Ein Verband heifst vollstindig, falls alle Teilmengen von A ein Supremum besitzen und die unendliche
Distributivitét erfiillt ist, d.h. fir allex € Aund S € A gilt x A\ S = V{z Ay : y € S} Ein vollstin-
diger Verbandshomomorphismus ist ein Verbandshomomorphismus, welcher Suprema von sémtlichen
Mengen erhilt. Die so definierte Kategorie bezeichnen wir mit VVerb.

e Ist A ein vollstindiger Verband, so heifst ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus p : A — Zs ein
Punkt auf A. Wir bezeichen die Menge aller Punkte auf A mit pt(A).

e Ein vollstindiger Verband heifit reguldr, falls fiir alle z,y € A mit x # y ein Punkt p € pt(A) existiert
mit p(z) # p(y). Die Kategorie der reguldren Verbinde zusammen mit vollstdndigen Verbandshomo-
morphismen bezeichnen wir RVerb.
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Definition B.2. Sei A ein Verband.
e Ein I € A heifit Ideal, falls

1. 0el.
2. Fir alle a,be I ist auch a vbeI.
3. Firalleae I und b < aist auch b € 1.

Ein Ideal I heifst echt, falls I # A
e Ein echtes Ideal I heifit Primideal, falls fiir alle a,b € A aus a A b e I folgt, dass a € I oder be I.

Ein echtes Ideal I heifst mazimal, falls es kein echt grofseres echtes Ideal J 2 I gibt.

Fiir z € A definieren wir die Menge |z := {y € A: y < z}. Dann ist |z ein Ideal, und wird (das von z
erzeugte) Hauptideal genannt.

e Ein z € A heilst Primelement, falls |z ein Primideal ist.

Bemerkung B.3. Ist I = |z ein Hauptideal, so ist + = \/I € I. Ein Ideal I ist daher genau dann ein
Hauptideal, falls \/ I € I. In diesem Fall ist I =] (\/ I).

Lemma B.4. Die Bedingung a v (b A ¢) = (a v b) A (a v ¢) ist dquivalent zu ihrer ,dualen” Bedingung

anbve)=(anb)v(anc).

Beweis. Seiav (bac)=(avd)A(avc)firalle a,b, c € A erfiillt. Dann folgt

(anbd)vianc)=((arb)va) A ((ard)vec)
=an((ave)a(bve) wegen (a Ab) va=a
=(an(ave)abve)
=an(bve) wegen a A (ave)=a
Die andere Richtung sieht man genauso. O

Lemma B.5. Sei A ein vollstindiger Verband und I € A. Dann gilt: I ist Kern eines Verbandshomomor-
phismuses f: A — Zs genau dann, wenn I ein Primideal ist.
Beweis. ” =7 Wegen f(0) =0 und f(1) =1 folgt 0 € I und 1 ¢ I. Weiters folgt fiir a, b€ I und ¢ < a, dass
f(a) = f(b) = 0 und damit f(a v b) = f(a) v f(b) =0, also a v b e I, sowie f(c) < f(a) =0, also c € I.
Damit ist I ein echtes Ideal. Fiir a,b€ A mit a Ab e I folgt 0 = f(a Ab) = f(a) A f(b). In Zs ist das Infimum
zweier Elemente aber genau dann Null, wenn zumindest eine der beiden Null ist. Also folgt a € I oder b e I.
7 « 7 Definiere f := Ije. Dann ist f(0) = 0 und f(1) = 1. Weiters ist f(a A b) = 0 genau dann, wenn
a A b e I und daher genau dann, wenn a € I oder b € I. Also ist f(a A b) = 0 genau dann, wenn f(a) = 0
oder f(b) = 0 und daher f(a A b) = f(a) A f(b). Analog sieht man auch, dass f Suprema erhélt. O

Lemma B.6. Sei A ein vollstindiger Verband und I € A. Dann gilt: I ist Kern eines Punktes genau dann,
wenn I ein primes Hauptideal ist.

Beweis. 7 = ” Nach Lemma B.5 ist I ein Primideal. Weiters folgt p(\/ ker(p)) = \/ p(ker(p)) = 0 und damit

VIel

7 <7 Nach Lemma B.5 ist I Kern eines Verbandshomomorphismuses p : A — Zy. Nun gilt fiir S € A

\/p(5)=0 < VseS:p(s)=0
> SCker(p)=1

— \/ Sel da Iein Hauptideal ist
= p(\/ S)=0
Damit erhalt p sdmtliche Suprema und ist daher ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus. O
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B.2 Niichterne topologische Riume

Definition B.7. Sei X ein topologischer Raum und A € X. Dann heifst A irreduzibel, falls keine zwei
disjunkten, nicht leeren und in der Spurtopologie offenen Teilmengen von A existieren.

Definition B.8. Ein topologischer Raum X heifst nichtern, falls jede nicht leere, irreduzible und abgeschlos-
sene Menge der Abschluss eines eindeutigen Elementes ist. Wir bezeichnen die Kategorie der niichternen
topologischen Raume, zusammen mit stetigen Funktionen als Morphismen, mit NTop.

Wir beweisen zwei kurze Lemmata {iber die vorangehenden Definitionen.

Lemma B.9. A € X ist genau dann irreduzibel, falls aus B u C = A und B,C € A abgeschlossen in der
Spurtopologie folgt, dass B = A oder C = A.

Beweis. Folgt aus der Definition iiber Komplementbildung. O
Lemma B.10. Fiir einen topologischen Raum X gilt: Ty —> niichtern — Ty

Beweis. In Hausdorffriumen sind die nicht leeren, abgeschlossenen und irreduziblen Mengen genau die ein-
punktigen Mengen. Diese sind gleichzeitig der Abschluss ihres (eindeutigen) Elementes. Also sind Haus-
dorffrdume niichtern.

Umgekehrt sind Abschliisse von einpunktigen Mengen immer irreduzibel, da jede in der Spurtopologie
offene und nicht leere Teilmenge von {z} den Punkt x enthilt. Daher folgt fiir niichterne Rédume aus  # y
immer {z} # {y}, womit aber z und y durch zumindest eine offene Menge getrennt werden kénnen. Damit
erfiillen niichterne Raume immer Tj. O

C Die Dualitat

Wir leiten die Dualitdt NTop ~ RVerb nun in drei Schritten her. Im ersten Schritt konstruieren wir einen
Cofunktor 2 : NTop — RVerb. Im zweiten Schritt versehen wir fiir alle reguldre Verbinde A die Menge
pt(A) mit einer Topologie, und zeigen, dass fiir regulire Verbinde A ein Verbandsisomorphismus &4 : A —
Opt(A) existiert und fiir niichterne R&ume X ein Homéomorphismus ¥y : X — ptQ(X) existiert. Im letzten
Schritt wird schlieflich der Cofunktor pt : RVerb — N'Top konstruiert.

Der Cofunktor 2 : Top — RVerb

Definition C.1. Fiir einen topologischen Raum X bezeichne Q(X) das System der offenen Mengen. Ist Y ein
weiterer topologischer Raum und f: X — Y eine stetige Abbildung, dann sei Q(f) := f~1: Q(Y) — Q(X).

Proposition C.2. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist (QU(X),<S) ein reguldrer Verband. Dabei gilt:

1. Ein U € Q(X) ist genau dann ein Primelement, falls U # X und U€ irreduzibel ist.

2. Fiir alle x € X ist die Abbildung U — Iy (x) ein Punkt auf Q(X).

Beweis. Es ist @ € Q(X) das kleinste Element und X € Q(X) das grofte Element. Weiters ist die Topologie
Q(X) unter endlicher Schnitt- und beliebiger Vereinigungsbildung abgeschlossen. Da diese Operationen gera-
de die Infima bzw. Suprema definieren, folgt, dass (X)) ein Verband ist, welcher beliebige Suprema besitzt.
Die unendliche Distributivitdt folgt nun aus elementarer Mengentheorie. Also ist (X)) ein vollstandiger
Verband.

1.7 = 7 Ist U ein Primelement, so folgt X ¢ | U, also U # X. Um zu sehen, dass U¢ irreduzibel ist,
seien V. W < U° offen in der Spurtopologie, disjunkt und nicht leer. Dann ist V = VAU, W =WnU
mit gewissen V, W e Q(X). Nun folgt der Widerspruch: V, W ¢ |U aber V AW e |U

" <7 Wegen U # X folgt X ¢ | U. Seien weiters A, B € Q(X), A,B ¢ | U aber An Be | U. Es folgt
der Widerspruch AnU¢ # @ # BnU®und An B nU°® = & und daher U° reduzibel.
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2. Sei nun = € X. Dann ist {z} irreduzibel und @c # X. Also ist nach dem ersten Beweisteil daher
{x}c € Q(X) ein Primelement. Nach Lemma B.6 gibt es einen Punkt p auf Q(X), sodass

ker(p) = ({#})
p(V)=0eVC mc
pP(V)=0eVnisj=0
p(V)=0ez¢V
p(V) =Iy(z)
Es bleibt zu zeigen, dass (X)) regulér ist. Seien dazu U, V € Q(X) mit U # V, und sei ohne Beschrénkung

der Allgemeinheit U ¢ V. Dann gibt es € U\V und p(W) := Iy (x) ist ein Punkt auf Q(X). Es folgt
p(U) =1#0=pV). O

11l

Proposition C.3. Seien X und Y topologische Riume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist
QUf) = f71:QY) - Q(X) ein vollstindiger Verbandshomomorphismus.

Beweis. Es gilt f~1(&) = @ und f~1(Y) = X. Auferdem ist die Urbildbildung mit Schnitten und Vereini-
gungen vertriiglich, und daher erhélt f~! séimtlich Infima und Suprema. O

Damit folgt unmittelbar:

Korollar C.4. Q) : Top — RVerb ist ein Cofunktor.
Offenbar gilt dann auch:

Korollar C.5. Q2 : NTop — RVerb ist ein Cofunktor.

Die Isomorphismen ® 4 und ¥y
Definition C.6. Sei A ein vollstindiger Verband und a € A. Dann sei ®4(a) := {p € pt(A) | p(a) = 1}.

Lemma C.7. Fiir einen requliren Verband A ist* ® 4 : A — P(pt(A)) ein injektiver vollstindiger Verbands-
homomorphismus. Daher ist das Bild ® 4(A) ein regulirer Verband und ®4 : A — ®4(A) ist ein vollstindiger
Verbandsisomorphismus. Insbesondere ist das System ®4(A) = {®a(a) : a € A} eine Topologie auf pt(A).

Beweis. Da fiir alle Punkte p(0) = 0 und p(1) = 1 ist, folgt ®4(0)= und P 4(1) = pt(A).
Um zu sehen, dass ® 4 beliebige Suprema erhilt, sei S € A. Wir miissen zeigen, dass | J P 4(S) = ®4(V 9).
peUQ)A(S) <~ dseS:p(s)=1
— \/{p(s) tsefSt=1
— p(\/ S)=1
> pe€ @A(\/ S)
Um zu sehen, dass ® 4 endliche Infima erhilt seien z,y € A. Dann gilt

PEDA(T) N DPA(y) & pe Da(x) und pe D4(y)
— p(x) =ply) =1
= paay =1
— peDs(z Ay)

4P bezeichnet hier die Potenzmenge.
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Also ist @ 4 ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus. Um zu sehen, dass ® 4 injektiv ist, seien z,y € A
mit x # y. Da A regulér ist, gibt es einen Punkt p auf A mit p(z) # p(y), also sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit p(z) = 0 und p(y) = 1. Damit folgt p € ®4(y) und p ¢ P 4(z), also Pa(z) # Pa(y) .

Das System ® 4(A) ist als Bild eines vollsténdigen Verbandshomomorphismuses unter beliebigen Suprema
und endlichen Infima abgeschlossen, also fiir sich ein vollstdndiger Verband. Offensichtlich ist nun &4 : A —
® 4(A) bijektiv und daher ein vollstdndiger Verbandsisomorphismus. Insbesondere ist A =~ ® 4(A), und da A
regulér ist, ist auch ® 4(A) regulir.

Die letzte Aussage folgt einfach iiber die Tatsache, dass in P(pt(A)) Suprema bzw. Infima iiber Vereini-
gungen bzw. Schnitte gegeben sind. O

Ab nun sei pt(A) immer mit der Topologie ® 4(A) versehen.
Definition C.8. Sei X ein topologischer Raum. Dann sei Ux : X — pt(Q(X)), Ux(2)(U) = Iy(x).

Satz C.9. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist ¥x genau dann bijektiv, wenn X nichtern ist. In diesem
Fall ist Wx ein Homdomorphismus und es gilt Ux (U) = ®qx)(U) fir alle U € Q(X).

Beweis. Uy ist injektiv genau dann, wenn es fiir alle z,y € X mit x # y eine offene Menge U gibt, sodass
U genau einen der beiden Punkte z oder y enth&hlt. Dies ist genau dann der Fall, wenn aus x # y immer
{z} # {y} folgt.

Uy ist surjektiv genau dann, wenn aus p € ptQ(X) folgt p € ¥x(X). Nun gilt ptQ(X) = {Iju
U e Q(X), Uist Primelement} sowie Ux(X) = {U — Iy(z) : z € X} = {]Ilmc : x e X}. Also gilt
ptQ(X) = Ux(X) genau dann, wenn alle Primelemente von (X)) von der Form me fiir ein z € X sind. Mit
Lemma C.2 ist dies dquivalent dazu, dass alle irreduziblen, abgeschlossenen und nichtleeren Mengen von der
Form {z} sind.

Insgesamt gilt daher: ¥ x ist bijektiv genau dann, wenn alle irreduziblen, abgeschlossenen und nicht leeren
Mengen von der Form {x} fiir genau ein z € X sind, also genau dann, wenn X niichtern ist.

Nach Satz C.2 ist Q(X) reguldr, und damit ®q(x) : Q(X) — QptQ(X) bijektiv. Also sind alle offenen
Mengen von ptQ2(X) von der Form ®qx)(U) fiir genau ein U € Q(X). Es folgt

Ui (o) (U)) = Ux' ({p € ptQ(X) : p(U) =1})
={zeX : Ux(z)(U) =1}
={reX :zeU}
=U

Insbesondere induziert die bijektive Abbildung ¥x auch eine Bijektion zwischen den Topologien 2(X) und
QptQ(X) und ist daher ein Homdomorphismus. O

Der Cofunktor pt
Proposition C.10. Sei A ein regulirer Verband. Dann ist pt(A) nichtern.

Beweis. Nach Korollar C.9 reicht es zu zeigen, dass W4, bijektiv ist.
Um die Surjektivitit zu sehen sei p € ptQpt(A). Dann ist ker(p) € Qpt(A) ein Hauptideal und daher

ker(p) =1 (\/ ker(p)).

Da \/ ker(p) € Qpt(A) und A regulér ist, gibt es genau ein a € A, sodass \/ ker(p) = ®4(a). Als Kern eines
Punktes ist ker(p) auch ein Primideal, und damit \/ ker(p) € Qpt(A) ein Primelement, und, da &4 : A —
Qpt(A) ein vollstiindiger Verbandsisomorphismus ist, ist auch a = ®,'(\/ ker(p)) ein Primelement. Also
existiert (genau) ein Punkt g € pt(A), sodass \/ ker(q) = la.

49



Es bleibt zu zeigen, dass W,,4)(q) = p. Es gilt:

Upia)(q) =p = ker(W,ea)(q)) = ker(p)
=\ ker(Wyn (@) = \/(ker(®))
— {a}" = ®a(a)
=  s:=03'(la)) =

Esist s =\/{be A: ®4(b) < {q}'} und

®4(b) < {g} q¢ Da(b)
q(b) =0
b e ker(q)

b<a

11t

und daher s = \/{be A : b<a}=a.
Um die Injektivitit zu zeigen, seien p,q € pt(A) mit p # ¢. Dann existiert ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit ein a € A, sodass:
pa) =0 und q(a) =1
= p ¢ P(a) und q € ®(a)
= P(a) C @C und ®(a) & @C
— ) #{a}
= U(p) # ¥(q)

O

Proposition C.11. Seien X und Y niichterne topologische Riume und f : QY) — Q(X) eine Abbil-
dung. Dann ezistiert genau dann eine stetige Funktion g : X — Y mit g~ = f, falls f ein vollstindiger
Verbandshomomorphismus ist. In diesem Fall ist g eindeutig.

”

Beweis. 7 = 7 Es wurde bereits gezeigt, dass ¢! ein vollstindiger Verbandshomomorphismus ist.
"e="8eig: X > Y, g(x):= U (Ux(x)o f) und sei U € Q(Y). Dann folgt
g (U)={zeX: lI/_1(‘I’x( )of)eU}
={zeX: Ux(z)ofeUy(U)}
={zeX: Ux(z)ofe Doy (U)}
={zeX: ¥x(z)of(U)=1}

={re X : Iyy)(r) =1}
={reX: xef(U)}
= f(U)

Also hat g die gewiinschten Eigenschaften.

Um die Eindeutigkeit zu sehen, seien g, h stetig, sodass g~ (U) = h=}(U) = f(U) fiir alle U € Q(Y), und
sei € X. Dann folgt

zeg™ ({g(@)}) =" ({g(@)})
= h(z) € {g(x)}
= {h(2)} < {g(2)}

Analog folgt auch {g(x)} € {h(x)} und insgesamt {h(x)} = {g(x)}. Aus der Niichternheit von Y folgt daraus
h(z) = g(x). O
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Definition C.12. Fiir einen reguliren Verband A sei wie gehabt pt(A) der niichterne topologische Raum der
Punkte. Ist B ein weiterer reguldrer Verband und f : A — B ein vollstindiger Verbandshomomorphismus,
dann ist ®po fod,' : Qpt(A) — Qpt(B) ebenfalls ein vollstindiger Verbandshomomorphismus und pt(f) :
pt(B) — pt(A) sei die eindeutige stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass (pt(f))™' = ®po fo d; .

Dann folgt
Korollar C.13. pt: RVerb — NTop ist ein Cofunktor.

Die Dualitit

Satz C.14. Die Cofunktoren Q und pt begrinden eine Dualitdt zwischen der Kategorie der niichternen
topologischen Riume NTop und der Kategorie der reguliren Verbinden RVerb. Dabei gilt:

1. Fir alle reguliren Verbinde A ist @4 : A — Qpt(A) ein vollstandiger Verbandsisomorphismus. Er hat
die bei einer Dualitit geforderte Kommutativitdtseigenschaft Qpt(f)o®a = ®pof fir alle vollstindigen
Verbandshomomorphismus f : A — B.

2. Fir alle niichternen topologischen Riume X ist Ux : X — ptQ(X) ein Homdomorphismus. Er hat
die bei einer Dualitit geforderte Kommutativitatseigenschaft ptQ)(g) o Wx = Wy o g fir alle stetigen
Funktionen g : X - Y.

Beweis. 1. Dass ®4 ein vollstdndiger Verbandshomomorphismus ist, wurde bereits bewiesen. Die Kommu-
tativitdtseigenschaft folgt sofort aus der Definition.

2. Dass U x ein Homdomorphismus ist, wurde ebenfalls schon bewiesen. Um die Kommutativitatseigen-
schaft zu beweisen, reicht es nach Lemma A.8 zu zeigen, dass Q(Ux) = @5(1)(). Dies folgt aber sofort aus
Satz C.9.

Es bleibt die Bijektivitdt der Cofunktoren auf den Morphismen zu zeigen. Sind X und Y niichterne
topologische Rdume, dann gibt es fiir jeden vollstindigen Verbandshomomorphismus f : Q(Y) — Q(X)
genau eine stetige Funktion g : X — Y mit Q(g) = ¢ = f. Es folgt die Bijektivitit von Q auf den
Morphismen.

Die Bijektivitit von pt auf den Morphismen folgt durch folgende Uberlegung: Die Morphismen in Mor(A, B)
stehen in bijektiver Beziehung zu den Morphismen in Mor(Qpt(A), Qpt(B)) iber die Abbildung x(f) =
®pofod,'. Nun gilt nach Definition C.12 Qpt(f) = x(f). Danun x : Mor(A, B) — Mor(Qpt(A), Qpt(B))
bijektiv, und Q : Mor(pt(B),pt(A)) — Mor(Qpt(A), Qpt(B)) bijektiv, folgt auch die Bijektivitit von
pt: Mor(A, B) — Mor(pt(B), pt(A)). O
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D Ubersicht der Kategorien

’ Zeichen \ Objekte \ Morphismen
Verb Verbinde Verbandshomomorphismen
VVerb vollstdndige Verbénde vollstdndige Verbandshomomorphismen
RVerb reguldre Verbande vollstdndige Verbandshomomorphismen
KohVerb | kohidrente Verbinde kohédrente Verbandshomomorphismen
DVerb distributive Verbénde Verbandshomomorphismen
Heyt Heyting Algebren Verbandshomomorphismen
Bool boolsche Algebren Verbandshomomorphismen
CloAlg closure Algebren closure Algebren Homomorphismen
CloAlg* | Ae Obj(CloAlg) : T(A) € Obj(FEsa) | closure Algebren Homomorphismen
NTop niichterne Topologien stetige Abbildungen
KohTop | kohirente Topologien kohéirente Abbildungen
Stone Stone Spaces stetige Abbildungen
PStone pairwise Stone Space bistetige Abbildungen
QPries quasi Priestley Spaces stetige, ordnungserhaltende Abbildungen
Pries Priestley Spaces stetige, ordnungserhaltende Abbildungen
QEsa quasi Esakia Spaces Esakia Homomorphismen
Esa Esakia Spaces Esakia Homomorphismen
PEsa pairwise Esakia Spaces pairwise Esakia Homomorphismen
KohEsa | kohdrente Esakia Spaces kohérente Esakia Homomorphismen

E Ubersicht der Aquivalenzen

QEsa 2
CloNAlg 2
DVerb 2
RVerb 2 Kohierb
N’;op 2 Kol:Top 2
PStgone 2
Pr;ies -

und Dualitaten

Esa

~

CloAlg*

Heyt Bool

KohEsa Stone

lle

PEsa

I

Esa
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