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1 MOTIVATION/EINLEITUNG 1

Notation

Symbol Bedeutung

N≤n {k ∈ N | k ≤ n}
N<n {k ∈ N | k < n}
[n,m]N {k ∈ N |n ≤ k ≤ m}
X meistens normierter Vektorraum oder Banachraum

X ′ topologischer Dualraum zu X

X∗ algebraischer Dualraum zu X

B(M,X) Menge der beschränkten Funktionen f : M → X

+̇ direkte Summe zweier Unterräume

BXr (x) offene Kugel um x mit Radius r in X

limw
i∈I Grenzwert in der schwachen Topologie

clsM Abschluss der linearen Hülle von M (clsM = spanM)

ι kanonische isomorphe Isometrie von X nach X ′′

δi,j Kronecker-Delta (δi,j = 1 wenn i = j und 0 sonst)

1 Motivation/Einleitung

Der klassische Basisbegriff in einem Vektorraum ist der der Hamelbasis. Dabei
lässt sich jedes Element des Vektorraumes eindeutig als Linearkombination von
Basisvektoren darstellen. Hier sei angemerkt, dass Linearkombinationen immer
endliche Summen sind. Das heißt konkret für einen Vektorraum V ist B ⊆ V
genau dann eine Basis, wenn sich jedes x ∈ V eindeutig darstellen lässt als

x =

n∑
k=1

xkbk

für gewisse bk aus B. Die Mächtigkeit der Basis wird als Dimension des Vektor-
raum bezeichnet.

In einem unendlichdimensionalen Banachraum sind Hamelbasen immer über-
abzählbar groß, wie das folgende Beispiel zeigen wird.

1.1 Beispiel. Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum und B seine
normierte Hamelbasis, das heißt ‖b‖X = 1 für alle b ∈ B. Betrachte nun einen
echten Teilraum Y von X, sodass M mit M ( B eine Basis von Y ist. Da in
jeder ε-Umgebung Bε(y) eines y ∈ Y das Element y + ε

2b für b /∈ M enthalten
ist, gilt

Bε(y) * Y für alle ε > 0.

Also ist keine offene Menge in Y enthalten. Daher ist das Innere von Y leer und
infolge ist X\Y dicht in X.

Wäre B nun abzählbar, dann gäbe es eine Bijektion von N auf B. Daher
lässt sich B auch als {bn |n ∈ N} schreiben. Nun erfüllt jedes Folgenglied von(

span{bi | i ∈ N≤n}
)
n∈N die gleichen Vorraussetzungen wie Y zuvor. Außer-

dem ist jedes Folgenglied ein endlichdimensionaler Unterraum von X und daher
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abgeschlossen. Nach dem Satz von Baire [2, Satz 4.1.1] ist⋂
n∈N

X\ span{bi | i ∈ N≤n}

dicht in X. Andererseits ist jedes x ∈ X ein Element aus span{bi | i ∈ N≤n} für
ein n ∈ N. Somit erhält man den Widerspruch⋂

n∈N
X\ span{bi | i ∈ N≤n} = ∅.

Im Falle eines unendlichdimensionalen Banachraumes hat man also immer
eine überabzählbar große Hamel-Basis. Nachdem der Existenzbeweis für solche
Basen das Lemma von Zorn verwendet, ist es schwierig so eine anzugeben. Daher
ist es naheliegend, einen anderen Basisbegriff für Banachräume zu verwenden.

2 Schauderbasis

Im weiteren Verlauf werden normierte Vektorräume und Banachräume über dem
Skalarkörper R oder C betrachtet, da es selten einen Unterschied macht, welcher
der beiden Skalarkörper konkret verwendet wird, wird K den Skalarkörper der
Vektorräume bezeichnen.

2.1 Grundlegendes über Schauderbasen

2.1 Definition. Eine Folge (ei)i∈N in einem normierten Vektorraum X wird
Schauderbasis von X genannt, falls es für jedes x ∈ X eine eindeutige Folge
(ai)i∈N aus dem Skalarkörper K gibt, sodass

x =

∞∑
i=1

aiei.

2.2 Beispiel.

• Jede Orthonormalbasis in einem seperablen Hilbertraum ist klarerweise
auch eine Schauderbasis.

• Die Räume `p mit p ∈ [1,+∞) haben ei = (δi,j)j∈N für i ∈ N als Schau-
derbasis. Denn ist (ai)i∈N ∈ `p, so gilt∥∥∥(ai)i∈N −

n∑
i=1

aiei

∥∥∥
p

=

( ∞∑
i=n+1

|ai|p
) 1
p

< ε

für n ∈ N groß genug.

• Der Raum der Nullfolgen c0 versehen mit der Supremumsnorm hat eben-
falls die Schauderbasis (ei)i∈N aus dem vorherigen Beispiel. Da für eine
Nullfolge (ai)i∈N ∥∥∥(ai)i∈N −

n∑
i=1

aiei

∥∥∥
∞

= sup
i>n
|ai| < ε

für n ∈ N groß genug gilt.
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2.3 Fakta. Aus Definition 2.1 folgen unmittelbar einige Eigenschaften:

• Wegen der Eindeutigkeit der Folge (ai)i∈N sind die Vektoren (ei)i∈N linear
unabhängig.

• Besitzt der Raum X eine Schauerbasis, so ist dieser automatisch sepera-
bel, da die Menge aller rationalen Linearkombinationen von Basisvektoren
(ei)i∈N abzählbar ist und dicht in X liegt.

• Die Abbildungen e′i : X → K, x 7→ ai sind wohldefiniert und linear. Die
Wohldefiniertheit der Abbildung folgt aus der Eindeutigkeit der Koeffizi-
entenfolge zu jedem x. Die Abbildung ist linear, da es für alle x, y ∈ X
eine eindeutige Koeffizientenfolgen (ai)i∈N, (bi)i∈N gibt, sodass

x =

∞∑
i=1

aiei und y =

∞∑
i=1

biei

und somit für jedes λ ∈ K

e′i(x+ λy) = e′i

( ∞∑
i=1

(ai + λbi)ei

)
= ai + λbi = e′i(x) + λe′i(y)

gilt

• Durch die Basisdarstellung sind in natürlicher Weise Projektionen

Pn :
X → span{ei | i ∈ N≤n}∑∞

i=1 aiei 7→
∑n
i=1 aiei

definiert. Für diese gilt dim ranPn = n, PnPm = PmPn = Pmin{n,m} und
limn∈N Pnx = x für alle x ∈ X.

Wenn man umgekehrt eine Folge von Projektionen (Pn)n∈N gegeben hat,
dann gibt uns der folgende Satz Auskunft, wann man daraus wieder eine Schau-
derbasis erhält.

2.4 Satz. Sei (Pn)n∈N eine Folge von beschränkten linearen Selbstabbildungen
in einem normierten Raum X mit folgenden Eigenschaften:

(i) dim ranPn = n,

(ii) PnPm = Pmin{n,m},

(iii) limn∈N Pnx = x für alle x ∈ X.

Dann erhält man eine Schauderbasis indem man 0 6= ei ∈ ranPi ∩ kerPi−1
für i ∈ N beliebig wählt, wobei P0 = 0. Dabei sind die (Pn)n∈N wiederum genau
die Projektionen zur Schauderbasis (ei)i∈N.

Beweis. Aus PnPm = Pmin{n,m} folgt für m = n, dass es sich um Projektionen
handelt und damit X = ranPn+̇ kerPn.
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Wegen (i) und (ii) gilt ranPn−1 ( ranPn. Nachdem immer eine Dimension
unterschied zwischen ranPn und ranPn−1 ist, muss ranPn ∩ kerPn−1 eindi-
mensional sein. Die Abbildung Pn − Pn−1 ist genau die Projektion auf diesen
eindimensionalen Unterraum. Pnx lässt sich als Teleskopsumme

Pnx =

n∑
i=1

(Pi − Pi−1)x.

schreiben. Gemäß der Wahl der (ei)i∈N lässt sich so eine eindimensionale Pro-
jektion (Pi − Pi−1)x auch schreiben als αi(x)ei mit einem linearen Funktional
αi. Wegen (iii) gilt

x = lim
n∈N

Pnx =

∞∑
i=1

αi(x)ei

für alle x ∈ X.
Gemäß der Wahl der (ei)i∈N gilt Pnei = ei falls n ≥ i und Pnei = 0 sonst.

Gilt für ein x ∈ X, x =
∑∞
i=1 βiei, dann folgt aus der Stetigkeit der Projektionen

Pn

αn(x)en = (Pn − Pn−1)

∞∑
i=1

βiei
Pjstetig

=

∞∑
i=1

βi(Pn − Pn−1)ei = βnen,

womit auch die Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge gezeigt wurde.
q

2.5 Lemma. Sei X ein normierter Vektorraum, (I,�) eine gerichtete Menge
und (Pi)i∈I ein Netz von beschränkten linearen Selbstabbildungen in X.

Wenn das Netz (Pi)i∈I gleichmäßig beschränkt ist, d.h. supi∈I ‖Pi‖ < +∞,
und gilt limi∈I Pix = x für alle x ∈ D für ein dichtes D ⊆ X, dann folgt
limi∈I Pix = x für alle x ∈ X.

Beweis. Sei y ∈ X beliebig. Wegen der Dichtheit von D gibt es für jedes ε > 0
ein xε ∈ D, sodass ‖xε − y‖ < ε. Nun ergibt sich

‖Piy − y‖ = ‖Piy − y + Pixε − Pixε + xε − xε‖
≤ ‖xε − y‖ + ‖Pi(y − xε)‖ + ‖Pixε − xε‖
≤ (C + 1)ε+ ‖Pixε − xε‖ ,

wobei C eine obere Schranke für alle ‖Pi‖ ist. Somit gilt lim supi∈I ‖Piy − y‖ ≤
(C + 1)ε, und wegen der Beliebigkeit von ε > 0 folgt limi∈I Piy = y und damit
die Aussage.

q

2.6 Korollar. Sei (Pn)n∈N eine gleichmäßig beschränkte Folge von linearen
Selbstabbildungen in einem normierten Vektorraum X, sodass PmPn = Pmin{n,m}
und dim ranPn = n. Wählt man für jedes i ∈ N ein 0 6= ei ∈ ranPi ∩ kerPi−1,
wobei P0 = 0, so ist (ei)i∈N eine Schauderbasis für Z :=

⋃
n∈N ranPn.

Beweis. Wegen der Wahl der (ei)i∈N gilt ranPn = span{ei | i = 1, . . . , n}, womit⋃
n∈N

ranPn = span{ei | i ∈ N} und Z = cls{ei | i ∈ N}
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gilt. Offensichtlich liegt span{ei | i ∈ N} dicht in Z. Für jedes x ∈ span{ei | i ∈ N}
gibt es ein kx ∈ N und Koeffizienten (ai)

kx
i=1, sodass x =

∑kx
i=1 aiei. Daher folgt

Pnx = Pn

kx∑
i=1

aiei =

kx∑
i=1

aiPnei =

min{n,kx}∑
i=1

aiei.

Also gilt Pnx = x, wenn n ≥ kx, weswegen limn∈N Pnx = x erfüllt ist. Nun sind
wegen Lemma 2.5 die Voraussetzungen von Satz 2.4 erfüllt, womit (ei)i∈N eine
Schauderbasis von Z ist.

q

2.7 Proposition. Sei (ei)i∈N eine Schauderbasis eines dichten Unterraumes
Y von X, dessen Projektionen (Pn)n∈N gleichmäßig beschränkt sind, dann ist
(ei)i∈N bereits eine Schauderbasis für X.

Beweis. Die Projektionen lassen sich wegen der Dichtheit von Y in X stetig
auf X fortsetzen. Da Pn(Y ) bereits abgeschlossen ist, gilt Pn(X) = Pn(Y ). Die
Abbildungsnorm bleibt ebenfalls erhalten. Die Fortsetzungen erfüllen daher alle
Voraussetzungen von Korollar 2.6, womit X eine Schauderbasis hat. Nachdem
0 6= ei ∈ ranPi ∩ kerPi−1 für alle i ∈ N, ist (ei)i∈N eine mögliche Wahl für eine
Schauderbasis von X.

q

Um zu zeigen, dass die Projektionen (Pn)n∈N zu einer Schauderbasis (en)n∈N
in einem Banachraum beschränkt sind, wird ein Umweg über einen Funktionen-
raum gemacht.

2.2 Der Raum c(N, X)

Für einen Banachraum X sei daran erinnert, dass der Raum B(I,X) der be-
schränkten Funktionen von einer Menge I nach X versehen mit der Supremums-
norm ‖.‖∞ einen Banachraum abgibt.

2.8 Definition. Für einen Banachraum X und eine gerichtete Menge I be-
zeichne c(I,X) die Menge aller f ∈ B(I,X), für die limi∈I f(i) in X existiert.

Wegen der Linearität des Grenzwerts ist c(I,X) ein Unterraum von B(I,X).
c(I,X) ist nicht leer, da alle konstanten Funktionen darin enthalten sind. Mit
der Hilfe des folgenden Resultats aus der Analysis [6, Lemma 8.7.1] erhält man
sogar mehr.

2.9 Satz. Seien (I,�I) und (J,�J) zwei gerichtete Mengen und sei 〈X, d〉 ein
vollständig metrischer Raum.

Weiters seien H : I × J → X und h : I → Y Funktionen, sodass für alle
j ∈ J die Funktion Hj : I → X, i 7→ H(i, j) beschränkt ist und sodass

h(i) = lim
j∈J

H(i, j)

gleichmäßig auf I, das heißt

∀ε > 0 ∃j0 : ∀j � j0 ∀i ∈ I : d(H(i, j), h(i)) ≤ ε,

bzw. äquivalent dazu h = limj∈J Hj in 〈B(I,X), d∞〉.



2 SCHAUDERBASIS 6

Schließlich existiere für alle j ∈ J der Limes Aj := limi∈I H(i, j). Unter
diesen Voraussetzungen ist sowohl (Aj)j∈J als auch (h(i))i∈I in X konvergent,
wobei

lim
i∈J

Aj = lim
i∈I

h(i).

Also gilt

lim
j∈J

lim
i∈I

H(i, j) = lim
i∈I

lim
j∈J

H(i, j).

2.10 Korollar. Der Vektorraum c(I,X) ist ein Banachraum. Die Funktion L :
c(I,X)→ X, f 7→ limi∈I f(i) ist linear und beschränkt mit ‖L‖ = 1.

Beweis. Wählt man J = N, H(i, n) = fn(i) und h(i) = f(i) für eine in B(I,X)
gegen ein f ∈ B(I,X) konvergente Folge (fn)n∈N aus c(I,X), so folgt aus Satz
2.9, dass auch f ∈ c(I,X). Damit ist c(I,X) ein abgeschlossener Unterraum
von B(I,X) und infolge vollständig. Für den Operator L gilt

‖L(f)‖ = ‖ lim
i∈I

f(i)‖ ≤ sup
i∈I
‖f(i)‖ = ‖f‖∞ .

Da für konstante Funktionen sogar Gleichheit gilt, folgt ‖L‖ = 1.
q

2.11 Definition. Sei X ein Banachraum und I eine gerichtete Menge. Weiters
sei Zi für jedes i ∈ I ein abgeschlossener Teilraum von X und Ai,j : Zj → Zi für
i, j ∈ I mit i � j ein linearer beschränkter Operator, sodass Ai,k = Ai,j ◦ Aj,k
für i � j � k. Dann setzen wir

B(I, (Ai,j), X) := {f ∈ B(I,X) | ∀i ∈ I f(i) ∈ Zi, ∀i � j f(i) = Ai,jf(j)}
c(I, (Ai,j), X) := B(I, (Ai,j), X) ∩ c(I,X).

Da die (Zi)i∈I lineare Teilräume vonX und die (Ai,j)i�j lineare Abbildungen
sind, gilt für f, g ∈ B(I, (Ai,j), X) und λ ∈ K

f + λg ∈ B(I, (Ai,j), X).

Außerdem ist B(I, (Ai,j), X) nicht leer, da die konstante 0 Funktion alle Forde-
rungen erfüllt, womit B(I, (Ai,j), X) ein linearer Teilraum von B(I,X) ist.

Die Teilräume (Zi)i∈I werden in der Schreibweise B(I, (Ai,j), X) weggelas-
sen, da sie implizit durch die Definitionsbereiche der (Ai,j)i�j gegeben sind:

Zi = domAi,i.

2.12 Lemma. B(I, (Ai,j), X) ist abgeschlossen in B(I,X) und damit selbst ein
Banachraum. Insbesondere ist c(I, (Ai,j), X) ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Die Abbildungen πi : B(I,X) → X, f 7→ f(i) sind linear und be-
schränkt, womit

Y := {f ∈ B(I,X) | ∀i ∈ I f(i) ∈ Zi } =
⋂
i∈I

π−1i (Zi)
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abgeschlossen ist. Die Abbildungen φi,j = πi − Ai,j ◦ πj : Y → Zi sind als
Zusammensetzung stetiger Abbildungen selbst stetig. Daher ist

B(I, (Ai,j), X) = {f ∈ Y |φi,j(f) = 0 ∀i � j} =
⋂
i�j

kerφi,j

abgeschlossen. Der Raum c(I, (Ai,j), X) = B(I, (Ai,j), X)∩c(I,X) ist als Schnitt
zweier abgeschlossener Teilräume selbst abgeschlossen.

q

2.13 Satz. Sei X ein Banachraum, (ei)i∈N eine Schauderbasis von X, (Pn)n∈N
die dazugehörigen Projektionen und für n ≤ m sei Pn,m : ranPm → ranPn die
Einschränkung Pn|ranPm .

Dann ist L : c(N, (Pn,m), X) → X, f 7→ limn∈N f(n) eine in beide Richtun-
gen beschränkte lineare Bijektion.

Beweis. ranPm ist endlichdimensional, womit Pn,m beschränkt und ranPm ab-
geschlossen ist. Also lässt sich c(N, (Pn,m), X) definieren und gibt wegen Lemma
2.12 einen Banachraum ab. Für ein f ∈ c(N, (Pn,m), X) gilt f(n) ∈ ranPn für je-
des n ∈ N. Wegen der linearen Unabhängigkeit der (ei)i∈N gilt f(n) =

∑n
i=1 aiei

für eindeutige Koeffizienten (ai)
n
i=1. Nachdem Pk,mf(m) = f(k) für k ≤ m oder

gleichbedeutend

Pk

m∑
i=1

aiei =

k∑
i=1

aiei,

gilt, gibt es für jedes f ∈ c(N, (Pn,m), X) eine eindeutige Koeffizientenfolge
(ai)i∈N, sodass f = (

∑n
i=1 aiei)n∈N. Somit gilt L(f) =

∑∞
i=1 aiei. Nun muss L

injektiv sein, nachdem (ei)i∈N eine Schauderbasis ist und damit nur die kon-
stante 0-Folge unter L auf 0 abgebildet wird.

Außerdem ist für jedes x ∈ X die Folge (Pnx)n∈N beschränkt, da sie kon-
vergent gegen x ist. Daher ist f := (Pn(x))n∈N ein Element von c(N, (Pn,m), X)
mit L(f) = x.

Schließlich ist L eine beschränkte lineare bijektive Abbildung zwischen zwei
Banachräumen und wegen des Satzes der offenen Abbildung [2, Satz 4.3.1] ist
auch L−1 beschränkt.

q

2.14 Korollar. Die Projektionen (Pn)n∈N einer Schauderbasis (ei)i∈N in einem
Banachraum X sind stetig und sogar gleichmäßig beschränkt. Die Koeffizien-
tenabbildungen (e′i)i∈N sind ebenfalls stetig.

Beweis. Nachdem die Inverse L−1 : X → c(N, (Pn,m), X) von L aus Satz 2.13
beschränkt ist, wobei L−1x = (Pnx)n∈N, erhalten wir∥∥L−1∥∥ = sup

‖x‖=1

‖(Pnx)n∈N‖∞ = sup
‖x‖=1

sup
n∈N
‖Pnx‖ = sup

n∈N
sup
‖x‖=1

‖Pnx‖ = sup
n∈N
‖Pn‖ .

Insbesondere gilt supn∈N ‖Pn‖ < +∞ und für die Koeffizientenabbildungen folgt

|e′n(x)| ‖en‖ = ‖e′n(x)en‖ = ‖(Pn − Pn−1)x‖ ≤ 2 sup
n∈N
‖Pn‖ ‖x‖ ‖en‖ ,
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womit ‖e′n‖ ≤
2 supn∈N‖Pn‖
‖en‖ .

q

2.15 Definition. Der Wert bc(ei) := supn∈N ‖Pn‖ wird Basiskonstante ge-
nannt. Gilt bc(ei) = 1, so wird die Schauderbasis (ei)i∈N monoton genannt.

2.16 Bemerkung. Normiert man die Schauderbasis (ei)i∈N, so erhält man, dass
(ẽi)i∈N =

(
ei
‖ei‖

)
i∈N ebenfalls eine Schauderbasis ist, dessen Koeffizientenabbil-

dungen (ẽ′i)i∈N = (‖ei‖ e′i)i∈N gleichmäßig mit

‖ẽ′i‖ = ‖ei‖ ‖e′i‖ ≤ 2bc(en)

beschränkt sind.

2.3 Basisfolgen

2.17 Definition. Eine Folge (ei)i∈N in einem Banachraum X wird Basisfolge
genannt, falls diese eine Schauderbasis von cls{ei | i ∈ N} ist.

2.18 Bemerkung. Auch für eine Basisfolge (ei)i∈N sind die Koordinatenabbil-
dungen e′i : cls{ei | i ∈ N} → K stetige Funktionale und die Projektionen
Pn : cls{ei | i ∈ N} → span{ei | i ∈ N≤n}, x 7→

∑n
i=1 e

′
i(x)ei gleichmäßig be-

schränkt mit bc(ei).

2.19 Korollar. Eine Folge (ei)i∈N in einem Banachraum X ist genau dann
eine Basisfolgen, wenn ei 6= 0 für alle i ∈ N und es eine Konstante K ∈ R+

für alle Folgen (ai)i∈N aus dem Skalarkörper und alle n,m ∈ N mit n ≤ m gibt,
sodass ∥∥∥∥ n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥ ≤ K∥∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥. (1)

Die kleinste derartige Konstante K stimmt mit bc(ei) überein.

Beweis. Wenn (ei)i∈N eine Basisfolge ist, so gilt∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥Pn m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥ ≤ bc(ei)∥∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥
für alle n ≤ m und alle (ai)i∈N, wobei die Pn die Projektionen aus Bemerkung
2.18 sind.

Wären die (ei)i∈N linear abhängig, so gäbe es ein n ∈ N und Skalare (ai)
n
i=1,

sodass
∑n
i=1 aiei = 0 und

∑n−1
i=1 aiei 6= 0 gilt. Das widerspräche aber Bedingung

(1). Somit gilt dim span{ei | i ∈ N≤n} = n. Definiert man nun Projektionen
durch

Pn :
span{ei | i ∈ N} → span{ei | i ∈ N}∑m

i=1 aiei 7→
∑min{n,m}
i=1 aiei

,

so ist die Folge (Pn)n∈N, wegen (1) gleichmäßig beschränkt und erfüllt alle
Voraussetzungen von Satz 2.4. Die Bedingung (iii) ist erfüllt, da Pnx für ein
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x ∈ span{ei | i ∈ N} ab einem hinreichend großen n0 konstant x ist. Also ist
(ei)i∈N eine Schauderbasis von span{ei | i ∈ N} und wegen Proposition 2.7 auch
eine Schauderbasis von cls{ei | i ∈ N}.

Aus der Definition von bc(ei) folgt unmittelbar bc(ei) ≤ K für jedes K,
welches (2.19) erfüllt. Da bc(ei) eine mögliche Wahl für ein solches K ist, folgt
die Behauptung.

q

2.20 Definition. Sei (ei)i∈N eine Basisfolge in einem Banachraum X und
(bi)i∈N eine Basisfolge in einem Banachraum Y . Dann heißt (ei)i∈N äquivalent zu
(bi)i∈N, wenn für jede Koeffizientenfolge (ai)i∈N die Konvergenz Reihe

∑∞
i=1 aiei

äquivalent zu der von
∑∞
i=1 aibi ist.

2.21 Satz. Sei (ei)i∈N eine Basisfolge in einem Banachraum X und (bi)i∈N eine
Folge in einem Banachraum Y . Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) (bi)i∈N ist eine zu (ei)i∈N äquivalente Basisfolge.

(ii) Es gibt eine in beide Richtungen beschränkte lineare Bijektion
Φ : cls{ei | i ∈ N} → cls{bi | i ∈ N}, sodass Φ(ei) = bi für alle i ∈ N.

(iii) Es gibt zwei Konstante C1, C2 > 0, sodass für alle Skalare (ai)
n
i=1

1

C1

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥ n∑
i=1

aibi

∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥
X

gilt.

Beweis. (i)⇒ (ii): Definiere die Abbildung

Φ :
cls{ei | i ∈ N} → cls{bi | i ∈ N}

x =
∑∞
i=1 e

′
i(x)ei 7→

∑∞
i=1 e

′
i(x)bi

.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, linear, injektiv und surjektiv, da es sich laut
Voraussetzung um äquivalente Basisfolgen handelt. Ist

(
(xk,Φ(xk))

)
k∈N eine

gegen (x, y) konvergente Folge aus cls{ei | i ∈ N} × cls{bi | i ∈ N}, so folgt aus
der Stetigkeit der Koeffizientenabbildungen, dass

lim
k∈N

e′i(xk) = e′i(x) und lim
k∈N

e′i(xk) = lim
k∈N

b′i(Φ(xk)) = b′i(y)

für alle i ∈ N. Daher gilt e′i(x) = b′i(y) und damit Φ(x) = y. Aus dem Satz
des abgeschlossenen Graphen [2, Satz 4.4.2] folgt, dass Φ stetig ist und aus dem
Satz der offenen Abbildung [2, Korollar 4.3.4], dass Φ−1 stetig ist.

(ii)⇒ (iii): (iii) gilt für C1 :=
∥∥Φ−1

∥∥ und C2 := ‖Φ‖.
(iii)⇒ (i): Für beliebiges m ≤ n und beliebige Skalare (ai)

n
i=1 gilt∥∥∥∥ n∑

i=1

aibi

∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥
X

≤ C2bc(ei)

∥∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥
X

≤ C1C2bc(ei)

∥∥∥∥ m∑
i=1

aibi

∥∥∥∥
Y

,

womit (bi)i∈N laut Korollar 2.19 eine Basisfolge ist.
Sei nun (ai)i∈N eine Folge aus dem Skalarkörper, sodass

∑∞
i=1 aiei kon-

vergiert. Dann gilt nachdem Cauchy-Kriterium ‖
∑n
i=m aiei‖X < ε

C2
, wenn
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n,m > n0 für ein gewisses n0 ∈ N. Wähle nun diese n0 und definiere für gege-
benes m die Folge (ãi)i∈N durch

ãi =

{
ai, i ≤ m,
0, sonst.

Dann gilt∥∥∥∥ n∑
i=1

aibi −
m∑
i=1

aibi

∥∥∥∥
Y

=

∥∥∥∥ n∑
i=1

(ai − ãi)bi
∥∥∥∥
Y

≤ C2

∥∥∥∥ n∑
i=m+1

aiei

∥∥∥∥
X

< ε,

womit
(∑n

i=1 aibi
)
n∈N eine Cauchy-Folge ist und konvergiert. Umgekehrt verläuft

der Beweis analog. Also sind (ei)i∈N und (bi)i∈N äquivalent.
q

3 Das Basisproblem

Wie schon am Anfang in Fakta 2.3 angemerkt, ist jeder Banachraum mit Schau-
derbasis seperabel, wodurch sich die Frage aufdrängt, ob auch jeder seperable
Banachraum eine Schauderbasis besitzt. Diese Fragestellung wird das Basispro-
blem genannt. Lange Zeit war diese Fragestellung ein offenes Problem bis 1972
Per Enflo das Problem negativ löste [3].

3.1 Definition. Ein Banachraum X hat die beschränkte Approximationseigen-
schaft (BAP), wenn es eine Folge (An)n∈N von beschränkten linearen Selbstab-
bildungen endlichen Ranges gibt, sodass

lim
n∈N
‖Anx− x‖ = 0 für alle x ∈ X. (2)

3.2 Bemerkung. Die Projektionen (Pn)n∈N zu einer Schauderbasis erfüllen die
Forderung (2), womit jeder Banachraum, der eine Schauderbasis besitzt, die
beschränkte Approximationseigenschaft hat.

3.3 Definition. Ein Banachraum X hat die Approximationseigenschaft, wenn
es für jeden Banachraum Y und zu jedem kompakten Operator T : Y → X eine
Folge von Operatoren endlichen Ranges (Tn)n∈N gibt, sodass

lim
n∈N
‖T − Tn‖ = 0.

3.4 Lemma. Ein Banachraum X hat die Approximationseigenschaft, wenn für
jede kompakte Menge K und alle ε > 0 ein Operator A : X → X endlichen
Ranges existiert, sodass

sup
x∈K
‖Ax− x‖ < ε.
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Beweis. Ist Y ein Banachraum und T : Y → X ein kompakter Operator,
so ist K := T (B1(0)) kompakt. Wähle nun für jedes n ∈ N einen Operator
An : X → X, sodass supx∈K ‖Anx− x‖ < 1

n . Dann gilt

‖T −AnT‖ = sup
y∈B1(0)

‖Ty −AnTy‖ = sup
x∈K
‖x−Anx‖ <

1

n
.

Also hat (Tn)n∈N := (AnT )n∈N die in Definition 3.3 geforderte Eigenschaft.
q

3.5 Satz. Aus der beschränkten Approximationseigenschaft folgt die Approxi-
mationseigenschaft.

Beweis. Nachdem die Folge (An)n∈N aus Definition 3.1 punktweise gegen die
Identität konvergiert gilt supn∈N ‖Anx‖ < ∞. Nach dem Principle of Uniform
Boundedness [2, Korollar 4.2.2] folgt C := supn∈N ‖An‖ <∞.

Sei K ⊆ X kompakt. Klarerweise lässt sich K von
⋃
x∈K B ε

2(C+1)
(x) über-

decken. Nachdem K kompakt ist, gilt bereits K ⊆
⋃k
i=1B ε

2(C+1)
(xi) für be-

stimmte (xi)
k
i=1 aus K. Für jedes x ∈ K gibt es demnach ein xi, sodass

‖x− xi‖ < ε
2(C+1) . Daher gilt

‖Anx− x‖ ≤ ‖Anx−Anxi + xi − x‖ + ‖Anxi − xi‖
≤ (‖An‖ + 1) ‖x− xi‖ + ‖Anxi − xi‖ .

Wählt man nun n so groß, dass maxi=1...k ‖Anxi − xi‖ ≤ ε
2 , so erhält man

‖Anx− x‖ < (C + 1)
ε

2(C + 1)
+
ε

2
< ε,

wenn nur x ∈ K. Also gilt auch supx∈K ‖Anx− x‖ < ε für n groß genug. Aus
Lemma 3.4 folgt schließlich die Behauptung.

q

Aus Bemerkung 3.2 und Satz 3.5 folgt, dass jeder Banachraum mit Schau-
derbasis die Approximationseigenschaft hat.

Das heißt, um das Basisproblem negativ zu lösen, reicht es einen seperablen
Banachraum zu finden, der die Approximationseigenschaft nicht erfüllt, da diese
aus der Existenz einer Schauderbasis folgen müsste. In der Tat ging Per Enflo
bei seiner Lösung des Basisproblems derart vor [3].

4 Schwache Schauderbasen

4.1 Definition. Eine Folge (ei)i∈N in einem normierten Vektorraum X wird
schwache Schauderbasis von X genannt, falls es für jedes x ∈ X eine eindeutige
Folge (ai)i∈N aus dem Skalarkörper K gibt, sodass die Reihe

∑∞
i=1 aiei schwach

gegen x konvergiert, d.h.

lim
N→∞

φ
( N∑
i=1

aiei

)
= φ(x) für alle φ ∈ X ′.
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4.2 Bemerkung. Auch für eine schwache Schauderbasis ist in natürlicher Weise
eine Folge von Projektionen (Pn)n∈N definiert

Pn :
X → span{ei | i ∈ N≤n}
x 7→

∑n
i=1 aiei

,

wobei (ai)i∈N die eindeutige Koeffizietenfolge zu x ist.

4.3 Lemma. Sei X ein Banachraum und (xn)n∈N eine gegen x schwach kon-
vergente Folge, d.h. limn∈N φ(xn) = φ(x) für alle φ ∈ X ′. Dann ist die Folge
beschränkt.

Beweis. Im Folgenden bezeichnet ι : X → X ′′ die kanonische Einbettung von
X in dessen topologischen Bidualraum X ′′.

Wegen φ(xn)
n→∞→ φ(x) gibt es ein n0 sodass |φ(xn)| < |φ(x)| + 1 für alle

n ≥ n0. Nachdem ι(xn)(φ) = φ(xn) gilt

sup
n∈N
‖ι(xn)(φ)‖ = sup

n∈N
‖φ(xn)‖ ≤ max

n≤no
{|φ(xn)|, |φ(x) + 1|}︸ ︷︷ ︸

:=Cφ

<∞.

Wegen des Principle of Uniform Boundedness [2, Korollar 4.2.2] ist ι(xn) gleich-
mäßig beschränkt. Da ι eine Isometrie ist, folgt die Aussage.

q

4.4 Definition. Für einen Banachraum X und eine gerichtete Menge (I,�)
bezeichnet cw(I,X) die Menge aller f ∈ B(I,X) für die ein xf ∈ X existiert,
sodass limw

i∈I f(i) = xf , das heißt limi∈I φ(f(i)) = φ(xf ) für alle φ ∈ X ′.

4.5 Lemma. cw(I,X) ist ein abgeschlossener Unterraum von B(I,X). Au-
ßerdem ist Lw : cw(I,X) → X, f 7→ limw

i∈I f(i) eine lineare Abbildung mit
‖Lw‖ = 1.

Beweis. Konstante Funktionen sind in cw(I,X) enthalten, womit cw(I,X) nicht
leer ist. Da für schwach konvergente Netze (f(i))i∈I , (g(i))i∈I und komplexe
Zahlen λ

lim
i∈I

φ[f(i) + λg(i)] = lim
i∈I

φ(f(i)) + λ lim
i∈I

φ(g(i)) für alle φ ∈ X ′

gilt, ist cw(I,X) ein Unterraum von B(I,X). Daraus folgt außerdem auch die
Linearität von Lw.

Für f ∈ cw(I,X) gilt f(i) ∈ BX‖f‖∞(0) für alle i ∈ I. Nachdem diese Menge

konvex und abgeschlossen in der Normtopologie ist, ist sie laut [2, Satz 5.3.8]
auch abgeschlossen in der schwachen Topologie. Damit ist Lw(f) = limw

i∈I f(i)

ebenfalls in B
X

‖f‖∞(0) enthalten und infolge gilt ‖Lw(f)‖ ≤ ‖f‖∞, wobei für
konstante Funktionen Gleichheit gilt.

Ist (fn)n∈N eine Folge aus cw(I,X), die gegen ein f ∈ B(I,X) konvergiert,
so gilt ‖Lw(fn)− Lw(fm)‖ ≤ ‖fn − fm‖∞. Daher ist (Lw(fn))n∈N eine Cauchy
Folge in X und infolge konvergent gegen ein x0 ∈ X. Mit (fn)n∈N konvergiert
auch (φ ◦ fn)n∈N für alle φ ∈ X ′ gleichmäßig. Wegen der Stetigkeit von φ und
Satz 2.9 gilt

lim
i∈I

φ(f(i)) = lim
i∈I

lim
n∈N

φ(fn(i)) = lim
n∈N

lim
i∈I

φ(fn(i)) = lim
n∈N

φ(Lw(fn)) = φ(x0)
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für alle φ ∈ X ′. Also ist f ∈ cw(I,X) mit Lw(f) = x0.
q

4.6 Definition. Analog zu c(I, (Ai,j), X) lässt sich für schwache Konvergenz

cw(I, (Ai,j), X) := B(I, (Ai,j), X) ∩ cw(I,X)

definieren.

Der Raum cw(I, (Ai,j), X) ist selbst als Schnitt zweier abgeschlossener Un-
terräume ein abgeschlossener Unterraum

4.7 Satz. Sei (ei)i∈N eine schwache Schauderbasis eines Banachraums X,
(Pn)n∈N die dazugehörigen Projektionen und für n ≤ m sei Pn,m : ranPm →
ranPn die Einschränkung Pn|ranPm .

Dann ist L : cw(N, (Pn,m), X) → X, f 7→ limw
n∈N f(n) eine in beide Rich-

tungen beschränkte lineare Bijektion.

Beweis. Die Injektivität von Lw kann analog zu der Injektivität von L im Beweis
von Satz 2.13 gezeigt werden.

Für x ∈ X ist (Pnx)n∈N als schwach konvergente Folge laut Lemma 4.3
beschränkt. Daher liegt f := (Pnx)n∈N in cw(N, (Pn,m), X), wobei Lw(f) = x.
Also ist Lw surjektiv.

Nun ist Lw als bijektive beschränkte lineare Abbildung wegen des Satzes der
offenen Abbildung [2, Satz 4.3.1] ein Homöomorphismus.

q

4.8 Korollar. Ist (ei)i∈N eine schwache Schauderbasis eines Banachraums X,
so ist (ei)i∈N eine Schauderbasis von X.

Beweis. Die Projektionenfolge (Pn)n∈N ist gleichmäßig beschränkt durch
∥∥L−1w ∥∥.

Der Beweis dafür verläuft exakt wie jener in Korollar 2.14.
Für jedes x ∈ span{ei | i ∈ N} konvergiert Pnx

n→∞→ x nicht nur in der
schwachen Topologie sondern auch in der Normtopologie, da die Folge ab einem
hinreichend großen Index n0 konstant ist. Nachdem span{ei | i ∈ N} konvex
ist, stimmt der Normabschluss mit dem schwachen Abschluss, welcher X ist,
überein.

Proposition 2.7 besagt, dass (ei)i∈N bereits eine Schauderbasis für X ist.
q

5 Duale Schauderbasis

5.1 Definition. Ist X ein Banachraum und (ei)i∈N eine Schauderbasis von X,
dann wird die dazu gegebenen Folge von Koeffizientenabbildungen (e′i)i∈N aus
X ′ (Korollar 2.14) duale Schauderbasis genannt.

5.2 Bemerkung. Die duale Schauderbasis (e′i)i∈N ist im Allgemeinen keine
Schauderbasis von X ′.

5.3 Bemerkung. Nachdem e′i(ej) = 0 für i 6= j, gilt für alle Koeffizienten (ai)i∈N

e′i(ei) = 1 6= 0 =
∑

k∈N\{i}

ake
′
k(ei).
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Daher ist jedes φ ∈ cls{e′k | k ∈ N\{i}} ausgewertet an ei gleich 0, wohingegen
e′i(ei) = 1. Das impliziert e′i /∈ cls{e′k | k ∈ N\{i}}, womit die duale Schauderba-
sis nicht nur linear unabhängig, sondern auch unendlich linear unabhängig ist,
was genau e′i /∈ cls{e′k | k ∈ N\{i}} für alle i ∈ N bedeuten soll.

5.4 Satz. Sei (ei)i∈N eine Schauderbasis eines Banachraumes X, (e′i)i∈N dessen
duale Schauderbasis und (Pn)n∈N die dazugehörigen Projektionen. Dann gilt:

(i) Für die Konjugierte Abbildung P ′n : X ′ → X ′ von Pn gilt,
P ′nx

′ =
∑n
i=1 x

′(ei)e
′
i.

(ii) limw∗

n∈N P
′
nx
′ = x′ für alle x′ ∈ X ′.

(iii) (e′i)i∈N ist eine Schauderbasis für cls{e′i | i ∈ N} ⊆ X ′.

Beweis.

(i) Wegen der Linearität eines x′ ∈ X ′ gilt für alle x ∈ X

〈x, P ′nx′〉 = 〈Pnx, x′〉 =

n∑
i=1

e′i(x)〈ei, x′〉 =

n∑
i=1

x′(ei)〈x, e′i〉

=
〈
x,

n∑
i=1

x′(ei)e
′
i

〉
.

(ii) Bezeichnet ι : X → X ′′ die kanonische Einbettung, so erhält man

ι(x)(P ′nx
′) =

n∑
i=1

x′(ei)e
′
i(x) = x′

( n∑
i=1

e′i(x)ei

)
.

Somit lässt sich der Grenzwert für n → ∞, wegen der Stetigkeit von x′

wie folgt berechnen:

lim
n∈N

ι(x)(P ′nx
′) = lim

n∈N
x′
( n∑
i=1

e′i(x)ei

)
= x′(x) = ι(x)(x′).

(iii) Da die duale Schauderbasis linear unabhängig ist (vgl. Bemerkung 5.3),
gilt dim ranP ′n = n. Nachdem wegen [2, Satz 6.1.2] ‖P ′n‖ = ‖Pn‖ gilt,
ist auch (P ′n)n∈N gleichmäßig beschränkt durch bc(ei). Für ein x′ aus
span{e′i | i ∈ N} konvergiert Pnx

′ sogar in der Norm gegen x′. Da
span{e′i | i ∈ N} =

⋃
n∈N ranP ′n dicht in cls{e′i | i ∈ N} liegt, ist aufgrund

von Proposition 2.7 (e′i)i∈N eine Schauderbasis von cls{e′i | i ∈ N}.

q

5.5 Definition. Sei (ei)i∈N eine Schauderbasis von X und (e′i)i∈N dessen duale
Schauderbasis.

• (ei)i∈N wird schrumpfend genannt, falls cls{e′i | i ∈ N} = X ′.

• (ei)i∈N wird beschränkt vollständig genannt, falls die Reihe
∑∞
i=1 aiei schon

dann konvergiert, wenn supn∈N ‖
∑n
i=1 aiei‖ <∞.
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5.6 Bemerkung. Ist eine Schauderbasis (ei)i∈N eines Banachraums X so bedeu-
tet, wegen Satz 2.13 beschränkt vollständig nichts anderes als

c(N, (Pn,m), X) = B(N, (Pn,m), X).

5.7 Satz. Für eine schrumpfende Schauderbasis (ei)i∈N eines Banachraums X

ist T : X ′′ → B(N, (Pn,m), X) mit x′′ 7→
(∑n

i=1 x
′′(e′i)ei

)
n∈N

eine in beide

Richtungen beschränkte lineare Bijektion.
Ist (ei)i∈N zusätzlich monoton, d.h. bc(ei) = 1, so ist T sogar eine Isometrie.

Beweis. Da (ei)i∈N schrumpfend ist, ist die duale Schauderbasis (e′i)i∈N ei-
ne Schauderbasis von X ′. Daher kann Satz 5.4 (i) auf (e′i)i∈N mit der dualen
Schauderbasis (ι(ei))i∈N angewandt werden. Insbesondere sind die entsprechen-
den Projektionen gegeben durch:

P ′′n :
X ′′ → X ′′

x′′ 7→
∑n
i=1 x

′′(e′i)ι(ei)
.

Nachdem ι : X → X ′′ eine lineare Isometrie ist, folgt

‖Tx′′‖∞=
∥∥∥( n∑

i=1

x′′(e′i)ei

)
n∈N

∥∥∥
∞

=
∥∥∥( n∑

i=1

x′′(e′i)ι(ei)
)
n∈N

∥∥∥
∞

= sup
n∈N
‖P ′′nx′′‖ .

Aus ‖P ′′n ‖ = ‖P ′n‖ = ‖Pn‖ ≤ bc(ei) (vgl. [2, Satz 6.1.2]) erhält man

‖Tx′′‖∞ ≤ bc(ei) ‖x
′′‖ .

Gilt Tx′′ = Ty′′, so folgt x′′(e′i) = y′′(e′i) für alle i ∈ N. Weil die e′i eine
Schauderbasis für X ′ bilden, gilt daher auch y′′ = x′′. Somit ist T injektiv.

Ist andererseits f ∈ B(N, (Pn,m), X), so gilt f(n) =
∑n
i=1 aiei für eine ein-

deutige Folge (ai)i∈N. Nachdem auch ι ◦ f =
(∑n

i=1 aiι(ei)
)
n∈N

in X ′′ be-

schränkt ist, hat diese Folge bezüglich der w∗-Topologie von X ′′, aufgefasst als
Dualraum von X ′, einen Häufungspunkt x′′. Das heißt es existiert eine gerich-

tete Menge (J,�) und eine Funktion n : J → N, sodass
(∑n(j)

i=1 aiι(ei)
)
j∈J

ein

Teilnetz von ι ◦ f ist und

x′′(φ) = lim
j∈J

n(j)∑
i=1

aiι(ei)(φ) für alle φ ∈ X ′

gilt. Wertet man x′′ an jedem Vektor der dualen Schauderbasis aus, so erhält
man, wegen e′i(ej) = δi,j

x′′(e′k) = lim
j∈J

n(j)∑
i=1

aie
′
k(ei) = ak.

Also gilt T (x′′) = f , womit T surjektiv ist.
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Daher ist T eine bijektive beschränkte lineare Abbildung zwischen zwei Ba-
nachräumen. Außerdem folgt aus den Überlegungen zur Surjektivität von T ,
dass

∥∥T−1f∥∥ ≤ ‖f‖∞, da abgeschlossene Normkugeln auch in der w∗-Topologie

abgeschlossen sind. Also gilt
∥∥T−1∥∥ ≤ 1, womit T−1 beschränkt ist.

Wenn (ei)i∈N monoton ist, so gilt bc(ei) = 1, und folglich

‖x′′‖ ≤ ‖Tx′′‖∞ ≤ ‖x
′′‖ .

Also ist T eine Isometrie.
q

5.8 Satz. Ein Banachraum X mit einer Schauderbasis (ei)i∈N ist genau dann
reflexiv, wenn (ei)i∈N schrumpfend und beschränkt vollständig ist.

Beweis. Ist (ei)i∈N schrumpfend so ist T aus Satz 5.7 eine in beide Richtun-
gen beschränkte lineare Bijektion von X ′′ auf B(N, (Pn,m), X). Nachdem (ei)i∈N
auch beschränkt vollständig ist, folgt wegen Bemerkung 5.6, dass T bereits auf
c(N, (Pn,m), X) abbildet. Das heißt, L ◦T : X ′′ → X (L aus Satz 2.13) ist wohl-
definiert und ebenfalls eine eine beide Richtungen beschränkte lineare Bijektion.
Somit existiert die Umgekehrabbildung und für diese gilt

(T−1 ◦ L−1)x = T−1
( n∑
i=1

e′i(x)ei

)
n∈N

= T−1
( n∑
i=1

ι(x)(e′i)ei

)
n∈N

= ι(x).

Damit ist ι : X → X ′′ bijektiv.
Nun sei X umgekehrt reflexiv. Aus Satz 5.4 folgt, dass limw∗

n∈N P
′
nx
′ = x′ für

beliebiges x′ ∈ X ′. Wegen X ′′ = ι(X) stimmt die schwache Topologie mit der
w∗-Topologie überein. Also ist die duale Schauderbasis eine schwache Schauder-
basis von X ′ und wegen Korollar 4.8, sogar eine Schauderbasis von X ′. Also ist
(ei)i∈N schrumpfend. Für jedes x′′ ∈ X ′′ existiert ein x ∈ X, sodass ι(x) = x′′.
Nun gilt

Tx′′ = Tι(x) =
( n∑
i=1

e′i(x)ei

)
n∈N

= L−1x.

Nachdem sowohl T als auch L bijektiv sind, folgt daraus

B(N, (Pn,m), X) = TX ′′ = L−1X = c(N, (Pn,m), X).

Somit ist (ei)i∈N beschränkt vollständig.
q

6 Beispiele

6.1 Beispiel. Um eine Schauderbasis für C([0, 1],K) zu erhalten, wähle man
zunächst eine Folge (ti)i∈N, sodass t1 = 0, t2 = 1 und {ti | i ∈ N} dicht in
[0, 1] ist. Weiters definiere man P1f = f(0) und Pnf als eine stückweise linea-
re Funktion mit Knoten (ti)

n
i=1, sodass Pnf(ti) = f(ti) für i ≤ n. Dann gilt

‖Pnf‖∞ ≤ ‖f‖∞ für alle n ∈ N, wobei bei konstanten Funktionen Gleichheit
herrscht. Somit sind die Pn gleichmäßig mit 1 beschränkt. Außerdem gilt

PnPmf = PmPnf = Pmin{n,m}f (3)
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für alle f ∈ C([0, 1],K), womit es sich bei den (Pn)n∈N um Projektionen han-
delt. Um nachzuweisen, dass C([0, 1],K) eine Schauderbasis hat, wird Satz 2.4
bemüht. Mit (3) ist Bedingung (ii) bereits erfüllt.

1

11
2

1
4

3
4

1
8

f

P6f

Abbildung 1: Funktion und ihre Projektion

Nachdem C1([0, 1],K) dicht in C([0, 1],K) liegt und die (Pn)n∈N gleichmäßig
beschränkt sind, reicht es, um Bedingung (iii) nachzuweisen, wegen Lemma 2.5
zu zeigen, dass limn∈N Pnf = f für alle f ∈ C1([0, 1],K).

Für festes f erhält man für jede Projektion Pn die Steigungen der stückwei-
sen linearen Teile durch

sn,i :=
Pnf(tπ(i))− Pnf(tπ(i+1))

tπ(i) − tπ(i+1)
=
f(tπ(i))− f(tπ(i+1))

tπ(i) − tπ(i+1)
i ∈ N<n,

wobei π die Permutation ist, die (ti)
n
i=1 der Größe nach ordnet, das heißt

tπ(i) < tπ(i+1). Pnf ist für jedes n ∈ N eine lipschitzstetige Funktionen mit
Lipschitzkonstante sn := maxi∈N<n |sn,i|. Wegen des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung folgt sn ≤ ‖Re f ′‖∞ + ‖Im f ′‖∞ := C, womit (Pnf)n∈N gleich-
gradig lipschitzstetig ist. Nachdem (ti)i∈N dicht in [0, 1] ist, gibt es für jedes
ε > 0 ein k ∈ N, sodass es für jedes x ∈ [0, 1] ein tx,k ∈ {ti | i ∈ N≤k} mit
|x− tx,k| < ε gibt. Nun gilt

|Pnf(x)− f(x)| = |Pnf(x)− Pnf(tx,k) + Pnf(tx,k)− f(tx,k) + f(tx,k)− f(x)|
≤ |Pnf(x)−Pnf(tx,k)|+ |Pnf(tx,k)− f(tx,k)|+ |f(x)− f(tx,k)|
≤ 2C|x− tx,k|+ |Pnf(tx,k)− f(tx,k)|.

Wähle k ∈ N nun so groß, dass |x − tx,k| ≤ ε
2C . Nachdem Pnf(ti) − f(ti) = 0

für n ≥ i, folgt

‖Pnf − f‖ ≤ ε für n ≥ k,

womit nach Lemma 2.5 die Bedingung (iii), limn∈N Pnf = f für alle f ∈
C([0, 1],K), erfüllt ist.

Für Bedingung (i) muss man dim ranPn = n zeigen, dafür betrachte man
folgende lineare Funktion

ψn :
ranPn → Kn

f 7→
(
f(ti)

)n
i=1

.
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Nachdem man, zum Beispiel durch eine Polynominterpolation, für jeden Vektor
v ∈ Kn auch eine Funktion f ∈ C([0, 1],K) findet, sodass f(ti) = vi für i ∈ N≤n,
ist ψn surjektiv, da Pnf(ti) = f(ti). Gilt für zwei Funktionen f, g aus ranPn

ψn(f) = ψn(g) bzw. f(ti) = g(ti) für i ∈ N≤n,

so muss auch Pnf = Png gelten. Nachdem Pn als Projektion eingeschränkt auf
ranPn die Identität abgibt, ist ψn injektiv und somit insgesamt bijektiv. Daher
gilt dim ranPn = dimKn = n.

Somit sind alle Bedingungen erfüllt und C([0, 1],K) hat eine Schauderbasis,
die sogar monoton ist, d.h. ‖Pn‖ = 1 für alle n ∈ N.

Wählt man die Folge (ti)i∈N derart, dass

t1 = 0, t2 = 1 und t2k+l+1 =
2l − 1

2k+1
l ∈ N≤2k , k ∈ N ∪ {0},

so erhält man die Faber-Schauder Basis, wenn man die Basisfunktionen, die man
aus den Projektionen erhält, normiert.

s1 = 1, s2 = id,

s2k+l+1(x) =


(
x− 2l−2

2k+1

)
2k+1, x ∈

[
2l−2
2k+1 ,

2l−1
2k+1

]
,(

2l
2k+1 − x

)
2k+1, x ∈

(
2l−1
2k+1 ,

2l
2k+1

]
,

0, sonst.

1

1

1

1

1

11
2

1

11
2

1
4

1

11
2

3
4

1

11
4

1
8

Abbildung 2: Die ersten Elemente der Faber-Schauder Basis

6.2 Beispiel. Um für festes p ∈ [1,+∞) eine Schauderbasis für Lp([0, 1],K)
anzugeben, wähle man zunächst die Folge:

h1 = 1, h2k+l = 1[ 2l−2

2k+1 ,
2l−1

2k+1 ] − 1[ 2l−1

2k+1 ,
2l

2k+1 ] l ∈ N≤2k , k ∈ N ∪ {0}.

Abbildung 3 illustriert die ersten Elemente dieser Folge. Betrachtet man H :=
span{hi | i ∈ N}, so stellt man fest, dass dieser Unterraum alle Indikatorfunk-
tionen der Mengen [ i

2k
, j
2l

] im Sinne der Restklassen in Lp([0, 1],K) enthält.
Somit sind auch alle Indikatorfunktionen von Vereinigungen solcher Mengen in
H enthalten. Laut [7, Korollar 17.1.8] liegt H dicht in Lp([0, 1],K).

Nun definiere man die Projektionen

Pn :
H → H∑m

i=1 aihi 7→
∑min{m,n}
i=1 aihi

Wählt man ein f =
∑n+1
i=1 aihi aus ranPn+1, so unterscheidet sich Pnf von

f nur auf supphn+1 = [a, b] für passende a, b ∈ [0, 1]. Nun ist Pnf auf [a, b]
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Abbildung 3: Die ersten Elemente der Haarbasis

konstant mit dem Wert c und für f gilt

f

([
a,
a+ b

2

))
= {c+ an+1} und f

((a+ b

2
, b
])

= {c− an+1}.

Wegen der Konvexität der Funktion x 7→ |x|p gilt

|c|p = |1
2

(c+ an+1) +
1

2
(c− an+1)|p ≤ 1

2
|c+ an+1|p +

1

2
|c− an+1|p.

Somit lässt sich die Norm von Pnf folgendermaßen abschätzen:

‖Pnf‖pp =

∫
[0,a)∪(b,1]

|f |p dλ+

∫
[a,b]

|c|p dλ

≤
∫
[0,a)∪(b,1]

|f |p dλ+

∫
[a,b]

1

2
|c+ an+1|p dλ+

∫
[a,b]

1

2
|c− an+1|p dλ

=

∫
[0,a)∪(b,1]

|f |p dλ+

∫
[a, a+b2 ]

|c+ an+1|p dλ+

∫
[ a+b2 ,b]

|c− an+1|p dλ

= ‖f‖pp .

Mittels vollständiger Induktion folgt, dass ‖Pn‖ = 1 für alle n ∈ N. Somit sind
alle Voraussetzungen von Proposition 2.7 erfüllt und (hi)i∈N ist eine monotone
Schauderbasis von Lp([0, 1]), welche auch Haarbasis genannt wird.

7 Unbedingte Schauderbasen

Es sei daran erinnert, dass unbedingte Konvergenz einer Reihe
∑
n∈N xn bedeu-

tet, dass das Netz
(∑

n∈A xn
)
A∈E(N) konvergiert, wobei E(N) die Menge aller

endlichen Teilmengen von N ist, welche durch ⊆ gerichtet ist.

7.1 Lemma. Sei (xn)n∈N eine Folge in einem Banachraum X über dem Ska-
larkörper K.

Die Reihe
∑
n∈N xn konvergiert genau dann unbedingt, wenn

∑
n∈N λnxn

für alle (λn)n∈N ∈ `∞ mit ‖(λn)n∈N‖∞ ≤ 1 konvergiert.

Beweis. In einem Banachraum X konvergiert
∑
n∈N xn genau dann unbedingt,

wenn für jedes ε > 0 ein A0 ∈ E(N) existiert, sodass
∥∥∑

i∈A xi
∥∥ < ε, wenn

A ∩A0 = ∅ (Cauchysches Konvergenzkriterium).
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Zu gegebenem ε > 0 wähle nun A0 ∈ E(N), sodass
∥∥∑

i∈A xi
∥∥ < ε

4 für alle
A ∩A0 = ∅. Weiters definiere man

Af+ := {i ∈ A | Re f(xi) ≥ 0}, Af− := {i ∈ A | Re f(xi) < 0}

zu einem beliebigen A mit A ∩ A0 = ∅ und einem f ∈ X ′ mit ‖f‖ ≤ 1. Da
sowohl Af+ ∩A0 = ∅ als auch Af− ∩A0 = ∅ gilt, folgt∑
i∈A
|Re f(xi)| =

∑
i∈Af+

Re f(xi)−
∑
i∈Af−

Re f(xi) = Re f

( ∑
i∈Af+

xi −
∑
i∈Af−

xi

)

≤ ‖f‖
∥∥∥∥ ∑
i∈Af+

xi −
∑
i∈Af−

xi

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥ ∑
i∈Af+

xi

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ ∑
i∈Af−

xi

∥∥∥∥ < ε

2
.

Analog zeigt man
∑
i∈A | Im f(xi)| < ε

2 . Insgesamt erhält man∑
i∈A
|f(xi)| ≤

∑
i∈A
|Re f(xi)|+ | Im f(xi)| < ε für alle f ∈ X ′ mit ‖f‖ ≤ 1.

Hier sei angemerkt, dass A0 nicht von f abhängt.
Sei nun (λi)i∈N ∈ `∞ mit ‖(λi)i∈N‖∞ = 1, dann existiert, wegen den Sätzen

von Hahn-Banach [2, Korollar 5.2.6] zu jedem A ∈ E(N) mit A ∩ A0 = ∅ ein
f ∈ X ′ mit ‖f‖ ≤ 1, sodass∥∥∥∑

i∈A
λixi

∥∥∥ = f
(∑
i∈A

λixi

)
=
∑
i∈A

λif(xi) ≤
∑
i∈A
|λi|︸︷︷︸
≤1

|f(xi)| < ε

gilt, womit
∑
i∈N λixi konvergiert.

Um die andere Richtung zu zeigen, nehme man an, dass
∑
n∈N xn nicht

unbedingt konvergiere. Das heißt es existiert ein ε > 0, sodass es für jedes
A ∈ E(N) ein B ∈ E(N) gibt mit

B ∩A = ∅ und
∥∥∥∑
i∈B

xi

∥∥∥ > ε. (4)

Für dieses ε definiere man rekursiv A1 := {1} und Ak+1 := N≤maxBk , wobei Bk
immer so gewählt wird, dass (4) für Ak, Bk erfüllt ist. Weiters wähle man

µj =

{
1, j ∈

⋃
k∈NBk,

0, sonst.

Damit gibt es für alle n0 ∈ N einBk, sodass minBk ≥ n0 und
∥∥∑maxBk

i=minBk
µixi

∥∥ =∥∥∑
i∈Bk xi

∥∥ > ε. Also kann
(∑n

i=1 µixi
)
n∈N keine Cauchyfolge sein, was einen

Widerspruch zur Konvergenz der Reihe ergibt.
q

7.2 Definition. Eine Folge (ei)i∈N in einem normierten Vektorraum X wird
unbedingte Schauderbasis genannt, wenn es für jedes x ∈ X eine eindeutige
Folge (ai)i∈N aus dem Skalarkörper gibt, sodass x der unbedingte Grenzwert
der Reihe

x =
∑
i∈N

aiei
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ist.

7.3 Fakta. Aus dieser Definition folgen unmittelbar einige Eigenschaften:

• Eine unbedingte Schauderbasis ist sicherlich auch eine Schauderbasis, da(∑
i∈N≤n aiei

)
n∈N ein Teilnetz von

(∑
i∈A aiei

)
A∈E(N) ist.

• Da jede unbedingte Schauderbasis auch eine Schauderbasis ist, lässt sich
Korollar 2.14 anwenden, womit die Koeffizientenabbildungen e′i stetig sind,
falls X ein Banachraum ist.

• Für jedes A ∈ E(N) ist in der natürlicherweise eine Projektion

PA :
X → span{ei | i ∈ A}∑

i∈N aiei 7→
∑
i∈A aiei

definiert. Für diese Abbildungen gilt dim ranPA = |A|, PAPB = PA∩B
und limA∈E(N) PAx = x für alle x ∈ X.

7.4 Beispiel. Der Raum `p für p ∈ [1,+∞) hat mit ei = (δi,j)j∈N für i ∈ N
eine unbedingte Schauderbasis. Ist (ai)i∈N aus `p und ε > 0, so gibt es ein n ∈ N,
sodass

∑∞
i=n+1 |ai|p < ε. Wählt man nun ein endliches A ⊇ N≤n, so gilt

∥∥∥(ai)i∈N −
∑
i∈A

aiei

∥∥∥ =
∑
i∈Ac
|ai|p ≤

∞∑
i=n+1

|ai|p < ε.

Das heißt,
∑
i∈N aiei konvergiert unbedingt.

Analog zeigt man, dass (ei)i∈N auch für c0 eine unbedingte Schauderbasis
ist.

7.5 Lemma. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines normierten Vek-
torraums X und (PA)A∈E(N) die natürlichen Projektionen. Dann ist für jedes
feste x ∈ X das Netz (PAx)A∈E(N) beschränkt.

Beweis. Nachdem PAx gegen x konvergiert, existiert ein A0 ∈ E(N), sodass
‖PAx‖ ∈ B1(x) für alle A ⊇ A0. Wähle n := maxA0 und setze

c := max
M⊆N≤n

‖PMx‖

Für alle M ⊆ N≤n gilt daher ‖PMx‖ ≤ c. Jedes B ∈ E(N) mit B * N≤n lässt
sich darstellen als A\M , wobei A ⊇ A0 und M ⊆ N≤n. Wegen

‖PBx‖ =

∥∥∥∥ ∑
i∈A\M

aiei

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∑
i∈A

aiei −
∑

i∈M∩A
aiei

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∑
i∈A

aiei

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ ∑
i∈M∩A

aiei

∥∥∥∥
≤ ‖x‖ + 1 + c

ergibt sich insgesamt ‖PAx‖ ≤ ‖x‖ + 1 + c für alle A ∈ E(N).
q
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7.6 Bemerkung. Wählt man in Definition 2.11 (I,�) als (E(N),⊆) und PA,B =
PA|ranPB : ranPB → ranPA für A ⊆ B, so erhält man, dass c(E(N), PA,B , X)
ein Banachraum ist, wenn X einer ist.

7.7 Satz. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraums X,
(PA)A∈E(N) die dazugehörigen Projektionen und für A ⊆ B sei PA,B : ranPB →
ranPA die Einschränkung PA|ranPB .

Dann ist die Abbildung Lu : c(E(N), PA,B , X)→ X mit f 7→ limA∈E(N) f(A)
eine in beide Richtungen beschränkte lineare Bijektion.

Beweis. Die Linearität von Lu folgt aus der Linearität der Grenzwertbildung.
Aus der Abgeschlossenheit der Normkugel B‖f‖∞(0) folgt ‖Luf‖ ≤ ‖f‖∞.

Für ein A ∈ E(N) und ein f ∈ c(E(N), PA,B , X) gilt f(A) ∈ ranPA. Wegen
der linear Unabhängigkeit der (ei)i∈N gibt es eindeutige Koeffizienten (ai)i∈A,
sodass f(A) =

∑
i∈A aiei. Nachdem

PBf(A) = PB
∑
i∈C

aiei =
∑
i∈B

aiei = f(B)

für B ⊆ A gilt, gibt es zu einem f ∈ c(E(N), PA,B , X) eine eindeutige Kof-
fizientenfolge (ai)i∈N, sodass f(A) =

∑
i∈A aiei für alle A ∈ E(N). Somit gilt

Lu(f) = limA∈E(N)
∑
i∈A aiei. Daher kann wegen der Eindeutigkeit der Koeffi-

zientenfolge zu einer unbedingten Schauderbasis nur die konstante 0-Funktion
unter Lu auf die 0 aus X abgebildet werden, was die Injektivität von Lu bedingt.

Laut Lemma 7.5 ist f := (PAx)A∈E(N) für beliebiges x =
∑
i∈N aiei ∈ X

beschränkt und daher ein Element von c(E(N), PA,B , X). Daraus folgt

Lu(PAx)A∈E(N) = lim
A∈E(N)

∑
i∈A

aiei =
∑
i∈N

aiei = x,

womit Lu surjektiv ist.
Schließlich ist Lu eine beschränkte lineare Bijektion zwischen zwei Banach-

räumen und wegen des Satzes der offenen Abbildung [2, Satz 4.3.1] ist auch L−1u
beschränkt.

q

7.8 Korollar. Die Projektionen (PA)A∈E(N) einer unbedingten Schauderbasis
(ei)i∈N in einem Banachraum X sind gleichmäßig beschränkt.

Beweis. Nachdem die Inverse L−1u : X → c(E(N), (PA,B), X) von Lu aus Satz
7.7 beschränkt ist, wobei L−1u x = (Pnx)n∈N, gilt∥∥L−1u ∥∥ = sup

‖x‖=1

∥∥(PAx)A∈E(N)
∥∥
∞ = sup

‖x‖=1

sup
A∈E(N)

‖PAx‖ = sup
A∈E(N)

sup
‖x‖=1

‖PAx‖

= sup
A∈E(N)

‖PA‖ .

Daher ist auch supA∈E(N) ‖PA‖ beschränkt.
q

7.9 Definition. Für eine unbedingte Schauderbasis (ei)i∈N eines Banachraumes
X wird der Wert ubc(ei) := supA∈E(N) ‖PA‖ unbedingte Basiskonstante genannt.
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7.10 Satz. Ist (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraumes X,
dann existiert ein K > 0, sodass für alle x ∈ X und alle (λi)i∈N ∈ `∞ mit
‖(λi)i∈N‖ ≤ 1 ∥∥∥∥ ∞∑

i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥ ≤ K∥∥∥∥ ∞∑
i=1

e′i(x)ei

∥∥∥∥
gilt.

Beweis. Wähle zunächst ein x ∈ X fest. Dann definiere für jedes n ∈ N den
Operator An : `∞ → X mit λ = (λi)i∈N 7→

∑n
i=1 λie

′
i(x)ei. Für jedes n ∈ N gilt

‖An‖ ≤
∑n
i=1 |e′i(x)| ‖ei‖ < +∞. Da Anλ laut Lemma 7.1 konvergiert, existiert

ein xλ ∈ X und ein n0 ∈ N, sodass Anλ ∈ B1(xλ) für n ≥ n0. Infolge gilt

sup
n∈N
‖Anλ‖ ≤

∥∥xλ∥∥ + 1 + max
n≤n0

‖An‖ ‖λ‖∞︸ ︷︷ ︸
:=Cλ

< +∞.

Aus dem Principle of Uniform Boundedness [2, Korollar 4.2.2] folgt nun
supn∈N ‖An‖ < +∞ und damit

sup
‖λ‖∞=1

sup
n∈N

∥∥∥∥ n∑
i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥ = sup
n∈N

sup
‖λ‖∞=1

‖Anλ‖ = sup
n∈N
‖An‖ < +∞. (5)

Weiters definiere die Operatorfamilien (Rλ)λ∈B`∞1 (0) wie folgt:

Rλ :
X → X
x 7→

∑
i∈N λie

′
i(x)ei

.

Laut Lemma 7.1 sind diese Abbildungen wohldefiniert. Die Abbildung PnRλ :
x 7→

∑n
i=1 λie

′
i(x)ei ist beschränkt, da die e′i beschränkt sind. Außerdem gilt

limn∈N PnRλx = Rλx. Daher ist laut [2, Korollar 4.2.3] (ein Korollar des Prin-
ciple of Uniform Boundedness) Rλ beschränkt. Wegen (5) gilt für jedes feste
x ∈ X

sup
‖λ‖∞=1

∥∥Rλx∥∥ ≤ sup
‖λ‖∞=1

sup
n∈N

∥∥∥∥ n∑
i=1

λie
′
i(x)ei

∥∥∥∥ < +∞.

Somit lässt sich wieder Principle of Uniform Boundedness [2, Korollar 4.2.2]
anwenden und dies ergibt sup‖λ‖∞=1

∥∥Rλ∥∥ < +∞. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

q

7.11 Proposition. Ist eine unbedingte Schauderbasis (ei)i∈N als Schauderbasis
beschränkt vollständig im Sinne von Definition 5.5, so gilt

B(E(N), PA,B , X) = c(E(N), PA,B , X). (6)

Beweis. Die Tatsache B(E(N), PA,B , X) ⊇ c(E(N), PA,B , X) folgt unmittelbar
aus den Definitionen.
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Für
(∑

i∈A aiei
)
A∈E(N) ∈ B(E(N), PA,B , X) ist das Teilnetz

(∑n
i=1 aiei

)
n∈N

klarerweise ebenfalls beschränkt. Wegen der vollständigen Beschränktheit von
(ei)i∈N liegt

(∑n
i=1 aiei

)
n∈N in c(N, Pn,m, X). Nun gilt

(L−1u ◦ L)
( n∑
i=1

aiei

)
n∈N

=
(∑
i∈A

aiei

)
A∈E(N)

.

womit
(∑

i∈A aiei
)
A∈E(N) aus c(E(N), PA,B , X) ist.

q

7.12 Bemerkung. Für eine unbedingt Schauderbasis (ei)i∈N könnte man die
Gleichheit (6) dazu verwenden, um beschränkt vollständig als unbedingte Schau-
derbasis zu definieren (vergleiche Bemerkung 5.6). Nachdem diese Eigenschaft
äquivalent zu beschränkt vollständig als Schauderbasis ist, wird zwischen den
Begriffen nicht unterschieden.

7.13 Satz. Sei (PA)A∈E(N) eine Folge von beschränkten linearen Selbstabbildun-
gen in einem normierten Raum X mit:

(i) dim ranPA = |A|,

(ii) PAPB = PA∩B,

(iii) limA∈E(N) PAx = x für alle x ∈ X.

Dann erhält man eine unbedingte Schauderbasis indem man für jedes i ∈ N
0 6= ei ∈ ranP{i} beliebig wählt. Zusätzlich sind die (PA)A∈E(N) wiederum genau
die Projektionen zur unbedingten Schauderbasis (ei)i∈N.

Beweis. Aus (ii) folgt, dass ranP{i}∩ranPA\{i} = {0} und ranP{i} ⊆ ranPA für
i ∈ A. Daher ist {ei | i ∈ A} eine linear unabhängig Menge mit der Mächtigkeit
|A| und somit eine Basis von ranPA. Für jedes x ∈ X gilt

PAx =
∑
i∈A

αi(x)ei,

wobei αi wegen (ii) unabhängig von A ist. Infolge lässt sich jedes x ∈ X schrei-
ben als

x = lim
A∈E(N)

PAx = lim
A∈E(N)

∑
i∈A

αi(x)ei.

Gibt es eine Folge (βi)i∈N mit x = limA∈E(N)
∑
i∈A βiei, so folgt

αi(x)ei = P{i}x = P{i} lim
A∈E(N)

∑
j∈A

βjej = lim
A∈E(N)

P{i}
∑
j∈A

βjej = βiei,

womit die Koeffizientenfolge eindeutig ist und (ei)i∈N eine unbedingte Schau-
derbasis abgibt.

q

7.14 Korollar. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines dichten Unter-
raumes Y von X, dessen Projektionen (PA)A∈E(N) gleichmäßig beschränkt sind.
Dann ist (ei)i∈N bereits eine unbedingte Schauderbasis für X.
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Beweis. Die Projektionen lassen sich wegen der Dichtheit von Y in X stetig auf
X fortsetzen. Dabei gilt PA(X) = PA(Y ), da PA(Y ) bereits abgeschlossen ist.
Die Abbildungsnorm bleibt ebenfalls erhalten. Daher konvergiert laut Lemma
2.5 das Netz (PAx)A∈E(N) für jedes x ∈ X gegen x.

Somit erfüllen die Fortsetzungen alle Voraussetzungen von Satz 7.13, weswe-
gen X eine unbedingte Schauderbasis hat. Nachdem 0 6= ei ∈ ranP{i} für alle
i ∈ N, ist (ei)i∈N eine mögliche Wahl für eine unbedingte Schauderbasis von X.

q

7.15 Satz. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraumes X,
(e′i)i∈N dessen duale Schauderbasis und (PA)A∈E(N) die dazugehörigen Projek-
tionen. Dann gilt:

(i) Für die konjugierte Abbildung P ′A : X ′ → X ′ von PA gilt,
P ′Ax

′ =
∑
i∈A x

′(ei)e
′
i.

(ii) limw∗

A∈E(N) P
′
Ax
′ = x′ für alle x′ ∈ X ′.

(iii) (e′i)i∈N ist eine unbedingte Schauderbasis für cls{e′i | i ∈ N} ⊆ X ′.

Beweis.

(i) Wegen der Linearität von x′ gilt

〈x, P ′Ax′〉 = 〈PAx, x′〉 =
∑
i∈A

e′i(x)〈ei, x′〉 =
∑
i∈A

x′(ei)〈x, e′i〉

=
〈
x,
∑
i∈A

x′(ei)e
′
i

〉
.

(ii) Bezeichne ι : X → X ′′ die kanonische Einbettung, so erhält man

ι(x)(P ′Ax
′) =

∑
i∈A

x′(ei)e
′
i(x) = x′

(∑
i∈A

e′i(x)ei

)
.

Somit lässt sich der Grenzwert, wegen der Stetigkeit von x′ wie folgt be-
rechnen:

lim
A∈E(N)

ι(x)(P ′Ax
′) = lim

A∈E(N)
x′
(∑
i∈A

e′i(x)ei

)
= x′(x) = ι(x)(x′).

(iii) Da die duale Schauderbasis linear unabhängig ist, gilt dim ranP ′A = |A|.
Außerdem erfüllen die Projektionen P ′AP

′
B = (PBPA)′ = P ′A∩B . Nachdem

wegen [2, Satz 6.1.2] ‖P ′A‖ = ‖PA‖ gilt, ist auch (P ′A)A∈E(N) gleichmäßig
beschränkt durch ubc(ei). Für ein x′ ∈ span{e′i | i ∈ N} konvergiert PAx

′

sogar in der Norm gegen x′. Da span{e′i | i ∈ N} dicht in cls{e′i | i ∈ N}
liegt, ist aufgrund von Korollar 7.14 (e′i)i∈N eine unbedingte Schauderbasis
von cls{e′i | i ∈ N}.

q

7.16 Korollar. Ist eine unbedingte Schauderbasis (ei)i∈N eines Banachraumes
X als Schauderbasis im Sinne von Definition 5.5 schrumpfend, so ist die duale
Schauderbasis (e′i)i∈N sogar eine unbedingte Schauderbasis von X ′.
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7.17 Lemma. Sei (ei)i∈N eine unbedingte Schauderbasis in einem Banachraum
X. Dann existiert ein K > 0, sodass für alle Folgen (λi)i∈N aus `∞, alle Koeffi-
zientenfolgen (ai)i∈N und alle m ∈ N∥∥∥ m∑

i=1

λiaiei

∥∥∥ ≤ K sup
i∈N
|λi|
∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥
gilt.

Beweis. Für festes m ∈ N wähle mit Hilfe der Sätze von Hahn-Banach [2] ein
x′ ∈ X ′, sodass x′

(∑m
i=1 aiei

)
=
∥∥∑m

i=1 aiei
∥∥ und ‖x′‖ = 1. Weiters definiere

man die Folge (µi)i∈N, sodass µiaix
′(ei) = |aix′(ei)|. Daher gilt ‖(µi)i∈N‖∞ = 1.∥∥∥ m∑

i=1

λiaiei

∥∥∥ =

m∑
i=1

λiaix
′(ei) ≤

m∑
i=1

|λi||aix′(ei)| ≤ ‖(λi)i∈N‖∞
m∑
i=1

µiaix
′(ei)

≤ ‖(λi)i∈N‖∞ ‖x
′‖
∥∥∥ m∑
i=1

µiaiei

∥∥∥.
Aus Satz 7.10 und ‖x′‖ = 1 folgt∥∥∥ m∑

i=1

λiaiei

∥∥∥ ≤ K ‖(λi)i∈N‖∞ ∥∥∥ m∑
i=1

aiei

∥∥∥
und damit die Aussage.

q

7.18 Definition. Ein Banachraum X enthält eine isomorphe Kopie eines Ba-
nachraum Z, wenn es einen abgeschlossenen Unterraum Y von X und eine
bijektive lineare beschränkte Abbildung Φ : Y → Z gibt.

Die Abbildung Φ ist laut dem Satz der offenen Abbildung [2, Satz 4.3.1]
automatisch in beide Richtungen stetig.

7.19 Satz. Hat ein Banachraum X eine unbedingte Schauderbasis (ei)i∈N, die
nicht beschränkt vollständig ist, dann enthält X eine isomorphe Kopie von c0.

Beweis. Nachdem (ei)i∈N nicht beschränkt vollständig ist, gibt es eine Folge
(ai)i∈N aus dem Skalarkörper, sodass supn∈N ‖

∑n
i=1 aiei‖ ≤ 1, aber

∑∞
i=1 aiei

konvergiert nicht. Laut dem Cauchy-Kriterium gibt es ein ε > 0, sodass es für

alle n ∈ N zwei natürliche Zahlen q > p ≥ n gibt, die
∥∥∥∑q

i=p aiei

∥∥∥ > ε erfüllen.

Also lassen sich zwei Folgen (pj)j∈N und (qj)j∈N mit pj < qj < pj+1 definieren,
sodass für uj :=

∑qj
i=pj

aiei die Ungleichung ‖uj‖ > ε gilt.

Für eine Folge (λi)i∈N definiere

µj =

{
λi, ∃ i mit j ∈ [pi, qi]N,
0, sonst.

Somit gilt wegen Lemma 7.17 für alle m ∈ N – man denke sich λi = 0 für
i > m –∥∥∥ m∑

i=1

λiui

∥∥∥ =
∥∥∥ qm∑
j=1

µjajej

∥∥∥ ≤ K ‖(λi)mi=1‖∞
∥∥∥ qm∑
j=1

ajej

∥∥∥ ≤ K ‖(λi)mi=1‖∞ .
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Andererseits gilt 1
ubc(ei)

‖λjuj‖ ≤
∥∥∑m

i=1 λiui
∥∥ für alle j ∈ N≤m. Insgesamt

erhält man

ε

ubc(ei)
‖(λi)mi=1‖∞ ≤

∥∥∥ m∑
i=1

λiui

∥∥∥ ≤ K ‖(λi)mi=1‖∞

und damit, dass (ui)i∈N laut Satz 2.21 äquivalent zu der kanonischen Schauder-
basis von c0 ist. Außerdem gibt einem Satz 2.21 auch eine in beide Richtungen
beschränkte lineare Abbildung Φ : cls{ui | i ∈ N} → c0.

q

7.20 Satz. Hat ein Banachraum X eine unbedingte Schauderbasis (ei)i∈N, so
ist diese genau dann nicht schrumpfend, wenn X eine isomorphe Kopie von `1

enthält.
Ein Banachraum X mit einer unbedingten Schauderbasis enthält eine iso-

morphe Kopie von `1, wenn X ′ nicht seperabel ist.

Beweis. Ist (ei)i∈N nicht schrumpfend, dann existiert ein f ∈ X ′ mit ‖f‖ = 1
und f /∈ cls{e′i | i ∈ N}. Da (ei)i∈N eine Schauderbasis ist, gilt sicher

f(x) = f
( ∞∑
i=1

e′i(x)ei

)
=

∞∑
i=1

e′i(x)f(ei) =

∞∑
i=1

ι(ei)(f)e′i(x).

Nachdem f /∈ cls{e′i | i ∈ N}, kann
∑∞
i=1 ι(ei)(f)e′i aber nicht in der Norm von

X ′ gegen f konvergieren. Das heißt es existiert ein ε > 0, sodass

lim sup
n∈N

sup
‖x‖=1

∣∣∣f(x)−
n∑
i=1

ι(ei)(f)e′i(x)
∣∣∣ > 2ε

bzw. lim sup
n∈N

sup
‖x‖=1

∣∣∣f( ∞∑
i=n+1

e′i(x)ei

)∣∣∣ > 2ε.

Daher existiert eine unendliche Teilmenge K von N, zu deren Elemente k es
Elemente xk ∈ X mit ‖xk‖ = 1 gibt, sodass

∣∣f(∑∞i=k e′i(xk)ei
)∣∣ > ε. Demnach

gibt es eine monotone Bijektion k : N → K, womit sich der Sachverhalt auch
als ∣∣∣f( ∞∑

i=k(n)

e′i(xk(n))ei

)∣∣∣ > ε für alle n ∈ N

schreiben lässt. Aus der Konvergenz der Reihe
∑∞
i=k(n) e

′
i(xk(n))ei und der Ste-

tigkeit von f folgt: Für jedes n ∈ N existiert ein qn ∈ N, sodass∣∣∣f( qn−1∑
i=k(n)

e′i(xk(n))ei

)∣∣∣ > ε.

Nun definiere man rekursiv eine Folge (pn)n∈N durch p1 = 1 und p(n+1) = qpn .
Schließlich wähle man für jedes n ∈ N

un :=

∣∣f(∑p(n+1)−1
i=k(pn)

e′i(xk(pn))ei
)∣∣

f
(∑p(n+1)−1

i=k(pn)
e′i(xk(pn))ei

) p(n+1)−1∑
i=k(pn)

e′i(xk(pn))ei.
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Somit gilt ‖un‖ ≤ ubc(ei) und ε < f(un) ∈ R+. Sei nun (ai)i∈N eine Folge aus
dem Skalarkörper und m ∈ N fest. Gelte

∑
i∈M+

Re ai ≥ −
∑
i∈M− Re ai, wobei

M+ := {i ∈ N≤m | Re ai ≥ 0}, M− := {i ∈ N≤m | Re ai < 0}.

Dann erhält man

2
∥∥∥ m∑
i=1

aiui

∥∥∥ ≥ 2

ubc(ei)

∥∥∥ ∑
i∈M+

aiui

∥∥∥ ≥ 2

ubc(ei)

∣∣∣Re f
( ∑
i∈M+

aiui

)∣∣∣
=

2

ubc(ei)

∑
i∈M+

Re aif(ui) ≥
2ε

ubc(ei)

∑
i∈A

Re ai

≥ ε

ubc(ei)

( ∑
i∈M+

Re ai −
∑
i∈M−

Re ai

)
=

ε

ubc(ei)

m∑
i=1

|Re ai|.

(7)

Gelte
∑
i∈M+

Re ai < −
∑
i∈M− Re ai, so betrachte man die Folge (−ai)i∈N und

man erhalte ebenfalls die Ungleichung (7). Analog zeigt man, dass ‖
∑m
i=1 aiui‖ ≥

ε
2ubc(ei)

∑m
i=1 | Im ai| gilt. Insgesamt folgt∥∥∥ m∑

i=1

aiui

∥∥∥ ≥ 1

2

ε

2ubc(ei)

( m∑
i=1

|Re ai|+
m∑
i=1

| Im ai|
)
≥ ε

4ubc(ei)

m∑
i=1

|ai|

für jedes m ∈ N. Umgekehrt folgt aus der Dreiecksungleichung ‖
∑m
i=1 aiui‖ ≤∑m

i=1 |ai| ‖ui‖ ≤ ubc(ei)
∑m
i=1 |ai|. Somit ist (ui)i∈N laut Satz 2.21 äquivalent

zur kanonischen Schauderbasis von `1. Außerdem zeugt Satz 2.21 auch von
der Existenz einer in beiden Richtungen beschränkten linearen Bijektion
Φ : cls{ui | i ∈ N} → `1.

Wenn X ′ nicht seperabel ist, ist jede Schauderbasis nicht schrumpfend. Da-
her folgt aus dem bereits bewiesenem Teil der ersten Aussage des Satzes die
zweite Aussage.

Enthält nun X eine isomorphe Kopie Y ⊆ X von `1, dann gilt auch Y ′ =̂ `∞.
Da sich jedes beschränkt Funktional, das auf Y definiert ist, normtreu auf X
fortsetzen lässt (Hahn Banach [2, Korollar 5.2.7]), enthält X ′ eine isomorphe
Kopie von `∞. Somit ist X ′ nicht seperabel und (ei)i∈N ist nicht schrumpfend.

q

7.21 Korollar. Sei X ein Banachraum mit einer unbedingten Schauderbasis
(ei)i∈N. Dann ist X genau dann reflexiv, wenn X weder eine isomorphe Kopie
von `1 noch eine von c0 enthält.

Beweis. Enthalte X keine isomorphe Kopie von c0, so muss (ei)i∈N, wegen Satz
7.19, beschränkt vollständig sein. Enthalte X außerdem auch keine isomorphe
Kopie von `1, so muss (ei)i∈N, wegen Satz 7.20, schrumpfend sein. Nun besagt
Satz 5.8, dass X reflexiv ist.

Ist X umgekehrt reflexiv so folgt aus Satz 5.8, dass jede Schauderbasis (bi)i∈N
sowohl beschränkt vollständig als auch schrumpfend ist. Mit Satz 7.20 erhält
man, dass X keine isomorphe Kopie von `1 enthält. Enthielte X eine isomorphe
Kopie von c0, so enthielte X ′′ eine isomorphe Kopie von `∞. Daraus folgte, dass
X ′′ nicht seperabel wäre. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass X als Raum
mit Schauderbasis seperabel ist.

q
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