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1 MOTIVATION/EINLEITUNG 1

Notation
Symbol Bedeutung
N<p, {keN|k <n}
Ny, {keN|k < n}
[, m]y {keN|n<k<m}
X meistens normierter Vektorraum oder Banachraum
X’ topologischer Dualraum zu X
X* algebraischer Dualraum zu X
B(M,X) Menge der beschrénkten Funktionen f: M — X
+ direkte Summe zweier Unterriume
BX(x) offene Kugel um x mit Radius r in X
limjg ; Grenzwert in der schwachen Topologie
cls M Abschluss der linearen Hiille von M (cls M = span M)
L kanonische isomorphe Isometrie von X nach X"
i Kronecker-Delta (0; ; = 1 wenn i = j und 0 sonst)

1 Motivation/Einleitung

Der klassische Basisbegriff in einem Vektorraum ist der der Hamelbasis. Dabei
lésst sich jedes Element des Vektorraumes eindeutig als Linearkombination von
Basisvektoren darstellen. Hier sei angemerkt, dass Linearkombinationen immer
endliche Summen sind. Das heifit konkret fiir einen Vektorraum V ist B C V
genau dann eine Basis, wenn sich jedes z € V eindeutig darstellen ldsst als

n
Tr = E xkbk
k=1

fiir gewisse by, aus B. Die Machtigkeit der Basis wird als Dimension des Vektor-
raum bezeichnet.

In einem unendlichdimensionalen Banachraum sind Hamelbasen immer iiber-
abzéhlbar grof, wie das folgende Beispiel zeigen wird.

1.1 Beispiel. Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum und B seine
normierte Hamelbasis, das heifit ||b]|, = 1 fiir alle b € B. Betrachte nun einen
echten Teilraum Y von X, sodass M mit M C B eine Basis von Y ist. Da in
jeder e-Umgebung B.(y) eines y € Y das Element y + $b fiir b ¢ M enthalten
ist, gilt

B.(y) €Y fiiralle e>0.

Also ist keine offene Menge in Y enthalten. Daher ist das Innere von Y leer und
infolge ist X\Y dicht in X.

Waére B nun abzdhlbar, dann gidbe es eine Bijektion von N auf B. Daher
lasst sich B auch als {b, |n € N} schreiben. Nun erfiillt jedes Folgenglied von
(span{b; |i € N<yn}) oy die gleichen Vorraussetzungen wie Y zuvor. Aufer-
dem ist jedes Folgenglied ein endlichdimensionaler Unterraum von X und daher
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abgeschlossen. Nach dem Satz von Baire [2], Satz 4.1.1] ist
ﬂ X\ span{b; |i € N<,, }
neN

dicht in X. Andererseits ist jedes x € X ein Element aus span{b; |i € N<,, } fiir
ein n € N. Somit erhélt man den Widerspruch

ﬂ X\ span{b; |i € N<,,} = 0.
neN

Im Falle eines unendlichdimensionalen Banachraumes hat man also immer
eine iiberabzéhlbar grofle Hamel-Basis. Nachdem der Existenzbeweis fiir solche
Basen das Lemma von Zorn verwendet, ist es schwierig so eine anzugeben. Daher
ist es naheliegend, einen anderen Basisbegriff fiir Banachriume zu verwenden.

2 Schauderbasis

Im weiteren Verlauf werden normierte Vektorrdume und Banachridume iiber dem
Skalarkorper R oder C betrachtet, da es selten einen Unterschied macht, welcher
der beiden Skalarkorper konkret verwendet wird, wird K den Skalarkérper der
Vektorrdaume bezeichnen.

2.1 Grundlegendes iiber Schauderbasen

2.1 Definition. Eine Folge (e;);cn in einem normierten Vektorraum X wird
Schauderbasis von X genannt, falls es fiir jedes x € X eine eindeutige Folge
(a;)ien aus dem Skalarkérper K gibt, sodass

0
Xr = E a;€;.
=1

2.2 Beispiel.

e Jede Orthonormalbasis in einem seperablen Hilbertraum ist klarerweise
auch eine Schauderbasis.

e Die Raume ¢ mit p € [1,+00) haben e; = (J; ;) en fur ¢ € N als Schau-
derbasis. Denn ist (a;);en € ¢P, so gilt

H(ai>ieN - iilaiei = ( i |ai|p>;} <e

i=n+1
fiir n € N grof3 genug.

p

e Der Raum der Nullfolgen ¢y versehen mit der Supremumsnorm hat eben-
falls die Schauderbasis (e;);eny aus dem vorherigen Beispiel. Da fiir eine
Nullfolge (a;);en

n
H (ai)ien — Z ;€4
i=1

fiir n € N grof} genug gilt.

=sup|a;| < e
oo i>n
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2.3 Fakta. Aus Definition folgen unmittelbar einige Eigenschaften:

e Wegen der Eindeutigkeit der Folge (a;);en sind die Vektoren (e;);en linear
unabhéngig.

e Besitzt der Raum X eine Schauerbasis, so ist dieser automatisch sepera-
bel, da die Menge aller rationalen Linearkombinationen von Basisvektoren
(ei)ien abzihlbar ist und dicht in X liegt.

e Die Abbildungen €] : X — K, z — a; sind wohldefiniert und linear. Die
Wohldefiniertheit der Abbildung folgt aus der Eindeutigkeit der Koeffizi-
entenfolge zu jedem z. Die Abbildung ist linear, da es fiir alle z,y € X
eine eindeutige Koeffizientenfolgen (a;);en, (bi)ien gibt, sodass

o0 (o)
T = E ae; und y= E bie;
i=1 i=1

und somit fiir jedes A € K

e}

ei(z+ \y) =e, ( Z(ai + )\bi)ei> =a; + \b; = e}(z) + Ael(y)

i=1
gilt
e Durch die Basisdarstellung sind in natiirlicher Weise Projektionen

X — span{e;|i € N<,}
Yicyaier — YL ae

definiert. Fiir diese gilt dimran P, = n, P, Py, = PPy = Pupin{n,m) und
limy, ey Ppx = x fir alle z € X.

P, :

Wenn man umgekehrt eine Folge von Projektionen (P,),en gegeben hat,
dann gibt uns der folgende Satz Auskunft, wann man daraus wieder eine Schau-
derbasis erhélt.

2.4 Satz. Sei (P,)nen eine Folge von beschrinkten linearen Selbstabbildungen
in einem normierten Raum X mit folgenden FEigenschaften:

(1) dimran P, = n,
(”) P, Py, = min{n,m};
(4i7) limpen Pox = x fiir alle x € X.

Dann erhdlt man eine Schauderbasis indem man 0 # e; € ran P; Nker P;_
fiir i € N beliebig wdihlt, wobei Py = 0. Dabei sind die (P,)nen wiederum genau
die Projektionen zur Schauderbasis (€;)ien-

Beweis. Aus P, Py, = Prin{n,m} folgt fiir m = n, dass es sich um Projektionen
handelt und damit X = ran P, + ker P,.
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Wegen (¢) und (4¢) gilt ran P,,_; C ran P,. Nachdem immer eine Dimension
unterschied zwischen ran P, und ran P,,_; ist, muss ran P, N ker P,,_; eindi-
mensional sein. Die Abbildung P, — P,,_;1 ist genau die Projektion auf diesen
eindimensionalen Unterraum. P,z ldsst sich als Teleskopsumme

n

PnfE = Z(PZ — Pi_l)l’.

i=1

schreiben. Geméf der Wahl der (e;);en ldsst sich so eine eindimensionale Pro-
jektion (P; — P;_1)x auch schreiben als «;(x)e; mit einem linearen Funktional
a;. Wegen (4i7) gilt

oo
z = lim P,z = E a;(x)e;
neN —
=

fiir alle z € X.

Gemafl der Wahl der (e;);en gilt Pre; = e; falls n > ¢ und P,e; = 0 sonst.
Gilt fiireinz € X, 2 = Y2, B;e;, dann folgt aus der Stetigkeit der Projektionen
P,

> P;jsteti ad
an(x)en = (Pn_Pn—l)Z/Biei S = gZBi(Pn_Pn—l)ei:Bnena
i=1 i=1
womit auch die Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge gezeigt wurde.
a

2.5 Lemma. Sei X ein normierter Vektorraum, (I, <) eine gerichtete Menge
und (F;);er ein Netz von beschrinkten linearen Selbstabbildungen in X.

Wenn das Netz (P;);er gleichmiBig beschriinkt ist, d.h. sup;c; || P]| < +o0,
und gilt lim;e; P = x fiir alle x € D fiir ein dichtes D C X, dann folgt
lim;e; Pz = x fir alle x € X.

Beweis. Sei y € X beliebig. Wegen der Dichtheit von D gibt es fiir jedes € > 0
ein . € D, sodass ||z, — y|| < e. Nun ergibt sich

HPly*y” = HRyfy‘i’Rxe 731‘6 + xe *zeH
< er - yH + || Pi(y — xe)” + ||Pi$6 - er
< (C+ e+ ||Pixe — x|,

wobei C' eine obere Schranke fiir alle || ;|| ist. Somit gilt lim sup;¢; || Piy — y|| <
(C + 1)¢, und wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0 folgt lim;c; Py = y und damit
die Aussage.

a

2.6 Korollar. Sei (P,)nen eine gleichmdfig beschrinkte Folge von linearen
Selbstabbildungen in einem normierten Vektorraum X, sodass Py Py = Pringn,m}
und dimran P,, = n. Wahlt man fir jedes i € N ein 0 # e; € ran P; Nker P;_1,
wobei Py = 0, so ist (e;)ien eine Schauderbasis fiir Z = |, cyyran Py,.

Beweis. Wegen der Wahl der (e;);cn gilt ran P, = span{e; |i = 1,...,n}, womit

U ran P, = span{e; |1 € N} und Z = cls{e;|i € N}
neN
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gilt. Offensichtlich liegt span{e; | i € N} dicht in Z. Fiir jedes x € span{e; | i € N}
gibt es ein k, € N und Koeffizienten (a;)%*,, sodass = = Zfil a;e;. Daher folgt

ks ks min{n,k, }
P,x =P, g a;e; = E a;P,e; = E a;e;.
i=1 i=1 i=1

Also gilt P,z = x, wenn n > k,, weswegen lim,cy P,x = z erfiillt ist. Nun sind
wegen Lemma die Voraussetzungen von Satz erfiillt, womit (e;);en eine
Schauderbasis von Z ist.

a

2.7 Proposition. Sei (e;);en eine Schauderbasis eines dichten Unterraumes
Y won X, dessen Projektionen (Pp)nen gleichmifSig beschrinkt sind, dann ist
(ei)ien bereits eine Schauderbasis fiir X.

Beweis. Die Projektionen lassen sich wegen der Dichtheit von Y in X stetig
auf X fortsetzen. Da P, (Y') bereits abgeschlossen ist, gilt P,(X) = P,(Y). Die
Abbildungsnorm bleibt ebenfalls erhalten. Die Fortsetzungen erfiillen daher alle
Voraussetzungen von Korollar [2:6] womit X eine Schauderbasis hat. Nachdem
0 # e; € ran P; Nker P;_; fiir alle i € N, ist (e;);en eine mogliche Wahl fiir eine
Schauderbasis von X.

Qa

Um zu zeigen, dass die Projektionen (P, ),en zu einer Schauderbasis (e, )nen
in einem Banachraum beschrénkt sind, wird ein Umweg iiber einen Funktionen-
raum gemacht.

2.2 Der Raum ¢(N, X)

Fiir einen Banachraum X sei daran erinnert, dass der Raum B(I, X) der be-
schrankten Funktionen von einer Menge I nach X versehen mit der Supremums-
norm ||| einen Banachraum abgibt.

2.8 Definition. Fiir einen Banachraum X und eine gerichtete Menge I be-
zeichne ¢(I, X) die Menge aller f € B(I, X), fiir die lim;es f(¢) in X existiert.

Wegen der Linearitit des Grenzwerts ist ¢(I, X) ein Unterraum von B(I, X).
¢(I,X) ist nicht leer, da alle konstanten Funktionen darin enthalten sind. Mit
der Hilfe des folgenden Resultats aus der Analysis [6l Lemma 8.7.1] erhilt man
sogar mehr.

2.9 Satz. Seien (I, =<r) und (J,=y) zwei gerichtete Mengen und sei (X,d) ein
vollstindig metrischer Raum.

Weiters seien H : I x J — X und h : I — Y Funktionen, sodass fiir alle
j € J die Funktion H; : I — X, i+ H(i,j) beschrankt ist und sodass

h(i) — Tim H (i i
(i) = lim H{(i, 7)
gleichmafig auf I, das heifst

Ve > 0350 : V) = jo Vi € I : d(H (i, 5),h(3)) < e,

bzw. dquivalent dazu h = limjey H; in (B(1,X), ds).
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Schliefllich existiere fir alle j € J der Limes A; = lim;er H(¢,7). Unter
diesen Voraussetzungen ist sowohl (A;);cy als auch (h(i))icr in X konvergent,
wobei

A = iyho:
Also gilt

el H (2. 6 — L lim H (2. 1),
lim lim (4,7) lim lim (4,7)

2.10 Korollar. Der Vektorraum c(I,X) ist ein Banachraum. Die Funktion L :
(I, X) = X, flimier f(i) ist linear und beschrinkt mit |L|| = 1.

Beweis. Wahlt man J =N, H(i,n) = f,(¢) und h(i) = f(i) fir eine in B(I, X)
gegen ein f € B(I, X) konvergente Folge (f,)nen aus c(I, X), so folgt aus Satz
dass auch f € ¢(I,X). Damit ist ¢(I,X) ein abgeschlossener Unterraum
von B(I, X) und infolge vollstéindig. Fiir den Operator L gilt

ILCAIN = [im f@)]] < sup [[F @I = [l -
g el

Da fiir konstante Funktionen sogar Gleichheit gilt, folgt ||L| = 1.
d

2.11 Definition. Sei X ein Banachraum und I eine gerichtete Menge. Weiters
sei Z; fiir jedes ¢ € I ein abgeschlossener Teilraum von X und A, ; : Z; — Z; fiir
i,7 € I mit ¢ =X j ein linearer beschrénkter Operator, sodass A;; = A; ;o0 A
fiir ¢ < j < k. Dann setzen wir

B(I,(Ai;),X):={feB(I,X)|Viel f(i)€ Z;, Vi 2 j f(i) = Ai; f(J)}
c(I,(Aij), X) == B(I,(Ai;), X)Nell, X).

)

Da die (Z;);er lineare Teilrdume von X und die (4, ;);<; lineare Abbildungen
sind, gilt fur f,g € B(I,(4;;),X) und A € K

f + )\g S B(I, (AI’J),X)

Auflerdem ist B(I, (A; ;), X) nicht leer, da die konstante 0 Funktion alle Forde-
rungen erfiillt, womit B(I, (4, ), X) ein linearer Teilraum von B(I, X) ist.

Die Teilréume (Z;);e; werden in der Schreibweise B(I, (A; ;), X) weggelas-
sen, da sie implizit durch die Definitionsbereiche der (A4; ;)i<; gegeben sind:

Zi = dom A’L,Z

2.12 Lemma. B(I, (A4, ;), X) ist abgeschlossen in B(I, X) und damit selbst ein
Banachraum. Insbesondere ist ¢(1, (A4; ;), X) ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Die Abbildungen 7; : B(I,X) — X, f — f(i) sind linear und be-

schrénkt, womit

Y ={feBIX)|Viel fieZ }=(\r"(Z)
el
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abgeschlossen ist. Die Abbildungen ¢;; = m; — A;jom; + Y — Z; sind als
Zusammensetzung stetiger Abbildungen selbst stetig. Daher ist

B(I, (Ai), X) = {f €Y [i;(f) = 0Vi < j} = [\ ker i,

(u¥)

abgeschlossen. Der Raum ¢(I, (4; ;), X) = B(I, (4, ;), X)Ne(I, X) ist als Schnitt
zweier abgeschlossener Teilrdume selbst abgeschlossen.
a

2.13 Satz. Sei X ein Banachraum, (e;);en eine Schauderbasis von X, (Pp)nen
die dazugehorigen Projektionen und fir n < m sei P, ,, : ran P,, — ran P,, die
FEinschrinkung Py |van p,, -

Dann ist L : ¢(N, (Py,m),X) = X, f — lim,en f(n) eine in beide Richtun-
gen beschrinkte lineare Bijektion.

Beweis. ran P, ist endlichdimensional, womit P, ,, beschrénkt und ran P,, ab-
geschlossen ist. Also ldsst sich ¢(N, (P, ), X ) definieren und gibt wegen Lemma
[2.12)einen Banachraum ab. Fiir ein f € ¢(N, (Py,m), X) gilt f(n) € ran P, fiir je-
des n € N. Wegen der linearen Unabhéingigkeit der (e;);en gilt f(n) = >0 | ae;
fiir eindeutige Koeffizienten (a;)!;. Nachdem Py ,, f(m) = f(k) fir £ < m oder
gleichbedeutend

m k
Py E a;e; = E a;€;,

gilt, gibt es fiir jedes f € ¢(N, (Py,m), X) eine eindeutige Koeffizientenfolge
(a;)ien, sodass f = (31| aie;)nen. Somit gilt L(f) = >.°, a;e;. Nun muss L
injektiv sein, nachdem (e;);en eine Schauderbasis ist und damit nur die kon-
stante 0-Folge unter L auf 0 abgebildet wird.

Auflerdem ist fiir jedes x € X die Folge (P,x)nen beschriinkt, da sie kon-
vergent gegen x ist. Daher ist f := (P, ())nen ein Element von ¢(N, (Py,,m), X)
mit L(f) = «.

Schliefllich ist L eine beschrinkte lineare bijektive Abbildung zwischen zwei
Banachrdumen und wegen des Satzes der offenen Abbildung [2| Satz 4.3.1] ist
auch L~! beschriinkt.

a

2.14 Korollar. Die Projektionen (P, )nen einer Schauderbasis (e;);en in einem
Banachraum X sind stetig und sogar gleichmdf$ig beschrinkt. Die Koeffizien-
tenabbildungen (e});en sind ebenfalls stetig.

Beweis. Nachdem die Inverse L™ : X — ¢(N, (P, ,,), X) von L aus Satz m
beschriinkt ist, wobei L~ 'z = (P,2)nen, erhalten wir

127 = up |(Pa)nenlloe = sup sup [Pz = sup sup [Pz = sup |[Pall.
zll=1 ne

||| [|z||=1n€eN neN ||z =1
Insbesondere gilt sup,, ¢y || Pn|| < 400 und fiir die Koeffizientenabbildungen folgt

len (@) llenll = llen (@)enll = |(Pn — Pooy)zll < 2sup [|Pall [l lenll
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2sup,,enl| Pnl

. !
womit [[e;, || < ==

a

2.15 Definition. Der Wert bc(e;) := sup,,ey || Pn|| wird Basiskonstante ge-
nannt. Gilt be(e;) = 1, so wird die Schauderbasis (e;);en monoton genannt.

2.16 Bemerkung. Normiert man die Schauderbasis (e;);en, so erhilt man, dass
(€i)ien = (ﬁ)z en ebenfalls eine Schauderbasis ist, dessen Koeffizientenabbil-

dungen (€});en = (|lei]] €5)ien gleichmiBig mit
€l = lleill [le;]l < 2be(en)

beschrankt sind.

2.3 Basisfolgen

2.17 Definition. Eine Folge (e;);cn in einem Banachraum X wird Basisfolge
genannt, falls diese eine Schauderbasis von cls{e; | i € N} ist.

2.18 Bemerkung. Auch fiir eine Basisfolge (e;)ien sind die Koordinatenabbil-
dungen e} : cls{e;|i € N} — K stetige Funktionale und die Projektionen
no

P, :cls{e;|i € N} — span{e; |i € N<p}, @ = Y ", ei(x)e; gleichméafig be-
schriinkt mit be(e;).

2.19 Korollar. Fine Folge (e;)ien in einem Banachraum X ist genau dann
eine Basisfolgen, wenn e; # 0 fiir alle i € N und es eine Konstante K € RT
fiir alle Folgen (a;)icn aus dem Skalarkorper und alle n,m € N mit n < m gibt,
sodass

<K . (1)

n m
E ai€; g a;€;
i=1 i=1

Die kleinste derartige Konstante K stimmt mit be(e;) dberein.

Beweis. Wenn (e;);cn eine Basisfolge ist, so gilt

n m m
E ai€i|| = ‘ P, E ;€4 g a;€;
i=1 i=1 i=1

fiir alle n < m und alle (a;);en, wobei die P, die Projektionen aus Bemerkung
B18 sind.

Wiren die (e;);en linear abhingig, so gébe es ein n € N und Skalare (a;)?_,
sodass Z?:l a;e; = 0 und Z?;ll aze; # 0 gilt. Das widerspréche aber Bedingung
(). Somit gilt dimspan{e; |i € N<,} = n. Definiert man nun Projektionen
durch

< be(e;)

span{e; |i € N} — span{e;|i € N}
Z;Zl a;e; fof{"’m}aiei

so ist die Folge (P,)nen, wegen gleichméflig beschrinkt und erfiillt alle
Voraussetzungen von Satz Die Bedingung (i4i) ist erfiillt, da P,z fiir ein

P,:
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x € span{e; |4 € N} ab einem hinreichend grofien ny konstant z ist. Also ist
(e;)ien eine Schauderbasis von span{e; | ¢ € N} und wegen Proposition [2.7| auch
eine Schauderbasis von cls{e; | i € N}.

Aus der Definition von be(e;) folgt unmittelbar be(e;) < K fiir jedes K,
welches erfiillt. Da bc(e;) eine mogliche Wahl fiir ein solches K ist, folgt
die Behauptung.

Q

2.20 Definition. Sei (e;);en eine Basisfolge in einem Banachraum X und
(b;)ien eine Basisfolge in einem Banachraum Y. Dann heifit (e;);en dquivalent zu
(b;)ien, wenn fiir jede Koeffizientenfolge (a;);en die Konvergenz Reihe Yo7 aje;
Aquivalent zu der von Y .° | a;b; ist.

2.21 Satz. Sei (e;);en eine Basisfolge in einem Banachraum X und (b;);en eine
Folge in einem Banachraum Y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) (bi)ien ist eine zu (e;);en dquivalente Basisfolge.

(ii) Es gibt eine in beide Richtungen beschrinkte lineare Bijektion
D : cls{e; |i € N} — cls{b; | i € N}, sodass ®(e;) = b; fiir alle i € N.

(7i1) FEs gibt zwei Konstante Cy,Cy > 0, sodass fir alle Skalare (a;)_,

n n n
E aie; E a;b; E aie;
im1 i=1 i=1

<
b's

< Cqy
Y

L
1 «

qgilt.
Beweis. (i) = (it): Definiere die Abbildung

cls{e;|i e N} — cls{b; |i € N}
r=>3 2 elx)e;, — D2 el(x)b; '

Diese Abbildung ist wohldefiniert, linear, injektiv und surjektiv, da es sich laut
Voraussetzung um #quivalente Basisfolgen handelt. Ist ((zy, ®(zy))) ey €ine
gegen (z,y) konvergente Folge aus cls{e; | i € N} x cls{b; |4 € N}, so folgt aus

der Stetigkeit der Koeffizientenabbildungen, dass

D .

: / / . / : / /
tim () = () und T () = lim B(@(2)) = (1)
fiir alle ¢ € N. Daher gilt e/(z) = b}(y) und damit ®(x) = y. Aus dem Satz
des abgeschlossenen Graphen [2], Satz 4.4.2] folgt, dass ® stetig ist und aus dem
Satz der offenen Abbildung [2, Korollar 4.3.4], dass ®~! stetig ist.

(i) = (idd): (ii1) gilt fir Cy == ||@7!| und Cy == || @]

(791) = (4): Fur beliebiges m < n und beliebige Skalare (a;)_; gilt

n n m
E a;b; E ;€5 E a;b;
i=1 i=1

i=1
womit (b;);en laut Korollar eine Basisfolge ist.

Sei nun (a;)ien eine Folge aus dem Skalarkdrper, sodass Y .-, a;e; kon-
vergiert. Dann gilt nachdem Cauchy-Kriterium |37, ajeill y < &, wenn

m

E a;€;

i=1

< Cqy
Y

< Cobe(e;)
X

S ClC’gbc(ei)
X

)

Y
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n,m > ng fir ein gewisses ng € N. Wihle nun diese ng und definiere fiir gege-
benes m die Folge (a;);en durch

- a;, 1<m
aZ:{ 19 —_ b

0, sonst.
Dann gilt
n m n n
Zaibi - Zalbz = Z(az - &l)b, < CQ Z a;€; <€,
i=1 i=1 Y i=1 Y i=m+1 X

womit ( Dy aibi)n cy €ine Cauchy-Folge ist und konvergiert. Umgekehrt verlauft

der Beweis analog. Also sind (e;);en und (b;);en dquivalent.
a

3 Das Basisproblem

Wie schon am Anfang in Fakta[2.3angemerkt, ist jeder Banachraum mit Schau-
derbasis seperabel, wodurch sich die Frage aufdringt, ob auch jeder seperable
Banachraum eine Schauderbasis besitzt. Diese Fragestellung wird das Basispro-
blem genannt. Lange Zeit war diese Fragestellung ein offenes Problem bis 1972
Per Enflo das Problem negativ loste [3].

3.1 Definition. Ein Banachraum X hat die beschrinkte Approzimationseigen-
schaft (BAP), wenn es eine Folge (Ay)nen von beschrénkten linearen Selbstab-
bildungen endlichen Ranges gibt, sodass

hnl%] |Apz — || =0 fir alle z € X. (2)
ne

3.2 Bemerkung. Die Projektionen (P, ),en zu einer Schauderbasis erfiillen die
Forderung , womit jeder Banachraum, der eine Schauderbasis besitzt, die
beschrinkte Approximationseigenschaft hat.

3.3 Definition. Ein Banachraum X hat die Approzimationseigenschaft, wenn
es fiir jeden Banachraum Y und zu jedem kompakten Operator T : Y — X eine
Folge von Operatoren endlichen Ranges (T},)nen gibt, sodass

lim ||T —T,| = 0.
neN

3.4 Lemma. Ein Banachraum X hat die Approzimationseigenschaft, wenn fiir
jede kompakte Menge K und alle ¢ > 0 ein Operator A : X — X endlichen
Ranges existiert, sodass

sup || Az — x| <e.
zeK
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Beweis. Ist Y ein Banachraum und 7' : Y — X ein kompakter Operator,
so ist K := T(B1(0)) kompakt. W&hle nun fiir jedes n € N einen Operator
Ay : X — X, sodass sup,c ||Apz — x| < L. Dann gilt

1
||T - AnT” = Sup HTy - AnTyH = Sup Hl‘ - Aan < -
y€B1(0) zeK n

Also hat (T},)nen := (A,T)nen die in Definition geforderte Eigenschaft.
Q

3.5 Satz. Aus der beschrinkten Approximationseigenschaft folgt die Approxi-
mationseigenschaft.

Beweis. Nachdem die Folge (A,,)nen aus Definition punktweise gegen die
Identitét konvergiert gilt sup,,cy [|Anz| < co. Nach dem Principle of Uniform
Boundedness [2, Korollar 4.2.2] folgt C' := sup,,¢y || An|| < 0.

Sei K C X kompakt. Klarerweise lidsst sich K von (J,cx B o (x)
decken. Nachdem K kompakt ist, gilt bereits K C Ui:le(O:»l) (z;) fiir be-

stimmte (x;)%_ 1 aus K. Fiir jedes x € K gibt es demnach ein x;, sodass
|l — ;| < 37Ty~ Daher gilt

iiber-

[Anz — z|| < |Anz — Apzi + @ — ]| + [[Anai — x|
< (1Al + D) llz = 2] + [[Anzi — 2] -

Wiéhlt man nun n so grofl, dass max;—1..x ||Anz; — 2i|| < §, so erhélt man

€
< €,

wenn nur € K. Also gilt auch sup,¢x ||[Anz — z|| < € fiir n groB genug. Aus
Lemma, [3.4] folgt schlieBlich die Behauptung.
a

Aus Bemerkung und Satz folgt, dass jeder Banachraum mit Schau-
derbasis die Approximationseigenschaft hat.

Das heifft, um das Basisproblem negativ zu l6sen, reicht es einen seperablen
Banachraum zu finden, der die Approximationseigenschaft nicht erfiillt, da diese
aus der Existenz einer Schauderbasis folgen miisste. In der Tat ging Per Enflo
bei seiner Losung des Basisproblems derart vor [3].

4 Schwache Schauderbasen

4.1 Definition. Eine Folge (¢;);en in einem normierten Vektorraum X wird
schwache Schauderbasis von X genannt, falls es fiir jedes x € X eine eindeutige
Folge (a;)ien aus dem Skalarkorper K gibt, sodass die Reihe Zfil a;e; schwach
gegen x konvergiert, d.h.

N—00

N
lim (b(Zaiei) =¢(z) firalle ¢e€ X'
i=1
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4.2 Bemerkung. Auch fiir eine schwache Schauderbasis ist in natiirlicher Weise
eine Folge von Projektionen (P, ),en definiert

X — span{e;|i € Nc,}

Pn : n
. b
T Yl ae

wobei (a;);en die eindeutige Koeflizietenfolge zu x ist.

4.3 Lemma. Sei X ein Banachraum und (z,)n,en eine gegen = schwach kon-
vergente Folge, d.h. lim, ey ¢(x,) = ¢(z) fiir alle ¢ € X'. Dann ist die Folge
beschriankt.

Beweis. Im Folgenden bezeichnet ¢ : X — X" die kanonische Einbettung von
X in dessen topologischen Bidualraum X”.

Wegen ¢(z,) "= ¢(x) gibt es ein ng sodass |¢(x,)] < |¢(z)| + 1 fiir alle
n > ng. Nachdem ¢(x,)(¢) = ¢(x,,) gilt

sup [|e(z) (@) = sup [|¢(zn)|| < max{|¢(zn)], [d(z) + 1]} < oo
neN neN n<no

=Cy

Wegen des Principle of Uniform Boundedness [2, Korollar 4.2.2] ist ¢(x,,) gleich-
méfBig beschriankt. Da ¢ eine Isometrie ist, folgt die Aussage.
a

4.4 Definition. Fiir einen Banachraum X und eine gerichtete Menge (I, <)
bezeichnet ¢, (I, X) die Menge aller f € B(I,X) fiir die ein zy € X existiert,
sodass limj¢; f(i) = xy, das heifit lim;e; ¢(f (7)) = ¢(zy) fur alle ¢ € X'.

4.5 Lemma. ¢, (I, X) ist ein abgeschlossener Unterraum von B(I, X). Au-
Berdem ist L., : ([, X) = X, f +— limg.; f(i) eine lineare Abbildung mit
[ = 1.

Beweis. Konstante Funktionen sind in ¢, (I, X') enthalten, womit ¢, (I, X) nicht
leer ist. Da fiir schwach konvergente Netze (f(¢))icr, (9(7))ier und komplexe
Zahlen \

lim ¢[f (i) + Ag(@)] = lim & (f(0)) + Alim §(g(7)) fiir alle ¢ € X’

gilt, ist ¢, (I, X) ein Unterraum von B(I, X). Daraus folgt aulerdem auch die
Linearitat von L,,.

Fiir f € ¢, (I, X) gilt f(i) € Eﬁ{f\lm(o) fiir alle ¢ € I. Nachdem diese Menge
konvex und abgeschlossen in der Normtopologie ist, ist sie laut [2, Satz 5.3.8]
auch abgeschlossen in der schwachen Topologie. Damit ist L, (f) = limj¢; f(¢)

ebenfalls in Eﬁ(f\lm(o) enthalten und infolge gilt || L., (f)|| < | fll.,., wobei fiir
konstante Funktionen Gleichheit gilt.

Ist (fn)nen eine Folge aus ¢, (I, X), die gegen ein f € B(I, X) konvergiert,
80 gilt || Loy (fn) = Lu(fm)|| < [1fn = fmllo- Daher ist (Lw(fn))nen eine Cauchy
Folge in X und infolge konvergent gegen ein xg € X. Mit (f,,)nen konvergiert
auch (¢ o fp)nen fiir alle ¢ € X' gleichméBig. Wegen der Stetigkeit von ¢ und
Satz [2.9] gilt

lin 6(/(1)) = lim i 6(F(3)) = lim lim 6(f (1) = lim &(Lu(f2)) = 0(0)

neN el
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fiir alle ¢ € X’. Also ist f € ¢ (I, X) mit Ly (f) = 0.
d

4.6 Definition. Analog zu ¢(1, (A; ;), X) ldsst sich fiir schwache Konvergenz
Cw(I7 (Ai,j)ax) = 8(17 (Ai7j)7X) n CU}(Irx)

definieren.

Der Raum ¢, (1, (A;;), X) ist selbst als Schnitt zweier abgeschlossener Un-
terrdume ein abgeschlossener Unterraum

4.7 Satz. Sei (e;)ien eine schwache Schauderbasis eines Banachraums X,
(Pn)nen die dazugehorigen Projektionen und fir n < m sei P, ,, : ran P, —
ran P, die Einschrinkung Py |van p,, -

Dann ist L : ¢y(N, (Pym), X) = X, f — lim,cy f(n) eine in beide Rich-
tungen beschrdinkte lineare Bijektion.

Bewets. Die Injektivitat von L,, kann analog zu der Injektivitat von L im Beweis
von Satz [2.13] gezeigt werden.

Fir x € X ist (P,2)nen als schwach konvergente Folge laut Lemma
beschriankt. Daher liegt f := (Pp2)nen in ¢y(N, (Pnm), X), wobel Ly, (f) = .
Also ist L,, surjektiv.

Nun ist L,, als bijektive beschrinkte lineare Abbildung wegen des Satzes der
offenen Abbildung [2 Satz 4.3.1] ein Hom$omorphismus.

a

4.8 Korollar. Ist (e;);en eine schwache Schauderbasis eines Banachraums X,
so ist (€;)ien eine Schauderbasis von X.

Beweis. Die Projektionenfolge (P, )nen ist gleichméBig beschriinkt durch ||L;1 H
Der Beweis dafiir verlduft exakt wie jener in Korollar

Fiir jedes 2 € span{e;|i € N} konvergiert P,z "— 2 nicht nur in der
schwachen Topologie sondern auch in der Normtopologie, da die Folge ab einem
hinreichend grofien Index ny konstant ist. Nachdem span{e;|i € N} konvex
ist, stimmt der Normabschluss mit dem schwachen Abschluss, welcher X ist,
iiberein.

Proposition besagt, dass (e;);en bereits eine Schauderbasis fiir X ist.

a

5 Duale Schauderbasis

5.1 Definition. Ist X ein Banachraum und (e;);en eine Schauderbasis von X,
dann wird die dazu gegebenen Folge von Koeffizientenabbildungen (e});en aus
X' (Korollar [2.14) duale Schauderbasis genannt.

5.2 Bemerkung. Die duale Schauderbasis (€})ien ist im Allgemeinen keine
Schauderbasis von X’.

5.3 Bemerkung. Nachdem e](e;) = 0 fiir i # j, gilt fur alle Koeffizienten (a;);en

ei(e;)) =1#0= Z arer(€:).

keN\{i}
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Daher ist jedes ¢ € cls{e}, |k € N\{i}} ausgewertet an e; gleich 0, wohingegen
ei(e;) = 1. Das impliziert €] ¢ cls{e}, |k € N\{i}}, womit die duale Schauderba-
sis nicht nur linear unabhéngig, sondern auch unendlich linear unabhdngig ist,
was genau e} ¢ cls{e, | k € N\{i}} fiir alle ¢ € N bedeuten soll.

5.4 Satz. Sei (e;);en eine Schauderbasis eines Banachraumes X, (€});en dessen
duale Schauderbasis und (Py,)nen die dazugehdrigen Projektionen. Dann gilt:

(1) Fir die Konjugierte Abbildung P, : X' — X' won P, gilt
Pha’ =300 /(e

) hmneN Plx’ =1 fir alle x’ € X'.

(i31) (e})ien ist eine Schauderbasis fir cls{e}|i € N} C X'.

Beweis.

(1) Wegen der Linearitét eines ' € X' gilt fiir alle x € X

(v, P2’y = (Pyx,2") Ze Ve, x') =

i=1

= <x,;x'(ei)e;>.

x'(e

I

s
I
—

(#7) Bezeichnet ¢ : X — X" die kanonische Einbettung, so erhilt man

)(PlLx") Zw (e;)ei(z) == (ie;(x)e,—).

i=1

Somit ldsst sich der Grenzwert fiir n — oo, wegen der Stetigkeit von z’
wie folgt berechnen:

n

lim ¢(z)(P.2') = lim x’(z e;(x)ei) =2/ (z) = (x)(2).

neN neN
=1

(ii7) Da die duale Schauderbasis linear unabhéngig ist (vgl. Bemerkung ,
gilt dimran P, = n. Nachdem wegen [2| Satz 6.1.2] ||P.|| = || Pl gilt,
ist auch (P, )neN gleichmé&Big beschrinkt durch be(e;). Fiir ein 2’ aus
span{e}|i € N} konvergiert P,x’ sogar in der Norm gegen z’. Da
span{e; |i € N} = [J,,oyran Py, dicht in cls{e] |7 € N} liegt, ist aufgrund
von Proposition (e})ien eine Schauderbasis von cls{e} |7 € N}.

a

5.5 Definition. Sei (e;);en eine Schauderbasis von X und (e});en dessen duale
Schauderbasis.

o (e;)ien wird schrumpfend genannt, falls cls{e}|i € N} = X'.

e (e;)ien wird beschrinkt vollstindig genannt, falls die Reihe Y";° | a;e; schon
dann konvergiert, wenn sup,,cy [|> 1 ae; || < 0.
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5.6 Bemerkung. Ist eine Schauderbasis (e;);en eines Banachraums X so bedeu-
tet, wegen Satz beschréankt vollstdndig nichts anderes als

C(Na (Pﬂ,m)7X) - B(N> (Pn,m)aX)'

5.7 Satz. Fiir eine schrumpfende Schauderbasis (e;)ien eines Banachraums X
ist T+ X" — B(N,(P, ), X) mit 2’ — (Z?:l x”(e;)ei> . eine in beide
ne

Richtungen beschrdnkte lineare Bijektion.
Ist (e;)ien zusdtzlich monoton, d.h. be(e;) =1, so ist T' sogar eine Isometrie.

Beweis. Da (e;)ien schrumpfend ist, ist die duale Schauderbasis (e});en ei-
ne Schauderbasis von X’. Daher kann Satz () auf (€});eny mit der dualen
Schauderbasis (1(e;));en angewandt werden. Insbesondere sind die entsprechen-
den Projektionen gegeben durch:

" "
P’I/L/: X;/ - Xn "ot .
€T = Zi:lx (e3)e(eq)

Nachdem ¢ : X — X" eine lineare Isometrie ist, folgt

n n
T"|| = H( (e el) H = H( () u(e; ) H =sup ||P/2"| .
1= () | = (S eeten) | = sopie)

Aus [|[PY|| = |1PL] = || Pnll < be(e;) (vgl. [2, Satz 6.1.2]) erhélt man
IT2"]| o < be(es) [l2”]] -

Gilt Tz" = Ty", so folgt z'(e}) = y"(e}) fiir alle i € N. Weil die e} eine
Schauderbasis fiir X’ bilden, gilt daher auch 3" = 2”. Somit ist T injektiv.

Ist andererseits f € B(N, (Pn,m), X), so gilt f(n) = > I, a;e; fiir eine ein-

deutige Folge (a;)jen. Nachdem auch ¢ o f = (Z?Zl aib(ei)> in X” be-

neN

schrinkt ist, hat diese Folge beziiglich der w*-Topologie von X", aufgefasst als

Dualraum von X', einen Hiufungspunkt x”/. Das heifit es existiert eine gerich-

tete Menge (J, <) und eine Funktion n : J — N, sodass (Z?:(Jl) aib(ei)) : ein
je

Teilnetz von ¢ o f ist und

n(j)
"(p) =i it(€; fiir all X’
=" (¢) jleﬂ};a v(e;)(p) fiir alle ¢ €

gilt. Wertet man z” an jedem Vektor der dualen Schauderbasis aus, so erhélt
man, wegen e}(e;) =9, ;
n(j)

2" (e},) = lim Z a;er(e;) = ag.
el =

Also gilt T'(z") = f, womit T surjektiv ist.
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Daher ist T eine bijektive beschrinkte lineare Abbildung zwischen zwei Ba-
nachriumen. Auflerdem folgt aus den Uberlegungen zur Surjektivitit von 7T,
dass HT —lf H < || fll, da abgeschlossene Normkugeln auch in der w*-Topologie
abgeschlossen sind. Also gilt ’ T_1H < 1, womit T~! beschrénkt ist.

Wenn (e;);eny monoton ist, so gilt be(e;) = 1, und folglich

="} < 172" < [l2"]] -

Also ist T eine Isometrie.
Q

5.8 Satz. Ein Banachraum X mit einer Schauderbasis (e;);en ist genau dann
reflexiv, wenn (e;)ien schrumpfend und beschrdinkt vollstindig ist.

Beweis. Ist (e;);en schrumpfend so ist T aus Satz eine in beide Richtun-
gen beschrénkte lineare Bijektion von X" auf B(N, (P, ), X). Nachdem (e;);en
auch beschriankt vollsténdig ist, folgt wegen Bemerkung dass T bereits auf
¢(N, (P,,m), X) abbildet. Das heiit, LoT : X" — X (L aus Satz[2.13) ist wohl-
definiert und ebenfalls eine eine beide Richtungen beschriankte lineare Bijektion.
Somit existiert die Umgekehrabbildung und fiir diese gilt

(T oL Nzr=1"" ( ; e;(z)ei)nEN =71 ( ; L(z)(e;)ei)nEN = (z).
Damit ist ¢ : X — X" bijektiv.

Nun sei X umgekehrt reflexiv. Aus Satz 5.4 folgt, dass lim“cy P/z’ = ' fiir
beliebiges ' € X'. Wegen X" = +(X) stimmt die schwache Topologie mit der
w*-Topologie iiberein. Also ist die duale Schauderbasis eine schwache Schauder-
basis von X’ und wegen Korollar sogar eine Schauderbasis von X’. Also ist
(e;)ien schrumpfend. Fiir jedes 2" € X" existiert ein x € X, sodass ¢(z) = z”.
Nun gilt

Ty =T = ( ! 1) N
x v(x) ;ez(m)e en x

Nachdem sowohl T" als auch L bijektiv sind, folgt daraus
B(N,(Pym),X)=TX" =L 'X = ¢(N, (Pym), X).

Somit ist (e;);en beschrinkt vollstéindig.

6 Beispiele

6.1 Beispiel. Um eine Schauderbasis fiir C([0, 1], K) zu erhalten, wiihle man
zunéchst eine Folge (¢;);en, sodass t1 = 0, to = 1 und {¢; |7 € N} dicht in
[0,1] ist. Weiters definiere man P f = f(0) und P, f als eine stiickweise linea~
re Funktion mit Knoten (¢;)I,, sodass P, f(t;) = f(t;) fiir i < n. Dann gilt
1P fllo < IIfllo fiir alle n € N, wobei bei konstanten Funktionen Gleichheit
herrscht. Somit sind die P,, gleichm#8ig mit 1 beschrinkt. Auflerdem gilt

Panf = PmPnf = Pmin{n,m}f (3)
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fir alle f € C([0,1],K), womit es sich bei den (P, )nen um Projektionen han-
delt. Um nachzuweisen, dass C([0, 1], KK) eine Schauderbasis hat, wird Satz
bemiiht. Mit (3) ist Bedingung (i) bereits erfiillt.

FNITEE
—_

Q=
[ L
[

Abbildung 1: Funktion und ihre Projektion

Nachdem C*([0, 1], K) dicht in C([0, 1], K) liegt und die (P, ),en gleichméBig
beschrinkt sind, reicht es, um Bedingung (ii%) nachzuweisen, wegen Lemma
zu zeigen, dass lim, ey P, f = f fiir alle f € C1(]0, 1], K).

Fiir festes f erhilt man fiir jede Projektion P,, die Steigungen der stiickwei-
sen linearen Teile durch
 Pof(try) = Paf(trvny)  [(te(y) = ftrian)

n,i - = (S N<n7
tr(i) — tr(it1) tr(i) = tr(it1)

wobei 7w die Permutation ist, die (¢;)7; der Grofie nach ordnet, das heifit
tr(i)y < tr(it1)- Pnf ist fiir jedes n € N eine lipschitzstetige Funktionen mit
Lipschitzkonstante s,, 1= max;en_,, |sn ;|- Wegen des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung folgt s, < ||Re f'||, + [[Im f'||  := C, womit (P, f)nen gleich-
gradig lipschitzstetig ist. Nachdem (t;);en dicht in [0, 1] ist, gibt es fiir jedes
€ > 0ein k € N, sodass es fir jedes z € [0,1] ein ¢, € {t;|i € N<i} mit
|z — ts k| < € gibt. Nun gilt

[Pof(x) = f(2)] = [Paf(2) = Puf(tap) + Pof(ter) = f(ter) + f(tar) — f(2)]
< |Pnf(x) - Pnf(ta;,k)| + |Pnf(ta;,k) - f(tw7k)| + |f(l‘) - f(tz7k)|
S 20|£C - tz,k:| + ‘Pnf(tz,k:> - f(tz,k)|

Wihle £ € N nun so grof}, dass |z — ¢, | < 55. Nachdem P, f(t;) — f(t;) =0

fiir n > i, folgt

I1Pnf — fll <e firn >k,

womit nach Lemma die Bedingung (i), lim,eny P, f = f fur alle f €
C(]0,1],K), erfiillt ist.

Fiir Bedingung (i) muss man dimran P, = n zeigen, dafiir betrachte man
folgende lineare Funktion

ranP, — K"

vn e (F),
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Nachdem man, zum Beispiel durch eine Polynominterpolation, fiir jeden Vektor
v € K™ auch eine Funktion f € C([0, 1], K) findet, sodass f(t;) = v; fir i € N<,,,
ist 1, surjektiv, da P, f(t;) = f(¢;). Gilt fiir zwei Funktionen f, g aus ran P,

Yo (f) =n(g) bzw. f(t;) =g(t;) fir ieNg,,

so muss auch P, f = P, g gelten. Nachdem P, als Projektion eingeschrinkt auf
ran P, die Identitéit abgibt, ist 1, injektiv und somit insgesamt bijektiv. Daher
gilt dimran P,, = dimK” = n.

Somit sind alle Bedingungen erfiillt und C([0, 1], K) hat eine Schauderbasis,
die sogar monoton ist, d.h. ||P,|| =1 fiir alle n € N.

Wé&hlt man die Folge (¢;);cn derart, dass

20—-1

tl = 0, t2 =1 und t2k+l+1 = W

I € Negr, k € NU{0},

so erhéilt man die Faber-Schauder Basis, wenn man die Basisfunktionen, die man
aus den Projektionen erhélt, normiert.

s1 =1, So = id,
(z - 32)2", = e [35%, &),
52k+l+1(x) = (23-%—1 - $)2k+17 T € (gi%v 23%]7
0, sonst.
11— 1 1- 1- 1 1
1]
1 1 11 11 1 131 1 1
2 12 2 4 1

Abbildung 2: Die ersten Elemente der Faber-Schauder Basis

6.2 Beispiel. Um fiir festes p € [1,400) eine Schauderbasis fiir LP([0, 1], K)
anzugeben, wihle man zunéchst die Folge:

hi =1, hory = ]1[2172 21 — ]1[2171 2L le NSQk, keNuU {0}

k1 2kT1 Sk T175kT1

Abbildung [3] illustriert die ersten Elemente dieser Folge. Betrachtet man H :=
span{h; |7 € N}, so stellt man fest, dass dieser Unterraum alle Indikatorfunk-
tionen der Mengen [, %] im Sinne der Restklassen in LP([0,1],K) enthalt.
Somit sind auch alle Indikatorfunktionen von Vereinigungen solcher Mengen in
H enthalten. Laut [7, Korollar 17.1.8] liegt H dicht in L?([0, 1], K).

Nun definiere man die Projektionen

H — H
P, m min{m,n}
Z’L:l aihi — Zi:l ’ aihi

Wahlt man ein f = Z?:ll azh; aus ran P, 1, so unterscheidet sich P,f von
f nur auf supp hy41 = [a,b] fiir passende a,b € [0,1]. Nun ist P, f auf [a,D]
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1 1 1 13 -~ 1 1% ~
1 3
! i - — - S l : (\ :
1 1 J 1 1 J 151 J{ 1 F [
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Abbildung 3: Die ersten Elemente der Haarbasis

B3 b
2O+

konstant mit dem Wert ¢ und fiir f gilt

f([aa;b)) —{c+ans1) und f<(a2+bb]> — {c—anii).

Wegen der Konvexitidt der Funktion = — |z|P gilt
p_ 1 1 p ol pyl P
le[P = |§(C+an+1)+§(0*an+l)| < §\C+an+1| +§|C*an+1 :

Somit ldsst sich die Norm von P, f folgendermaflen abschétzen:

IPafl = [ i [
[0,a)U(b,1] [a,0]
1 1
<[ upars [ Jevoapas [ Je-aapa
[0,a)u(b,1] [a,b] [a,b]

=/ Ifl”dAJr/ : \C+an+1|pd)\+/ o= ansa|Pd
[0,0)U(b,1] [, %42] 52 0]
= [I£1l;-

Mittels vollstindiger Induktion folgt, dass || P,|| = 1 fiir alle n € N. Somit sind
alle Voraussetzungen von Proposition erfiillt und (h;);en ist eine monotone
Schauderbasis von L?([0,1]), welche auch Haarbasis genannt wird.

7 Unbedingte Schauderbasen

Es sei daran erinnert, dass unbedingte Konvergenz einer Reihe )\ 2, bedeu-

tet, dass das Netz (>, .4 x”)Ae&(N)
endlichen Teilmengen von N ist, welche durch C gerichtet ist.

konvergiert, wobei £(N) die Menge aller

7.1 Lemma. Sei (z,)nen eine Folge in einem Banachraum X iiber dem Ska-
larkorper K.

Die Reihe ) 2, konvergiert genau dann unbedingt, wenn )y Anzy
fir alle (Ap)nen € €°° mit ||(An)nen|l, < 1 konvergiert.

Beweis. In einem Banachraum X konvergiert ) Zp, genau dann unbedingt,

neN
wenn fiir jedes € > 0 ein Ay € E(N) existiert, sodass || ;.4 @[ < €, wenn
AN Ay = (0 (Cauchysches Konvergenzkriterium).
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Zu gegebenem € > 0 wihle nun Ay € E(N), sodass ||>,c 4 @ < § fiir alle
AN Ay = 0. Weiters definiere man

Ap ={i€ A|Ref(2:) >0}, Ay :={i€A|Ref(z;) <0}

zu einem beliebigen A mit AN Ag = 0 und einem f € X’ mit ||f|] < 1. Da
sowohl Ay, N Ag =0 als auch Ay N Ay = 0 gilt, folgt

SoIRe el = 3 Ref(a) ~ 3 Refte) =Res( Y a3 ai)

i€A ’L‘EAf+ i€EAy_ iEAf+ i€EAy_
€
< |l in_zxig Zl‘i+ in <3

ieAM i€EAy_ iEAf+ i€EAy_

Analog zeigt man ), , |Im f(z;)| < §. Insgesamt erhilt man

Z If(z:)] < Z|Ref(aci)| + |Im f(z;)] < e fiiralle f € X' mit | f|| <1.
i€A €A
Hier sei angemerkt, dass A nicht von f abhéngt.
Sei nun (\;);en € €°° mit [[(A;)ien||, = 1, dann existiert, wegen den Sétzen
von Hahn-Banach [2, Korollar 5.2.6] zu jedem A € £(N) mit AN Ag = 0 ein
fe X' mit ||f]] <1, sodass

| 2;” = f(;qmi) = ;Aiﬂm < g@\f@:m <e

<1

gilt, womit ) .y Ajz; konvergiert.

Um die andere Richtung zu zeigen, nehme man an, dass ) .y, nicht
unbedingt konvergiere. Das heifit es existiert ein ¢ > 0, sodass es fiir jedes
A € E(N) ein B € £(N) gibt mit

BNnA=0 und HZ:@ > €. (4)
i€B

Fiir dieses € definiere man rekursiv A; := {1} und Ag4+1 := N<max B, , wobei By,
immer so gewéhlt wird, dass fiir Ay, By erfiillt ist. Weiters wéihle man

- ]-7 j S UkeN Bka
Hi 0, sonst.

Damit gibt es fiir alle ny € N ein By, sodass min By, > ng und H Ziia:;ﬁ’bk i || =

| Y ien, ®il| > € Also kann (Y27, piw;),  keine Cauchyfolge sein, was einen

Widerspruch zur Konvergenz der Reihe ergibt.
a

7.2 Definition. Eine Folge (e;);en in einem normierten Vektorraum X wird
unbedingte Schauderbasis genannt, wenn es fiir jedes z € X eine eindeutige
Folge (a;)ien aus dem Skalarkorper gibt, sodass z der unbedingte Grenzwert

der Reihe
Tr = E a;e;
ieN
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ist.
7.3 Fakta. Aus dieser Definition folgen unmittelbar einige Eigenschaften:

e Eine unbedingte Schauderbasis ist sicherlich auch eine Schauderbasis, da
(ZiGNgn aiei)neN ein Teilnetz von (ZieA aiei)Aeg(N) ist.

e Da jede unbedingte Schauderbasis auch eine Schauderbasis ist, ldsst sich
Korollar anwenden, womit die Koeffizientenabbildungen ¢} stetig sind,
falls X ein Banachraum ist.

e Fiir jedes A € £(N) ist in der natiirlicherweise eine Projektion

X — span{e;|i€ A}

Py
4 Doien @i Y ic a0

definiert. Fiir diese Abbildungen gilt dimran Py = |A|, PaPs = Panp
und limgegyy Paz = @ fiir alle x € X.

7.4 Beispiel. Der Raum ¢? fiir p € [1,400) hat mit e; = (0; j)jen fiir ¢ € N
eine unbedingte Schauderbasis. Ist (a;);en aus €P und € > 0, so gibt es ein n € N,
sodass _° . |a;|? < e. Wihlt man nun ein endliches A O N, so gilt

oo
|@ien =D aie]| = S jalr < 3 Jai <

i€EA i€ A° 1=n+1

Das heifit, ),y aie; konvergiert unbedingt.
Analog zeigt man, dass (e;);en auch fiir ¢g eine unbedingte Schauderbasis
ist.

7.5 Lemma. Sei (¢;);cn eine unbedingte Schauderbasis eines normierten Vek-
torraums X und (Pa)acegqy) die natiirlichen Projektionen. Dann ist fiir jedes
feste x € X das Netz (Pax)scew) beschréinkt.

Beweis. Nachdem Pjx gegen x konvergiert, existiert ein Ay € £(N), sodass
|[Pax| € Bi(x) fiir alle A D Ay. Wihle n := max Ay und setze

= P
¢i= aax (| Prre|]

Fiir alle M C N, gilt daher |Pyz|| < ¢. Jedes B € £(N) mit B ¢ N, lisst
sich darstellen als A\M, wobei A D Ay und M C Ng,,. Wegen

|Pgx|| ‘ Z aell = Zaiei — Z a;e;
i€A\M i€A iEMNA
< Zaiei + Z a;e;
€A iEMNA
<|z||+1+c¢

ergibt sich insgesamt ||Pax| < ||z|| + 1+ ¢ fiir alle A € E(N).
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7.6 Bemerkung. Wéhlt man in Definition (I,<) als ((N),C) und Py p =
Palran Py - ran P — ran Py fir A C B, so erhilt man, dass ¢(6(N), P4 g, X)
ein Banachraum ist, wenn X einer ist.

7.7 Satz. Sei (e;)ien eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraums X,
(PA)AEg(N) die dazugehorigen Projektionen und fir A C B sei P4 g : ran Pgp —
ran Py die Einschrinkung Pa|ran Py -

Dann ist die Abbildung L, : ¢(£(N), Pa,p, X) = X mit f = limacen) f(A)
eine in beide Richtungen beschrinkte lineare Bijektion.

Beweis. Die Linearitdt von L, folgt aus der Linearitit der Grenzwertbildung.
Aus der Abgeschlossenheit der Normkugel By (0) folgt || Ly fI| < [|f]l .-

Fir ein A € £(N) und ein f € ¢(E(N), Pa g, X) gilt f(A) € ran P4. Wegen
der linear Unabhéngigkeit der (e;);en gibt es eindeutige Koeflizienten (a;);ca,
sodass f(A) = >, 4 aie;. Nachdem

PBf(A) = Pg Zaiei = Zaiei = f(B)

eC i€EB

fir B C A gilt, gibt es zu einem f € ¢(E(N), Pa p,X) eine eindeutige Kof-
fizientenfolge (a;)icn, sodass f(A) = >, 4 ase; fiir alle A € £(N). Somit gilt
Ly(f) = limaegmy ;e 4 @i€i- Daher kann wegen der Eindeutigkeit der Koeffi-
zientenfolge zu einer unbedingten Schauderbasis nur die konstante 0-Funktion
unter L,, auf die 0 aus X abgebildet werden, was die Injektivitdt von L, bedingt.
Laut Lemma ist f := (Paz)aceqy) fiir beliebiges z = ), yae; € X
beschriankt und daher ein Element von ¢(£(N), P4 p, X). Daraus folgt

Ly(Par) pcem) = Aéig(lN) Z aje; = Z ae; =,
i€A ieN

womit L, surjektiv ist.

Schliellich ist L, eine beschrinkte lineare Bijektion zwischen zwei Banach-
rdumen und wegen des Satzes der offenen Abbildung [2] Satz 4.3.1] ist auch L *
beschrinkt.

a

7.8 Korollar. Die Projektionen (Pa)acev) einer unbedingten Schauderbasis
(ei)ien in einem Banachraum X sind gleichmdflig beschrinkt.

Beweis. Nachdem die Inverse L;! : X — ¢(E(N), (Pa g),X) von L, aus Satz
beschriinkt ist, wobei L, 'z = (P,2)nen, gilt

|L. | = sup [|(Paz)acee||,, = sup sup [Paz| = sup sup |[Paz||
[|z]|=1 [lz]|=1 Ae£(N) A€&(N) [|z||=1
= sup ||Pall-
A€&(N)

Dabher ist auch sup 4cg ) | Pall beschrénkt.
a

7.9 Definition. Fiir eine unbedingte Schauderbasis (e;);cy eines Banachraumes
X wird der Wert ubc(e;) 1= sup gcg ) || Pall unbedingte Basiskonstante genannt.
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7.10 Satz. Ist (e;);en eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraumes X,
dann existiert ein K > 0, sodass fir alle x € X und alle (\;)ien € £° mit

[|(Ai)ien]| <1

oo

K Z ei(x)e;

=1

i Aies(x)e;
i=1

gilt.

Beweis. Waéhle zunichst ein x € X fest. Dann definiere fiir jedes n € N den
Operator A, : £ — X mit A = (\;)ien — >ry Mieh(2)e;. Fiir jedes n € N gilt
|Anll < 320, |€i(z)] |lei]] < 4+o00. Da A, laut Lemmakonvergiert, existiert
ein z) € X und ein ny € N, sodass A, A € Bi(xy) fiir n > ng. Infolge gilt

sup [| A, Al < [|la || + 1+ max [ A, || Al < +o0.
neN n<no

=Cy
Aus dem Principle of Uniform Boundedness [2| Korollar 4.2.2] folgt nun
sup,en ||An|| < 400 und damit

n

Z Aies(x)e;

=1

sup sup

=sup sup |[A.A| =supl|4,| < +oc. (5)
Al o =1n€EN 1 neN

neN Al =
Weiters definiere die Operatorfamilien (R))yege(g) wie folgt:

Ry - X = X
At dien Aiei(m)e;

Laut Lemma sind diese Abbildungen wohldefiniert. Die Abbildung P, R :
z — Yo Nej(x)e; ist beschrinkt, da die €] beschriinkt sind. AuBlerdem gilt
lim,en P, Raxz = Ryx. Daher ist laut [2, Korollar 4.2.3] (em Korollar des Prin-
ciple of Uniform Boundedness) R, beschrankt. Wegen () gilt fiir jedes feste
reX

< +00.

Z)\e

Somit ldsst sich wieder Principle of Uniform Boundedness [2, Korollar 4.2.2]
anwenden und dies ergibt supjy; —; HRAH < +00. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

sup ||R,\x||< sup sup
IAll oo Al ,=1neN

a

7.11 Proposition. Ist eine unbedingte Schauderbasis (e;);en als Schauderbasis
beschrinkt vollstindig im Sinne von Definition[5.5, so gilt

B(E(N), Pa,p, X) = ¢(£(N), Pa,p, X). (6)

Beweis. Die Tatsache B(E(N), Pa g, X) 2 ¢(E(N), Pa g, X) folgt unmittelbar
aus den Definitionen.
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Fiir (ZieA aiei)Aeg(N) € B(E(N), P4,p, X) ist das Teilnetz (Z?:l aiei)neN
klarerweise ebenfalls beschrinkt. Wegen der vollstdndigen Beschrinktheit von
(ei)ien liegt (X272, aiei), o i (N, Py, X). Nun gilt

-1 —_ Lo
(L, oL) ( ; aiei)neN = (ZEZA azel)Aee(N)'

womit (>, 4 aiei)Aes(N) aus ¢(E(N), P4 g, X) ist.
a

7.12 Bemerkung. Fiir eine unbedingt Schauderbasis (e;);eny konnte man die
Gleichheit @ dazu verwenden, um beschréankt vollstéandig als unbedingte Schau-
derbasis zu definieren (vergleiche Bemerkung . Nachdem diese Eigenschaft
dquivalent zu beschrinkt vollstdndig als Schauderbasis ist, wird zwischen den
Begriffen nicht unterschieden.

7.13 Satz. Sei (Pa)aceqn) eine Folge von beschrinkten linearen Selbstabbildun-
gen in einem normierten Raum X mit:

(1) dimran P4 = |A|,
(1) PaPp = Panp,
(177) limgce) Paz = x fiir alle x € X.

Dann erhdlt man eine unbedingte Schauderbasis indem man fiir jedes i € N
0 # e; € ran Pyyy beliebig wahlt. Zusditzlich sind die (Pa) ace ) wiederum genau
die Projektionen zur unbedingten Schauderbasis (€;)ieN.

Beweis. Aus (i) folgt, dass ran Pg;yNran Py (53 = {0} und ran Pg;) C ran Py fiir

i € A. Daher ist {e; |i € A} eine linear unabhingig Menge mit der Méchtigkeit
|A] und somit eine Basis von ran P,. Fiir jedes z € X gilt

Pjiz = Z a;(x)e;,
icA

wobel «; wegen (i¢) unabhingig von A ist. Infolge lisst sich jedes x € X schrei-
ben als

Gibt es eine Folge (B;)ien mit = lim ey D, 4 Bi€i, so folgt

ai(r)e; = Py = Py Agg(lN) Z Bje; = AE?(IN) Py Z Bjej = Biei,
JEA JEA
womit die Koeffizientenfolge eindeutig ist und (e;);en eine unbedingte Schau-
derbasis abgibt.
a

7.14 Korollar. Sei (¢;);en eine unbedingte Schauderbasis eines dichten Unter-
raumes Y von X, dessen Projektionen (Pa)ace ) gleichmdifig beschrinkt sind.
Dann ist (e;);en bereits eine unbedingte Schauderbasis fiir X.
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Beweis. Die Projektionen lassen sich wegen der Dichtheit von Y in X stetig auf
X fortsetzen. Dabei gilt P4(X) = Pa(Y), da P4(Y) bereits abgeschlossen ist.
Die Abbildungsnorm bleibt ebenfalls erhalten. Daher konvergiert laut Lemma
2.5 das Netz (Paz) ace(n) fiir jedes = € X gegen .

Somit erfiillen die Fortsetzungen alle Voraussetzungen von Satz[7.13] weswe-
gen X eine unbedingte Schauderbasis hat. Nachdem 0 # e; € ran Py fiir alle
1 € N, ist (e;)ien eine mogliche Wahl fiir eine unbedingte Schauderbasis von X.

Qa

7.15 Satz. Sei (e;)ien eine unbedingte Schauderbasis eines Banachraumes X,
(€f)ien dessen duale Schauderbasis und (Pa)acem) die dazugehdrigen Projek-
tionen. Dann gilt:

(i) Fir die konjugierte Abbildung P) : X' — X' won Py gil,
i’ = e (e)el
(i%) lim’LAU*Eg(N) Pia' =2 fir alle x’ € X'.

(73i) (e})ien ist eine unbedingte Schauderbasis fiir cls{e}|i € N} C X'.

Beweis.
(i) Wegen der Linearitédt von z’ gilt

(x, Pha') = (Pax,2') = Z )ei,x Zm

€A i€EA

= (z, Zx'(e e

i€A
(#4) Bezeichne ¢ : X — X" die kanonische Einbettung, so erhilt man
z)(Pyz") Zm (e;)ei(z) = x'(Zeé(w)ei).
i€A €A

Somit lasst sich der Grenzwert, wegen der Stetigkeit von 2’ wie folgt be-

rechnen:
li P2y = 1 ’ "(2)e;) = ' (x) = .
Al z)(Pya’) Al (E 61(:6)61) z'(z) = o(z)(2')

i€EA

(73i) Da die duale Schauderbasis linear unabhiingig ist, gilt dimran P} = |A|.
AuBerdem erfiillen die Projektionen P} Py = (PgPa) = P)~p. Nachdem
wegen [2, Satz 6.1.2] ||P}]| = [|Pal| gilt, ist auch (P})aceqy) gleichmiBig
beschrinkt durch ubc(e;). Fiir ein 2’ € span{e} |i € N} konvergiert Pya’
sogar in der Norm gegen 2’. Da span{e}|i € N} dicht in cls{e}|i € N}
liegt, ist aufgrund von Korollar[7.14] (¢});en eine unbedingte Schauderbasis
von cls{e} | i € N}.

Q

7.16 Korollar. Ist eine unbedingte Schauderbasis (e;);cn eines Banachraumes
X als Schauderbasis im Sinne von Definition[5.5 schrumpfend, so ist die duale
Schauderbasis (e});en sogar eine unbedingte Schauderbasis von X'.
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7.17 Lemma. Sei (¢;);en eine unbedingte Schauderbasis in einem Banachraum
X. Dann existiert ein K > 0, sodass fiir alle Folgen (\;);en aus £°°, alle Koeffi-
zientenfolgen (a;);eny und alle m € N

m
H E Ai@;€;
i=1

m
< Ksup |\ Zaiei
ieN =1
gilt.

Beweis. Fiir festes m € N wihle mit Hilfe der Sétze von Hahn-Banach [2] ein
a' € X', sodass @' (Y71 aie;) = || Do7L; aieq|| und [|2’|| = 1. Weiters definiere
man die Folge (11;)ien, sodass pi;a,2'(e;) = |a;z’(e;)|. Daher gilt [|(1i)ienl| o, = 1.

H i )\iaiei
i=1

= Naiw(er) <D [Nillair’(e5)] < [|(M)ienllog Y piaia’ (e:)
=1 =1 =1

< Ndienlloe 1271 | D ases
i=1
Aus Satz und ||2']| = 1 folgt

m
H E Aiaie;
=1

und damit die Aussage.

m
< K el | aves
=1

a

7.18 Definition. Ein Banachraum X enthélt eine isomorphe Kopie eines Ba-
nachraum Z, wenn es einen abgeschlossenen Unterraum Y von X und eine
bijektive lineare beschrinkte Abbildung ® : Y — Z gibt.

Die Abbildung ® ist laut dem Satz der offenen Abbildung [2] Satz 4.3.1]
automatisch in beide Richtungen stetig.

7.19 Satz. Hat ein Banachraum X eine unbedingte Schauderbasis (e;)ien, die
nicht beschrinkt vollstindig ist, dann enthdlt X eine isomorphe Kopie von cq.

Beweis. Nachdem (e;);en nicht beschrénkt vollstédndig ist, gibt es eine Folge
(a;)ien aus dem Skalarkdrper, sodass sup,,cy ||> i, aie;|| < 1, aber Y o0 ae;
konvergiert nicht. Laut dem Cauchy-Kriterium gibt es ein € > 0, sodass es fiir
alle n € N zwei natiirliche Zahlen ¢ > p > n gibt, die HZ?ZP aieiH > ¢ erfiillen.

Also lassen sich zwei Folgen (p;) en und (g;)en mit p; < ¢; < p;41 definieren,

sodass fiir u; := Zg;pj a;e; die Ungleichung ||u;|| > € gilt.

Fiir eine Folge ()\;)ien definiere

_ ) A Fimitj € [pi,aily,
Hi 0, sonst.

Somit gilt wegen Lemma fir alle m € N — man denke sich \; = 0 fiir
1>m —

m
H Z)\iui
i=1

qm qm
= > miases | < KIODE || Y ases]| < KNODZ -
j=1 j=1
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Andererseits gilt INjuill < || 300ty Aiug|| fiir alle j € Neyy,. Insgesamt

erhalt man

ubc(e

< K)o

¢ m
UbC(Gi) ||( )171”00 - — u

und damit, dass (u;);en laut Satz dquivalent zu der kanonischen Schauder-
basis von ¢y ist. Aulerdem gibt einem Satz auch eine in beide Richtungen
beschrénkte lineare Abbildung @ : cls{u; |i € N} — ¢o.

a

7.20 Satz. Hat ein Banachraum X eine unbedingte Schauderbasis (e;)ien, S0
ist diese genau dann nicht schrumpfend, wenn X eine isomorphe Kopie von £
enthdlt.

Ein Banachraum X mit einer unbedingten Schauderbasis enthdlt eine iso-
morphe Kopie von €', wenn X' nicht seperabel ist.

Beweis. Ist (e;)ien nicht schrumpfend, dann existiert ein f € X’ mit || f]] =1
und f ¢ cls{el|i € N}. Da (e;);en eine Schauderbasis ist, gilt sicher

= 1 (3 cwles) = 3 ch@)f(e) = Sote
i=1 i

i=1 =1

Nachdem f ¢ cls{e}|i € N}, kann Y ;2 t(e;)(f)e} aber nicht in der Norm von
X’ gegen f konvergieren. Das heifit es existiert ein € > 0, sodass

n
limsup sup )f ZL e;)( ‘ > 2¢
neN  |z[=1 i=1

> 2e.

bzw. limsup sup ‘f( i e )

neN |z||=1 i=n+1

Daher existiert eine unendliche Teilmenge K von N, zu deren Elemente k es
Elemente zj, € X mit [|zy|| = 1 gibt, sodass |f( Yo €}(zx)e;)| > €. Demnach
gibt es eine monotone Bijektion k£ : N — K, womit sich der Sachverhalt auch
als

>¢e¢ firalle neN

‘f( i e;(xk(n))ei)

i=k(n)

schreiben ldsst. Aus der Konvergenz der Reihe sz(n) €;(Tp(n))e; und der Ste-
tigkeit von f folgt: Fiir jedes n € N existiert ein ¢, € N, sodass

qn—1

’f( > e;(xk(n))ei)

i=k(n)

> €.

Nun definiere man rekursiv eine Folge (pp)nen durch p; =1 und p(,41) = ¢,
Schliellich wéihle man fiir jedes n € N

DA Perin) 1
(Eiipn_C@rmn)ed)] Y. i@

P(nt+1)—1
f(zi(:;(p)n) €i(Tr(pn))ei) i=k(pn)

n

Uy 1=
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Somit gilt |lu,|| < ubc(e;) und € < f(uy,) € RT. Sei nun (a;);en eine Folge aus
dem Skalarkorper und m € N fest. Gelte 3, Rea; > —37,c,, Rea;, wobei

My :={i € Ng;| Rea; > 0}, M_ :={i e N, | Rea; <0}

Dann erhalt man

m
2” Z a;Us
i=1

2
- ubc(e;) XM: Reaif(ui) = ubc(e;) gRe i (7)
ieM 1€
> ubc ( Z Rea; — ie%_ Real) Z|Real|

Gelte ZleM Rea; < = ,car Reay, so betrachte man die Folge (—a;)ien und
man erhalte ebenfalls die Ungleichung (7). Analog zeigt man, dass |1 | a;u;|| >
2ubc(€1) >, | Imay| gilt. Insgesamt folgt

H;ami Z%Qubz (Z|Real|+2|1mal|) 4ubc Z|az|

fiir jedes m € N. Umgekehrt folgt aus der Dreiecksungleichung ||2:”;1 au|| <
St ail Jus|) < ube(e;) D00 |ai]. Somit ist (u;);en laut Satz |2 éiquivalent
zur kanonischen Schauderbasis von ¢'. Auflerdem zeugt Satz [2 auch von
der Existenz einer in beiden Richtungen beschrankten hnearen Bijektion
P : cls{u; |i € N} — ¢%.

Wenn X' nicht seperabel ist, ist jede Schauderbasis nicht schrumpfend. Da-
her folgt aus dem bereits bewiesenem Teil der ersten Aussage des Satzes die
zweite Aussage.

Enthilt nun X eine isomorphe Kopie Y C X von ¢!, dann gilt auch Y’ = £°°,
Da sich jedes beschrinkt Funktional, das auf Y definiert ist, normtreu auf X
fortsetzen ldsst (Hahn Banach [2, Korollar 5.2.7]), enthélt X’ eine isomorphe
Kopie von £°°. Somit ist X’ nicht seperabel und (e;);en ist nicht schrumpfend.

a

7.21 Korollar. Sei X ein Banachraum mit einer unbedingten Schauderbasis
(ei)ien. Dann ist X genau dann reflexiv, wenn X weder eine isomorphe Kopie
von 01 noch eine von ¢y enthdlt.

Beweis. Enthalte X keine isomorphe Kopie von ¢g, so muss (e;);cn, wegen Satz
[71I9] beschriinkt vollstindig sein. Enthalte X aufilerdem auch keine isomorphe
Kopie von ¢, so muss (e;);en, wegen Satz schrumpfend sein. Nun besagt
Satz dass X reflexiv ist.

Ist X umgekehrt reflexiv so folgt aus Satz dass jede Schauderbasis (b;);en
sowohl beschrénkt vollstdndig als auch schrumpfend ist. Mit Satz erhélt
man, dass X keine isomorphe Kopie von ¢! enthilt. Enthielte X eine isomorphe
Kopie von cg, so enthielte X" eine isomorphe Kopie von £°°. Daraus folgte, dass
X" nicht seperabel wire. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass X als Raum
mit Schauderbasis seperabel ist.

a
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