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1 Einleitung

Die Eigenschaften von Paaren von Projektionen sind schon seit Langem Gegenstand
intensiver wissenschaftlicher Untersuchungen. Siehe etwa [2, 3, 4, 5]. Wir betrachten
in dieser Arbeit generische Paare, dquivalente Paare, sowie Paare von abgeschlossenen
Unterrdume, die in generischer Position sind. Wir zeigen neben einigen charakterischti-
schen Eigenschaften, dass generische Paare bereits durch eine positive Kontraktion, die
im Bild von P (oder @) operiert, festgelegt sind. Weiters zeigen wir, dass Paare von
abgschlossenen Unterrdumen in generischer Position durch Graphen von linearen Ab-
bildungen dargestellt werden kénnen. Auflerdem zeigen wir, dass alle diese Paare unter
bestimmten Voraussetzungen unitéir dquivalent sind.



2 Begriffsbildungen

Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum tber C und (.,.) : X x X — C ein inneres
Produkt auf X. Das Paar (X, (.,.)) heifit ein Prahilbertraum.

Definition 2.2. Ein Hilbertraum H ist ein Prahilbertraum, der in der Norm ||z|| =
(x,x)% vollstandig ist.

Definition 2.3. Sei X ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung P : X — X heifst
Projektion falls P> = P gilt!

Definition 2.4. Sei X ein Prdahilbertraum. Eine Projektion P heifit orthogonale Pro-
jektion, falls
ran(P) L ker(P)

gilt.

Definition 2.5. Sei X ein Vektorraum. Sei T : X — X linear und beschrinkt, I der
identische Operator auf X und \ € C. Falls

ker(T — \I) # {0},

so heifst X Eigenwert von T, ker(T — A\I) Eigenraum zu A und alle x € ker(T — X\I)\{0}
Eigenvektoren zum Figenwert X.

Lemma 2.6. Sei V ein Vektorraum und sei P : V — V eine Projektion. Dann hat P
nur die Eigenwerte 0 und 1.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von P mit zugehorigem Eigenvektor x. Dann gilt P(z) = Ax.
Auf diese Gleichung wenden wir wiederum P an und erhalten: Az = P%(z) = P(x) = \x.
Wegen z # 0, muss A> = X gelten. Die einzigen Losungen dieser Gleichung sind 0 und
1. O

Definition 2.7. Seien H und K normierte Raume. Dann bezeichnen wir den Raum der
linearen und beschrankten Abbildungen von H nach K mit L(H,K).
2.1 Polarzerlegung

Definition 2.8. Sei T' € L(H). Falls (Tx,xz) > 0 fiir alle x € H gilt, so nennen wir T'
etnen positiven Operator und schreiben T > 0.

Lemma 2.9. Sei P € L(H) eine Projektion. P ist genau dann orthogonal, wenn P > 0.
Beweis. Siehe Satz 2.2.3 in [1]. O

Lemma 2.10. Seien S,T € L(H), wobei S > 0 und T > 0. Falls ST =TS, dann gilt
ST > 0.

!Operatoren mit dieser Eigenschaft heifien idempotent.



Beweis. Siehe Satz 2.4.5 in [1]. O

Satz 2.11. Es seien H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H). Dann existiert genau ein
positiver Operator S € L(H) mit S* = T. Wir schreiben S = T% und nennen T2 die
Wurzel von T.

Beweis. Siehe Satz 2.5.2 (i) in [1]. O

Lemma 2.12. Sei H ein Hilbertraum und 0 <T € L(H). Sei R € L(H) mit TR = RT,
dann vertauscht R auch mit T? .

Beweis. Siehe Satz 2.5.2 (ii) in [1]. O

Definition 2.13. Sei T € L(H). Wir nennen |T| = (T*T)% den Absolutbetrag von T.

Bemerkung 2.14. Es gilt ker(T) = ker(|T|), da ||Tz|?* = (T*Tz,z) = (|T|*z,2) =
11T ]?.

Definition 2.15. Seien ‘H und K Hilbertrdume und V. € L(H,K). V heifit partielle

Isometrie, wenn es einen Unterraum X C H gibt, sodass
V|X X = H

isometrisch und

V’Xl == O
1st.
Lemma 2.16. Seien H und K Hilbertraume und T € L(H,K). Dann existiert ein
eindeutig bestimmter positiver Operator P € L(H) und eine eindeutig bestimmte partielle
Isometrie Vp : H — K mit ker(Vy) = ran(P)*, sodass T = VpP. Dabei gilt P == |T|
und wir nennen T = Vp|T| die Polarzerlegung von T .

Beweis. Siehe Satz 2.5.13 (i) in [1]. O

Lemma 2.17. Seien H und K Hilbertraume, T € L(H,K) und T = Vp|T| die Polar-
zerlegung von T'. Dann gilt

(a) ker(Vr) = ker(|T)).
(b) Wenn T injektiv und ran(T') dicht in H ist, dann ist V unitdr.
Beweis.
(a) Fiir Vp gilt ker(Vy) = ran(|T|)*. Weil |T| selbstadjungiert ist, folgt
ker(|T)) = ker(|T)*) = ran(|T|)* = ker(Vy).
(b) GeméifB Bemerkung 2.14 gilt {0} = ker(T) = ker(|T|) = ker(Vr). Auerdem ist

wegen ran(T) = ran(Vp|T|) C ran(Vr) das Bild von Vp dicht. Da das Bild von
Isometrien abgeschlossen ist, folgt ran(Vy) = KC, womit Vp unitéar ist.



O]

Lemma 2.18. Sei H ein Hilbertraum, T € L(H) selbstadjungiert und T = Vp|T| die
Polarzerlegung von T. Dann gilt:

(a) Vr ist selbstadjungiert.

(b) Vr vertauscht mit T und mit [T].

(c) Falls ker(]T]) = {0}, dann ist Vp unitdr.
Bewess.

(a) Wegen Satz 2.5.13 (iv) in [1] ist T = V3|T™*| die Polarzerlegung von 7. Somit folgt
aus Lemma 2.17, ker(V}) = ker(|T*|) = ker(|T|). Da T selbstadjungiert ist, gilt
T = V7|T|. Abermals aus Lemma 2.17 erhalten wir, dass es genau eine Faktorisierung
von T der Form T' = Vp|T| gibt, wobei Vp eine partielle Isometrie ist und ker(Vy) =
ker(|T) ist, ndmlich die Polarzerlegung von T'. Somit gilt Vp = V.

VelT| =T = T* = (Ve TI)" = [T}V = [TV
VT = VaVi|T| = Vi T |V = TV
(c) Wegen ker(T') = ker(|T|) = {0} ist T injektiv. Wegen
{0} = ker(T) = ker(T*) = ran(T)*

ist ran(T") dicht in H. Daher gilt wegen Lemma 2.17 (c), dass Vp unitér ist.

3 Generische Paare

3.1 Begriffsbildungen und Beispiele

Definition 3.1. Sei H ein Hilbertraum und (P, Q) ein Paar orthogonaler Projektionen
auf H. (P, Q) heifit generisch, wenn P und @ keine gemeinsamen Eigenvektoren haben.

Bemerkung 3.2. Fiir einen Hilbertraum H und ein Paar orthogonaler Projektionen (P, Q)
auf H betrachten wir folgende Unterrdume:

Hoo={feH:Pf=0,Qf =0}
Hio={feH:Pf=fQf =0}

Hop:={feH:Pf=0,Qf = [}
Hip={feH:Pf=[Qf=[}



Sei H,4 das orthogonale Komplement der direkten Summe dieser Unterrdume.

Ho,0, H1,0, Ho,1, H1,1 enthalten alle gemeinsamen Eigenvektoren von P und @); siche Lem-
ma 2.6. Weil die Réume Ho 0, H1,0, Ho,1, H1,1 alle invariant unter P und @ sind und weil
P und @ selbstadjungiert sind, ist auch H, unter P und () invariant.

Daraus folgt, dass die Einschrankung von P und @ auf H, ein generisches Paar von
Projektionen ist.

Definition 3.3. Sei H ein Hilbertraum und seien M und N abgeschlossene Unterrdume
von H. Gilt
{0}=MNN=MAN+t=M'NnN=M"nN*

so nennen wir M und N in generischer Position.

Satz 3.4. Sei H ein Hilbertraum und M, N abgeschlossene Unterrdume. Weiters sei
P :H — M die orthogonale Projektion auf M und Q) : H — N die orthogonale Projektion
auf N. M und N sind genau dann in generischer Position, wenn (P,Q) ein generisches
Paar ist.

Beweis. Wegen H = M & M+ und H = N @ Nt folgt die Behauptung aus

{z € H|Px =0,Qx =0} = ker(P) Nker(Q) = M+ NN+,
{z € H|Px = x,Qz = 0} = ran(P) Nker(Q) = M NN+,
{x € H|Px =0,Qx = x} = ker(P) Nran(Q) = M+ NN,
{r € H|Px = x,Qz =z} = ran(P) Nran(Q) = M N N.
O

Wir konstruieren ein Beispiel fiir ein generisches Paar orthogonaler Projektionen und
werden in Abschnitt 3.4 zeigen, dass jedes Paar generischer orthogonaler Projektionen
von dieser Bauart ist.

Satz 3.5. Sei K ein Hilbertraum, H = K x K und seien C,S € L(K) Operatoren, fiir
die gilt

(i) CS = SC.
(i) C >0 und S > 0.
(iii) C% + 8% = 1.
() ker(C) = ker(S) = {0}.

Weiters definieren wir Abbildungen P,Q € L(H) mittels folgender Blockoperatorma-

trizdarstellungen
10 c? CSs

beziiglich der Zerlegung H = (K x {0}) & ({0} x K). Dann ist (P, Q) ein generisches Paar
orthogonaler Projektionen.



Beweis.
Schritt 1:
Wir zeigen, dass P eine orthogonale Projektion ist. Wegen

I 0\ (I 0\ (I O
0 0)\o 0/ \0 O
ist P idempotent. Aus Lemma 2.9 und I > 0 erhalten wir, dass P orthogonal ist.

Schritt 2:
Wir zeigen, dass @) eine orthogonale Projektion ist:

c? CS\(c? ¢S\ [(c? CS
cs s2)\cs s?)  \Ccs S?

C*+ C%S% = C*(C? + §%) = C*1 = C°.
C38 +CS% =C8(C? + 8% = CSI = CS.
C?8% + 8* = (C? + 8%)8* = 15* = 52

Mit C und S sind auch C? und S? positiv. Wegen Lemma 2.10 ist auch C'S positiv.
Somit ist wieder wegen Lemma 2.9 auch ) orthogonal.

folgt aus

Schritt 3:
Wir zeigen, dass (P, Q) generisch ist.
Sei (x;y) = (x;0)+(0; y) die eindeutige Darstellung beztiglich H = (K x {0})® ({0} x K).

Wir nehmen an, dass (z;y) € H ein Eigenvektor von P und @ zum Eigenwert 1 ist.
Aus
I 0\ ([z\ (=x
0 0)\y) \y
folgt y = 0. Daraus erhalten wir wegen
C%x +CSy\ (=
CSxz+S%y ) \y

CSxz = 0. Wegen ker(CS) = {0} folgt somit x = 0. Das wiirde bedeuten, dass (x;y) =
(0,0) kein Eigenvektor ist.

Wir nehmen an, dass (z;y) € H ein Eigenvektor von P und @ zum Eigenwert 0 ist.

0 06)-0)



folgt x = 0. Aus
C?z + CSy (0
CSz+S%y) —\o
erhalten wir CSy = 0, also (z;y) = (0,0).

Sei (z;y) € H Eigenvektor von P zum Eigenwert 0 und Eigenvektor von @ zum

Eigenwert 1.
I 0\ (z) (O
0 0)\y) \O

C?z+CSy\ [z
CSz+S% ) \y

erhalten wir C'Sy = 0, also wieder(z;y) = (0,0).

folgt x = 0. Aus

Sei (z;y) € H Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 und Eigenvektor von @ zum

Eigenwert 0.
I 0 AN
0 0)/\y)] \y

C?*z+CSy\ (0
CSx+S%y) —\o

erhalten wir CSz = 0, also wieder(z;y) = (0,0).

folgt y = 0. Aus

3.2 Eigenschaften generischer Paare
Proposition 3.6. Sei (E, F') ein Paar von orthogonalen Projektionen in H.
(a) Ist f € H mit EFf = f, so folgt Ef = f und Ff = f.

(b) Ist (E,F) ein generisches Paar von Projektionen, dann folgt aus EFf = f, dass
f=0.

(c) Ist (E,F) ein generisches Paar von Projektionen, dann folgt aus Fg = aFEg und
0#aeC, dass g = 0 ist.

Beweis.

(a) Ef = f gilt wegen
Ef =EEFf=E’Ff=FEFf=f



Aus Ff # f folgt wegen f = Ff + (I — F)f mit [ f||* = [[Ff[* + /(I — F)|?, dass
IEf|l < [If]l- Aus ||E|| <1 erhalten wir den Widerspruch

Il = IEESI < [IFfIF < ILA-

Mit der Voraussetzung EF f = f folgt aus (a) Ef = f und F f = f. Damit hitten E
und F' einen gemeinsamen Kigenvektor f zum Eigenwert 1. Da laut Voraussetzung
(E, F) ein generisches Paar von Projektionen ist, muss f = 0.

Sei h € H mit Fg = h = aFg. Das bedeutet h € ran(F) Nran(E) also Fh = h
und Eh = h. Da (E,F) ein generisches Paar ist und somit keine gemeinsamen
Eigenvektoren hat, gilt h = 0. Also Fg = aEg = {0}. Das bedeutet g € ker(F) N
ker(E), also Fg = 0 und Eg = 0. Auch hier wenden wir das Argument an, dass F
und F' keine gemeinsamen Eigenvektoren haben diirfen, womit g = 0.

O]

Definition 3.7. Sei (P,Q) ein Paar von orthogonalen Projektionen in H. Dann defi-
nieren wir

PJ_:I_Pa QJ_ZI_Q7
A=P-Q, B=I-P-Q=P-—Q.

Bemerkung 3.8. Alle diese Operatoren sind selbstadjungiert.

Lemma 3.9. Sei H ein Hilbertraum, (P,Q) ein Paar orthogonaler Projektionen und
A, B, P+, Q" wie in Definition 3.7. Dann gilt

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(9)

A2+ B2 =1, AB+ BA = 0.

PQ = (I+ A)Q, QP = (I—A)P.
PA?2 = A2P = PQ*P, PB? = B2P = PQP.
QA% = A?Q = QPHQ, QB? = B*Q = QPQ.
B2A = AB?, A|B| = |BJA.
P=11+A4-B), Q=311I-A-B).
Pt =1(I-A+B), Qt=3(I+A+DB).

Beweis. Wir zeigen exemplarisch A2 + B> = I und B2A = AB*:

A2+ B2=(P-Q)*+(I-P-Q)?

=P PQ-QP+Q*+1?-P-Q—-P+ P>+ PQ—Q+ QP+ Q?
=1

Wegen Lemma 3.9 (a) gilt

B?A=BBA=-BAB =—AB(-B) = AB>.



Lemma 3.10. Sei (P,Q) ein generisches Paar orthogonaler Projektionen. Dann sind
auch (P,Q1Y), (P, Q), (P, Q1) generische Paare orthogonaler Projektionen.

Beweis. Wir zeigen, dass (P,Q") ein generisches Paar ist. Der Beweis fiir die anderen
Paare funktioniert analog. Fir die Unterrdume Hy,, == {f € H : Pf = mf, Qrf =
nf},m,n e {0,1} gilt
HO,OZ{fEH:szonf:f}a
Hop={feH:Pf=0,Qf =0},
HI,O:{fGH:Pf:f7Qf:f}7
Hin={feH:Pf=f Qf =0}
Die Rédume auf der rechten Seite sind {0}, da (P, Q) ein generisches Paar ist. Infolge ist
auch (P, Q") ein solches. O
Lemma 3.11. Sei H ein Hilbertraum und A = P — Q. Dann ist ran(P) invariant unter
A2,
Beweis. Nach Lemma 3.9 (c) gilt PA® = A2P. Das bedeutet ran(A?|,q,p)) = ran(PA?).
Insbesondere bildet A2|mn( p) nach ran(P) ab. O

Lemma 3.12. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) kompakt. Dann ist ran(A) sepa-
rabel, das heifit er enthdlt eine hochstens abzdhlbare, dichte Teilmenge.

Beweis. Siehe Satz 3.7 in [6]. O

Proposition 3.13. Fir ein Paar (P, Q) von generischen Projektionen gelten folgende
Aussagen:

(a) ker(A) = ker(|A|) = ker(B) = ker(|B|) = ker(A+ 1) = ker(B+1I) = {0}.

(b) Die Einschrinkung von Q auf ran(P) ist injektiv und ran(Q|.anp)) ist dicht in
ran(Q).

(¢) Wenn A kompakt ist, dann ist H separabel.

Bewets.
(a) Aufgrund von Definition 3.7 und weil (P, Q) ein generisches Paar ist, folgt aus Pro-
position 3.6 (c) wegen
f€ker(A) < Pf=Qf,dass f =0,
geker(A+1) & Pg=—Q*, dass g =0,
h € ker(A—1) < P+h=—Qh, dass h =0,
f €ker(B) < PLf=Qf, dass f =0,
h € ker(B+1) < Pth=—Q"th, dass h = 0,
g € ker(B—1) < —Pg = Qg, dass g = 0.



Wegen Bemerkung 2.14 folgt die Behauptung auch fir |A| und |B] .

(b) Wir zeigen ker(Q|,an(p)) = {0}. Dazu sei f € ran(P) mit f € ker(Q). Wegen Lem-
ma 3.9 (b) gilt f € ker(A —I) was geméa$ (a) f = 0 nach sich zieht.

Vertauschen die Rollen von P und @, so gilt auch ker(P|,qn(q)) = {0}

Die Adjungierte von P4, ) als Abbildung von ran(Q) nach #H ist QP als Ab-
bildung von H nach ran(Q). Somit folgt

ran(Q) © ran(QP) = ker(len(Q)) = {0}.
Also ist ran(QP) = ran(Q|,qn(py) dicht in ran(Q).
(c) Wegen (a) gilt
{0} = ker(A) = ker(A?) = ran(A?)*,

womit ran(A?) dicht in H ist.
Weil mit A auch A% kompakt ist folgt aus Lemma 3.12, dass ran(A?) separabel ist.

O]

3.3 Unitédre Aquivalenz

Definition 3.14. Seien A = V4|A| und B = Vg|B| die Polarzerlegungen von A und B.
Wir setzen V := V4 Vp.

Bemerkung 3.15. Wegen ker(A) = {0} und ker(B) = {0} sind die Operatoren V4 und
Vi selbstadjungiert und unitér, vgl. Lemma 2.18.

Proposition 3.16. Sei (P,Q) ein generisches Paar. Dann gelten folgende Aussagen.
(a) ValA| = |AlVa, Va|B|=|B|Va, Vp|A|=|A|Vs, Vg|B|=|B|Vs.

(b) VaVp +VpVa =0.

(c) V¥=V"1=-V.

(d) VP =PV und VQ = Q*V.

(e) VP = QVp und VAP = Q+Vy.

Beweis.

(a) Wegen Lemma 2.18 (b) vertauschen V4 und |A].
Wegen Lemma 3.9 (a) und weil A und B selbstadjungiert sind, gilt

|IBI?=B*>=1-A%>=1-|A].

Wegen
(I —|AP)Va=Va—|APVa = V4 — ValAP? = Va(l — |AP)

folgt aus Lemma 2.12, dass V4 auch mit |B| vertauscht.
Analog zeigt man, dass Vp mit |B| und |A| vertauscht.
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(b) Wegen Lemma 3.9 (a) und (a) gilt
0= AB + BA = |A||B|(VAVs + VEVa).
Die Behauptung folgt aus ker(|A|) = ker(|B|) = {0}.

(c) V ist als Produkt zweier unitirer Operatoren selbst unitér, dass heiBt V* = V1,
Da V4 und Vg selbstadjungiert sind, erhalten wir aus (b)

VE=VEVE =VeVa = —VuVg = —V.

(d) Aus (a) und (b) erhalten wir
VA =VaVpVy|A| = |A|VaAVEVA = AVBVy = — AV, Vp = —AV. (2)

Analog verifiziert man VB = —BV. Wegen Lemma 3.9 (f) und (g) folgt

1 1 1 1
VP =Vo(I+A-B) = S(V4+VA-VB) = J(V-AV+BV) = J(I-A+B)V = PV

und

1 1 1 1
VQ =V (I-A-B) = 5(V-VA-VB) = J(V+AV+BV) = S (I+A+B)V = QHV.

(e) Zunéchst zeigen wir VgA = —AVp.
Wegen (2) gilt VA = —AV. Durch Multiplikation mit V4 von rechts erhalten wir
VAV, = —AV V4. Wir wenden Lemma 2.18 an und erhalten VV4A = —AVVy.
Wegen V' = VyVp gilt VaVpVaA = —AV4VEV4 und wegen (b) zusammen mit
Vi=ViVy =1 folgt

VA = V,V4AVBA = —VAVBVAA = AVAVEVs = —AVEVAV4 = —AVB.
Nun erhalten wir mit Lemma 3.9 (f)
1 1
VP = VBi(I—I- A— B) = §(VB + VA — VBB)
1 1
= §(VB — AV — BVp) = 5([ —A—-B)V =QVp.

Um die zweite Gleichung zu beweisen, zeigen wir zunédchst BV, = —V B.

In (d) haben wir gezeigt, dass VB = —BV. Durch Multiplikation mit V3 von rechts
erhalten wir wegen V = V4 Vg die Gleichung V4 VpBVp = —BV,VpVp. Aus Lemma
2.18 folgt VaVEVpB = —BVaAVpVp. Aus V3 = V3V = I erhalten wir BV, =

—VaB.
Nun erhalten wir mit Lemma 3.9 (f) und (g)

1 1
VAP = S(Va+VaA = VaB) = S (Va+ AVa+ BVa) = Q*Va

11



Korollar 3.17. ran(P) und ran(P') sind isomorph vermdge der Abbildung
V= Vlran(p) : Tan(P) — ran(PL). (3)

Beweis. V ist linear und injektiv, da V diese Eigenschaften hat. Aus VP = PV, (v~gl.
Proposition 3.16 (d)) folgt P+ = VPV~ also gilt ran(P*) = ran(V|pan(p)) = ran(V),
womit V surjektiv ist. O

Definition 3.18. Wir setzen K = ran(P).

Wegen Definition 3.18 ist die Einschrinkung V von V auf K eine Isometrie von K auf
Kt und es gilt
H=Ko&K

Beziiglich dieser Zerlegung von H koénnen die Operatoren P und () als Blockoperator-
matrix dargestellt werden:

A O B C ) @

Wir werden zeigen, dass die Matrix fiir ), durch zwei lineare Operatorn, die in K ope-
rieren, bestimmt werden kann.
Lemma 3.19.
(a) A2|x bildet nach K hinein ab.
(b) A%|xc: K — K ist positiv und selbstadjungiert.
(c) 1420 < 1.
Beweis.
(a) Folgt aus Lemma 3.11.
(b) Mit A ist auch A2 und infolge ihre Einschrinkung auf K selbstadjungiert.
(c) Wegen Lemma 3.9 (a) gilt fiir jedes z € H

0 < (Az, Az) = (A%z,z) = (Iz,z) — (B%z,2) = (z,z) — (Bz, Bx),

womit

1Az|* = (Az, Az) < (2,2) = |2
und daher [|A| < 1.

12



Definition 3.20. Sei S : K — K die positive Quadratwurzel von A% und C : K — K
die positive Quadratwurzel von I — A?|x.

Lemma 3.21. I ist invariant unter |A| und |B.
Beweis. Wegen Lemma 2.12 und Lemma 3.9 (c) gilt
P(A%): = (A2)2P.

Mit derselben Argumentation wie im Beweis zu Lemma 3.11 ist daher X invariant unter
|A|. Unter zu Hilfenahme von Lemma 3.9 (c) funktioniert der Beweis fiir die Invarianz
unter |B| analog. O

Korollar 3.22.

(a) S ist die Einschrinkung von |A| auf IC, d.h. S = ‘A”IC'

(b) C ist die Einschrinkung von |B| auf IC, d.h. C = ]B|‘]C.
Beweis.

(a) Wegen Lemma 3.21 ist K invariant unter |A|, womit

|A|"2C = |A|2]’C = AQ‘K = 52

Aus |A|‘ >0 und S > 0 folgt |A\] = S.
K K

(b) Wegen B?|x = I — A?|x funktioniert der Beweis analog wie fiir |A].

Lemma 3.23. Fiir S und C gelten folgende Aussagen:
(a) C und S kommutieren.
(b) C>0,5>0,|S]| <1und]|C| <1.
(c) C?+ 82 =1.
(d) ker(C) = ker(S) = {0}.
Beweis.
(a) Wegen Lemma 3.11 gilt
C%8?% = (I — A?|) A% = A% (I — A%|c) = S*C2.

Mehrmaliges Anwenden von Lemma 2.12 ergibt C'S = SC.
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(b) Diese Aussage wurde fiir S in Lemma 3.19 (c) gezeigt, wobei zu beriicksichtigen ist,
dass die Wurzel einer selbstadjungierten positiven Kontraktion wieder eine Kontrak-
tion ist. Der Beweis fiir C' funktioniert analog.

(c) C?+ 82 = BJ%: + A} = BE + AL = I.

(d) Siehe Proposition 3.13.

3.4 Darstellung durch positive Kontraktion

Satz 3.24. Sei (P, Q) ein generisches Paar von orthogonalen Projektionen im Hilber-
traum H. Sei K = ran(P) und seien V,S und C wie in Korollar 8.20 und Definition
3.17. Dann gilt fir H = K ® K+, dass die Projektionen P und Q durch Blockoperator-
matrizen in folgender Weise dargestellt werden kénnen:

10 c? ¢csv!
P= <o o) Q= (f/cs Vs2f/—1) : (5)

Beweis. Aus Lemma 3.9 (c) folgt
PQP = PB%> = PB?P = P(I — A>)P
und daher PQ|x = C?.
Aus Proposition 3.16 (c¢) und (d) folgt:
PLQPt =vPVlVQVIWVPYV T = VvPQt PV =V PA?PYV !
und daher PLQler = VS?V—1,

Wegen Proposition 3.16 und Lemma 3.22, sowie unter zu Hilfenahme von BA = PQ—QP
und VaVy = V1 gilt auch

PQPt = BAPt = |B||A|V'PL = |B|c|AlxV P =SV Pt
und infolge PQ|cr = CSV L.
SchlieBlich gilt
PLQP = —-PtBA =PV B||A| = V|B|x|AlxP = VCSP.

und damit PLQ|x = VCS.
(5) folgt also aus (4). O
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Korollar 3.25. Wenn (P, Q) ein generisches Paar von Projektionen ist, dann haben die
Potenzen von A folgende Blockoperatormatrix Darstellungen:

52 —CSsv1 5 (52 0
A—<_m _9529—1>’ 4 —<o 7ser1) ©)

Fiir p e N gilt allgemein

s 0
A% = ( 0 pr?—l) @)
und , o1
s —osT-
2p—1 __
AT = (—VCSQP—l syl ) (8)

Beweis. Induktionsanfang: Fir p =1 gilt
a_( 52 -osv
“\-ves —vsrvl)e
Aus o
ST+ CSVTIVCS = St + C28? = S%(s? + CF) = S7,
~S2CSV 4+ OoSVTIVSHV T = 0PV + CSPV T =0,
—VCSS2+ VSV VeSS =-VCS+VCes? =0,
VCSCSV 4+ VSV WSV = VRSPV T 4 VStV = VSV

5?2 0
2 e ~ ~
A= (0 V52v—1> '

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass Gleichung (7) und (8) gelten.

§2p+2 0 )

erhalten wir

A = AP A2 = ( 0 Vswriy-l

erhalt man aus

VWY VSl = Vsl

und

_ S2p+2 —C Sy
A2PHD= — p% 4 = <_f/cs2p+1 _Vs2p+2‘71>

folgt aus
—§rosv—l = —csHly -l

—VSPV-lyes = VSTt = v s,
—VsTy-ly syl = _y syl

15



4 Aquivalente Paare

Satz 4.1. Sei H ein Hilbertraum und (P, Q) ein Paar orthogonaler Projektionen mit
IP—Ql <1.

(a) Dann ist Vg = B|B|~! ein unitirer Operator, wobei B = [—P—Q ist, vgl. Definition
3.7.

(b) Fir Vg gilt
P =VQVy", Q =VgPV;"

Bewess.

(a) Wir werden in Lemma 4.5 (a) sehen, dass B invertierbar ist. Mit B ist auch |B| inver-
tierbar. Somit ist Vg als Komposition invertierbarer Operatoren selbst invertierbar.
Schliefllich gilt

ViV = (B|BI™)"B|B|™" = |BI7'B*B|B|™" = |B|7!|BP*|B]7' = I.
(b) Da B mit Vp kommutiert (siche Lemma 2.18) gilt
VsBV;' = B.
Wegen B =1 — (P + Q) folgt
Ve(P+Q)V5' =P+Q. (9)
Aus Lemma 3.9 (e) erhalten wir
A|B|™' = |B|7'A.
Unter zu Hilfenahme von Lemma 3.9 (e) folgt

V(P — Q) =VgA=B|B|"'A=BA|B|™' =

. (10)
— AB|B|"" = -AVp = (Q — P)Vp.
Aus den Gleichungen (9) und (10) folgt
VP 4+ VpQ — VP — PVg = PV + QVp — QVp — VBQ.
Also folgt
V@ — PV = —(VpQ — PVp),
womit VpQ — PV = 0 bzw. P = VQVy " gilt.
O

Definition 4.2. Sei H ein Hilbertraum und sei (P,Q) ein Paar orthogonaler Projektio-
nen in H. Wir definieren

W = PQ + P+Q* .
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Lemma 4.3. Sei H ein Hilbertraum und sei (P,Q) ein Paar orthogonaler Projektionen
in H. Dann gilt

(a) PW = WQ,

(b) PB=-PQ = BQ,

(¢c) W=1—-P—Q+2PQ=(I-2P)B=B(I-2Q),
(d) W*W = B2 = WW*.

Beweis.

(a)
PW = P(PQ+ P*Q") = PQ + PP*Q* = PQ =

PQ+PrQ Q= (PQ+ P QMHQ =WQ.
(b) Aus Lemma 3.9 erhalten wir

PB=PI—-P—-Q)=-PQ=(I-P—Q)Q=BQ.
(c) Wegen Definition 4.2 und (b) gilt

W=PQ+(I—-P)(I-Q)=I1I—-P—-Q+2PQ
=B+2PQ =B —-2PB
= (I - 2P)B =B —2BQ = B(I — 2Q).
(d) Wegen (I —2P)%? =1, (c) und weil (I — 2P) selbstadjungiert ist, gilt

W*W = ((I —2P)B)*(I — 2P)B = B*(I — 2P)*(I — 2P)B
= B? = B(I —2Q)(I — 2Q)B*
= B(I —2Q)(B(I —2Q))* = WW*.
O

Lemma 4.4. Ist H ein Hilbertraum und T € L(H) normal, so hat T eine beschrinkte
Inverse genau dann, wenn T nach unten beschrinkt ist, das heifst es gibt ein 0 < ¢ < 00,
sodass c||z|| < || Tz| fir z € H.

Beweis. Siehe Satz 2.3.5 in [1]. O

Lemma 4.5. Sei H ein Hilbertraum, (P,Q) ein Paar orthogonaler Projektionen mit
1P —Ql <1

(a) Der Operator B aus Definition 3.7 ist invertierbar.

(b) Der Operator W aus Definition 4.2 ist invertierbar.
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(¢) In der Polarzerleqgung W = Vi |W| ist Viy unitiar und es gilt |[W| = |B].
Beweis.

(a) Aus Lemma 3.9 (a) und
1Bull? = [ull® — [[Aul* > (1 = [ A[*)]|u]?
folgt, dass B nach unten beschrankt und somit wegen Lemma 4.4 invertierbar ist.

(b) Mit B ist auch B?> = WW* = W*W invertierbar. Aufgrund der Invertierbarkeit von
WW* ist W surjektiv und weil auch W*W invertierbar ist folgt, dass W injektiv
ist. Insgesamt ist also auch W invertierbar.

(c) |W| = |B| folgt aus B> = WW* = W*W. Zudem folgt aus Lemma 2.17, dass Vjy
ein unitdarer Operator ist.

O]

Satz 4.6. Sei H ein Hilbertraum und (P,Q) ein Paar orthogonaler Projektionen mit
|P— Q| < 1. Sei W wie in Definition 4.2 mit der Polarzerlegung W = V7| B|. Dann
qgilt

(a) Viy = (I — 2P)Vg.
(b) P=ViyQVy,'.

(¢) Set Wy, =1 —P —Qn+2PQ, firn € Nund B, =1— P — Q, firn € N. Falls
Qn — P fiir n — oo in der Norm, so gilt Viyy, — I fiir n — oo und Vg, — (I —2P)
fiir n — oo in der Norm.

Beweis.

(a) Wegen Lemma 4.3 (c) und Lemma 4.5 (c) gilt
Viv = W|W|™!' = (I —2P)B|B|™' = (I - 2P)Vj.

(b) Wegen Lemma 4.3 (a) gilt PW = WQ. Aufgrund von Lemma 3.9 (d) erhalten wir
PV |B| = Vw|B|Q = ViwQ|B|.
Aus Lemma 4.5 (a) folgt PV = Vi@ und somit schliefllich P = VWQVV[_,I.

(c) Aus Vi = W|B|™! erhalten wir unter zu Hilfenahme von Lemma 4.3 und wegen
Wp=1—P—Q,+2PQ, — I fiir n — 0o in der Norm und |B,|™! = ((B?L)%)_l =
((W;{Wn)%)_l — (I%)_1 = I fiir n — oo in der Norm, dass Vyy,, — I fiir n — oo in
der Norm.

Aus Vi = B|B|™! erhalten wir wegen B, = I — P — Q,, — (I — 2P) fiir n — 0o in
der Norm, dass Vg, — (I — 2P) fiir n — oo in der Norm.

O]
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5 Generische Unterraume

In diesem Abschnitt stellen wir Unterrdume in generischer Position mittels Graphen von
linearen Abbildungen dar.

5.1 Begriffsbildungen
Definition 5.1. Seien X und Y Mengen und f : X — Y. Dann heifst

graph(f) ={(z, f(z)) e ¥ x Y :x € X}
der Graph von f.

Definition 5.2. Seien V und W normierte Vektorraume, D C V ein Unterraum und
T :D — W linear. T heifit abgeschlossen, wenn graph(T) abeschlossen ist.

Definition 5.3. Die Dimension eines Hilbertraums H ist gleich der Mdchtigkeit einer
Orthonormalbasis von H.

Lemma 5.4. Seien H, KC Hilbertraume. H und KC sind genau dann isometrisch Isomorph,
wenn sie dieselbe Hilbertraumdimension haben.

Beweis. Siehe Satz 2.62 (a) in [6]. O

Lemma 5.5. Seien H,K Hilbertriume, T € L(H,K) injektiv und ran(T) dicht in K.
Dann haben H und K dieselbe Hilbertraumdimension.

Beweis. Fiir die Polarzerlegung T = Vp|T| von T gilt wegen Lemma 2.17, dass Vrp
unitér ist. Aus Lemma 5.4 erhalten wir, dass H und K dieselbe Hilbertraumdimension
haben. O

Lemma 5.6. Sei K ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (.,.)i. Sei H = K x K.
Dann ist ((z1;91), (2;y2))n = (1, 2)c + (Y1, y2)k €ein inneres Produkt auf H.

Beweis. (.,.)y ist positiv definit, da fiir (z1;y1) # (0;0)
((@1591), (T1391)) % = (@1, 21)c + (Y1, 91)c > 0.

Sei ((z1;11), (1;11))n = (x1,21)k + (y1,¥1)kc = 0. Aus der Definition des inneren Pro-
dukts auf IC erhalten wir x; = 0 und y; = 0. Also folgt (z1;y1) = (0,0).
Wir nehmen an, dass (z1;y1) = (0,0) durch Einsetzen in die Definition erhalten wir

((z1;91), (1;91))n = O.

(-,.)3 ist hermitesch:

(w2592), (T1391))1 = (22, 71)c + (Y2, y1)c = (71, 22)k + (Y1, 92)k
= ((x1591), (25 Y2))n
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(.,.)% ist semilinear im ersten Argument:
((z1391) + (w25 92), (23593)) % = (21 + 22, 23)c + (Y1 + ¥2,¥3)K
= (@1, 23)K + (Y1, ¥3)k + (w2, 23)k + (Y2, ¥3)k
( x1; y1>7 (:I}3a y3))'H + (($27y2)7 (.’IJ3, 93))7-1
(a(z1;391), ($2,y2))7{ = (a1, 22)k + (a1, Y2)k
a((z1,z2)c + (y1,92)k)
= a((@1591), (125 Y2))n
O

Satz 5.7. Sei K ein Hilbertraum und H = K x K mit dem inneren Produkt (.,.)y
aus Lemma 5.6. Sei D C K eine dichte Teilmenge von K und sei T : D — K linear,
abgeschlossen, ker(T) = {0} und ran(T) dicht in IC. Weiters sei

M ={(f;0)eH: ek}
und N der Graph von T.
(a) Dann gilt M+ = {(0;9) € H|g € K} und N+ = {(-T*g;g) € H|g € K}.
(b) Dann sind M und N in generischer Position.

Bewess.

(a) Fiir beliebiges (f;0) € M und (0;9) € H gilt ((f;0),(0;9))x = (f,0)x+ (0,9)x = 0.
Also ist {(0;9) : g € K} C M+,
Sei (w;y) € M*. Also gilt 0 = ((x;y), (f;0))n = (z, f)x + (y,0)k fiir alle f € K.
Daraus folgt (z, f)x = 0 fiir alle f € K. Somit erhalten wir z € K+ = {0} und es
gilt M+ C {(0;9): g € K}.

Fiir beliebiges (g; T'g) € graph(T) gilt (=T f; f),(9;:T9))3 = (=T*f, 9)x+(f, T9)x =
(f,=Tg)x + (f,Tg)x = (f,Tg — Tg)x = 0. Also ist {(=T*f; f) € H|f € K} € N*.

Sei (w;9) € N*, also gilt 0 = ((z; ) (i THwn = (@, fc + (9, Tf)x fiir alle f € K.
Daraus erhalten wir (z, f)x = (=T*g, f)x fiir alle f € K. Also erhalten wir N* C

{(=T"f;F) e HIf € K}
(b) Sei (f;0) € M und (¢g;Tg) € N mit (f;0) = (g;Tg). Also muss T'g = 0 sein. Wegen
ker(T) = {0} folgt ¢ = 0 und somit f = 0. Also M N N = {0}.
Weil ran(T) dicht in K liegt, gilt ker(T*) = ran(T)* = {0} und wegen
F={(0: /) €H} und N ={(=T"f; f) € H}
zeigt man M+ N N+ = {0} analog wie M N N = {0}.

Aus (f;0) = (=T"g;g) folgt g = 0 und somit —7*g = 0 und weiters f = 0. Al-
so gilt M N N+ = {0}. M+ N N = {0} zeigt man analog.
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5.2 Polarzerlegung fiir dicht definierte, abgeschlossene Operatoren

Definition 5.8. Sei H ein Hilbertraum und T : H — H linear. Wir nennen T dicht
definiert, falls dom(T') dicht in H liegt.

Definition 5.9. Seien H und K Hilbertrdume und T : H — I und S : K — H linear.
Wir nennen T und S formal adjungiert falls (y,Tx)x = (Sy,x)y fir alle x € dom(T)
und alle y € dom(S).

Lemma 5.10. Seien H und K Hilbertraume und T : H — K dicht definiert. Dann exis-
tiert ein eindeutig bestimmter zu T formal adjungierter Operator T* : dom(T*) C K — H
mit maximalem Definitionsbereich. Wir nennen T* den zu T adjungierten Operator.

Beweis. Siehe Seite 97 in [6]. O
Definition 5.11. Sei H ein Hilbertraum und T : H — H dicht definiert.

(a) Wir nennen T selbstadjungiert, falls gilt T = T*.

(b) Wir nennen T positiv, falls fir alle x € dom(T) gilt, dass (T'z,x) > 0.

Lemma 5.12. Sei H ein Hilbertraum und T : H — H dicht definiert und abgeschlossen.
Dann ist T*T positiv und selbstadjungiert.

Beweis. Wegen (T*Txz,x) = (Tx,Tz) > 0 ist T*T positiv. Das T*T selbstadjungiert ist
sieht man in Satz 7.25 (c) in [16]. O

Lemma 5.13. Sei H ein Hilbertraum und T : H — H dicht definiert, positiv und
selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutiger, positiver und selbstadjungierter Operator
A, sodass A2 =T. Wir nennen A die Wurzel von T und schreiben A =Tz .

Beweis. Siehe Lemma XII7.3 in [14]. O

Definition 5.141. Sei H ein Hilbertraum und T : H — H dicht definiert. Dann nennen
wir |T| = (T*T)z.

Satz 5.15. Sei H ein Hilbertraum. Weiters sei T’ dicht definiert und abgeschlossen. Dann
gibt es genau einen dicht definierten, positiven und selbstadjungierten Operator |T| und
genau eine partielle Isometrie Vi : H — H, mit ker(Vy) = ran|T|*, sodass T = Vp|T)|.
Wir bezeichnen diese Faktorisierung von T als Polarzerlegung.

Beweis. Siehe Satz XII7.7 in [14]. O

Lemma 5.16. Sei H ein Hilbertraum, T' dicht definiert, abgeschlossen und T = Vp|T)|
die Polarzerlegung von T. Falls T injektiv und ran(T) dicht in H ist, so ist Vi unitdr.

Beweis. Siehe Abschnitt 2.2 in [15]. O
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5.3 Darstellung durch Graphen linearer Abbildungen

Definition 5.17. Sei H ein Hilbertraum und seien My, Ms, N1, No abgeschlossene Un-
terriume von H. Das Paar (M, Ny) heifft unitiar dquivalent zum Paar (Ma, Na) wenn
ein unitarer Operator U : H — H existiert mit U(My) = My und U(Ny) = Na.

Satz 5.18. Sei H ein Hilbertraum und seien M und N abgeschlossene Unterraume von
‘H in generischer Position. Dann existiert ein Hilbertraum K, eine dichte Teilmenge
D C K und eine lineare, abgeschlossene Abbildung T : D — K, wobei ker(T) = {0}
und ran(T') dicht in K ist, sodass die Paare (K x {0}, graph(T)) und (M, N) unitdr
aquivalent sind.

Beweis.

Schritt 1:

Sei () : H — N die orthogonale Projektion auf N und P : H — M die orthogonale
Projektion auf M. Aufgrund von Proposition 3.13 (b) wissen wir, dass Q| injektiv und
ran(Q|ar) dicht in N ist. Entsprechend ist P|y injektiv und ran(P|y) dicht in M.

Schritt 2:
Unter zu Hilfenahme von Schritt 1 und Korollar 3.17 erhalten wir einen isometrischen
Isomorphismus S : M — M. Wir definieren

K =M,
und 7" auf der dichten Teilmenge ran(P|y) von M als
T(Pg)=S7'(1 - P)g fir g€ N.

T : ran(P|ny) — M ist wohldefiniert, da P|y injektiv ist und I — P die Orthogonale
Projektion auf M= ist.
Weiters sei U : K x K — H definiert durch

U(f;g9)=f+8Sg fir f,ge KxK.

Schritt 3:

Wir zeigen die Injektivitiat von T. Da auch M und N in generischer Position sind, sieht
man wie im ersten Schritt, dass (I — P)|y injektiv ist. Weil S : M — M ein isome-
trischer Isomorphismus ist, ist auch S~! isometrisch und somit S~ (I — P) injektiv auf N.

Mit derselben Argumentation wie in Schritt 1 ist ran((I — P)|y) dicht in M~+. Weil
die Dichtheit wegen der Stetigkeit und Bijektivitdt von S~! erhalten bleibt und somit
ran(S~1(I— P)|y) dicht in M ist, folgt aufgrund der Defintion von T, dass ran(T) dicht
in M ist.

Schritt 4:
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Wir zeigen, dass T abgeschlossen ist, daher dass, falls g, € N und f, = Pgn, fn = f
und S~!(1 — P)g,, — h, dann gilt f = Pg fiir ein ¢ € N und h = S~1(1 — P)g.

Aus S71(1 - P)g, — h folgt (1 — P)g, — Sh und somit
gn = Pgn+ (1 = P)gn — f + Sh = g.

Da g, € N und N abgeschlossen ist, gilt ¢ € N. Aus der Abgeschlossenheit von M
zusammen mit S~!(1—P)g, € M folgt h € M. Also ist Sh € M+ und somit (1—P)Sh =
Sh. Schlieilich folgt aus f € M

Pg=Pf+PSh=Pf=f
und
(1-P)g=(1—-P)(f+ Sh)=(1—P)Sh= Sh und daher S™'(1 - P)g = h.

Schritt 5:
Wir zeigen, dass (M, N) und (K x {0}, graph(T)) unitér dquivalent sind. Wegen S :
M— M+ gltU:KxK—H=Ma&M=*. Fir f € M und Sg € M~ gilt

IO (f: )12 = 11f + Sgll® = 117 + 1Sgll* = I£1* + Ngll* = [1(F: )],

womit U isometrisch ist.

Sei (z,0) € K x {0}. Dann gilt U(x,0) =z € K = M, also U(K x {0}) = M.

Sei (Pg; S~1(1 — P)g) mit g € N im Graphen von T. Das Bild von (Pg; S~}(1 — P)g)
unter U ist, Pg + SS™1(1 — P)g = g. Also ist U(graph(T)) = N. O

Lemma 5.19. Sei H ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener Teilraum. Weiters sei
U :H — H ein unitdrer Operator mit U(M) = M. Dann ist

(a) M invariant unter U~!,
(b) UML) = M+,
Beweis.

(a) Wegen U bijektiv gilt
UM)=Me M=UYM).

(b) Sei x € M+ Wegen U(M) = M existiert fiir jedes y € M ein y,, € M, sodass
U(yur) = y. Sei y € M beliebig. Also gilt wegen (yu,,z) = 0 und (U(yur),Uzx) =
(y,Ux) = 0 die Inklusion Uz € M+. Somit gilt U(M=*) C M*.

Da mit U auch U~! unitér ist, folgt aus (a), dass auch U~} (M+) € M+ und infolge
M+t CUM?Y).

O]
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Definition 5.20. Es seien H ein Hilbertraum, X C H ein Unterraum und T € L(H).
Man sagt X reduziert den Operator T, wenn

T(X)CX und T(X1)Caxt

Lemma 5.21. Sei I ein Hilbertraum und U : I x K — K x KC ein unitdarer Operator.
Falls U(K x {0}) = K x {0}, so gilt U = Uy ® Us, wobei Uy und Uy unitire Operatoren

n K sind.

Beweis. Wegen Lemma 5.19 reduziert IC x {0} den Operator U. Wegen K x K = (K x
{0}) & (K x{0})* definieren wir Uy := Uiy o} und U = Ul(xcx{oy)+ und erhalten somit
U=U @Us. O

Lemma 5.22. Sei H ein Hilbertraum und seien M und N abgeschlossene Unterrdume
von H in generischer Position. Sei T die Abbildung aus Satz 5.7, sodass (M,N) und
(K x {0}, graph(T)) unitir dquivalent sind. Weiters sei T = Vp|T| die Polarzerlegung
von T'. Dann sind auch (M, N) und (K x {0}, graph(|T|)) unitdr dquivalent.

Beweis. Wegen Lemma 5.16 ist Vz unitdr. Wir wenden I @ V' auf (IC x {0}, graph(T'))
an und erhalten, wegen V3T = |T|, (K x {0}, graph(|T|)). Sei U der unitére Operator
aus Satz 5.18. Dann gilt (I & V;)U(N) = graph(|T|) und daher sind N und graph(|T|)
unitir aquivalent. O

Korollar 5.23. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.18 existiert eine Abbildung T :
K — K mit den FEigenschaften aus Satz 5.18, die zusdtzlich positiv und selbstadjungiert
ist. In diesem Fall ist T eindeutig in dem Sinne, dass, falls (K x {0}; graph(T1)) und
(K x {0}; graph(T3)) unitar dquivalent sind, dann sind Ty und T unitir dquivalent fir
alle Th, Ty positiv und selbstadjungiert.

Beweis. Wegen Lemma 5.22 existiert eine Abbildung 7" : K — K mit den Eigenschaften
aus Satz 5.18, die positiv und selbstadjungiert ist.

Seien (K x {0};graph(T1)) und (K x {0}; graph(Tz)) unitir dquivalent, also existiert
ein unitdrer Operator U : K x K — K x K mit der Eigenschaft U(K x {0}) = K x {0}
und U(graph(Ty)) = graph(T3). Wegen Lemma 5.21 gilt, U = Uy @ Uz, wobei U; und
Uy unitare Operatoren in K sind.
Aus Ul(graph(Ty)) = graph(Ts) folgt Ui(f) € dom(T3), fiir jedes f € dom(T1), wobei
TyU, f = Uy f. Also gilt

U, = UsTh. (11)

Wir adjungieren Gleichung (11) und erhalten, wegen T = T} und 75 = T3,
UiT, =TU;.

Weiters erhalten wir
T = U ULTy = U TS0,

und wegen 71,75 positiv und Lemma 2.12 folgt schliefllich 77 = U T,U;. O
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