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Einleitung

In dieser Arbeit gehen wir der Frage der Losbarkeit des Dirichlet Problems nach: Gibt es zu
einer gegebenen reellwertigen Funktion f : 0G — R auf dem nichtleeren Rand einer offenen
Menge G C RP, p > 2, eine harmonische Funktion h : G — R, sodass

lim h(y) = f(z) firallez € 0G? (1)
y—z,ye€G
Ist die Funktion f stetig (auf das wir uns im Wesentlichen beschrénken werden, siehe Satz ,
so ist dieses Problem dquivalent zum Auffinden einer klassischen Losung h € C?(G)NC(G) des
Randwertproblems
Ah = 0inG
’ 2
hoc = f. @

Denn eine klassische Losung von ist offensichtlich harmonisch in G und erfiillt . Eine in
G harmonische Funktion fiir die gilt, kann mit f auf G fortgesetzt werden und ist dann nach
Lemma eine klassische Losung des RWP .

Anders als bei der ,iiblichen“ Herangehensweise - einen Umweg iiber die Existenz einer
schwachen Losung mittels Lax Milgram zu gehen - approximieren wir eine Lésung ,,von un-
ten“ und ,,von oben“. Dieses Verfahren nennt man Perron’sche Methode.






1 Grundlagen

In diesem einleitenden Kapitel stellen wir einige Resultate vor, die wir spéter bendtigen.

1.1 Definition. Sei G C RP eine offene Menge und f : G — RP stetig differenzierbar. Dann
definiert man die Divergenz von f als die Abbildung divf : G — R,

div f(x }:2?

Ist f: G — R stetig differenzierbar, so definiert man den Gradient von f als die Abbildung
Vf:G—RP

)
anl(ﬂf)

Vi@ =df@)' =]
0,
2 ()
Ist f : G — R zweimal stetig differenzierbar, so definiert man Laplace f als die Abbildung
Af:G— R,
p 82f

Af(z) = div(Vf(z)) =

i=1
Ist eine Funktion von mehreren Variablen abhéngig, so verdeutlichen wir mit div, f, V. f oder
A, f bzgl. welcher Variable der jeweilige Operator gemeint ist.

1.2 Definition. Sei G C RP? eine offene Menge. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
f: G — R heiit harmonisch auf G, falls

Af(x) =0 firalle z € G.

1.3 Beispiel. Sei y € RP unf :RP\{y} = RP, f(z) = Hm ”p Dann gilt fir alle j € {1,...,p}
0l d (/1w )5
5, = g, (0= w) s~ 1)
P p P
g\
2(w; — y;)(zj —y;) + (Z(% Yi) ) 2
i=1 i=1
1 1 (2 )
= -Dp —Yi)
lz=yl” "z -yt
und damit
z P P P
divf(z - (27 —9)*) = - lz -yl =
Eiwu T e A R P P

/

!Wenn nicht anders angegeben, steht ||| immer fiir die Zweinorm |[.||2.
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1.4 Beispiel. Betrachte fir y € RP, p > 2, die Funktion u, : RP\{y} — R definiert

durch
wiay = { el 0 ?
Fir p = 2 gilt
1 1 Aol 1
Vuy(z) = —§V1H((x1 —y1)? + (z2 — )?) = —3 < (xl_%lzﬂff)_”) > = —m(w —Y),
(z1—y1)*+(z2—y2)*
und fiir p > 2 gilt
p e P -1
Vuy(z) =V <Z(xz - yi)2> = 2%19 (Z(% - y¢)2> 2z —y) = ||$2—_yp||p(x —y).
i=1 =1

Aus Beispiel [1.3] folgt
Auy(z) = div(Vuy(z)) = 0.

Also ist u, harmonisch. Die Funktion u, wird auch fundamentale harmonische Funktion mit
Pol in y genannt. //

1.5 Beispiel. Fiir y € R? und r > 0 definieren wir eine Funktion K, : U,(y) x 0U,(y) — R,
2 o2
K, y(z,2) = rle=ul” wobei Sy die Oberfliche der Einheitssphére im RP ist. Der Einfachheit

rSpllz—z|["
halber schreiben wir im Folgenden statt K, nur K. Diese Funktion ist nichtnegativ, zweimal
stetig differenzierbar und harmonisch in =z, d.h. es gilt A,K(x,2z) = 0, siehe z.B. [HK|
Theorem 1.16]. Aus der Poissonschen Integralformel, siche Satz folgt mit der konstanten

Eins-Funktion

/ K(z,2z)du(z) = 1. (3)
U (y)
/

1.6 Satz (Poisson’sche Integralformel). Sei y € RP, r > 0 und h eine auf K, (y) stetige und auf
U, (y) harmonische Funktion. Dann gilt fir z € U.(y)

h(z) = /BUr(y) K, y(x, 2)h(z) du(z).

Beweis. Siehe z.B. [H, Theorem 1.5.4] d

1.7 Satz (Greenscher Integralsatz). Sei G C RP offen, beschrinkt und OG eine C?-
Mannigfaltigkeit. Mit v(y) bezeichnen wir die normierte duflere Normale auf OG im Punkt
y € 0G. Weiters seien g, h : O — R beide zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen, G
enthaltenden Menge O.

Dann gilt die Erste Greensche Identitét

/ 9(2)Ah(z) dp(x) = / o(v)dh(y)(y) du(y) — / Vo(x) - Vh(z) dhp(a),
G oG G



und die Zweite Greensche Identitat

/ (9(x)Ah(z) — h(z)Ag(x)) dAp(z) = / (9(w)dh(y)v(y) — h(y)dg(y)v(y)) du(y).
G oG

Beweis. Siche z.B. [KM, Korollar 16.8.8]. d

1.8 Lemma. Sei O C RP eine offene Menge, V. C RP eine kompakte Menge und p ein Mafl auf
V. Weiters sei [ : O xV — R eine Funktion sodass 3 f stetig auf O X'V fir alle j € {1,...,p}

ist. Dann gilt fir € O und j € {1,...,p}

%J/fxydu / (z,y) du(y).

Beweis. Sei © € O und j € {1,...,p} fest. Weil O offen ist, existiert ein r > 0 sodass
K,(z) C O. Die stetige Funktion aan]- ist auf dem Kompaktum K, (x) x V beschréinkt und mit

[KM|, Lemma 15.2.8] folgt die Behauptung. d

2 Dirichlet Problem

Wie wir mit folgendem Lemma zeigen werden, besitzt das Dirichlet Problem, wie in der
Einleitung beschrieben, fiir unstetige Randfunktionen keine Losung.

2.1 Lemma. Sei G C RP offen und h : G — R eine stetige Funktion. Weiters sei f : 0G — R,

sodass fir alle x € 0G der Grenzwert limy_,, yeq h(y) ezistiert und mit f(x) dbereinstimmt.
Dann ist die Funktion

(x), =€ dG,

=
8
—
~
—~
8
:—/
8
m
Q

stetig.

Beweis. Weil G offen ist, existiert fiir € G eine Kugel um z auf der h mit der steti-
gen Funktion h iibereinstimmt; also ist h stetig bei z. Sei z € G und € > 0.

Wegen lim, ., h(y) = f(z) existiert ein § > 0, sodass |h(y)— f(z)| < § fiir alle y € Us(z)NG.
Sei x" € Uso(x) NOG. Wegen lim,,_,,» h(y) = f(2') existiert ein §' > 0, sodass |h(y) — f(z')] < §
fiir alle y € Ug(2') N G. Wihlt man zudem §' < 6/2, so gilt Us(xz') C Us(z). Fiir jedes
2 € Us(2')NG CUs(x) NG gilt

() = f@)] < [f(@) = h(2)] + [h(z) = f@)] <e.

Es folgt
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fiir alle y € Us/o(z) N G. Somit ist h stetig bei x € 0G. M

2.2 Korollar. Besitzt das Dirichlet Problem fiir eine Randfunktion f auf einer Menge G eine
Losung, so ist [ stetig.

Beweis. Eine Losung h erfiillt alle Voraussetzungen von Lemma womit h stetig ist.
Dann ist auch f als Einschrinkung von h auf 0G stetig.

Ist G eine Kugel im RP, so werden wir im Folgenden zeigen, dass fiir stetige Randfunk-
tionen das Dirichlet Problem tatséchlich eine Losung bestitzt [

2.3 Satz. Seiy € RP, r > 0 und p das Oberflichenmafl auf OU,(y). Ist f : OU,.(y) — R stetig,
so gilt:
(i) Die Funktion h: U,(y) — R,

hz) = / K(2,2)/(2) du(z) (4)
Uy (y)

. . . 7"2— xr— 2 . . . . .
ist harmonisch, wobei K (z,z) = ”73”"” wie in Beispiel |1.5 ist.

rSpllz—z|

(ii) Fir xo € OU,(y) gilt
lim h(z) = f(xo). (5)

T—T0

Beweis.

(i) Fiir y € RP erfiillen K(x,z)f(z) und gTIj(x,z)f(z), j = 1...p, die Voraussetzungen aus
Lemma somit gilt

Ah(z) = / ALK (2, 2) () d(2).
6Ur(y)

Nach Beispiel [L.5| gilt AzK (x,z) = 0, womit (i) bewiesen ist.

(ii) Sei xg € OU,(y) und € > 0. Weil f stetig ist, existiert ein d > 0, sodass |f(z) — f(z0)| < §
falls ||z — zo|| < d. Mit (3) erhalten wir fiir x € U,(y) mit ||z — || < %

[h(x) = f(zo)| =

/ K(2,2)(f(2) - f(x0)) dp(2)
8Ur(y)

< [ K@) — flwo) du2) /Kﬂ:ZIf ~ flwo)ldu(2)

My

<42 swp |f() / K(x,2) du(2),
z€9Ur(y) Mo

wobei M; = {z E Uy (y) : ||z — ol <6} und My = {z € 0U,(y) : ||z — xo| > 6}
Aus ||z — x| < 5 S und ||z — xo|| > 6 folgt ||z — 2|| > ||z — zo]| — |lzo — x| > %. Somit gilt

r? — ||J?—2/H2/ 1 r? — o —y| 2°
K(x,z)du(z) = du(z) <
Mo ( ) M< ) 7’Sp Mo HCC — Z”p IUI( ) 7’Sp 5}3 P

2Wie wir in Korollar sehen werden, ist diese sogar eindeutig bestimmt.
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Wegen 2 — ||z — y||* =5 0 folgt fiir ||z — x| hinreichend klein |h(z) — f(z0)| < € also

gilt .
Q

3 Eigenschaften (super-)harmonischer Funktionen

In diesem Kapitel werden einige Definitionen angefiihrt und Eigenschaften bewiesen, die sich
im spéteren Verlauf als essenziell erweisen werden.

3.1 Bemerkung. Die erweiterten reelen Zahlen R := R U {—00, +00} versehen wir mit folgenden
Rechenregeln:

at+o0o = +oo, a€RU{+o0},
a—oco = —oo, a€RU{-o0},
400 — o0 = nicht definiert,
+oo, a >0,
a-(+oo) = 0, a=0,
Foo, a<0.

Bezeichnen wir mit 8 die Borelmengen auf R, so sind die erweiterten Borelmengen B := {B ucC :
B € B,C C {—o00,+00}} nach [KN, Lemma 7.17] eine o-Algebra auf R und deren Spur auf R
stimmt mit B iiberein.

Eine Funktion f nennen wir erweitert reellwertig, falls sie in die erweiterten reellen Zahlen
abbildet. //

Im Folgenden sei, wenn nicht explizit anders angegeben, (D, d) ein metrischer Raum.
3.2 Definition. Eine Funktion f : D — (—o0, +00] heifit nach unten halbstetig bei x € D, falls

lim inf = lim inf > f(x).
i yeDf(y) 5\0y6U5(x)mD\{x}f(y) > f(z)

Analog definiert man nach oben halbstetig, falls f : D — [—o0, +00) und

limsup f(y):=lim  sup  f(y) < f(2).
y—z, yeD INO yeUs ()ND\{z}

Die Funktion f heifit nach unten (oben) halbstetig auf D, falls sie bei jedem = € D nach unten
(oben) halbstetig ist.

3.3 Bemerkung. Als monoton wachsendes bzw. fallendes Netz existieren liminf, . f(y) bzw.
limsup,_,, f(y) als Element von [—oo, +00].

Aus Definition folgt sofort, dass eine Funktion f genau dann nach unten halbstetig ist,
wenn — f nach oben halbstetig ist.

Allgemeiner kann man nach unten (oben) halbstetig auch fiir erweitert reellwertige Funk-
tionen definieren. In einigen Aussagen benéGtigen wir allerdings die Voraussetzung, dass eine
gegebene Funktion nicht den Wert —oo annehmen darf, weshalb wir dies von vornherein per
Definition ausschliefen. //
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3.4 Lemma. Fine Funktion f : D — (—oo,+0o0] ist genau dann nach unten halbstetig, wenn
(¢, +00)) fiir jedes ¢ € R offen in D ist. Eine analoge Aussage gilt fiir nach oben halbstetige
Funktionen, wobei (¢, +00] durch [—oo,c) zu ersetzen ist.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir nach unten halbstetige Funktionen, der Beweis
flir nach oben halbstetige Funktionen verlduft analog.
"=": Fiir c € Rund x € D mit f(x) > ¢ gilt nach Definition

< < 1i inf .
c<f@<lm W

Also gibt es ein ¢’ > 0 sodass infycy, ()np\(2} f(¥) > ¢, was impliziert, dass fiir alle y €
Us/(x) N D gilt f(y) > ¢, also

Us(z)ND C{z€D: f(z)>c}.

"«<": Sei z € D und ¢ € R mit ¢ < f(x). Dann ist f~!((c, +0o0]) eine offene, x enthaltende
Menge. Also gilt fiir § > 0 mit Us(z) € f~1((c,+00]), dass infycp;@)np\(z} f(¥) = ¢ Da
¢ < f(x) beliebig war, gilt

lim inf = lim inf > f(x).
Jim inf f() LI (w)mD\{r}f(y) > f(z)

3

3.5 Lemma. Seien A,B C D mit AU B = D zwei abgeschlossene Teilmengen von D. Sind
u:A— (—o00,+00] und v : B — (—00,4+00| zwei nach unten halbstetige Funktionen die auf
A N B iibereinstimmen, dann ist auch die Funktion wUv : D — (—o0, 00|, welche auf A mit
u und auf B mit v dbereinstimmt, nach unten halbstetig.

Beweis. Sei ¢ € R. Wir zeigen, dass (u U v)~!((c,+00]) offen, bzw. #quivalent dazu, dass
(uUv)~((—o0,c]) abgeschlossen in D ist. Weil u nach unten halbstetig ist, ist u~!((c, +-00])
offen bzw. #quivalent dazu, u~!((—o0, c]) abgeschlossen in A, d.h. es existiert eine in D abge-
schlossene Menge C, sodass u~!((—o0,c]) = C N A. Als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen
ist daher u~!((—o0, c]) abgeschlossen. Analog zeigt man, dass v—!((—o0, c]) abgeschlossen ist.
Als Vereinigung zweier Abgeschlossener Mengen ist damit auch

(wUw) " (=00, ) = u™ ((—o0, ) Uv™((—o0,d])
abgeschlossen. |
3.6 Lemma. Seien fi1, fo : D — (—00,400] nach unten (oben) halbstetige Funktionen und
¢ > 0. Dann sind fi + fo und cfi wieder nach unten (oben) halbstetig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir nach unten halbstetige Funktionen, der Be-
weis fiir nach oben halbstetige Funktionen verlduft analog.
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Sind f; und f2 nach unten halbstetige Funktionen, so gilt fiir z € D

lim inf -
Jmint (fr+f)y) =lm b 1)+ )
> i inf + nf
= 50 <y€U5(alc§lﬂD\{x} hiy) s D\(s} fz(y))

= liminf lim inf > :
Jlim inf, fily) + Jim inf, f2(y) > fi(z) + fa(=)

Weiters gilt wegen ¢ > 0

liminf ¢ = lim inf c clim nf
y—xz,yeD fl( ) N0 yeUs (z)ND\{z} h <y) N0 yGUg(x)ﬂD\{:p}f (y)
= c liminf fi(y) > cfi(z).
y—x,yeD

Q

3.7 Lemma. Seien f; : D — (—o00,400|, i € I nach unten halbstetige Funktionen. Dann ist
sup;cy fi nach unten halbstetig.

Sind fi,...,fn: D — (—00,+00] nach unten halbstetige Funktionen, so ist minj—j _p f;
nach unten halbstetig. Fine analoge Aussage gilt fiir nach oben halbstetige Funktionen, wobei
sup durch inf, und min durch max zu ersetzen ist.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir nach unten halbstetige Funktionen, der Beweis
flir nach oben halbstetige Funktionen verlduft analog.
Fiir f :=sup;¢; fi und c € R gilt

(e, 400]) = {:CED Supfz >c} {:I:ED Ji € I mit f;(z >c} Uf (¢, +o<])
i€l

Damit ist f~1((c, +00]) als Vereinigung offener Mengen offen. Fiir f := min;—;__, fi und c € R
gilt
f (e, +o0)) ={z €D : I{un filw)>cy={zeD:Vi=1,...,ngilt fi(z) >c}

i=

n

= ﬂ fifl((q +OO])

=1

Damit ist f~!((c, +00]) als Schnitt endlich vieler offener Mengen offen. d

3.8 Lemma. Sei f nach unten halbstetig auf D und K C D eine kompakte Menge. Dann ist
flx nach unten beschrinkt und nimmt ein Minimum an.

Beweis. Nach Lemma ist (f~1((c, +OO]))¢€1R eine offene Uberdeckung von K. Weil K
kompakt ist, existieren cy,...,c, € R, sodass

K C f N ((er,+00) U+ U £ ((ens +oc]) = £ (( min_ i, +o0]).

i=1,...,n

Daraus folgt f(z) > min;—; ¢ fir alle x € K, womit f auf K nach unten beschrénkt ist.
Wire s = inf e f(2) kein Minimum, so gilt f(x) > s fiir alle x € K. Wegen

U £ (e, +00]) = £ (s, +00))

c>s
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ist (f~((c, —I—oo]))c>S wieder eine offene Uberdeckung von K. Also existieren c,,,...,cs, > s,
sodass f~1((min;—1,_m cs;, +00]) 2 K. Daraus schlieft man infycx f(x) > mini—y_mcs; > s,
was ein Widerspruch zu s = inf,cx f(x) ist.

3.9 Lemma. Sei u : D — (—o0,+00] eine nach unten halbstetige Funktion. Weiters sei
K C D derart, dass u auf K nach unten beschrinkt isﬂ d.h. M := inf,cxgu(z) > —oc.
Dann existiert eine Funktionenfolge (fy)nen von auf D stetigen, reellwertigen Funktionen mit
M< fi<fo<f3<...auf D, sodass fn(z) < u(z) und lim,_ o frn(2) = u(z) fir alle z € K.

Beweis. Falls u = +oo auf K, so sind mit f,(z) := n fir x € D alle geforderten
Eigenschaften erfiillt. Andernfalls definiere fiir x € D

fula) i= inf (u(y) + nd(z,y).

Weil ein y € K mit u(y) < 400 existiert, gilt f,,(z) < +00, und wegen M > —oo ist f,, auf D

reellwertig. Auflerdem gilt nach Konstruktion fi; < fo < f3 < ... auf D. Fiir z € K gilt, weil z

in der Menge iiber die das Infimum gebildet wird enthalten ist, f,(z) < u(x)+nd(x,z) = u(x).
Hilt man x1, 29 € D fest, so gilt fiir alle y € K mit der Dreiecksungleichung

fa(1) < uly) +nd(er,y) < uly) +nd(ee,y) +nd(z,z2).

Bildet man nun das Supremum iiber alle y € K, so erhéilt man

fn(x1) < fu(z2) + nd(w1,22).

Aufgrund der Symmetrie in z1 und x5 erhélt man

|fn(z1) = fu(z2)| < nd(z1, 22),

also ist jedes f, sogar Lipschitz-stetig.

Wegen der Monotonie existiert der Grenzwert f(x) := limy, 400 fn(z) € (—00, +00]. Ange-
nommen es gibt ein a € K mit f(a) # u(a), was wegen f, < u auf K bedeutet, dass f(a) < u(a).
Fiir ein m € R mit f(a) < m < u(a) folgt fn(a) < f(a) < m < u(a) fur alle n € N. Nach
Definition von f,, existiert zu jedem n € N ein y,, € K mit u(y,) + nd(yn,a) < m, d.h.

u(yn) <m—nd(yn,a), neN. (6)

Wegen u(a) > m muss y, # a fir alle n € N, und weil u auf K mit M nach unten beschrénkt
ist, muss nd(y,,a) beschrinkt bleiben, also y, e gelten. Zudem erhdhlt man aus (@,
dass u(yyn) < m fiir alle n € N, woraus

inf U <m
y€Us(a)\{a} )

fiir alle § > 0 folgt. Aus der Halbstetigkeit nach unten erhilt man letztendlich

u(a) < liminfu(y) < m,
y—a

was ein Widerspruch zu m < u(a) ist. |

3.10 Definition. Sei G C RP? offen. Eine Borel—messbareﬁ Funktion f : G — (—o0, +00] heift
superharmonisch auf G, falls folgende Bedingungen gelten:

3Insbesond£re ist diese Eigenschaft nach Lemma fiir kompaktes K erfiillt.
‘dh. f£71(B) C B,
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e f # 400 auf jeder Zusammenhangskomponente von G,
e f ist nach unten halbstetig auf G,
e fiir alle x € G gibt es ein R > 0 mit Kr(z) C G, sodass fiir 0 <r < R

1
S0 2 g [ e ) ™)

Die Funktion f heift subharmonisch auf G, falls — f superharmonisch auf G ist.

3.11 Bemerkung. Mit der Voraussetzung, dass f nach unten halbstetig auf G ist, ist f nach
Lemma auf jedem Kompaktum nach unten beschrinkt und infolge das Integral in als
Element von (—o0, +-00] wohldefiniert. //

3.12 Lemma. Sind fi, fo superharmonische (subharmonische) Funktionen und ¢ > 0,
so sind min(f1, fo) (max(f1, f2)), f1 + fo und cf; wieder superharmonisch (subharmonisch).

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir superharmonische Funktionen, der Beweis fiir
subharmonische Funktionen verlduft analog.

Sind f1, fo Z +oo und f1, fo > —o0, so sind auch deren Minimum, Summe und Produkt
mit der Konstanten ¢ nicht identisch +oo und grofler —oo. Nach Lemma und sind deren
Minimum, Summe und das Produkt mit der Konstanten ¢ auch nach unten halbstetig. Fiir
0.B.d.A. fi(z) < fo(z) erhalten wir mit R > 0, sodass fir alle 0 < r < R gilt,

1
Sprp=1

min(f1, f2)(z) = fi(z) > /a‘U( )fl(Z) du(z) > Sp:p_l/[w'( )min(fl,h)(z) du(2),

1 1
F@+h@ 2 g [ pEdE g | pE

Ur(x)
- L / (F1(2) + fo(2)) du(z),
AU, (x)

1
SprP

und
1 1

h@zegim [ @) =g [ )6 )

Die folgenden Resultate werden eine zentrale Rolle spielen.

3.13 Lemma (Minimumprinzip). Sei G C RP offen und zusammenhdingend und f superhar-
monisch auf G. Dann nimmt f sein Infimum nicht in G an, aufler f ist konstant.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt ein 9 € G mit f(xg) = infyeq f(x) und folgern, dass
f konstant ist. Weil f superharmonisch ist, gilt f > —oo auf GG, und weil G zusammenh#ngend
ist, auch f #Z +oo auf G. Es gibt also zumindest einen Punkt an dem f endlich ist, daher
—o00 < f(zo) = infg f < +o0. Nun definieren wir K := {z € G : f(z) = f(xo)}. Die Menge K
ist nicht leer, denn zp € K, und wegen Lemma [3.4] ist K abgeschlossen. Im Folgenden zeigen
wir, dass K auch offen ist. Dazu sei y € K und R, > 0, sodass Kg, (y) € G und sodass fiir
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alle 0 < r < R, gilt. Angenommen, es existiert ein x € U,(y) \ K. Weil f superharmonisch ist,
und wegen y € K gilt mit p := ||z —y|| < Ry

! L i = in T) =
Z o1 /aUﬂ(y)f () du(z) = = /8 inf f(z) du(z) = inf f(2) = f@w). (8)

U,(y) zeG

f()

Aus Gleichung folgt
[ e - 1) dutz) <o,
aUﬂ(y)

woraus wegen f(z) — f(y) = f(z) —infg f > 0 fiir z € OU,(y) folgt, dass f = f(y) p-fast iiberall
auf OU,(y). Wegen x ¢ K gilt f(z) > f(y). Daher gibt es ein ¢ € R sodass f(z) > ¢ > f(y), und
weil f nach unten halbstetig ist, existiert wegen Lemma eine Umgebung U, von x € 9U,(y)
mit f(z) > c¢> f(y) fiir z € U, NOU,(y). Daraus folgt, dass f — f(y) > 0 auf einer Menge mit
positivem Maf p(U, N OU,(y)) > 0, was einen Widerspruch liefert. Also gilt U,(y) € K, und
K ist offen. Weil G zusammenhéingend und K nicht leer ist, muss K = G gelten.

3.14 Lemma. Sei G C RP offen und beschrinkt, f : G — (—o0,+0o0] eine superhar-
monische Funktion und es gelte liminf, ,, .cq f(2) > 0 fir alle x € 0G. Dann ist f > 0 auf G.

Beweis. Sei U eine offene Kugel im RP, die G enthiilt. Nun setzt man f auf U \ G mit
0 fort und bezeichnet diese Fortsetzung wieder mit f. Diese Funktion ist nach unten halbstetig
auf U und nimmt nach Lemma ihr Minimum k bei g € U an. Wire k < 0, so liegt 29 in G.
Wihlt man ein § > 0, sodass Ks(zg) C G, so ist f auf Us(zg) superharmonisch und nach dem
Minimumprinzip, Lemma folgt, dass f auf Us(xo) konstant k sein muss. Daraus schliefit
man, dass die Menge

A={zeclU: f(z) =k}

offen, und weil xg darin enthalten, auch nicht leer ist. Weil f nach unten halbstetig ist, ist aber
auch die Menge

B:={zeU: f(z) >k}

offen und nicht leer. Nun gilt U = A U B, was aber im Widerspruch dazu steht, dass U
zusammenhéngend ist. Es muss also k > 0 gelten, woraus f > 0 auf G folgt. M|

3.15 Lemma (Mittelwerteigenschaft). Sei G C R?P offen und f : G — R harmonisch auf G.
Dann gilt fir alle z € G, r > 0 mit K,(z) C G

1
Sprr—1

f(x) = /8 RELC! (9)

Beweis. Sei v € G und R > r > 0, sodass Kr(x) C G. Dann folgt aus dem Green-
schen Integralsatz, Satz

0= [ Afw)dr) = /w( Lerne =t [ Lo

Un() ) OV ouy (0) Or
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Dividiert man diese Gleichung durch P! und integriert nach r von 0 bis R, so erhilt man
zusammen mit dem Satz von Fubini

_ of - of
0= /(O’R) /a 0i0) O (z +7z) du(z) dA(r) = /8 o) /(O,R) o (@ +72) dA(r) dp(2)
1

= [ G+ B @) ) = g [ FG) )~ 5,51,

was zu zeigen war. D

Wie wir im folgenden Lemma sehen werden, ist die Mittelwerteigenschaft eine Charakte-
risierung der Harmonizitédt. Es gilt sogar noch ein bisschen mehr:

3.16 Satz. Sei G C RP eine offene Menge. Dann ist f : G — R genau dann harmonisch auf
G, wenn f € C(G) und (9) fir alle x € G und r > 0 mit K,(z) C G gilt.

Beweis. Dass (9) fir z € G und r > 0 mit K,(z) C G gilt, wenn f harmonisch ist,
folgt aus Lemma Sei also f stetig, € G und r > 0 mit K,(x) C G. Ziel ist es, zu zeigen,
dass f harmonisch auf G ist. Da Harmonizitdt eine lokale Eigenschaft und x € G beliebig ist,
geniigt es schon, zu zeigen, dass f harmonisch auf U, (x) ist.

Weil f insbesondere stetig auf OU, (x) ist, gibt es nach Satz eine auf U, (z) harmonische
Funktion h, die auf OU, (x) mit f tibereinstimmt. Also gilt f —h = 0 auf U, (x). Die Funktion
f erfiillt nach Voraussetzung alle Bedingungen von Definition ist also superharmonisch.
Auflerdem ist die Funktion —h als harmonische Funktion nach Lemma [3.15] superharmonisch.
Nach Lemma ist auch f — h superharmonisch. Damit erfiillt die Funktion (f — h)|y, (a)
alle Voraussetzungen von Lemma und ist daher nichtnegativ auf U,(z). Selbige Argumen-
tation ldsst sich auch auf —f und h anwenden, woraus man schlieft, dass auch (h — f)|v, ()

nichtnegativ ist. Es folgt, dass f auf U,(z) mit h iibereinstimmt, und damit harmonisch ist.

Man beachte, dass im obigen Satz f nur als stetig vorausgesetzt werden muss, um Har-
monizitdt zu folgern. Die zweimal stetige Differenzierbarkeit von f, wie sie in der Definition
von harmonisch gefordert wird, folgt also schon aus der Mittelwerteigenschaft.

Die Definition von superharmonisch, wie wir sie gegeben haben, hat den Vorteil, dass
keine Differenzierbarkeit gefordert wird. Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen gilt
allerdings folgende einfache Charakterisierung von Superharmonizitét:

3.17 Lemma. Sei G C RP offen und f : G — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist f
genau dann superharmonisch auf G, wenn Af <0 auf G.

Beweis. "<": Sei y € G und r > 0, sodass K,(y) C
auf K, (y) voraus. Definieren wir eine Funktion h : K, (y) —

| fl=), z € 90U, (y),
Ale) = { Jov, g Kra(@,2) f(2) dpu(z), x € Ur(y),

(. Zunichst setzen wir Af < 0
R

dann wissen wir aus Satz dass diese Funktion stetig auf K, (y) und harmonisch auf U, (y)
ist. Die Funktion w := f — h erfiillt somit fiir alle x € U, (y)

Aw(x) = Af(z) — Ah(z) < 0. (10)
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Als stetige Funktion muss w auf dem Kompaktum K, (y) ein Minimum annehmen. Angenommen
w nimmt dieses Minimum bei & € U,(y) an, so folgt

0*w

(@) >0, i=1,..,p,

(2

und somit Aw(z) > 0, was im Widerspruch zu steht. Also nimmt w das Minimum auf
U, (y) an, dort gilt aber w = 0. Es gilt also f > h auf K, (y). Insgesamt folgt

7"2— — 2
fo=n = [ Kl () ute) = / ”yy:'pﬂz) du(2)

oU(y) TSp Iy — 2|
———

=P
o1 [ @)
Spr? =t Joun ()
Nun sei allgemeiner Af < 0. Fiir die Funktion ¢(z) := ||z|* = ?:1 x? gilt g—;g(az) = 2, also

Aq(z) = 2p. Fiir jedes € > 0 gilt Af — eAg < 0 und nach dem ersten Beweisteil folgt

1
frez g [ () el dute)

Durch den Grenziibergang ¢ — 0 folgt die Behauptung.

"=": Sei f superharmonisch und zweimal stetig differenzierbar. Dann ist Af stetig und
Gt :={z e G : Af(z) >0} C G offen. Ist GT die leere Menge sind wir fertig, ansonsten gilt
A(—=f) < 0 auf G*. Aus dem ersten Beweisteil folgt dass —f superharmonisch auf G ist, bzw.
f subharmonisch auf G*. Nach Satz ist f sogar harmonisch auf G*, was Af = 0 auf G+
impliziert, aber unserer Definition von G widerspricht.

Wir kénnen nun zeigen, dass immer wenn ein R > 0 existiert, sodass fiir 0 < r < R gilt,
sogar fiir alle r > 0 mit U, (z) C G gilt.

3.18 Lemma. Sei G C R? offen. Fine Borel-messbare Funktion f : G — (—o0, 00| ist genau
dann superharmonisch auf G, falls

o [ % 400 auf jeder Zusammenhangskomponente von G,
o f ist nach unten halbstetig auf G,
e fir allex € G, r >0 mit K,(z) C G gilt (7).

Beweis. Sei f superharmonisch, z € G und r > 0 mit K,(x) C G. Wir zeigen, dass
gilt. Sei ¢ eine stetige Funktion auf OU,(x) mit ¢ < f auf OU,(x). Weil f nach unten
halbstetig ist, und wegen Satz gilt fiir yo € U, (z)

lim inf <f(y) - /8 oy Kre0:20002) du<z>) > f(yo) — 6(y0) > 0. (11)

Y—Yo

=:h(y)

Weil —h als harmonische Funktion nach Satz [3.16] insbesondere superharmonisch ist, ist f — h
nach Lemma superharmonisch. Zusammen mit folgt aus Lemma f—h>0.Sei
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nun (¢, )nen eine Folge stetiger Funktionen auf OU, (x) die punktweise monoton wachsend gegen
f konvergiert, vgl. Lemma [3.9, Zusammen mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
fir y € U, (x)

f(y) - / Kr,x(y, Z)f(Z) d,,u(z) > 0.
U (x)

Insbesondere gilt

1
f02 [ Keale Q) = g [ S duta),

was zu zeigen war. D

Fiir das Dirichlet Problem auf einer offenen, beschréinkten Menge mit einer reellwertigen
Randfunktion konnen wir nun im Fall der Existenz einer Losung auch deren Eindeutigkeit
nachweisen.

3.19 Korollar. Sei G C R? offen und beschrinkt und f : 0G — R eine Randfunktion. Existie-
ren zwei Funktionen hi, hy : G — R die auf G harmonisch sind und die limg_,,, h1 2(x) = f(xo)
fiir alle xg € 0G erfiillen, so gilt hy = ho auf ganz G.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass harmonische Funktionen insbesondere superharmo-
nisch sind. Also sind wy := h1 — he und ws := hs — hy superharmonisch auf G. Auflerdem gilt
limy sz, w 2(x) = 0 fiir alle zp € G. Aus Lemma folgt w12 > 0, was bedeutet dass hy auf
G mit hy iibereinstimmt. a

3.20 Lemma. Sei G C RP offen und (f;)ic; ein Netz harmonischer Funktionen auf G, das
lokal gleichmdf$ig gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist f harmonisch auf G.

Beweis. Als lokal gleichméfiger Grenzwert von stetigen Funktionen ist f stetig. Aufler-
dem gilt fiir jedes x € G und r > 0 mit K, (x) weil alle f; harmonisch sind

. . 1 1
) =tim i) =t oy [ @t = g [ )

iel Sprr=1

wobei die Vertauschung von Grenzwert und Integral wegen der gleichméfigen Konvergenz auf
dem Kompaktum 0U,(x) gerechtfertigt ist. Aus Satz folgt, dass f harmonisch ist.

3.21 Lemma (Ungleichung von Harnack). Sei h : U1(0) C RP? — R harmonisch und nicht-
negativ. Dann gilt fir x € Uy(0)
1 — [|]
(1 + [P~

L+ ||z

h(O) < W) < 7T h(O) (12)

IN

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung nach unten bzw. nach oben gilt fiir z € U;(0)
und z € 0U;(0)
L—lz| <l =z < 1+l
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Es folgt
L € e O e 4 e 1 o S
(L+ )Pt (1+ [l A+ [z~ o= 2" = (L= l=]))P
_ A= =zDA A+ flzl) T[]
(1=l (1 = [lzl)p—t

Sei 0 < r < 1 und =z € U;(0). Dann folgt aus Satz und Lemma fiir die harmonische
Funktion x +— h(rz)

1 a] L) 1 [ L faf?
————h(0) = ——— = h(rz)du(z) < —————h(rz)du(z
T DO = G w18, Jony I f 0 Bl — o) )

=h(rzx)

L) 1 14 ]
< - hEl 2 h(rz) dp(z) = —— ),
0 275, S ) = Tt

wobei die erste und letzte Gleichheit aus Lemma folgt. Mit dem Grenziibergang r 7 1
folgt . M

3.22 Korollar. Sei G C RP ein Gebiet und K C G kompakt. Dann gibt es eine nur von G und
K abhingige Konstante C > 1, sodass

1
c

>
<

(

(z

)

<

<C (13)

>

fiir alle x,y € K und alle harmonischen und positiven Funktionen h : G — R.
Fiir alle x,y € K und alle harmonischen und nichtnegativen Funktionen h : G — R gilt

h(y) < Ch(x). (14)

Beweis. Fiir geniligt es % < C zu zeigen, denn x und y konnen vertauscht wer-

den. Zu (z,y) € G x G definiert man

s(z,y) := sup {Zgay:; : h positiv und harmonisch auf G}.

Sei ¢ € G fest und sei E := {y € G : s(x,y) < +<>o}. Die Menge E ist nicht leer, denn
s(z,z) = 1 und somit x € E. Wir zeigen, dass E sowohl offen als auch abgeschlossen in G ist.
WEeil G als zusammenhéngend vorausgesetzt ist, muss £ = G gelten.

Zu einem y € E wihle r > 0, sodass Us,(y) € G. Aus Lemma folgt fiir € — h(y + 2r¢)
mit einem positiven und harmonischen h

< - TSN L —.
Also gilt fiir alle n € U,(y)
1+1
h(n) < 2 h(y),
-5t
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woraus fiir n € U, (y)

h(n) 1+3  hy) 141
) S - %fp_l M) < 1o %)zp_ls(w,y) < o0

folgt. Also gilt s(x,n) < oo fiir n € U,(y), woraus U, (y) C E folgt, und E somit offen ist.
Sei nun y € ENG und r > 0, sodass Uy (y) C G. Wieder folgt aus Lemma fiir
€ — h(y + 2r&) mit einem positiven und harmonischen h

1—i&ll 1—3 i} 1

h(y+2r§) > ——————h(y) > ———=—h fir all < —.

(y 7‘5) (1+ Hg”)p_l (y) (l_i_%)p_l (y) ur alle Hf” 5
Also gilt fiir n € U, (y)

1_1
h(n) > Z__,
Firn e Uy(y) N E, gilt
h(1) 1-5 hy

00 > s(x,1) >

> 1 2

(14 3)p—1 h(x)
Also gilt s(z,y) < co und daher y € E, womit gezeigt ist, dass E abgeschlossen in G ist.
Es gilt also E' = G, d.h. s(z,y) < oo fiir alle (z,y) € G x G. Bleibt noch zu zeigen, dass sogar

eine Konstante C existiert, mit der man s|x« x beschrinken kann. Dazu sei (a,b) € K x K und
r > 0, sodass sowohl Us,(a) also auch Uy, (b) in G enthalten sind. Dann folgt aus Lemma

1+1 I
Tt a) 1yp 1\p
par i LD L) < T 0 = G turalle el ol <
n u%ﬁh(b) (1—32)Ph(b) ~ (1—3)

Nun lésst sich K x K mit endlich vielen Mengen der Bauart Us,(a;) x U (bj) tiberdecken. Zu
(z,y) € K x K gibt es also a;,b;,&,n mit |, [[n]| < 5, sodass

h(y) _ h(a; +2r¢)
h(z)  h(b; + 2rn) < Cyai

Definiert man C' := max; j Cp, 4, 50 ist (L3)) erfiillt.
Fiir harmonisches und nichtnegatives h ist h + € fiir jedes ¢ > 0 harmonisch und positiv.

Nach dem ersten Beweisteil existiert ein C' > 1, sodass Zgz;ii < C fiir alle z,y € K, was

aquivalent zu h(y) + € < C(h(x) + €) ist. Mit € N\, 0 erhélt man ([14]). d

3.23 Satz (Prinzip von Harnack). Sei (h;)icr ein Netz harmonischer Funktionen auf einem
Gebiet G C RP, sodass h; < hj fir i < j. Dann konvergiert (h;)icr lokal gleichmdfig entweder
gegen +0o oder gegen eine harmonische Funktion h.

Beweis. Ersetzt man das Netz (h;);e; durch (h; — h’iO)ielziO fiir ein 49 € I, so erhihlt
man ein monoton wachsendes Netz nichtnegativer und harmonischer Funktionen. Sei also
0.B.d.A. bereits das Netz (h;);e;r monoton wachsend und alle Funktionen h; nichtnegativ und
harmonisch.
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Fiir z € G definieren wir h(x) := lim;es hi(z) als Element von [0, 4+00]. Gibt es ein z € G
mit h(x) = 400, so existiert zu jedem M > 0 ein i € I sodass h;(x) > M fiir alle i > ig. Sei K
eine kompakte Menge mit x € K C G. Fiir beliebiges y € K gilt nach

hi(z) < Chi(y)

fiir alle ¢ € I und einem C' > 1. Also gilt Ch;(y) > M fiir alle i = ip und alle y € K. Also (hi)ier
konvergiert auf K lokal gleichméfig gegen +oo.

Sei andererseits h(z) endlich fiir alle z € G und K C G eine kompakte Menge mit x in K
fest. Zu einem € > 0 existiert ein ig € I, sodass |h(z) — h;i(z)| < € fiir alle ¢ > 4p. Ist j = i so
gilt nach fir alle y € K

hi(y) = hi(y)| = h;(y) — hi(y) < C(h;(z) — hi(x)). (15)
Bildet man nun in links und rechts den Grenzwert j € I-;, so erhdlt man fiir ¢ > 7o
[h(y) — hi(y)| < C(h(x) — hi(z)) < Ce.

Da y in K beliebig war, konvergiert (h;);c; auf K gleichméBig gegen h. Also konvergiert (h;);cr
lokal gleichméfig gegen h, welches nach Lemma harmonisch ist.

4 Dirichlet Problem auf beschrinkten Mengen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine nicht leere, offene, beschrinkte Menge G C RP,p > 2
und eine Funktion f : G — R. Wieder wollen wir eine Funktion h finden, die auf G
harmonisch ist und die bei Anndherung an den Rand OG mit f {ibereinstimmt. Wie wir
bereits gesehen haben, ist dieses Problem im Allgemeinen nich losbar, aber auch fiir stetige
Randfunktionen wird die Beziehung lim,_,, h(y) = f(x) nicht in allen Punkten x € 0G gelten,
was uns zu den Begriffen Barriere und reguldrer Randpunkt fiihrt. Wie bereits erwdhnt, wird
die Methode, mit der wir die Existenz einer Losung zeigen wollen, Perron’sche Methode genannt.

4.1 Bemerkung. Im RP gilt G = G° nur fiir die leere Menge und ganz R?, weshalb 0G := G\ G°
nach obigen Voraussetzungen nicht leer ist. //

4.2 Definition. Eine Funktion f : G — (—o0, +0o0] heifit hyperharmonisch (hypoharmonisch)
auf G, wenn fiir jede Zusammenhangskomponente I' von G die Funktion f|r superharmonisch
(subharmonisch) ist, oder f|r = 400 (—00).

4.3 Definition. Sei G C RP eine offene Menge mit nicht leerem Rand 0G. Zu einer gegebenen
Funktion f : 9G — R definieren wir die Oberklasse Oy von f als

Oy :={u: G — (—00,+00] : u hyperharmonisch und nach unten beschrénkt auf G,

liminf u(y) > f(z) fiir alle € 0G}.
y—x, yeG

Analog definieren wir die Unterklasse Uy von f als

Uy = {u : G — [—00,+00) : u hypoharmonisch und nach oben beschrénkt auf G,

limsup u(y) < f(z) fiir alle z € 0G}.
y—z, yeG
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Weiters definieren wir die Perronsche Oberldsung Hy von f als
Hy:=inf{u : ue Oy},
und die Perronsche Unterlosung Hy von f als
Hy:= sup{u : ueuf}.

Um zu verdeutlichen, von welcher Menge die Rede ist, schreiben wir (’)](5, L[Jg, ﬁ?, H ]Cf

4.4 Bemerkung. Ist G C RP offen mit G # () und T eine Zusammenhangskomponente von G,
dann gilt OI' C 0G. Denn ist « ¢ G, dann gilt entweder = ¢ G, womit auch = ¢ I" folgt, oder
x € G° = G. Dann muss z in einer Zusammenhangskomponente A C G enthalten sein, und es

gilt 2 ¢ A\ A=A\ A° = JA. /

Wegen dem nichsten Lemma kénnen wir im Folgenden 0.B.d.A. G als zusammenhingend
voraussetzen.

4.5 Lemma. Sei G C RP offen mit G # () und f : 0G — R. Weiters sei I' eine Zusammen-
hangskomponente von G. Dann gilt

T _ G T _ G
Olflor) = (O und Uiy, = U]
T

=5 _ G r _ G
Hf,py = (Hf)|p und Hiy, o= (HF)];.

Beweis. Wir zeigen die Gleichheit nur fiir die Oberlésungen, der Beweis fiir die Unterlésungen
verlduft analog. Sei dazu u € O(Ff\ar)' Wir definieren eine Funktion u* durch

NP auf I,
" oo auf G\T.

Dann gilt u* € (9? und u*|p = wu. Es folgt u € (O?){F = {ovlr : v € (9](5} und daher

O{f\ar) C ((9]Cf)|F Sei nun u € O]Cf. Wegen 0I' C 0G erhalten wir fiir x € 0T’

lim inf > liminf >
SR 2 il 2 @)

womit ulr € O{flar) und schliefSlich O?flar) = ((’)?)‘F folgt. Fiir die Oberlosungen erhalten wir

damit
Fl{f\ap) =inf{u:ue O?flar)} =inf{u:ue ((’)?)‘F} =inf {ulp : u € (’)J(c;} = (F?)‘F

3

4.6 Lemma. Sei G C RP offen mit nichtleerem Rand, f : 0G — R und v € Oy. Weiters sei
a € G undr >0, sodass K,(a) C G.
Wir definieren eine Funktion ug, : G — (—00,4+00] durch

Jov, (@) Kra(@, 2)u(2) du(z), = € Up(a),

Ugr(x) = { u(z), x € G\ Ur(a).

Dann qilt:
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(a) st nach unten halbstetig,
(1) Uarlu,(a) it harmonisch, falls u integrierbar ist und konstant +o00 sonst,
(111) w > uq, auf G und

() ugy € O.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir den Fall a = 0, » = 1. Der allgemeine Fall
kann mittels geeigneter Transformation auf diesen Fall zuriick gefithrt werden.

Die Funktion x — K o(z, 2) ist fiir € U;(0) und z € 9U;(0) nach Beispiel |1.5| harmonisch
und nichtnegativ, wir kénnen daher die Ungleichung von Harnack anwenden und erhalten
fiir y € 0U1(0)

e 1+ =
< —_—,
K10(0,y) |“(y)|(1 izt = < Kio(z, y)lu(y)| —w|u(y)|(1 — |lz|[)P~1
/s, =1/Sp

Also ist u genau dann integrierbar, wenn K o(z,.)u fiir alle € U;(0) integrierbar ist. Die
Integrierbarkeit von u héingt aber nicht von x ab. Also muss ug 1|y, (o) existieren oder konstant
400 sein, denn u ist nach unten beschrinkt. Nach Lemma existiert eine Folge von stetigen
Funktionen uy, : 0U;(0) — R, die monoton wachsend punktweise gegen u|a, (o) konvergiert. Fiir
hy, : K1(0) — R, definiert durch

{ un(gj) S 8U1(O),

fin() = Jovn ) K1r0(@, 2)un(2) du(z), = € U1(0),

folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir x € Uy (0)

lim hy,(z) = /8U1(0) Kio(z, z)u(z) du(z).

Nach Satz ist die Funktion h,, fiir jedes n € N stetig auf K;(0) und harmonisch auf Uj(0).
Wegen der Monotonie stimmt der Limes mit dem Supremum iiberein. Also folgt aus Lemma [3.7]
die Halbstetigkeit nach unten auf K;(0). Aus dem Prinip von Harnack, Satz folgt, dass
die Grenzfunktion entweder harmonisch oder konstant +oo auf U;(0) ist.

Wir kommen zum Punkt (ii7). Auf G\ U;(0) gilt nach Definition von ug; Gleichheit, also
bleibt die Ungleichung nur auf U1(0) zu zeigen. Aus dem gerade bewiesenen wissen wir, dass
fiir x € U1(0) punktweise hy,(z) faUl Kio(z, z)u(z)dp(z) gilt. Weil alle u,, stetig sind und

un /" ulay, (o) gilt, folgt

ulav, 0y — Pnlou, (0) = ulov, (o) — un > 0.
Die Funktion u — h,, ist auf U;(0) superharmonisch und auf K;(0) nach unten halbstetig, also
folgt aus Lemma dass sie nichtnegativ ist. Wir erhalten also

uler, (0) = hnlo, () = 0.

Da diese Ungleichung fiir alle n € N gilt, bleibt sie auch fiir die Grenzfunktion erhalten. Diese
entspricht aber genau uO,l‘Ul(O)'

Bleibt noch (i) zu zeigen. Die Randbeziehung bleibt erhalten, denn auf 0G stimmt g g
mit u iiberein. Auch die Beschrinktheit nach unten bleibt erhalten, denn auf K;(0) ist die



23

Funktion nach unten halbstetig und daher nach Lemma [3.8] nach unten beschrinkt, und auf
G\ U1(0) stimmt up,; mit dem nach unten beschrénkten u iiberein. Sowohl ug 1|, () als auch
uo,1le\v,(0) = ulevu, (o) sind nach unten halbstetig. Auf K1(0) N (G \ U1(0)) = K1(0) \ U1(0)
stimmen uo 1|k, o) und uo1|e\v, (o) liberein. Nach Lemma ist die Zusammensetzung g
nach unten halbstetig auf G. Sei nun b € G \ U1(0) und p > 0, sodass K,(b) C G. Dann gilt
unter anderem wegen (i)

1 1
U, b:ubZ/ uzdzZ/ up.1(z) du(z).
=0z g [ @iz g [ ) da)

Ist b € U1(0) und p > 0, sodass K,(b) C Ui(0), so gilt wegen der Harmonizitit von ug 1|y, (o)
und Satz bzw. wegen ug 1|y, (o) = +00

1
wa®) =g op [ wa(e)ducz).
SprP=t Jou,v)
Also ist ug,; hyperharmonisch und somit ein Element von Oj. |

4.7 Lemma. Sei G C R? offen und zusammenhdingend. Gilt Of = {400} so ist Hy = +oo auf
G. Ansonsten ist H s entweder harmonisch oder konstant —co. Eine analoge Aussage gilt fiir H ;.

Beweis. Aus Oy = {+o0} folgt unmittelbar Hf = sup{+oo} = +oo. Sei also Oy eine
echte Obermenge von {+o00}. Sei a € G und r > 0 mit K,(a) C G. Fiir u € Oy definiere ug,
wie in Lemma [4.6]

Aus Lemma folgt, dass us, € Oy und u > u,, auf G. Deshalb gilt

Ff:inf{u Tu € Of} :inf{uaﬂﬂ T u€E Of}.

Nach Lemma [3.12]ist das Minimum zweier superharmonischer Funktionen wieder superharmo-
nisch. Aus liminfy_,, u12(y) > f(z) folgt selbige Eigenschaft auch fiir das Minimum von wu;
und us, und das Minimum zweier nach unten beschriankter Funktionen ist wieder nach unten
beschrénkt. Daher folgt aus uy,us € O auch min(ui,u2) € Of, womit (Oy,>) eine gerichtete
Menge ist. Da (uqr)uco, ein monoton fallendes Netz ist, gilt

H:= lim ug,.
f UEOf ar

Betrachtet man dieses Netz eingeschriankt auf U, (a), so ist nach Lemma (tar|U, (a))uco, €in
monoton fallendes Netz harmonischer Funktionen. Aus dem Prinzip von Harnack, Satz [3.23]
folgt, dass H ¢ U, (a) €ntweder konstant —oo oder harmonisch ist. Daraus folgt, dass sowohl die
Menge

A:={ac G : firalle r >0 mit K,(a) C G gilt H|y, (o) = —o0}

als auch die Menge
G\ A={a€cG : es existiert ein r > 0 sodass H | U,(a) harmonisch ist }

offen sind. Weil G zusammenhéngend ist, muss entweder A = G oder A = () gelten, was
bedeutet, dass entweder H; = —oo auf G oder H; harmonisch auf G ist.

4.8 Lemma. Sei G C RP offen und beschrinkt. Ist u € Uy und o € Oy, so gilt u < o. Als Folge



24 4 DIRICHLET PROBLEM AUF BESCHRANKTEN MENGEN

Beweis. Sei 0.B.d.A. G zusammenhéngend. Ist o nicht superharmonisch oder w nicht
subharmonisch, so ist 0 = 400 oder 4 = —oo und damit u < o erfiillt. Ist o superharmonisch
und u subharmonisch, so ist die Differenz o —w als Summe zweier superharmonischer Funktionen
wieder superharmonisch. Fiir z € 9G betrachten wir 3 Falle:

(i) f(z) € R: Dann gilt

liminf (o — uw)(y) > liminf o(y) — limsup u(y) > f(z) — f(z) = 0.
y—z,yeG y—z,yeG y—z,yeG

(ii) f(x) = 4o0: Dann gilt liminf,_,, yeq 0(y) = +00 und weil u nach oben beschrankt ist

lim inf (0 — > 0.
Jiminf (0 —u)(y) >

(iii) f(x) = —oo: Dann gilt limsup,_,, ,c¢ u(y) = —oo und weil 0 nach unten beschrénkt ist

liminf (o — u)(y) > 0.
y—z,yeG

In jedem Fall gilt liminf, ,, yeq(o—u)(y) > 0 fiir x € 0G. Aus Lemma folgt 0 —u > 0 auf
ganz G. |

4.9 Definition. Falls Ff = H; und diese Funktion harmonisch ist, so nennt man f resolutiv.
In diesem Fall heifit H; := Ff = H Dirichlet Losung.

4.10 Lemma. Sei G C RP offen und beschrinkt, f eine reellwertige Randfunktion auf 0G und
h harmonisch auf G mit limy_,, h(y) = f(x) fir alle x € 0G. Dann ist f resolutiv und Hy = h.

Beweis. Nach Lemma ist die Funktion h, welche auf G mit A und auf OG mit f
tibereinstimmt, stetig auf G. Also ist h auf dem Kompaktum G beschrinkt, und insbesondere
auch die Einschrénkung h|g = h. Es folgt h € Uy und h € Of. Wir erhalten

Hy= inf u<h<supu=H,,
f UGOf - _UEZ/:E; 7f

und wegen H, < Ff sogar H; = Ff = h. Weil h harmonisch ist, ist f resolutiv, und die
Dirichlet Lésung Hy stimmt mit A {iberein. |

4.11 Lemma. Sei G C R? offen und beschrinkt, f und g reellwertige Funktionen auf 0G und
c € R. Dann gilt

1) Gilt f = c auf 0G, so ist f resolutiv und Hy = ¢ auf G.
f
(it) Hpye = Hy+cund Hy, .= H;+c. Ist f resolutiv, so ist f+c resolutiv mit Hyy. = Hy+c.

(ii) Fir ¢ > 0 gilt Hep = cHy und H,; = cH;. Ist f resolutiv, so ist cf resolutiv mit
H.r=cHy.

(iv) H_; = —Hpund H_; = —Hy. Ist f resolutiv, so ist —f resolutiv mit H_y = —Hy.
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(v) Fir f <g gilt Hy < Hy und Hy < H,.

(vi) Hp1y < H¢+H, und Hp o> Hy+H,. Sind f und g resolutiv, so ist f+ g resolutiv mit

Hyig=Hy+ Hy.

(vii) Fiir ¢ < f gilt ¢ < Hy und fiir ¢ > f gilt ¢ > Hy. Insbesondere gilt

Moo < Hp < Hy < [If -

Beweis.

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Folgt unmittelbar aus Lemma angewandt auf die konstante Funktion c.

Aus der Definition der Oberklasse erkennt man sofort, dass v € Oy4. genau dann gilt,
wenn u — ¢ € Oy. Es folgt

Hpye = inf{u:ue(’)f+c}:inf{u:u—ceof}:inf{u—l—c:ue(?f}
= inf{u:ueof}+c:ﬁf+c.

Eine analoge Argumentation zeigt Hy, . = Hy + c. Ist f resolutiv, so ist Hy = Ff =Hy
harmonisch und damit auch Hy + ¢ = Ff + ¢ = H¢ + ¢ harmonisch. In diesem Fall gilt

Hf+c:Ff+C:Hf—l-C:ﬂf—l-C:ﬂf+c.
Also ist f + c resolutiv mit Hyy. = Hy + c.

Aus der Definition der Oberklasse erkennt man sofort, dass u € O,y genau dann gilt, wenn
2 € Oy, wobei hier ¢ > 0 wesentlich eingeht. Wie in (ii) folgert man die Behauptung, wobei
auch hier wieder ¢ > 0 eingeht.

Aus der Definition der Ober- und Unterklasse erkennt man sofort, dass u € O_; genau
dann gilt, wenn —u € Uy. Es folgt

F_f = inf{u:uE(’)_f}:inf{u:—uéuf}:inf{—u:ueuf}
= —sup{u:ueuf}:—ﬂf.

Eine analoge Argumentation zeigt H_, = —Ff. Ist nun f resolutiv, so ist Hy = ﬁf =H;
harmonisch und damit auch —H; = —Ff = —H harmonisch. In diesem Fall gilt

Also ist —f resolutiv mit H_y = —Hy.

Sei f < g. Fiir ein u € Oy gilt wegen f < g auch u € Oy, also Oy C Oy. Analog gilt fiir
u € Uy wegen f < g auch u € Uy, also Uy C U,. Es folgt

Ff:inf{u : ueOf}ginf{u : ueog}zﬁg,
ﬂf:sup{u : ueuf}gsup{u : uel/{g}:ﬂg.
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(vi) Wir zeigen zunéchst Oy gy 2 Op + Oy: sei v € Of, w € Oy und v := v + w. Dann ist u
wieder hyperharmonisch, fiir z € G gilt

lim inf — liminf > liminf lim inf >
Jim inf, u(y) Jim inf, v(y) +w(y) > Jim inf, v(y) + Jim inf, w(y) > f(x) + g(z),

und mit v und w ist auch u nach unten beschréinkt, womit die Inklusion gezeigt ist.
Damit und mit dem Lemma vom Iterierten Infimum erhalten wir

Hppy = inf{u:ueOpy} <infl{u:ueOp+0,}
= inf{u Tu € Of}—i—inf{u T € Og} =H;+ H,.
ﬂﬂ_g > ﬂf + ﬂg zeigt man analog.
Sind f und g resolutiv, dann gilt mit dem soeben gezeigten
Ff+g < Ff +Fg =Hy+ H, :ﬂf +ﬂg < ﬂf+g-
Zusammen mit Lemma folgt Hypg = H g = Hy ,=Hs+ Hy.
(vii) Folgt unmittelbar aus (i) und (v).

3

4.12 Lemma. Sei G C RP offen und beschrinkt. Weiters sei (fn)nen eine Folge resolutiver
Randfunktionen, die gleichmdfig gegen eine Randfunktion f konvergiert. Dann ist f resolutiv
und (Hy, )nen konvergiert gleichmdfig gegen Hy.

Beweis. Sei e >0 und N € N, sodass fiir jedes z € G und n > N gilt |f,(z) — f(z)| <€, d.h.
folz) = f(2) < eund f(z) — fo(z) <e.
Daraus folgt f,(z) —e < f(x) < fu(x) + € fir € 9G. Zusammen mit Lemma folgt
Hy —e=H;, <H;f<Hj .=Hs +e aufG.
Weil Hy, fiir alle n € N mit Hy, iibereinstimmt, schliet man daraus
1Hy = Hpll o= [Hy = Hrpl <€

was heifit, dass H, gleichm#Big gegen H  konvergiert. Analog zeigt man dass Hy, gleichméBig
gegen H, konvergiert, woraus man wegen der Eindeutigkeit von Grenzwerten auf Hy = H;
schliefft. Nach Lemma ist Ff = H als gleichméBiger Grenzwert harmonischer Funktionen

wieder harmonisch. Also ist f resolutiv und Hy = Ff = H; = limy 00 Hy,. M|

4.13 Lemma. Sei G C RP offen, zusammenhdngend und beschrinkt und sei u eine beschrinkte
und superharmonische Funktion auf G. Weiters existiere limy_,, yequ(y) fir alle x € 0G.
Dann ist
f { oG — R,
’ x = limy gy yequ(y)

eine resolutive Randfunktion.
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Beweis. Die Funktion u ist nach Voraussetzungen ein Element von Opf. Also ist Ff
nach Lemma [£.7] entweder konstant —oo oder harmonisch. Da die Funktion f nach unten
beschrinkt ist, gilt fiir alle Funktionen o € Oy mit einem festen C' € R

liminf o(y) > f(z) > C > —oc.
y—z, yeG

Aus Lemma folgt 0 > C. Damit ist auch Ff nach unten mit C' beschriankt und kann nicht
konstant —oo sein. Also ist H ; harmonisch. Wegen u € Oy gilt H < u und somit fiir € G

limsup Hy(y) < limsup u(y) = f(z).
y—z, yeG y—z, yeG

Also ist Ff ein Element von Uy, woraus Ff < H; folgt. Da die umgekehrte Ungleichung nach
Lemma immer gilt, folgt Hy = H e |

4.14 Lemma. Sei K C RP kompakt und f : K — R stetig. Weiters sei € > 0 und U
eine offene, K umfassende Kugel. Dann existieren zwei stetige und superharmonische Funktio-
nen v,w auf U, fir deren Differenz u :=v —w gilt sup ¢ |u(z) — f(z)] <e.

Beweis. Nach dem Satz von Stone Weierstrass, siehe z.B. [KM, Satz 13.2.5], existiert
ein Polynom u in p Variablen, fiir das sup,cx |u(z) — f(z)| < € gilt. Wir definieren auf U die
stetige Funktion w mittels w(z) := =\ |jz|* = —A(a2+--- + 22) mit A > 0. Damit gilt

Aw(z) = -A2+---+2)=—-2pA <0.

Nach Lemma ist w superharmonisch. Wiahlt man nun A > 0 so grof}, dass A(u +w) <0
auf U, so ist auch v := u + w stetig und superharmonisch und es gilt © = v — w. |

4.15 Satz (Perron-Wiener-Brelot). Sei G C RP eine offene und beschrinkte Menge
und sei f: 0G — R eine stetige Randfunktion. Dann ist f resolutiv.

Beweis. Zuerst sei bemerkt, dass 0G kompakt ist. Fiir eine offene Kugel U O 9G exis-
tieren nach Lemma [4.14] Funktionen u, v, w auf U wobei v, w stetig und superharmonisch sind,
u = v —w gilt und ulypg die Funktion f gleichmifig approximiert. Aulerdem sind v|yq, w|sc
nach Lemma resolutiv. Damit ist wegen Lemma auch ulpg = v|pg — wlae resolutiv.
Weil ulgg eine gleichméBige Approximation an f ist, folgt aus Lemma dass auch f

resolutiv ist.

Wir koénnen nun jeder stetigen Randfunktion einer beschrénkten Menge eine harmoni-
sche Funktion im Inneren zuweisen. Allerdings wissen wir noch nichts iiber den Zusammenhang
zwischen Randverhalten der harmonischen Funktion und Randfunktion. Auf dieses Randver-
halten wollen wir im nun Folgenden néher eingehen.

4.16 Definition. Ein Punkt x € 0G heifit requlirer Randpunkt der Menge G, falls

lim  H¢(y) = f(z) firalle f € C(0G), (16)
y—z,yeG

andernfalls irreguldrer Randpunkt. Man spricht von einer reguldren Menge, falls jeder Rand-
punkt der Menge regulér ist.

4.17 Definition. Sei G C R" eine Menge, z € G und U eine offene Umgebung von z. Eine
Funktion w : U NG — R heifit Barriere bei x € G, wenn
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(i) w>0auf UNG,

(ii) w superharmonisch auf U N G und

(iii) limy—, yevne w(y) = 0.

4.18 Satz (Bouligand). Sei G C RP eine offene und beschrinkte Menge. Es existiere eine
Barriere w bei x € 0G. Dann existiert eine auf ganz G definierte, positive und harmonische
Funktion h, die folgende Eigenschaften erfillt:

(i) limy 2 yec h(y) =0,
(it) liminf, . yeq h(y) > 0 fir alle z € 0G \ {x} und
(iii) inf {h(y) : y € G\ Uy} > 0 fiir alle offenen Umgebungen U, von x.

Die Funktion h ist insbesondere wieder eine Barriere bei x € 0G.

Beweis. Wir definieren eine Funktion

{8G — R,
m . 2
y = lly—zl,

und zeigen, dass h := H,, die gewiinschten Eigenschaften hat. Nach Satz existiert H,, und
ist harmonisch, da m stetig ist. Die Funktion

- {G — R,
G - 2
y = |ly—=z|°,

ist zweimal stetig differenzierbar und erfiillt Amg(y) = 2p > 0 fiir jedes y € G. Nach Lemma
m ist mq subharmonisch. AuBerdem gilt limsup,_,, ,ccma(y) = m(z) fiir z € G und mg
ist nach oben beschrankt. Damit ist m¢ ein Element von U, und deshalb H,, > m¢. Hieraus
folgt h = H,, > mg > 0 auf G,

liminf A(y) > liminf mg(y) = ||z —z| >0 fir z € G \ {z}
y—=2,y€G y—2,y€G

und
inf {h(y) : y€ G\ Uy} >inf {ma(y) : ye G\ Uy} >0

fiir alle offenen Umgebungen U, von x. Es bleibt noch liminf, ., yeq h(y) = 0 zu zeigen.

Weil w eine Barriere bei x ist, existiert ein » > 0, sodass w auf U,(x) N G positiv und
superharmonisch ist und limy_,, e, ()new(y) = 0 gilt. Sei nun p € (0,7) beliebig und
U :=U,(x). Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: 9U NG = 0. In diesem Fall gilt

UNG)=UNG\(UNG)*=UNGNUNG* CUNGNU°NG°)*

_ . _ . _ _ _ 17
=UNGNUHUUNGNG")=(GNaU)U(UNIG)=UnNaG, 17)

°Es sei an folgende Regeln fiir zwei Mengen A, B erinnert: (AN B)° = A°NB°und ANBC ANB
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wobei letzte Gleichheit gilt, da

GNoU = (GNaU)U(OGNaU) CoGNT.
=0
Fiir ein u € Uy, und y € d(UNG) CIGNTU gilt

limsup u(n) < limsup u(n) < m(y) < p.
n—ynelUNG n—y,neG

Weil u subharmonisch ist folgt zusammen mit Lemma u < pauf UNG. Dau € Uy,
beliebig war, gilt auch H,, < p auf U NG.

2. Fall: U NG # 0. Wir definieren M := sup { ly—z|* : y € OG}, wihlen eine ab-

geschlossene Menge FF C 90U N G mit u((0U N G) \ F) < 2 pj\f” und definieren schliellich
k:=inf {w(y) : y € F} > 0. Weiters definieren wir eine Funktion

oU — R,
f: o {M, y € (OUNG)\ F,

0, sonst.

Fiir ein v € U,,, definieren wir eine Funktion

. { UNnG — R,
' y o~ uly) —p—Hwy) = f[on Kpa(y, 2)f(2) du(2).

Die Funktion v ist als Zusammensetzung subharmonischer Funktionen wieder subharmonisch.
Als néichsten Schritt wollen wir lim sup,,_,,, ,cyng v(n) < 0 fiir alle y € I(UNG) zeigen. Zunichst
gilt wegen und F CoUNG

AUNG)COUNGUUNIG)=((OUNG)\ F)UFU((UnNJIG). (18)

Wir schétzen nun v getrennt nach Summanden ab:

e u: Nach Definition von m und M gilt m < M auf G, was zusammen mit u € U,, auf

limsup u(n) <m(y) < M fir alle y € 0G (19)
n—ynelUnNG

fiihrt. Aus Lemma [3.14] folgt w < M auf G} insbesondere gilt also

limsup w(n) < M fiir alle y € 90U N G. (20)
n—y,neUNG
AuBerdem folgt aus (19)
limsup u(n) <m(y) <p firalley € (UNOG)NAU NG). (21)
n—y,neUNG

o w: Wegen w > 0 auf U NG gilt liminf, ,, ,eovngw(n) > 0 fir y € d(U N G). Das ist
dquivalent zu

limsup —w(n) =— liminf w(n) <0 fiir alle y € 9(U NG). (22)
n—y,neUNG n—yneUnNG

w ist nach unten halbstetig, daher gilt liminf, ,, ,cuvngw(n) > w(y) > k fir y € F, was
dquivalent ist zu — liminf, ., ,cvngw(n) < —w(y) < —k fiir y € F bzw.

limsup —w(n) < —k fiir alley € F. (23)
n—y,neUNG
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o [oy K(n,.)fdp: Fir y € (U NG) gilt liminf, , ycuna o K(,2) f(2)du(z) > 0. Das

——
>0 >0
ist aquivalent zu
limsup — [ K(n,2)f(z)du(z) <O0. (24)
n—y,nclnG U
Auf (OU NG) \ F ist f stetig, also gilt wegen Satz
lim K(n,2)f(2)du(z) = f(y) =M fir alley € (QUNG) \ F. (25)

n—y,neUNG Jou

Setzt man nun alles zusammen, so erhélt man fiir y € (U N G) und
e y€ (OUNG)\ F mit (20), und

M
limsup v(y) <M —-—p——0-M=—p<0,
n—y,neUNG k

oyEFmit,und

M
limsup v(y) <M —-—p——k—-0=—p<0,
n—yneUnNG k

e y € UNAIG mit 7und

. M
limsup v(y) <p—p——0-0=0.
n—y,neUNG k

Aus Lemma folgt nun, dass v < 0 auf ganz U N G gelten muss. Weil u € U,,, beliebig war,
gilt Hy, < p+ w+ Jory K(n,.) f dp auf U N G. Weiters gilt
M dp(z)

K (z,2)f(2) du(z) = / F(2) du(z) =

oU,(x) PP 1Sp
< M 25
= 1S, M

oU PP=LSy Jiou, (@)na)\F

Weil &[5, K(x,.)f du auf U stetig ist, gilt auch limsup,_,, ,cvng [oy K (v, ) f du < p. Weil
w eine Barriere ist, gilt limy_,; yevng w(y) = 0, womit

M
0 < limsup mg(y) < limsup Hy,(y) < p+ limsup —w(y) + limsup K(y,.)f(.)du<2p
y—z,yeG y—z,yeG y—z,yeG y—z,yeG JoU

folgt. Insgesamt gilt daher sowohl in Fall 1 als auch in Fall 2 limsup,_,, ,cq h(y) < 2p und weil
p € (0,7) beliebig war, gilt schlielich limsup,_,, e h(y) = 0. |

4.19 Lemma. Sei G C RP offen und beschrdinkt. Weiters sei f : 0G — R eine Rand-
funktion und es existiere eine Barriere bei x € OG. Ist f mach oben beschrinkt, so gilt

limsup Hy(y) < limsup f(y).
y—r,yeG y—x,y€0G

Ist f nach unten beschrdankt, so gilt

liminf H > liminf .
Pte W) 2 B, I
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Beweis. Sei zuerst f nach oben beschrankt. Wegen Satz existiert nach den Voraus-
setzungen eine Barriere w : G — R bei x mit inf {w(y) cy € G\ Ux} > 0 fiir jede offene
Umgebung U, von z und w > 0 auf G. Sei L := limsup,_,, ,cac f(y) und € > 0. Dann existiert
eine Umgebung U von = mit f(y) < L + ¢ fiir alle y € 0G N U. Weil inf cc\p w(y) positiv und
J nach oben beschrinkt ist, gibt es ein ¢ > 0, sodass L + € + ¢ - inf ca\v w(y) > SUPycac f(y).
Definiert man nun eine Funktion w auf G durch v = L + ¢ + ¢ - w, so ist diese Funkti-
on, weil w positiv ist, superharmonisch und nach unten beschrinkt. Fir z € 9G \ U gilt
liminf, ,, yecw(y) > infycq\p w(y) und damit

liminf u(y) > L+e€e+c- liminf w(y) > L+e+c- inf w(y) > su > f(2).
y—zyeG W) 2 y—z,yEG W) = yeG\U ) yea%f(y) =

Ist z € 0G N U, so gilt wegen der Wahl von U

liminf w(y) > L+ e+ c- liminf w(y) > L+€> f(z).
y—2,y€G y—z,y€G

Damit ist gezeigt, dass u ein Element der Oberklasse Oy ist, und daher ﬁf < u auf G gilt.
Daraus folgt

limsup H¢(y) < limsup u(y) < L+ e+ c- limsup w(y) = L +e.
y—r,yeG y—r,yeG y—z,yeG

Weil € > 0 beliebig war, folgt limsup,_,, ,cq H(y) < L =limsup, ,, ,coc f ().
Ist nun f nach unten beschrinkt, so ist — f nach oben beschrénkt. Aus dem bisher bewiesenen

und Lemma folgt

limsup —H ;(y) = limsup H_f(y) < limsup —f(y),

y—z,yeG y—z,yeG y—x,yedG
was dquivalent ist zu —liminf, ., eq H(y) < —liminf,_,,; yeaq f(y) bzw.
lim infyﬁx,yeG ﬂf (y) > lim infy—m,yGaG f(y) . D

4.20 Korollar. Sei G C RP offen und beschrinkt. Weiters sei f : 0G — R eine be-
schrinkte Randfunktion, die stetig bei x € OG ist, und es existiere eine Barriere bei x. Dann
gilt

lim Hy(y)= lim Hf(y) = f(x).

y—z,yeG y—z,yeG

Beweis. Wegen H < Hf, Lemma und der Tatsache dass f stetig ist bei x, folgt

limsup H;(y) < limsup Hy(y) < limsup f(y) = f(z) = liminf f(y) < liminf H((y)

y—z,yeG y—z,yeG y—z,yeG y—zyel y—zyel
< liminf H ,
T y—z,yel@ f(y)
wovon man auf limy_,, e ﬁf(y) = limy,; yec Hf(y) = f(x) schliefit. 4

4.21 Satz. Sei G C RP offen und beschrinkt. Ein Punkt x € O0G ist genau dann ein
requldrer Randpunkt, wenn eine Barriere bei x existiert.
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Beweis. 7=": Sei x € 0G ein reguldrer Randpunkt. Wie im Beweis von Satz defi-
nieren wir eine Funktion m : 9G — R mit m(y) = ||y — z||* und wissen, dass H,, > 0 auf G
gilt. Weil m stetig auf 0G ist, wissen wir aus Satz auBerdem, dass H,, harmonisch ist auf
G. Weil z regulér ist, gilt zudem limy_,; yeq Him(y) = m(x) = 0. Somit ist H,, eine Barriere
bei z.

7«<": Sei f eine stetige Funktion auf 0G. Wegen der Kompaktheit von 0G ist f darauf
beschrankt. Existiert nun eine Barriere bei x € 0G, so wissen wir aus Korollar dass
limy 0 yeq Hyp(y) = limy pyeq Hy(y) = f(z). Weil nach Satz Hy = H; = Hy gilt,

erhalten wir limy_,, yeq H¢(y) = f(2).

4.22 Korollar. Ist x € dGq reguldrer Randpunkt einer offenen beschrinkten Menge Gy C RP
und ist G C Go mit x € 0G, so ist x auch requldrer Randpunkt von G.

Beweis. Ist x reguldrer Randpunkt von Gy, so existiert eine Barriere bei x auf U N Gy
fiir eine offene Umgebung U von z. Diese Barriere eingeschrinkt auf G ist dann eine Barriere
bei x auf U NG. Also ist = auch reguldrer Randpunkt von G. |

4.23 Satz (Poincare). Sei G C RP eine offene beschrinkte Menge und x € OG. Existieren
einy € RP undr > 0 mit U,(y)NG = 0 und x € U, (y), so ist x ein requlirer Randpunkt von G.

Beweis. Es sei daran erinnert, dass nach Beispiel die Funktion u, auf RP \ {y} har-
monisch ist. Daher ist die Funktion w : G — R, definiert durch

[ mfe—yl-r  p=2
wlw) = { P20 |l —y|PP, p> o,

harmonisch auf G. Auflerdem ist sie nach Konstruktion positiv auf G, denn fiir x € G gilt
|z —y| > r, da U.(y) NG = 0. Die Funktion ist zudem so konstruiert, dass sie auf oU,(y)
verschwindet, es gilt also lim,_,; yeq w(n) = 0. Damit ist w eine Barriere bei x und nach Satz

ist x ein reguldrer Randpunkt von G. |

Abbildung 1: Veranschaulichung von Satz im R2.

Satz zeigt, dass insbesondere alle offenen, beschrinkten und konvexen Teilmengen
des RP reguldre Mengen sind. Abschlieflend wollen wir dieses Resultat verallgemeinern. Dafiir
benétigen wir den Begriff eines Kreiskegels. Fiir € RP und « > 0 ist

C,:= {f ERP : (& — $1)2 +o At (Epo1 — 5Up71)2 < 042(512 - xp)Qv &p = xp}
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ein abgeschlossener Kreiskegel im R? mit Spitze in x und Kreisradius « auf Hohe 1, dessen
Drehachse entlang der p-ten Koordinatenrichtung liegt. Ist C? := C, N K}, (x) und T : R? — RP
eine lineare und orthogonale Abbildung, so ist D(C?) := T(C" — z) + = ein abgeschnittener
Kreiskegel mit Spitze x, dessen Drehachse beliebig im RP liegt.

Abbildung 2: Beispiel von D(C?) im R2.

4.24 Bemerkung. Seix € RP, h > 0 und D(C;‘) ein Kreiskegel wie oben. Weiters sei m : RP — RP,
m(y) =2y —z, Q= Uy(z) \ D(C) und Qs := {m(y) : y € Q} = m(Q) eine Vergroferung von
Q um den Faktor 2. Dann gilt Q2 C Q.

Um dies einzusehen, zeigen wir zunéchst Up(z) \ C& C m(Uy(z) \ CF). Dafiir miissen wir
zeigen, dass fiir ein y € Uy(x) \ CP ein 2z € Up(z) \ CF existiert mit y = m(z). Das ist genau
dann der Fall, wenn z = % wieder ein Element von Uy(z) \ C! ist. Sei also y € Uy(z) \ CP.
Dann gilt ||y — z|| < h und damit
h

= Ly —a <
oyl s 5

y+x_$ lytz—2x
2 - 2

Weiters gilt (y1 —z1)2 + -+ + (Yp—1 — xp_1)2 > 042(yp — xp)2 und damit

1 1 1
Z(yl — 331)2 +-+ Z(yp—l — Uﬁp—l)2 > Zaz(yp - 93p>27

was dquivalent ist zu

Y1+ 1 — 271
2

Yp—1 + Tp—1 — 2Tp_1 Yp + Tp — 27

)2++( 5 )2>02(f)2

(

und
Y1+

( 2
womit Y52 € Uy(z) \ CF gezeigt ist.
Als néchsten Schritt zeigen wir, dass m mit D kommutiert:

Yp—1 + Tp—1

Yp + T
5 p p_mp)Z’

—zp-1)? > o¥( 5

— 1)+ 4 (

m(D(z)) =m(T(z—z)+z) =2T(z —2)+ 20— =T(2z —2z) + 2 =T(m(z) —z) +
= D(m(2))-

Schlieflich folgt die Behauptung aus

Q = Up(2) \ D(C}) = D(Un(x) \ CI) € D(m(Up(z) \ C)) = m(D(Un(z) \ C}))
= m(Un(z) \ D(CL)) = Qo.
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/

4.25 Satz (Zaremba). Sei G C RP eine offene beschrinkte Menge und x € OG. Existiert ein
abgeschnittener Kreiskegel mit Spitze in x und leerem Schnitt mit G, so ist x ein reguldrer
Randpunkt von G.

Beweis. Sei h > 0 und D(C!) ein abgeschnittener Kreiskegel mit D(C!) N G = (). Wei-
ters sei Go := G U (Uy(z) \ D(CH)). Dann gilt € Gp und = ¢ Gy, d.h. z € dGo. Wir werden
nun zeigen, dass x ein reguldrer Randpunkt von Gy ist. Dann folgt aus Lemma dass x
auch reguldrer Randpunkt von G C G ist.

Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass eine Barriere bei = auf  := Uy (z) \ D(CP?) existert,
welche dann auch eine Barriere auf Gg ist. Wir miissen also eine positive, superharmonische
Funktion w auf © mit limy_,, yeq w(y) = 0 finden.

Zunéchst sei bemerkt, dass nach Satz alle Randpunkte von €2 regulér sind, aufler even-
tuell der Punkt x. Sei nun €25 eine Vergréflerung von 2 um den Faktor 2, also

Qg::{2y—m:y€Q}QQ.

Weiters definieren wir eine Funktion m : 90 — R, m(y) = ||y — #||*. Diese Funktion ist auf
Qs stetig, daher existiert nach Satz [£.15] die Dirichlet Losung H,, und ist harmonisch. Wie im
Beweis von sehen wir zudem, dass Hy(y) > |ly — z||* > 0 fiir y € Q. Um zu zeigen,
dass H,, eine solche Barriere w ist, nach der wir suchen, benétigen wir noch den Nachweis von
limy 4 yeq Hm(y) = 0. Wir definieren eine Funktion

B\ {2} — R,
u: Hp(y), ye€Qo,
v {m<y>, y € 00\ {x},

und eine Funktion

U:{ O\ {z} - R

y = ulz+2y—x)).

Diese Funktionen sind auf ihren Definitionsmengen stetig. Wir wollen nun zeigen, dass u < v auf
0Q N OU(x) gilt. Zunidchst gilt m(z) < 2h und somit auch liminf,_,, ,cq, 2h = 2h > m(z) fiir
z € 0829. Die Konstante Funktion 2h ist auBerdem nach unten beschriankt und superharmonisch,
woraus 2h € O, und schliellich v = H,, = inf,c0,, 0 < 2h auf Qy folgt. Zudem ist u auf
2 harmonisch und nicht konstant, denn ansonsten wére auch z — limy_, yeq, u(y) = m(z)
konstant fiir z € 00 \ {x}, was aber nicht der Fall ist.

Nach Lemma [3.13] nimmt « sein Maximum nicht in o an, also gilt u < 2h auf Qs und
insbesondere auf QoNINNIU (x). Weil v = 2h auf QoNONNOUL () gilt, folgt auf selbiger Menge
u <v. Um u < v auf ganz 9Q N Uy (z) zu zeigen, fehlen noch Punkte z € 9Qs N O N U, ().
Diese Punkte sind allerdings reguldre Randpunkte von {a, woraus lim,_, . ,c0,na0nau, (z) W(Y) =
m(z) = h und somit u(z) = h < 2h = v(z) folgt.

Es gilt also v < v auf 9Q N OUy(z), was & < 1 auf selbiger Menge impliziert. Da ¥ stetig
auf der kompakten Menge 92 N OU,(x) ist, ist sogar das Maximum von % kleiner 1. Somit
existiert ein o € (3,1), sodass u < av auf 9Q N AUy (x). Auf dem Rest von 9Q \ {z} gilt
u(z) = m(z) = ||z — z||* und v(z) = m(z + 2(z — z)) = |22 — 2z||*, daher u = 7v und somit
auch u < aw auf 0Q \ {z}.
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Weil v und v stetig sind, gilt auch lim,_,. yea(av(y) —u(y)) > 0 fir z € 0Q \ {z}. Wéhlt
man nun € > 0 und ¢ € R, sodass u, + ¢ > 0 auf Q\ {z} mit der fundamentalen harmonischen
Funktion u, aus Beispiel so gilt

{ 0, zedQ\{z}

liminf (cv(y) — u(y) + e(ug(y) +¢)) > o0, z=1.

y—2,yed

Aus Lemma folgt av—u+e(uy+c) > 0 auf 2, und weil € > 0 beliebig war, sogar av—u > 0.
Daraus folgt

limsup u(y) < o limsup v(y) = a limsup u(x + 2(y — x)).

y—x,yeN) y—z,yeN y—x,yeN
Es gilt jedoch limsup, ,, cqu(y) = limsup, ,, cqu(z + 2(y — z)). Also muss
limsup,_,, ,equ(y) = 0 gelten. Weil u nichtnegativ ist, gilt 0 < liminf, ,, yequ(y) und da-
her limy ., yeq u(y) = 0. Auf  stimmt u mit H,, {iberein, womit letztendlich

lim H,(y)=0.
y—z,y€

' ~
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Abbildung 3: Veranschaulichung zum Beweis von Satz im R2.
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