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Zusammenfassung

Thema dieser Arbeit ist ein alternativer Zugang zu Bochner-Integralen. Im ersten Kapitel
werden Resultate présentiert, auf denen unser Konstrukt spéiter aufbauen wird. Zunéchst
hélt es sich sehr nahe an [Rud91], Kapitel 3, und befasst sich, aufbauend auf dem Satz von
Banach-Alaoglu, mit der Metrisierbarkeit der dualen Einheitskugel.

Das zweite Kapitel wiederholt die Konzepte der signierten Mafle, der Hahn-Zerlegung, der
komplexen Mafle und der Variation, bekannt aus [WKB16], [Kall3], [Rud87| und [Kusl4].
Ziele sind ein Satz fiir komplexe Mafle, der dem Satz von Fubini dhnelt, und der Darstel-
lungssatz von Riesz-Markov.

Das dritte Kapitel befasst sich mit Begriffen der Messbarkeit aus [Sch17] und [Wer(Q7]. Zu-
letzt werden im vierten Kapitel das Integral hergeleitet und im fiinften dessen Eigenschaften
diskutiert.



1. Resultate aus der
Banachraumtheorie

Wir wollen zunéchst an einige Resultate aus der Banachraumtheorie erinnern, die wir im
Verlauf dieser Arbeit benttigen werden.

Sei im Folgenden (X, T) ein topologischer Raum. Ein hilfreiches Werkzeug wird fiir uns die
Metrisierbarkeit topologischer Rdume sein.

Definition 1.1 Ein topologischer Raum (X, 7)) heifit metrisierbar, wenn es eine Metrik d
auf X derart gibt, dass die von dieser Metrik erzeugte Topologie T (d) mit T {ibereinstimmt.

Lemma 1.2 Sei (X, T) ein kompakter topologischer Raum und (f,)nen eine punktetrennende
Familie stetiger reellwertiger Funktionen auf X. Dann ist (X,T) metrisierbar.

Beweis. Da stetige Funktionen auf Kompakta beschréinkt sind, konnen wir durch Skalierung
| fnll, <1 fiir alle n € N annehmen. Definiere fiir z,y € X

d(w,y) ==Y 27" |ful) = fuly)]. (1.1)

neN

2-(nh = L =2

neN 1—-1 =

Die Summe konvergiert, denn sie hat die Majorante »

Da nur iiber Betrage summiert wird, gilt d(z,y) > 0 fir alle z,y € X. Aufierdem ist (fn)nen
punktetrennend, woraus fiir x # y folgt, dass d(x,y) > 0.

Zudem gelten Symmetrie und Dreiecksungleichung, da (§,n) — | — n| diese Eigenschaften
hat. Also ist d eine Metrik.

Die f, sind stetig und konvergiert nach dem Weierstraf-Kriterium [vgl. [Kal14], Korollar
6.7.4] gleichméBig. Also ist d auf X x X, versehen mit der Produkttopologie, stetig [vgl.
[Kall4], Korollar 6.6.13]. Fiir z € X ist dann auch y — d(z,y) stetig.

Dementsprechend sind, laut Definition der Stetigkeit, alle beziiglich d offenen Kugeln U, (z) =
{y € X|d(z,y) < €} in T enthalten. Wir haben somit 7 (d) C T gezeigt.

Um Gleichheit zu zeigen, betrachten wir idx : (X, 7T) — (X, 7 (d)). Wenn wir zeigen konnen,
dass idx ein Homéomorphismus ist, wird 7 (d) = T folgen. Offensichtlich ist idx bijektiv und
wegen T (d) C T stetig. Fiir die Stetigkeit von idy' : (X, 7 (d)) — (X,T) weisen wir nach,
dass das Urbild unter idy' einer in (X, T") abgeschlossenen Menge in (X, 7 (d)) abgeschlossen
ist. Eine solche Menge A C X ist als abgeschlossene Menge des kompakten Raumes (X, 7))



selber kompakt [vgl. [Kall5] Lemma 12.11.7 (i)] und wegen der Stetigkeit von idx auch
(idy') "1 (A) = idx(A) C X.

Da (X,7T(d)) von einer Metrik erzeugt wird und in Folge Hausdorff ist, erhalten wir die
Abgeschlossenheit bzgl. T(d) [vgl. [Kall5] Lemma 12.11.7 (iii)].
O

Ein topologischer Vektorraum [vgl. [WKB16], Kapitel 2.1] heifit separabel, wenn es eine
abzahlbare, dichte Teilmenge gibt. Wir bezeichnen mit X’ den topologischen Dualraum von
X, also den Vektorraum aller Funktionen z’: X — C, die linear und stetig sind. Mit (X’)*
bezeichnen wir den algebraischen Dualraum von X', also den Vektorraum aller linearen
Abbildungen von X’ nach C.

Betrachte die lineare Abbildung ¢: X — (X’)* definiert durch

X' —=C
(a): {L(x)(x’) — 2/(2).

Die schwach-* Topologie o(X’, X) ist definiert als die grobste (initiale) Topologie auf X', so
dass alle 2" € «(X) stetig auf X’ sind.

Mithilfe von Lemma lasst sich das folgende Lemma beweisen.

Lemma 1.3 Sei X ein separabler topologischer Vektorraum und K C X' schwach*- kompakt.
Dann ist (K,o(X', X)|x) metrisierbar.

Beweis. Da X separabel ist, gibt es eine dichte abzdhlbare Teilmenge {z, : n € N} von X.
Wir definieren durch f,,(2') := 2'(x,) Funktionen f,,: X’ — C. Nach Definition der schwach*-
Topologie ist jedes f, stetig. Falls f,(2) = f.(v), also 2/(z,,) = ¢/(x,), fiir alle n € N, so
folgt wegen der Dichteeigenschaft der {x,} und der Stetigkeit ' = /. Also ist (f,,)nen eine
punktetrennende, abzéhlbare Folge stetiger Funktionen. Aus dem vorigen Lemma angewandt
auf (f,|x) folgt schlieflich die Metrisierbarkeit.

O

Wir wenden uns zuletzt Banachrdumen zu. Die abgeschlossene Einheitskugel KX (0) in X" ist
nach dem Satz von Banach-Alaoglu beziiglich der schwach-* Topologie kompakt [[WKB16],
Satz 5.5.5]. Wir bringen ein wichtiges Resultat zum Zusammenhang von X und KX (0).

Satz 1.4 Sei X ein Banachraum und ¢: X — C(K{¥'(0),C) jene Funktion, die x auf
L(I)|K1x/(0) abbildet. Dann ist 1) isometrisch und ¥(X) ist ein abgeschlossener Unterraum

von C(K{X'(0),C).



Beweis. Mit [[WKB16], Korollar 5.2.4] erhalten wir

[4(2)ll =

(Dl er|| = swpll@)@)] 2’ € KX(0)}
= supf{[a(x)| : 2’ € K (0)} = ]

Da 1 offenbar linear ist, bildet 1/(X) einen Unterraum von C(K{X'(0),C) der wegen der
soeben gezeigten Isometrieeigenschaft ein Banachraum ist. Somit folgt die Abgeschlossenheit

von ¥ (X).
U

Zuletzt erinnern wir noch an ein Resultat aus [Kall6] tiber die Stetigkeit von Parameterin-
tegralen.

Lemma 1.5 Sei (2,2, p) ein Mafraum, (T, d) ein metrischer Raum, to € T und F: QxXT —
R(C) eine Funktion derart, dass

(1) w— F(w,t) fir alle t € T integrierbar ist,
(ii) t — F(w,t) stetig in ty fir fast alle w € Q) ist,

(111) es eine offene Kugel Us(to) um to und eine auf Q integrierbare Funktion h:  — [0, +o0]
derart gibt, dass fiir alle t € Us(ty) die Ungleichung

w-fast tberall gilt.

Dann ist die Funktion G(t fQ t) du bei ty stetig.

Beweis. Sei (t,)nen € T eine beliebige, gegen ¢y konvergente Folge. Ab einem Index ng gilt
t, € Us(to). Ist N die Vereinigung der Ausnahmenullmengen aus der zweiten und der dritten
Voraussetzung zu den Funktionen F(-,ty) sowie F'(-,t,,), F(-, tno+1), - - -, so folgt pu(N) = 0.
Fiir n > ng und w € Q\N gilt

|F(w, t,) — F(w,to)] < 2h(w)

und
lim |F(w,t,) — F(w,ty)| = 0.

n—oo

Wegen des Satzes von der beschréankten Konvergenz folgt

60t = Gl = | [ Pt = Pt ] < [ 1Pt = Pt ™0



2. Resultate aus der Mafdtheorie

Wir wollen zunéchst an den Begriff des signierten Mafles und die Hahn-Zerlegung erinnern.

Definition 2.1 Eine Mengenfunktion v auf einem Messraum (€2,21) wird als ein signiertes
Maf$ bezeichnet, wenn gilt

1. v: A — (—o0,00] oder v: A — [—o0, 00),

2. v(0) =0,
3. v( Oljl A,) = Y v(A,) fiir alle Folgen disjunkter Mengen A,, aus 2.
n= n=1

Das Tripel (2,2, v) wird ein signierter MafSraum genannt.

Ein A € 2 wird als v-positiv bezeichnet, wenn v(B) > 0 fiir alle Teilmengen B € 2 von
A. Analog ist A v-negativ, wenn v(B) < 0, und eine v-Nullmenge, wenn v(B) = 0, fiir alle
B e A mit BC A.

Eine Hahn-Zerlequng ist eine Zerlegung { P, P°} von €2, bei der P v-positiv und P¢ v-negativ
ist.

Eine Jordan-Zerlegung ist die Zerlegung eines signierten Mafles v in v = v, — v_ derart,
dass v, und v_ nichtnegative Mafle und singuldr zu einander sind, also dass es eine Menge
A € AU gibt, fiir die v (A) =0 und v_(Q\A) = 0, gilt.

Bemerkung 2.2 Laut dem Hahnschen Zerlegungssatz gibt es zu jedem signierten Mafl v auf
einem Messraum (2,2() eine Hahn-Zerlegung { P, P°}. Darauf aufbauend besagt der Zerle-
gungssatz von Jordan, dass jedes signierte Mafl v genau eine Jordan-Zerlegung besitzt. Diese
erhdlt man durch v; (A) := v(AN P) und v_(A) := v(AN P°) fiir beliebige A € 2.

Wir wollen auch komplexe Mengenfunktionen studieren.

Definition 2.3 Sei (€2,2) ein Messraum. Eine Funktion p: 2 — C heit komplezes Maf,
wenn fiir alle paarweise disjunkten Folgen A,, n € N, von Mengen aus 2

M(UA) =3 w4,

neN

gilt.



Die Menge aller komplexen MaBe pi: A — C bezeichnet man mit M (€2, 2(). Endliche nichtne-
gative MaBle auf (€2, 2) sind nach Definition spezielle komplexe Mafle. Auf der anderen Seite
sind reellwertige komplexe Mafle signierte Mafe.

Fiir ein komplexes Mafl o wird durch (A € 2A)

0l (4) = sup{ 3 [u(4,)] - Ay € 2k €N, | J 4, = 4)

neN neN

eine nichtnegative Mengenfunktion |u|: A — [0, +oco] definiert, die als Variation von p
bezeichnet wird. Nach Lemma ist es das kleinste nichtnegative Mafl v auf (£2,2) mit
ln(A)| < v(A) fiir alle A € 2.

Lemma 2.4 Die Variation |p| ist ein nichtnegatives MafS auf (£2,20).

Beweis. Offensichtlich ist |u| () = 0. Fiir o-Additivitdt kénnen wir die Variation in beide
Richtungen abschétzen.

Sei { Ay, }nen eine disjunkte Zerlegung von A, also A = U A,. Seien weiter ¢,, nichtnegative
neN
Zahlen derart, dass

tn < |p| (An).

Dann hat jedes A, nach Definition der Variation von u eine weitere disjunkte Zerlegung

ln < Z |N<An,m)|

meN

gilt. Betrachtet man {A,, ,;, }n.men als Zerlegung von A, so folgt

Ztn < Z 1 (Anm)| < || (A).

neN m,neN

Da die t,, beliebig waren, gilt die Gleichung auch, wenn wir links zum Supremum {ibergehen,

womit
> lul (An) < |l (A).

neN

Fiir die andere Ungleichung sei eine disjunkte Zerlegung {B,,}men von A gegeben. Fiir
festgehaltenes m ist dann {A, N By, }nen eine Zerlegung von B, und fiir festes n ist {4, N
B }men eine Zerlegung von A,,, womit

Z [1(Bm)| = Z ZM(An N Bpn)

< ZZ |N(An N Bm)|

meN meN |nen meNnEN (2.1)
=3 A N B) <)l (An).
neENmMeN neN



Da diese Gleichung fiir jede Partition {B,,} von A gilt, folgt

ul (A) < |ul(A

neN

Es sei noch angemerkt, dass das Vertauschen der Summen in (2.1)) moglich ist, wenn man
Fubini verwendet und die Summen als Integral mit Zahlmaf§ auffasst.

Insgesamt ist |u| also o-additiv.

O
Bemerkung 2.5 Ist x4 schon nichtnegativ, so folgt unmittelbar = |u.
Wir wollen auch zeigen, dass |u| ein endliches Maf ist.
Bemerkung 2.6 Sind v;,j = 1,...,4, endliche und nichtnegative Mafie in dem aus der

MafBtheorie bekannten Sinne, so ist klarerweise vy — 15 + i(v3 — v4) ein komplexes Mafl. Die

Voraussetzung, dass es sich hier um endliche Mafle handelt, ist wesentlich, da sonst undefi-

nierte Ausdriicke wie oo — oo auftreten konnten. L

Ist umgekehrt 1 ein komplexes Maf, so ist sicher auch f, deﬁmert durch fi(A) = p(A), ein
ptp

komplexes Mafl und infolge auch Re p = 555 sowie Im p = £2F. Die beiden letzten Mafle

sind offensichtlich reellwertig, womit Re x4 und Im p R-wertige signierte Mafe darstellen.

Nach dem Zerlegungssatz von Jordan gilt Re p = .+ — ptp—, Im pp = p; + — p;,— und daher
W= fry — for— + 0(fi + — pti —) mit nichtnegativen Malen i, 1, fr —, fi 4, pti—: A — [0, +00),
wobei diese Zerlegungen von Re p, Im p eindeutig sind, wenn man verlangt, dass p,  und
fr—, bzw. p; + und p; — singulédr zu einander sind.

Lemma 2.7 Fir die Variation von p gilt |u| () < +00.

Beweis. Schreiben wir ein komplexes Mafl ; mit Hilfe der Hahnschen Zerlegung wie in Be-
merkung als 1= pur 1 — pir— +i(pi+ — pi,-), so folgt

|l (2 —SUP{ZIM )|t AreAkeN, | JA, =0}
neN
<D (e (An) + e (An) + i (An) + i (An)) 1 Ay € Wk e N, | J A, = Q)
n=1 neN

rt () + - (2) + i1 () + - (2) < +o0.



Wegen Lemma [2.4) und Lemma [2.7] erhalten wir
Korollar 2.8 Fiir jedes kompleze Mafs p ist || ein endliches, nichtnegatives Mafs.

Definition 2.9 Fiir ein komplexes Mafl p auf (2, 2) bezeichnen wir mit ||u| := |p| (©2) die
Totalvariation von .

Bemerkung 2.10 Die Abbildung p + ||p]| ist in der Tat eine Norm auf dem komplexen
Vektorraum M (€2, 2) aller komplexen Mafie. Mit dieser Norm ist M (§2,2) ein Banachraum.

Genauso wie nach signierten Maflen lassen sich Funktionen auch nach komplexen Maflen
integrieren. Betrachtet man ein Doppelintegral mit einem komplexen Maf, so ldsst sich ein
zum Satz von Fubini dhnliches Resultat formulieren.

Satz 2.11 (Satz von Fubini angepasst fiir komplexe Mafe). Seien (2,2, 1) ein Mafs-, (Y, L)
ein Messraum und ¢: QxY — C eine messbare Funktion. Sei weiters v € M(Y, L) ein kom-
plezes Maf und gelte ¢~ (C\{0}) C A x Y mit o-endlichem A C Q.

Ist ¢ integrierbar beziglich 1 ® |v|, so folgt

//¢xydl/ dp(x //gzﬁxyd,u ) dv(y).

Beweis. Nach Definition ist v absolut stetig beziiglich |v|. Laut dem Satz von Radon-Nikodym
[[Kus14], vgl. Satz 11.19] gibt es eine Funktion f:Y — C, die Dichte von v beziiglich |v/,
sodass (L) = [, fd|v|und [, gdv = [, g-fd|v|firalle L € £ und alle messbaren und
beziiglich |v| integrierbaren ¢ : Y — C. Fiir die Dichte gilt |v|-f.i. |f] = 1, vgl. [[Kall3],
Korollar 3.2.7].

Betrachten wir ¢- (f oy ), wobei my: Q2 xY — Y die Projektion auf die zweite Komponente
bezeichnet, erkennt man, dass wegen | f| = 1 und der Integrierbarkeit von ¢ dieser Ausdruck
nach |v| integrierbar ist. Wegen ¢—1(C\{0}) C A XY lisst sich der Satz von Fubini anwenden
und wir erhalten

/Q/)/b(z,y) dv(y) du(x) = /Q/Y(ﬁ(il%y) - fly) dv|(y) du(z)
_ /Y / 6(x,y) - F(y) du(x) d|v| (y)
_ / / 6(z,y) dp(z) dv(y).



Definition 2.12 Trage €2 nun eine Hausdorffsche und lokalkompakte Topologie 7 und seien
die Elemente von 2 die Borelmengen, also sei 2 die von T erzeugte o-Algebra. Ein Maf
p: A — [0, 400] heifit Borelma$, falls u(K) < 4oo fiir alle kompakten K C .

Weiters heifit ein solches Maf3 reguldr, falls fiir alle A € A
p(A) =sup{u(K): K C A, K ist kompakt}
und
u(A) = inf{u(O) : O 2 A, O ist offen}.
Ein p € M(Q,2) heifit regulér, falls |p| reguldr ist. Wir schreiben p € M,.,(£2) dafiir.

Sehr wichtig in dieser Arbeit wird folgender grundlegender Satz sein, der hier aber aufgrund
seiner Lénge nicht bewiesen wird. Der Beweis kann in [[Rud87], Theorem 2.14, Theorem
6.19] nachgelesen werden.

Satz 2.13 (Darstellungssatz von Riesz-Markov).

Ist L ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, so gilt Co(L,C)" = M,.,(L).

Genauer ist die Abbildung © : M,.,(L) — Co(L,C)’, die einem requliren komplezen Borel-
maf p das durch

D) f = /L [ dp, f € Co(L.C),

definierte lineare Funktional ®(u) zuordnet, ein isometrischer Isomorphismus von M,.,(L)
auf Co(L)".



3. Messbarkeit

Um Funktionen mit Werten in R”(C") zu integrieren, kommt man fiir gew6hnlich mit R- bzw.
C-wertigen Lebesgue-Integralen aus, indem man die Integrale komponentenweise berechnet.
Thema dieser Arbeit sind jedoch Funktionen, die von einem abstrakten Mafiraum in einen
beliebigen Banachraum X abbilden.

In diesem Kontext geniigt die iibliche Definition von Messbarkeit nicht mehr. Eine strengere
Definition der Messbarkeit - der u-starken Messbarkeit - ist nétig. Sei im weiteren X ein Ba-
nachraum iiber R(C), (2,2, p) ein Mafiraum und f:  — X eine zu integrierende Funktion.

Bekannterweise ist die Borelalgebra B(X), die von den offenen Teilmengen von X erzeugte
o-Algebra. Thre Elemente nennen wir Borelmengen. Eine Funktion f: Q — X ist A-B(X)-
messbar, wenn die Urbilder von Borelteilmengen von X in 2 liegen.

Sei Y ein weiterer Banachraum und g: X — Y B(X)-B(Y)-messbar. Ist f: Q — X eine
messbare Funktion wie oben, dann ist die Verkettung g o f: {2 — Y messbar beziiglich .
Zuletzt sei noch angemerkt, dass jede stetige Funktion g: X — Y Borel-messbar ist, da die
Urbilder eines Erzeugers von B(Y'), ndmlich die Menge aller offenen Teilmengen, in B(X)
liegen.

Definition 3.1 Seien X ein Banachraum und (2,2, ) ein Mafiraum.

(1) Eine Treppenfunktion ist eine Funktion auf 2 mit Werten in X der Form > 7 | 14,
mit A; € A, z; € X.

(74) Eine Funktion f: Q — X heifit stark messbar, wenn es eine Folge (gn)nen von Trep-
penfunktionen derart gibt mit f(w) = lim,, . g, (w) fiir alle w € Q.

(i) Eine p-Treppenfunktion ist eine Treppenfunktion Y " | 14,x; mit pu(4;) < +oo fiir alle
1e€l,...,n.

(iv) Wir bezeichnen die Funktion f: Q — X als u-stark messbar, wenn es eine Folge (g, )nen
von p-Treppenfunktionen derart gibt, dass f(w) = lim,, o gn(w) fiir p-fast alle w € Q.

(v) Eine Funktion f: Q — X heifit schwach messbar, wenn fiir jedes 2’ € X’ die Funktion
2’ o f: 8 — C messbar im klassischen Sinne, also bzgl. der o-Algebren 20 und B(C),
ist.

(vi) Eine Funktion f: Q — X hat u-f.i. separables Bild, wenn fiir eine gewisse y-Nullmenge
N € 2 die Menge f(2\N) separabel ist.

10



Bemerkung 3.2 Fiir jede Treppenfunktion existiert eine Standardform Y | 14,z;, mit
nichtleeren und paarweise disjunkten Mengen A; und paarweise verschiedenen x;. Mit Hilfe
dieser Standardform sieht man, dass jede Treppenfunktion g = Y., 14,7, stets messbar ist:

g '(B) = | Ai € 2 fiir alle B € B(x).

=1,
z,€EB

Fiir Satz [3.4] benotigen wir folgendes Resultat iiber Separabilitét.

Lemma 3.3 Se: X ein normierter Raum.
(i) Ist M C X separabel (bzgl. der Spurtopologie) und N C M, dann ist auch N separabel.

(i1) Ist M C X separabel, so gibt es eine Folge (x])nen bestehend aus normierten Funktio-
nalen aus X' mit ||y|| = sup, ey [y, z),)| fir alle y € M.

(111) Ist M C X separabel, so ist auch die abgeschlossene lineare Hiille von M separabel.

Beweis.

(1) Nach [[Kall5], Proposition 12.14.7] ist fiir einen metrischen Raum die Separabilitit
dquivalent zur Existenz einer abzihlbaren Basis der zugeordneten Topologie. Teilmengen
von X sind klarerweise wieder metrische Raume, sodass die Aussage daraus folgt, dass sich
das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom auf Teilrdume iibertrégt.

(1) Sei {ym: m € N} dicht in M. Nach dem Satz von Hahn-Banach, vgl. [[WKB16|, Korollar
5.2.4), gilt ||z|| = sup{|(z,2’)| : ' € X', ||2'|| = 1} fiir alle z € X. Ist (€x)ren eine Nullfolge
aus positiven Zahlen, dann gibt es fiir alle (m, k) € N* ein 7, , € X' mit

H@mH =1 und ’(ymvxlrnk>‘ > (1 —e) [lymll -

Seien y € M und 6 € (0,1) gegeben. Dann gibt es ein kg € N mit ¢;, < ¢ und ein j € N mit
ly — ;|| <6, wodurch

(L= lyll < (@ —ero) Iyl < (1 —ewe) lysll + (1= ewo) lly — will < [{ys, 20| +6

<y’x;,k0>‘ + |<y] - y;l’;,koﬂ +6 < sup |<y73;;n,k>| + 20.
(m,k)EN?

<
<

Da § > 0 beliebig war, folgt ||y|| < sup(,, xen2 |(y, x’mkﬂ Die Ungleichung
SUD (k) en2 [y, 2}, )| < |yl gilt offensichtlich auch. Ist (m(n), k(n))pen eine Durchnumme-
rierung von N? und definieren wir z/,: = x’m(n),k(n), so folgt das Gewiinschte.

11



(737) Die lineare Hiille von M ist nach Definition dicht in der abgeschlossenen lineare Hiille.
Es gilt also zu zeigen, dass es eine abzédhlbare, dichte Teilmenge der linearen Hiille von M
gibt. Ist {z, }nen € M eine abzéhlbare in M dichte Menge, so zeigt man leicht, dass

H = {Z )\Z.CL"Z’TL € D\l,)\l c Q},

i=1

dicht in der linearen Hiille von M ist. Da sowohl Q als auch {x,},en abzéhlbare Mengen
sind, ist H abzahlbar.
0

Einen Zusammenhang zwischen starker-, schwacher-, bzw. Messbarkeit stellt der Satz von
Pettis dar.

Satz 3.4 (Messbarkeitssatz von Pettis, 1. Fassung). Sei (2,20) ein Messraum und f: Q — X
eine Funktion. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent.

(i) f ist stark messbar.
(i1) f ist messbar und hat separables Bild.

(iii) f ist schwach messbar und hat separables Bild.

Beweis.

(i) = (i1): Seien f, Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergieren. Da B(X) von
den offenen Mengen erzeugt wird, folgt die Messbarkeit von f, wenn wir f~1(0) € 2 fiir
alle offenen O C X zeigen konnen. Dazu definiere fiir 7 > 0 die Mengen O, = {y € X :
d(y,0° > r}(C O), wobei d in diesem Kontext fiir den Abstand zwischen Element und
Menge steht. Da die O, als offene Mengen in B(X) enthalten und die f,, messbar sind,
genugt es,

ro=JUNH o (3.1)

meN neN k>n

Zu zeigen.
In der Tat folgt aus fi(w) € Oy fiir alle & > n, dass f(w) € 5% C Oﬁ C 0, also
w € f71(0). Ist andererseits w im Komplement der rechten Seite enthalten, dann gibt es fiir
alle m,n € N ein k(m,n) > n mit d(fronn(w),0°) < +. Nun ist (fimn))nen ein Teilnetz
von (fn)nen- Aus f(w) = limy o0 finn) (w) folgt

d(f(w),0%) = lm d( frmn)(w),O0°) =0.

T—> 00 \
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Aus der Analysis ist bekannt, dass dies gleichbedeutend ist mit f(w) € O°¢ = O°, sodass w im
Komplement der linken Seite von (3.1)) enthalten ist. Weiters gilt f(€2) C (U, ¢, fn(€2) =: M.
Da jedes f,, endlichen Bildbereich hat, ist M separabel und nach Lemma (1) auch f(2).

(i1) = (uii): Das folgt sofort aus der bekannten Tatsache, dass Verkettungen messbarer
Funktionen wieder messbar sind, und daraus, dass die 2’ € X’ als stetige Funktionen messbar
sind.

(1ii) = (i) Sei {y, : n € N} eine dichte Teilmenge von f(2). Klarerweise ist auch D :=
{Yn — Ym : n,m € N} abzihlbar, sodass M := D ebenfalls separabel ist. M umfasst sicher
{f(w) = ym : w € Q,m € N}. Nach Lemma [3.3(ii) gibt es eine Folge (2, )nen von normierten
Vektoren aus X' mit ||z]] = sup,cy (2, 2,,)| fiir alle z € M. Mit den (f,x]) ist fiir festes
k € N auch

wHiymw—m%MZWW%wM (3.2)

messbar. Um eine punktweise gegen f konvergente Folge von Treppenfunktionen zu finden,
bendtigen wir zunéchst Hilfsfunktionen. Dazu sei fiir w € 2 und n € N

k(n,w) = min{k € {1, ... n} o [[f(w) =yl = main |[f(w) =y},

1<j<n

und g, (W) = Ymw)- Da {y, : n € N} dicht in f(2) ist, gilt lim, s gn(w) = f(w) fiir alle
w € . Jedes g, nimmt nur endlich viele Werte an, da g,(w) € {y1,...,¥yn}. Es gilt nur noch
zu zeigen, dass g, ' ({yr}) € A fiir alle 1 < k < n, was aber unmittelbar aus

9n () = {w € @ [f(w) — mell = min [[f(w) —y;ll}

1<j<n
N ) {we R @) —ull > min 176) -yl
1<i<k
und der Messbarkeit von (3.2)) folgt. O

Lemma 3.5 Sei (2,2, p) ein o-endlicher Mafsraum. Fir eine Funktion f:Q — X sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine stark messbare Funktion f: Q — X mit f = f p-f.ii.
(ii) f ist p-stark messbar.

Insbesondere ist jede Funktion fo p-stark messbar, wenn es eine p-stark messbare Funktion
f mat f = fo p-fi. gult.

Beweis. Gilt f = lim, o g auf Q\N mit u(N) = 0 und p-Treppenfunktionen g,, so ist
gn = 1ne - gy, fiir jedes n € N eine Treppenfunktion. Folglich ist lim,, o0 Gn = Ine - f =t f
stark messbar. Wegen p(N) = 0 gilt f = f p-f.iL
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Gelte umgekehrt f = f p-f.ii. und f= lim,,_, 1~ gn punktweise mit Treppenfunktionen g,.
Wegen der o-Endlichkeit gibt es eine monoton wachsende Folge messbarer Mengen (A,,)en
mit (J, o An = © und p(A,) < +oo, n € N. Die Funktionen g, := 14, - g, sind p-

Treppenfunktionen mit lim,, ., g, = f punktweise, also f = lim, . g, p-f.i.
O

Wir kénnen jetzt auf die zweite Fassung des Messbarkeitssatzes von Pettis schlieBen. Wir
erinnern an die Definition eines vollstindigen Mafiraumes: Fiir jede Menge N € 2 mit
1(N) = 0 liegen auch alle Teilmengen A C N in 2.

Satz 3.6 (Messbarkeitssatz von Pettis, 2. Fassung). Sei (2,2, ) ein o-endlicher, p-vollstindiger
Maraum und f: Q — X eine Funktion. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) f ist p-stark messbar,
(ii) f ist messbar und hat p-f.i. separables Bild,

(iii) f ist schwach messbar und hat p-f.1i. separables Bild.

Beweis. (i) = (i1): Nach Lemma gibt es ein stark messbares f mit f = f p-L.ii., das

wegen Fassung 1 des Pettis’schen Messbarkeitssatzes, Satz [3.4] separables Bild hat. Gilt
w) = f(w) fiir w € Q\N mit p(N) = 0, dann ist f(Q\N) = f(Q\N) C f(Q) nach Lemma

é(l) separabel. Da (€, 2, ;1) vollsténdig ist, iibertriigt sich die Messbarkeit von f auf f.

(1) = (uii): Folgt wie im Beweis von Fassung 1.

(7i1) = (i): Sei N € 2 eine p-Nullmenge, fir die f(Q\N) C X separabel ist. Die Funktion
f := Lne - f hat separables Bild, denn ist D fiir N # § dicht in f(Q\N), so ist D U {0}
dicht in f(). Zudem stimmt f p-f.ii. mit f iiberein, wodurch (f,2') = (f, ') p-f.ii. fiir
alle 2/ € X'. Wegen der Vollstindigkeit ist f daher schwach messbar. Nach Fassung 1 des
Pettis’schen Messbarkeitssatzes, Satz , ist f stark messbar, sodass aus Lemma die
p-starke Messbarkeit von f folgt.

O

Korollar 3.7 Ist X separabel und (2,2, 1) ein o-endlicher, p-vollstindiger Mafsraum, so
sind p-starke Messbarkeit, Messbarkeit und schwache Messbarkeit dquivalent.

Lemma 3.8 Fiir eine schwach messbare Funktion f: Q — X mit separablem Bild ist die
Abbildung w — || f(w)]| messbar.

Beweis. Nach Lemma [3.3[(iii) gibt es einen abgeschlossenen und separablen Unterraum Y
von X mit Y D f(Q). Wir wissen bereits, dass K} (0) in der schwach-* Topologie kompakt
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und nach Lemma metrisierbar ist. Sei d eine zugehorige Metrik. Fiir € > 0 besitzt wegen
der Kompaktheit die Uberdeckung

U e K(0):d(y) <}
z'eKY'(0)
eine endliche Teiliiberdeckung. Es existieren also zu n € N endlich viele z/, ...,:I:;Z(n) €

m(n)

KY'(0) mit K77(0) = U {y € K77(0) : d(",y) < 2}. Infolge ist die abzéhlbare Menge
=1

D ={a/":1 <k <m(n),n € N} dicht in K}"(0) und daher

IF@)llx = sup [2'(f(w))| = sup |"(f(w))].

z'eKY'(0) z'eD

Bekanntlich ist das Supremum iiber einer abzéhlbaren Menge messbarer Funktionen messbar
[vgl. [Kusl4], Satz 7.20]. Da f schwach messbar ist, folgt die Aussage.
O
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4. Herleitung eines Integrals

Wir kommen zur zentralen Aussage dieser Arbeit. Die Funktion ||f]| im folgenden Satz ist
gemaB Satz [3.§ messbar.

Satz 4.1 Seien X ein separabler Banachraum, (Q,2, ) ein Mafiraum und f: Q — X eine
schwach messbare Funktion mit [, || f| du < +oco. Dann gibt es genau ein y € X mit

/Qx'(f(w)) du(w) = 2'(y)  fir alle 2’ € X'.

Dabe gilt |}yl < ]| dp.

Bemerkung 4.2 Es sei angemerkt, dass die Bedingung von schwacher Messbarkeit nach
Satz dquivalent ist zur (starken) Messbarkeit, da wir X als separabel angenommen ha-
ben.

Fiir den Beweis dieser Aussage betrachten wir wieder K := K;* (0) und die isometrische und
lineare Funktion ¢: X — C(K,C) mit 2 — ()| wie in Satz[1.4 Zudem definieren wir

JOx K —=C
(w, ") = (Yo f(w))(z) =2'(f(w)).

Betrachten wir das Parameterintegral dieser Funktion, erhalten wir folgende Aussage.

Lemma 4.3 Die Funktion

K—C
¢ {x’ = [o Fw, 2) du(w)

15t stetig.

Beweis. Sei an dieser Stelle an Lemma erinnert. Wir kénnen es auf K anwenden, da K
nach Lemma metrisierbar ist. Wir wollen die Voraussetzungen fiir F' nachpriifen.

(1) Fiir den ersten Punkt ist zu zeigen, dass die Funktion w — F(w,z’) = 2/(f(w)) fiir alle
2’ € K integrierbar ist. In der Tat ist diese Funktion messbar nach Voraussetzung. Zudem

gilt
J e du) < [ 111 @] du) < [ 171 due) < +.
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(17) Als néchstes miissen wir zeigen, dass ' — F(w,z’) beziiglich der schwach-* Topologie
stetig ist. Dazu bemerken wir, dass der rechte Ausdruck fiir alle 2’ € K mit ¢(f(w))(2') =
t(f(w))(z') tibereinstimmt. Nach der Definition der schwach-* Topologie folgt die Behaup-
tung.

(77i) Fiir den letzten Punkt wihle h == ||f||, welche voraussetzungsgemifl integrierbar ist.
Dabei gilt |F(2,-)| < ||| | || < |If]] = h fiir alle 2" € K.

Somit ist die Funktion G(2') = [, F(w,2’) du(w) nach Lemma in allen 2’ € K stetig,
also G € C(K,C).

O
Lemma 4.4 Die Funktion G aus Lemmal[].3 ist im Bildraum von 1 enthalten.

Beweis. Wir wissen bereits, dass G in C(K,C) enthalten ist und dass 1(X) darin abge-
schlossen ist, siche Satz [1.4 Nach dem Bipolarsatz [vgl. [WKBI16], Satz 5.4.6] gilt ¢(X) =
L((X)?1), womit es geniigt G € L((X)+) nachzuweisen. Nach Definition ist

$(X)" = {5 € C(K.C) : n(g) = 0 fiir alle g € $(X)}

und
L)) = {f € O(K.€) - n(f) = 0 fir alle 5 € 9(X)"}.
Es gilt also 7(G) = 0 fiir alle n € ¥/(X)* zu zeigen.

Nach dem Darstellungssatz von Riesz-Markov, Satz [2.13] ist die Forderung
n(G) = 0 fiir alle n € (X)*

dquivalent zu
/ G dv =0 fiir alle v € M,.,(K) mit ®(v) € ¥(X)™ .
K
Dabei sei angemerkt, dass K ein kompakter Hausdorff-Raum ist. Der linke Ausdruck exis-

tiert, da G stetig und auf dem Kompaktum K beschréankt ist.
Setzt man die Definition der Funktion ein, dann erhalten wir

/K /Q F(w,2') du(w) dv(2).

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen fiir den Satz von Fubini, Satz [2.11]

Um Messbarkeit von (w,z’) — F(w, z’) einzusehen, werden wir diese Funktion als Grenzwert
einer Folge messbarer Funktionen darstellen.
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Da K versehen mit der schwach-* Topologie kompakt und gemdB Lemma metrisierbar
durch eine Metrik d ist, gibt es fiir jedes € > 0 eine Uberdeckung

N(e)
K = | JK{ mit d(K§) < e fiir j =1,...,N(e),
j=1
wobei d(Kf) = sup {d(z,y) : ¥,y € K}. Definiert man
M = K\(KfU---UK; ),
N(e)

so erhalten wir sogar eine paarweise disjunkte Uberdeckung K = U M;.
j=1

Wir wihlen fiir alle j = 1,..., N(¢) ein beliebiges z,; € M; und definieren Funktionen
F,: Qx K — C durch

j=1
Diese sind messbar, wenn wir K mit B(K') und 2 x K mit der Produkt-o-Algebra versehen,
da f schwach messbar und somit (w,z’) +— 2/, j( f(w)) auch messbar ist, und da M;" als
Differenz kompakter Mengen in B(K) liegt und daher (w,2’) — ILM 1 (w) auf Q x K messbar

. J
1st.

1 ..
Weil die M;* eine disjunkte Uberdeckung von K bilden, gibt es zu jedem 2’ € K genau ein

=2'. Daa’ — 2/'(f(w))

1
j(@) mit " € My, womit d(z', ity a') < £ also limy, o0 2 i
auf K stetig ist, folgt ! ’
lim F,(w, ') = lim 2 . (f(w))=2'(f(w)) =F(w,2)

n—-+o0o n—+o00 n’

und infolge die Messbarkeit von F' [vgl. [Kusl4], Satz 7.20].

)

Auflerdem gilt

| et dseapl @) < [ ] e doel @)

sLwawwwwmv
:ﬂwmyéwwdeM<+m.

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass F~!(C\{0}) Teilmenge von Mengen A x K mit einem
o-endlichen A C ) ist. Betrachte dazu

Ani= {0 € Q7@ 2 3}
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Aus [, | fll dp < +oo folgt A, < +o0, womit

A= U A= {w e Q:|fw)] >0}

o-endlich ist. SchlieBlich gilt F~*(C\{0}) = {(w,2’) € Q x K : |F(w,2)|| = [|2'(f(w))]] >
0} CAXxK.

Also kénnen wir Satz anwenden, um die Integrale zu vertauschen, und erhalten

// w, 2} dp(w)dv(z // (w,2") Az’ dp(w // ) du(a') dp(w).

Wegen ¢(f(w)) € ¢(X) und ®(v) € ¢(X)* folgt
[)[(m/<w(f(w)>> dv(2") dp(w) = /QO dp(w) = 0.

Somit haben wir alle nétigen Werkzeuge, um unseren Hauptsatz zu beweisen.

Beweis.[von Satz Nach Lemma gilt G € ¥(X). Dementsprechend gibt es genau ein
y € X mit ¥(y) = G. Jetzt gilt fir alle 2’ € X

x’ x’ x’
) =950 = G = [(wo NiEn du= [ E(f @) dute)
]| ] [l | ’|| ||£E’||
Multipliziert man auf beiden Seiten mit ||2’||, so erhilt man die gewollte Gleichheit.
Um Elndeutlgkelt zu zeigen, wahlen wir ein § € X so, dass z/( fQ dp(w) fir

alle 2/ € X' gilt. Also haben wir die Gleichheit /(7)) = 2'(y) fur alle x e X’ Da X" auf X
punktetrennend operiert, stimmen y und g {iberein.
lyll = sup |2'(y)| = sup
ek

sup | [ #(1(w) du

< [ s )] du) = [ 151 d
Qr'ekK

Zuletzt gilt noch die Ungleichung

<sup/\x NI dpfw)

' eK

Definition 4.5 Fiir das y aus Satz E 1| schreiben wir [, f(w) du(w).

Bemerkung 4.6 Die Forderung nach Separabilitit von X ist im Satz eigentlich noch
zu stark. Es reicht, wenn man ein pu-f.ii. separables Bild verlangt oder dquivalent dazu die
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p-starke Messbarkeit von f, vgl. 2. Satz von Pettis (3.6]).

Satz 4.7 Seien X ein Banachraum, (2,2, p) ein Mafraum und f: Q — X eine schwach
messbare Funktion so, dass fir eine Menge Ny € A mit u(No) = 0 f(Q\No) separabel ist
und fQ\No IfIl du < +oo gilt. Dann gibt es genau ein y € X mit

/ o' (f(w)) dp(w) = 2'(y)
Q\N

fir alle ' € X' und alle N € A mit u(N) = 0 und f(Q\N) separabel. Dieses y ist in der
abgeschlossenen linearen Hiille von f(Q\N) enthalten und es gilt die Abschdtzung

lyll < / 171l di.
Q\N

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine abzihlbare dichte Teilmenge {z;, }nen von f(Q\Np).
Die abgeschlossene lineare Hiille Y von {;, },en ist nach Satz [3.3[iii) auch separabel, wobei
Y auch die abgeschlossene lineare Hiille von f(Q\Ny) ist. Das Integral ldsst sich gemafl Satz
[4.1] und Definition [4.5] definieren durch

/ fdu:= fdu.
Q O\N

Offensichtlich ist dann [, f dp in der abgeschlossenen linearen Hiille von f(€2\N) enthalten.
Nach Satz |4.1] gilt die geforderte Abschatzung || [, f dull < [o, v £l dpe.

Um die Eindeutigkeit dieser Definition zu zeigen, seien N; # Ny zwei Mengen derart, dass
F(Q\N1) und f(Q\N2) separabel sind und p(Ny) = 0 = pu(N3) gilt. Wie oben sei Y; die
abgeschlossene lineare Hiille von f(Q2\N;) fir j = 1,2. Betrachte das zugehorige Integral
fQ\ N; f dp gemaf Satz und definiere Y als die abgeschlossene lineare Hiille von Y; U Y5

und N := N; U N,. Fiir alle 2/ € X’ gilt dann
2 (f(w)) du(w) = 2 (f(w)) du(w) = 2 (f(w)) du(w).
/Q\N (f () dp(w) /Q\Nl () du(w) /Q\N? (f @) dp(w)

Wegen der Eindeutigkeit in Satz angewendet auf den separablen Banachraum Y folgt
fQ\N fdu = fﬂ\Nl fdu = fQ\ n, [ dp und somit die Unabhéngigkeit von der gewéhlten
Menge.

OJ

Definition 4.8 Seien X ein Banachraum, (2,2, u) ein MaBraum und f: Q@ — X eine

Funktion, welche die Voraussetzungen aus Satz [4.7] erfiillt.
Fiir das Element y aus Satz [4.7| schreiben wir [, f dp.

20



5. Eigenschaften des
Bochner-Integrals

Wir haben im vorherigen Kapitel das Lebesgue Integral auf Banachraum-wertige Funktionen
ausgedehnt. Kénnen wir auch dhnliche Aussagen iiber Eigenschaften davon treffen? Es stellt
sich heraus, dass dies mit gewissen Einschrénkungen durchaus moglich ist.

Lemma 5.1 Seien X und Y Banachrdume. Ist f wie in Satz[{.7], dann gilt fir alle linearen
und beschrinkten FunktionenT': X —Y

T(/Qfdu):/Qdeu.

Beweis. Laut Definition der schwachen Messbarkeit von f ist 2’ o f fiir alle ' € X’ messbar.
Da fiir alle ¢ € Y’ die Verkettung ¢ o T in X’ enthalten ist, folgt auch die Messbarkeit von
y' oT o f, womit T'f schwach messbar ist. Aus fQ\N | fIl du < 400 und der Beschrianktheit
von T erhalten wir auch fQ\N ITf] du < +o0.

Wir betrachten als néchstes die p-Nullmenge N € 2, sodass f(2\V) separabel ist. Sei
{Zn}nen € X eine abzdhlbare, in f(Q2\N) dichte Menge. Dann ist wegen der Beschrénktheit
von T auch {T'(x,)}}nen C Y dicht in (Tf)(2\N). Wir haben also alle Voraussetzungen von
Satz fir T'f iiberpriift, womit [, Tf du existiert. Aus Satz sind auflerdem folgende
Gleichheiten bekannt:

| @ on) () dutw) = (f o T | ) duw)) fir alle f € v
Q\N Q

und

/ Y(T o f)(w) du(w) = ¥'( / (To f)(w)) du(w)) fiir alle yf € Y.
O\N

Q

Nach Definition und wegen der Eindeutigkeit unseres Integrals folgt die behauptete Gleich-
heit.
O

Lemma 5.2 Das in[4.7 definierte Integral ist linear, also gilt fiir o, B aus dem zugrundelie-
genden Skalarkorper und beliebige Funktionen f,g: Q2 — X, welche die Voraussetzungen aus

Satz[{.7] erfillen, die Gleichheit

/Q(Oéerﬁg)du:&/Qfduntﬁ/diu.
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Beweis. Offensichtlich ist mit f und g auch o f 4 3¢9 schwach messbar. Sind Ny und N, die zu
f bzw. g gehorigen Nullmengen geméfl Satz und N = Ny U Ny, so folgt die Separabilitét
von (af + Bg)(Q\N) C af(Q\N) + Bg(Q\N). Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt die
Integrierbarkeit von ||af + Sg||. Laut Satz ist das Integral [, (af + Bg) du wohldefiniert
und wegen der Linearitat von 2’ und der des gewohnlichen Integrals gilt

o[ af+ 89w = [ L)+ ) du = [ w@ranss [ o) de

O\N O\N
—aa'([ £+ 5[ gdu) =a'(a [ faus 5 [ gan)

fiir alle 2’ € X'. Es folgt die geforderte Gleichheit.

Satz 5.3 (von der beschrinkten Konvergenz).

Sei (2,2, 1) ein Mafraum, X ein Banachraum und (f,)new eine Folge schwach messbarer
Funktionen f,: Q — X mit u-f.i. separablem Bild. Die Folge ( f,), e, konvergiere punktweise
p-fast iberall gegen eine Funktion f beziglich ||| . Ferner sei g: 8 — R eine p-integrierbare
Funktion mit der Abschitzung ||follx < g fiir p-fast alle n € N. Dann gibt es fir f und alle

fn die in Satz definierten Ausdriicke [, f dp und [, fn dp wobei
tin [ 15, flldn=o.
und infolge lim,, fQ fodu = fQ fdu.
Beweis. Um nachzupriifen, dass f ein p-f.ii. separables Bild hat, wihle fiir alle n € N der-
artige Nullmengen N, dass f,(2\NV,,) separabel ist. Definieren wir N := J, ., Nn, so sind

auch alle f,(2\N) separabel und wegen der o-Additivitdt von u gilt u(N) = 0. Da die f,
gegen f konvergieren, gilt f(Q\N) C U, o, fo(Q\N), womit auch f(\N) separabel ist.

Wegen || f(w)|| < g(w) und || f(w)]| = lim, 400 || fr(w)|| < g(w) fiir pu- fast alle w € Q gelten
Joww Ifllx dp < o0 und [y, v [l full x di < +o00. Die Funktion f ist schwach messbar, da

die Grenzfunktion der messbaren Funktionen 2’ o f,, fiir alle 2’ € X’ messbar ist [[Kusl4],
vel. 7.20].
Aus Satz [£.7] folgt dann Existenz der geforderten Integrale.

Wegen ||f, — f|| < 2¢ folgt aus dem klassischen Satz von der beschrénkten Konvergenz
lim,, 00 fQ\ n Ifa = fllx du = 0. Fiir die Norm unseres Ausdruckes gilt

/Q(fn—f) s

s/ 1o — Fllx di
X O\N
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Wir erhalten also

lim ‘
n—-+o0o

[=nad < i [ 15~ fixda=o

womit aus Lemma iy, o0 fo fodp = [, f dp folgt.
O

Als néichstes wollen wir an die Definition von p-Treppenfunktionen aus Definition [3.1f(iii)
erinnern; also Treppenfunktionen mit u(A;) < oo fur allei € 1,...,n.

Lemma 5.4 Sei f = " L1a,x; eine pu-Treppenfunktion mit paarweise disjunkten A; von
endlichem Maf3. Dann ist f im Sinne von Satz[4.7 integrierbar, wobei

/Qf dp = ZM(Az')%

Beweis. Offensichtlich ist jede p-Treppenfunktion schwach messbar und besitzt mit f(Q2) =
{z1,...,2,} ein separables Bild. Zudem gilt [, || fI| du = >"1, pu(A;) [|lzi]] < +oc.

Also erfiillt sie die Voraussetzungen von Satz (4.7, womit das Integral fQ f dp existiert und
o ( [y f dp) = [y2'(f) dp gilt. Der Definition des Lebesgue-Integrals nach entspricht der
rechte Ausdruck genau )., p1(A;)2'(z;). Da 2’ linear ist, erhalten wir

P 1) = YA @) = (3 ().

Wegen der Eindeutigkeit des Integrals aus Satz [£.7] folgt

/f dp =Y p(Ai)z:.
Q i=1
O

Satz 5.5 Seien X ein Banachraum, (2,2, u) ein vollstindiger, o-endlicher Mafraum und
[:Q — X eine Funktion, welche die Voraussetzungen aus Satz[{.7 erfiillt.
Dann gibt es eine gegen f konvergente Folge von u-Treppenfunktionen (gm)men mit

(m)
g =) Lapay'
=1

und

lim /Qllf—gmH di = 0.

m—00
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Das in Satz[{.7 definierte Integral lisst sich als Grenzwert

n(m)
duy = 1i Az
/Qf " mgfoo;u( W
darstellen.

Beweis. Sei f schwach messbar mit fQ\ ~ Il dp < +oo fiir eine Nullmenge NV € 2l mit sepa-
rablem f(Q\N). Betrachte eine Folge von p-Treppenfunktionen g,,, die gegen f konvergiert.
Eine solche gibt es nach Satz [3.6f Wir definieren B,,, = {w € Q : ||gn(w)|| < 2| f(w)]} und
Jm = 1B, - gm, wobei der letzte Ausdruck ebenso p-fast iiberall gegen f konvergiert.

Nach Lemmasind die Funktionen g, im Sinne von Satzintegrierbar, wobei fQ Jm dpt =

S (A gilt.

Nach Definition gilt ||g,,|| < 2||f|| fiir alle m € N. Wir kénnen also an dieser Stelle den Satz
von der beschréankten Konvergenz (Satz anwenden.
O

Bemerkung 5.6 Der in Satz verwendete Zugang iiber u-Treppenfunktionen stimmt mit
der klassischen Definition der Bochner-Integrale iiberein. Wir haben also in Satz gezeigt,
dass unser Zugang zur bekannten Definition dquivalent ist.

Beispiel 5.7 Wir betrachten das ZahlmaBl p auf einem Mafiraum (€,2(), definiert durch
Al, falls A endlich
() = {’ |

+o0, sonst.

Sei f eine Funktion auf X, die die Voraussetzungen von Satz erfiillt, also [, [|f]| dp =
Y wea llf(W)]| < 400 mit separablem f(€2). Dann gibt es nach Satz (4.7 ein y € X mit

2(y) = / () dufw) = 32/ (F(w))

weN

fiir alle 2’ € X’ gilt.

Da wir mit ||}, o2 (f(w))|| £ X .callf(w)]| eine konvergente Majorante fiir den rechten
Ausdruck haben, konvergiert dieser unbedingt. Wegen der Linearitit von 2’ kénnen wir

S (@) =2 (3 @)
weN weN
schreiben und erhalten somit y = >, f(w).
Satz 5.8 (von Fubini angepasst fiir Banachraum-wertige Funktionen).
Seien zwei o-endliche Mafrdaume (Q1,20, p1) und (Qo,As, u2) und ein Banachraum X ge-
geben. Betrachte den Produktraum $2; X o, versehen mit der Produkt-o-Algebra Ay @ As
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und dem Produktmaf$ p; ® po. Sei weiters f: 2y X Qo — X eine Funktion, welche beziiglich
p1 @ po die Bedingungen von Satz[{.7 erfillt und somit integrierbar ist.
Dann existieren auch die iterierten Integrale [o [o [ dps dp, [o [o, [ dp dus, wobei

/Q [ f(or.2a) dpaaa) dpa(n) = / [ f(or.aa) dpaar) dpa(aa)

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz der Integrale, indem wir die einzelnen Bedingungen
von Satz [4.7 nachpriifen.

Sei N € 2; ® Ay mit py ® pz(N) = 0 derart, dass f(91><92)\N I fIl dppq @ poe < +00 und dass
F((€4 x€Q3)\ N) eine separable Teilmenge von X ist. Nach Voraussetzung gibt es eine solche.

Wegen
0= ®pu(N) = / / Iy dpy dps
Q Jo,

(Fubini fiir nichtnegative Funktionen) gilt

0= [ Axlorms) dua(e) = (M)
951
fir alle 5 € 5\ Ny fiir ein Ny € s mit ps(No) = 0. Hier steht N, fir {x; € Qy : (21, 22) €

NY.

Weiters konnen wir wegen

L[ ase dwdm = [l @ < o
2/ (Q1xQ2)\
die Nullmenge N, nétigenfalls grofler machen, so dass auch
”f(ax?)” ' :[LNC('vxZ) d,ul < +00
1951

fir alle zo € Qy \ Ny gilt.
Fiir 25 € Q9 \ Ny ist dann f(Q2; \ Na,, z2) C f((21 x Qy) \ V) separabel, wobei

/ [fCma)ll dua = [ [[f( )l Lve (s 22) dpa < +oo.
01\ Nz, 1951

Da mit f auch x; — f(x,2z9) fir z9 € Qy schwach messbar ist, ist y(z2) fQ X)) djy
als Element von X fiir x € Q9 \ Ny durch

2 (y(z2)) = / L FUGm) e X
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wohldefiniert. Geméa8 Satz 4.7. liegt y(xa) wegen f(Qq \ Na,, z2) C f((1 x Q2) \ N) in der
abgeschlossenen linearen Hiille Y von f((€; x Q3) \ N).

Wegen

[ U dn o < ) 10 dii © 2 < +o0
(Ql XQQ)\N (Ql XQQ)\N

ist nach der skalaren Version von Fubini Q5 \ Ny 3 25 — le\Nz 2 (f(.,x2)) duy = 2’ (y(x3))
messbar und es gilt

/ ly (o)l dpsa(zz) < / / 1 (v, o) dion (1) dps (2)
Q2\ Vs 02\ N2 J Q1 \ Ny
-/ 1l dpy © iz < +oc.
(QlXQQ)\N

Also existiert nach Satz 4.7 [, y(v2) dua(rs) € X, wobei

oy / y(e) da(e)) = | o/ (y(x2)) dpsa(en)

Q2\ N2

/ / £ (F (s 22) dpn dpn(z)
Q2\Ns J 1\ N,

/ (@1, 22)) - Iy (21, 22) dpy (1) dpa(2)
2\N2 J

-
/ (f())dlh@m—x(/ fdu @ ).

Q1 xQ Q1 xQo

Die vorletzte Gleichheit folgt aus der skalaren Version von Fubini und der Tatsache, dass N
eine Nullmenge ist.

Also gilt sz le (., z2)dpy dps(xs) fQ (x2) dpg(zg) = fQ1><Qz fduy ® pse. Entsprechend
zeigt man die Glelchhelt mit dem anderen iterierten Integral.
O

Lemma 5.9 Seien ein Mafraum (Q,2, i), ein metrischer Raum T und ein Banachraum Y
gegeben. Sei xg € T fest und F: Q x T — Y eine Funktion derart, dass

(i) w— F(w,x) fir alle z € T integrierbar im Sinne von Satz ist,
(ii) x — F(w,x) stetig in xo fir fast alle w € § ist,

(iii) es eine offene Kugel Us(xg) um zo und eine auf 2 integrierbare Funktion h: Q —
0, +00] derart gibt, dass fir alle x € Us(zo) die Ungleichung

[E(z)[ < h

1-fast tberall gilt.
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Dann ist die Funktion G(x): = [, F(-,x) du bei zy stetig.

Beweis. Der Beweis erfolgt dhnlich wie in Lemma . Sei (xy)nen € T eine gegen z kon-
vergente Folge. Dann gibt es einen Index ng € N mit z, € Us(xo) fiir alle n > ng. Ist N
die Vereinigung der Ausnahmenullmengen aus der zweiten und der dritten Voraussetzung
zu F(-,x0), F(-,2n), F(y Tpgt1), - - ., so folgt u(N) = 0. Fiir n > np und w € Q\N gilt
| F(w, ) — F(w, x0)|| < 2h(w) und lim,, o ||F(w, ) — F(w,z0)|| = 0. Wegen des Satzes
von der beschrinkten Konvergenz (Satz folgt

[6G0) = Gl = | [ Plz) = P ] < [1FCm) = Pl a0

O

Lemma 5.10 Seien ein Mafiraum (2,2, 1), ein Intervall I C R und ein Banachraum Y
gegeben. Sei xg € I fest und F': Q2 x I =Y eine Funktion derart, dass

(i) w F(w,z) fir alle x € T im Sinne von Satz[4.7 integrierbar ist,
(ii) x — F(w,x) differenzierbar in xq fir fast alle w € Q) ist,

(117) es ein 6 > 0 und eine auf Q0 integrierbare Funktion h: Q@ — [0, +oo] derart gibt, dass
fir alle x € (xg — 0,29 + 6) N I\{zo} die Ungleichung

HF(-,x) — F(-, )

T — Tg

E

p-fast tberall gilt.
Dann ist die Funktion G(x): = [, F(-,x) du bei zy differenzierbar und es gilt

OF

Qo) = [ 50

xg) dp.

Beweis. Sei (z,)nen € T eine gegen xy konvergente Folge. Dann gibt es einen Index ng € N
mit z, € (g — 0,9 + 0) fiir alle n > ng. Ist N die Vereinigung der abzdhlbar vielen
Ausnahmenullmengen aus der zweiten und der dritten Voraussetzung zu den Funktionen

%ﬁ”m, n > ng, so folgt u(N) = 0. Fiir n > ng und w € Q\N gilt H# <
h(w) und lim,, 4 W = 28 (w, x). Insbesondere ist die letzte Funktion messbar.

Wegen des Satzes von der beschrankten Konvergenz (Satz E 5.3|) folgt

Glza) = Glan) _ /F(-,m—F i / ~—(w,70)

Tp — Xo




O

Lemma 5.11 Seien ein Mafiraum (2,24, 1), W C C offen, Y ein Banachraum und F': 2 X
W — Y eine Funktion derart, dass

(i) w— F(w,z) fir alle x € W im Sinne von Satz[4.7] integrierbar ist,
(ii) x — F(w,x) holomorph fir alle w € Q\N mit einer festen Nullmenge N € 2 ist,

(11i) es zu jeder kompakten Menge K C W eine auf Q integrierbare Funktion hy: Q —
[0, +o0] derart gibt, dass fir alle x € K und w € Q\N die Abschitzung

[F(w, )| < hi(w)

qilt, wober N die feste Nullmenge aus dem vorherigen Punkt ist.

Dann ist die Funktion G(x): = fQ x) dp holomorph auf W und gxf( ,x) ist integrierbar
fiir alle x € W und n € D\l wobez
O"F
G (z) = / @) dp. 5.1
(@) = [ Gota) do (5.1

Beweis. Ist Ky, (w) C W, so gibt es nach Voraussetzung ein integrierbares Ay, ,: @ — [0, +00],
derart dass ||F(w, )| < hyr(w), z € Ky (w), w € Q\N. Fiir 21,25 € K, (w), 21 # x5 gilt
nach der Cauchyschen Integralformel Satz 11.8.9 in [Kall5] mit dem Weg ~: [0,27] — W,

t— w + 2r - exp(it)
el

"F(w,xl) — Fw, )

T, — T 2mi(xy — ) — xl) (C :L‘Q)
2mi J., (1 —x9)(¢ — ZE1)(C — Ty
1 F
2mi J., (¢ — 1) (¢ — 22)
2
< - hw r .
< D i)
Ist (z,)nen €ine beliebige, gegen ein w € W konvergente Folge mit x,, # w und 0.B.d.A.
T, € K. (w) C Ky (w) C W fiir alle n € N, so folgt aus WH 2 (w) und

F(w,zn)—F(w,w) OF

— S (w, w) fir w € Q\N gemifl dem Satz von der beschrinkten Konvergenz

Tp—w bz
(Satz die Integrierbarkeit von %5 (w,w) und
Ty — W Ty, — W x
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Also existiert G'(w) und stimmt mit [ ‘3—5(-, w) dp iiberein.

Insbesondere erfiillt auch (z,t) — 9E(¢,z) die erste Voraussetzung des aktuellen Lemma.
Auch die zweite Voraussetzung ist erfiillt, da die komplexe Ableitung holomorpher Funktio-
nen wieder holomorph ist. Wir wollen auch die dritte Voraussetzung nachweisen.

Dazu sei wieder Ky, (w) C W und hy,,: 2 — [0, +00] integrierbar mit ||F'(w, )| < Ay, (w),
z € Ky (w), w e Q\N. Fur z € K, (w) folgt dann aus (11.33) in [Kall5] die Abschétzung

s B

Ist K C W kompakt, so wird K von endlich vielen Kreisen der Form U,(w) mit w € K
und Ky, C W iiberdeckt. Nimmt man das Maximum hg(w) der entsprechenden Funktio-
nen 2 h,,,(w), so folgt |2 (w,z)|| < hx(w), z € K, w € Q\N. Also ist auch die dritte
Voraussetzung des aktuellen Lemma fiir (z,t) — 2£(¢, z) nachgewiesen.

Mit allen Voraussetzungen des aktuellen Lemma erfiillt w — G'(w) = [ 2E(- w) dup auch
die von Lemma womit w — G'(w) stetig auf jeder kompakten Teilmenge K C W und
in Folge auf ganz W ist. Gemafl Korollar 11.7.5 aus [Kall5] ist G holomorph. Wendet man
das gezeigte auf %—5 an, so zeigt man schliefflich induktiv fiir alle n € N.

OF
faro] -]

O
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