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Einleitung

Die Welt im Kleinen ist eine Welt voller Rétsel. Die duflerst komfortable Vorstellung einer de-
terministisch bestimmbaren Welt ist - zumindest nach aktuell vorherrschender Meinung - nicht
haltbar. Der Zufall spielt im subatomaren Bereich eine bedeutende Rolle und aus der Sicht der
klassischen Physik muss man eingestehen, dass 'das alles nivellierende Gesetz der grofien Zahlen
die wahre Natur der einzelnen Prozesse vollig verschleiert’.! Wer die Welt der Quantenmechanik
(und damit die fundamentalste, uns bekannte Lehre der Natur) verstehen will, erlangt durch
die Kenntnisse ihres mathematischen Geriists einen bedeutenden Vorteil.

Mit der Entwicklung dieses Geriists stand die Wissenschaft vor keiner leichten Aufgabe. Es
musste ein Weg gefunden werden, um die vollig neuartigen Phéinomene zu beschreiben und zu
interpretieren. Verschiedene Anséitze zur mathematischen Modellierung der Vorgénge wurden
entwickelt. Diese kamen zwar den experimentellen Ergebnissen nahe, enthielten jedoch noch ma-
thematische Liicken und waren nicht untereinander vereinbar. John von Neumann erkannte als
Erster, dass die bereits vorhandenen Theorie der Hilbertrdume eine Modellierung erlaubte, die
alle mathematischen Unstimmigkeiten beseitigte (siche dazu [N]). Er lieferte damit ein solides
mathematisches Fundament, das sowohl fiir die effiziente Weiterentwicklung der Quantenphysik
als auch fiir das tiefere Versténdnis der Vorgénge von grofler Bedeutung war.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die mathematische Grundlage der Quantenmechanik zu illustrieren.
Wir werden erkennen, wie relevant die Errungenschaften der Operatortheorie auf Hilbertraumen
in dieser sehr aktuellen Anwendung sind. Dabei spielt die Spektraltheorie fiir selbstadjungierte
unbeschriankte Operatoren eine zentrale Rolle. Wir sehen wie dieses méchtige Werkzeug ein-
gesetzt wird, was dabei helfen kann, das Verstdndnis der Spektraltheorie zu festigen und die
Motivation dieser nachzuvollziehen. Nach den noétigen Erweiterungen der Grundlagen aus der
Funktionalanalysis (es werden hier die Kenntnisse aus den Vorlesungen FANA1 und FANA2
vorausgesetzt), werden die mathematischen Axiome der Quantentheorie physikalisch motiviert.
Ausgehend von diesen, folgern wir einige unmittelbare mathematische Konsequenzen. Wir be-
stimmen einige wichtige Operatoren der Quantenmechanik, um so die grundsétzliche Vorge-
hensweise und ihre Schwierigkeiten vorzustellen. Zum Abschluss werden wir diese Operatoren
in einfachen Versuchsanordnungen untersuchen.

Als Basis fiir diese Arbeit dienten in erster Linie die Biicher [B] und [T].

1Zitat: John v. Neumann, 28.12.1903 — 8.2.1957.



Teil 1
Mathematische Grundlagen

1 Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Wir bezeichnen die Menge der linearen Operatoren auf einem Hilbertraum H mit dichtem De-
finitionsbereich als L(H).

Definition 1.1. Ein Operator A € L(H) wird als symmetrisch (oder hermitesch) bezeich-
net, wenn

(AY,¢) = (¢, AY) fiir 1, ¢ € D(A)
erfiillt ist.

Der adjungierte Operator A* eines dicht definierten Operators sei wie folgt definiert:

D(A") :={p e H| " e H: (A, ) = (¢, ¢") fiir Y € D(A)}
Fiir symmetrische Operatoren gilt also A C A*. Gilt sogar A = A*, nennt man A selbst-
adjungiert.

Definition 1.2. Ein Operator A wird als abgeschlossen bezeichnet, wenn fiir jede Folge
(vn) € D(A), fir die die Limiten ¢ := limy, 00 ¥y, und ¢ = lim, o A1), existiert, gilt:
A =¢

Definition 1.3. Sei A ein dicht definierter abgeschlossener Operator, dann werden die Mengen
p(A):={AeC|(A—-X):D(A) — H ist bijektiv}
o(A) = C\ p(A)

als Resolventenmenge von A und Spektrum von A bezeichnet. Fiir A € p(A) wird Ra(\) =
(A — X)~! als Resolvente von A bezeichnet.

Seien A, A Operatoren. Dann bezeichnen wir den Operator A als Erweiterung von A, wenn
sowohl D(A) C D(A), als auch Ay = Ay fiir alle ¢ € D(A) erfiillt ist. Ist A eine Erweiterung
von A, so schreiben wir auch A C A.

Bemerkung 1.4.

1. Da Ra(A) fiir A € p(A) iiberall definiert ist, folgt aus dem Satz des abgeschlossenen
Graphen, dass die Abbildung beschrinkt ist. Fiir A\, \" € p(A) gilt die erste Resolven-
tengleichung (siehe [BL], S32)

Ra(X) = Ra(XN) = (A= N)Ra(MN)Ra(N),

sowie die Abschitzung
1

[Ra(N)[| = dist(X, o(A))”



2. Seien A und B abgeschlossene Operatoren mit D(A) C D(B). Dann ist auch A + B
abgeschlossen mit D(A + B) = D(A) N D(B). Fiir ein z € p(A) N p(A + B) gilt

Raip(2) + Ra(2)BRayp(2) = (1+ Ra(2)B)Rayn(2)
= Ra(2)(A+ B —2)RatB(2) = Ra(2)
und genauso R4+p(2) + Ratp(2)BRA(2) = Ra(2).

Dieser weitere Zusammenhang der Resolventen heiffit zweite Resolventengleichung;:
Rayp(2) — Ra(z) = —Ra(2)BRatp(2) = —RatBBRA(z) 2 € p(A)Np(A+ B)

3. Ist A ein selbstadjungierter Operator, so ist 0(A) eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge
von R mit o,(A) = 0 (siehe [BL], Satz 3.2.7 ).

4. A* ist nach [BL], Satz 3.2.2 ein abgeschlossener Operator, daher ist jeder selbstadjungierte
Operator abgeschlossen.

5. Ist D(A*) dicht in H, so besitzt nach [BL], Satz 3.2.3 A eine kleinste abgeschlossene Er-
weiterung A 1= A**.
Fiir A symmetrisch gilt A C A* und damit A = A** C A*. Nach Definition der Adjun-
gierten von A* gilt:

(A", p) = (¢, A¢), ¢ € D(A),¢ € D(A”)
Wegen D(A) C D(A*) gilt A*¢ = Ap, ¢ € D(A) und daher ist A wieder symmetrisch.

6. Die Adjungierten von A und A stimmen wegen

stets iiberein.

7. Sei A € L(H) symmetrisch. Dann existiert eine selbstadjungierte Erweiterung von A genau
dann, wenn o(A) C R erfiillt ist.
Denn wenn o(A) C R erfiillt ist, verschwinden die Defektindizes von A. Nach [BL], Satz
3.4.4 ist damit A selbstadjungiert. Die andere Richtung folgt nach [BL], Satz 3.2.7

Folgendes Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium fiir Elemente des Spektrums, das ohne
Resolvente auskommt. Speziell fiir selbstadjungierte Operatoren erhalten wir eine dquivalente
Formulierung fiir das Spektrum.

Lemma 1.5. Sei A € L(H) und \ € C. Ezistiert eine Folge (¢y,) € D(A), mit ||¢,]| =1,n € N
und ILm (A= X || = 0 (Weylfolge), so gilt X € o(A). Ist X ein Punkt des Randes von p(A),

gilt auch die Umkehrung.

Bewers.
Sei (1), eine Weylfolge. Angenommen A € p(A), dann gilt

L= [¢onll = [ RAMN)(A = Nton[| < [[RAN (A = A)ebn]].

FEin Widerspruch, da die rechte Seite nach Voraussetzung beliebig klein wird.



Sei A € 9p(A) = p(A) \ p(A) € o(A).

Fall 1; X € 0,(A) N Op(A): Es existiert ein ¢ € H,||¢] = 1 mit (A — A\)p = 0. Die Folge
(1) := 1 ist also eine Weylfolge.

Fall 2; X € o;(A)NIp(A): Es existiert eine Folge (A,) € p(A) die gegen A konvergiert. Ra(\) 1=
(A — \)~! existiert auf Ran(A4 — \) und wegen

1
y Al > lim —
A [Ra@a)ll 2 lim 2"y = o

existiert eine Folge (¢,) € Ran(A — X), sodass

[Ra(An)bnl]
| fn]|

Sei 1y, 1= Ra(A)¢n. Dabei sei ¢, so gewihlt, dass ||¢y| = 1 erfiillt ist, wodurch ||¢,| — 0
folgt. Wegen der Resolventengleichung gilt:

(A =Xnll = [[(A=NRa(An)dnll = [[(A = NIRAA) (L + (An = M Ra(An))l¢nl
= lon+ n = Aoall < [énll + [An = Alll@nll = 0

2 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Definition 2.1. Sei M eine Menge, 2 eine o-Algebra auf M und H ein Hilbertraum. Ein
Spektralmaf fiir (M, Q,H) ist eine Funktion F : Q — B(H), sodass gilt:

e Fiir jedes A € Q ist E(A) eine orthogonale Projektion.
e E(0)=0und E(M) =1.
° E(Al)E(AQ) = E(Al N Az) fiir A1, Ay € Q.

e Fir A, € 2, n € N paarweise disjunkt, gilt
Y By =E(J A, ver.

neN neN

Die o-Additivitét gilt also in der starken Operatortopologie, in der Regel jedoch nicht in der
Operatornorm.

Fiir ¢, ¢ € H ist durch die Abbildung ji 4(A) := (E(A)y, ¢) ein komplexes Maf auf 2 defi-
niert. Im Speziellen ist dann g, := py 4 ein positives endliches Maf.

Satz 2.2. Seien f,g : R — C borelmessbare Funktionen. Dann existiert fiir jedes Spektralmafs
E auf (R,B(R),H) eine Abbildung

Pp: M(B(R),R) = L(H), fr Pr(f),
fiir die gilt:



1. D(@p(f)) ={¢ € H | [p[f(N)[Pdpy < +oo}
(P(N),¢) = o fNdpys, ¢ €D(@p(f)), ¢ €H
IeE(H)YI? = fe [F(N)Pduy

Pp(xa) = E(A), AeB(R)

p(f)" = 2e(f)

a, B8 eC:
a®p(f)+BPe(9) C Pr(af+Bg), D(aPp(f)+ BPr(g)) = D(®e(|f]+ 1))

7. ®p(f)®e(9) € ®e(fg9), D(Pe(f)Pe(g)) = D(®e(g)) ND(Pe(f9))

S T R

Satz 2.3. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann ezistiert ein eindeutiges Spektralmafl E4 auf
(R,B(R),H), sodass

(A, &) = (D, (id), §) = /R Migs, € D(A),beH
| Ay|)? = / Ndpuy, b € D(A)
R

D(A)={yY eH | /RA%W < +oo}.

Wir kénnen also das Funktionalkalkiil auf das Spektralmafl £, anwenden und verwenden auch
die Schreibweise f(A) := &g, (f) fiir borelmessbare f.

Proposition 2.4. Sei E ein Spektralmafs und f,g : R — R borelmessbare Funktionen. E,
sei definiert durch E4(A) := E(g1(A)) fir alle A € B(R). Dann ist E, ein Spektralmaf und
es qilt

(g, (/)V,0) = (Pe(fog),¢) VY €D(Pg,(f)),dEH.

Bewets.

Da g auf ganz R definiert ist und das Urbild einer Funktion mit Durchschnitt und Vereinigung
von Mengen vertriglich ist, iibertragen sich die Spektralmafleigenschaften von F unmittelbar
auf F,. Mit Hilfe des Transformationssatzes aus der Mafitheorie folgt:

(@, (F), 6) = /R FNdgg (g™ (V)
— / £ 0 g\ dgs(N) = / £ 0 9N\ djio(N) = (@5(f 0 ), 0)
g~ 1(R) R

O

Im Speziellen ist also fiir einen selbstadjungierten Operator A mit Spektralmafl E4, das Spek-
tralma8 von g(A) gegeben durch E4(g~!()).



Lemma 2.5. Sei A € L(H) selbstadjungiert und E4 das Spektralmaf$ von A. Dann gilt

og(A)={NeR | Es((A—€,A+€)) #0, € >0}

Beweis.
Fiir \¢ definieren wir die absteigende Intervallfolge I, := (Ag — %, Ao + %)

1 Fall; E4(I,) # 0 fiir n € N:
Fiir n € N existiert ein ¢, € E4(I,)H mit ||¢,|| = 1. Daraus folgt

[(A=X)Uull> = (A= Xo)Ea(Ln)tnl* = [|@>d) — ®(No)® (X1, )¥nl*
= ((d o) xr, )l = / (A — 20)x1, (Vpig, (V)
R
< a() oy <

Daher ist (¢,) eine Weylfolge, woraus A\g € 0(A) nach Lemma 1.5 folgt.

2 Fall; Es existiert ein € > 0, sodass Ea((Ao — €, Ao +€)) =0 erfiillt ist:
Sei
fe()‘) = XR\(/\O*E,AOJre)()‘)()‘ - >‘0)71‘

Es gilt

(A= 20)2(fe) = 2((d(A) = Ao)fe(A) = PXR\(rg—ero+6) (X)) = Ea(R\ (Ao — €, A0+ €)) = .

Genauso zeigt man ®(fe)(A — Xo) = I|p(a). Es folgt A\g € p(A).
U

Im Speziellen gilt also E4((A1, A2)) = 0 genau dann, wenn (A1, \2) C p(A) erfiillt ist.

Satz 2.6. Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator und E4 das Spektralmafl von A. Dann
gilt
Ea(c(A) =1 und Eas(RNp(A))=0.

Bewets.

Fiir A € p(A) N R gibt es nach Lemma 2.5 ein offenes Intervall Iy mit F4(I)) = 0. Dann
ist {I, | A € p(A) N R} eine offene Uberdeckung von p(A) N R. Da wir uns auf R befinden,
existiert eine abzdhlbare Teilitberdeckung (J,,)nen, die bereits ganz p(A) NR iiberdeckt. A,, :=
I \U,pp<p, Jm ist dann eine disjunkte Uberdeckung von Borelmengen mit F4(A,) = 0. Aus der
starken o-Additivitit von Ey4 folgt

0= EalAn)d] > [ Ealp(A) NR)Y| > 0.
neN

Es gilt also
(A, ¢) = /RAd/w,as = /(A) Adpiy,p, 1 € D(A), ¢ € H.



Korollar 2.7. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

info(A) = inf{(Av,v) | € D(A),[v] =1}

und

supo(A) = sup{(AY,¥) | Y € D(A), [|¢]| = 1}.

Beweis.
1 Fall; info(A) = X\p € R:
Die Ungleichung inf(A), ) > inf o(A) folgt aus

MMWZ/Usz&wMMFﬂu

Wegen der Abgeschlossenheit von o(A) gilt \g € o(A). Aus Lemma 2.5 folgt fiir e > 0 die
Existenz eines ¢ € E4(\o — €, A9 + €)H mit Norm 1. Mit der Projektoreigenschaft folgt

inf (A, v) < (AP, ) = (AEa(Mo — €, Ao + €)Y, ¥) = /( )X(AO—E,AOJFe)de =

ag(A

/ Ay < (Xo +€) pyp( Ao — €, Ao +€) .
()\0—6,)\0+E) Y

Da e beliebig war, folgt inf(Awy, 1) < info(A).

2 Fall; inf 0(A) = —o0:
In diesem Fall existiert eine Folge (\,) € o(A) mit lim, oo A\, = —00. Es folgt die Existenz
einer Folge () mit 1, € E(\, — L, A, + 1) fiir n € N. Durch die gleiche Ungleichung wie

n

im 1. Fall erhalten wir inf(Avy,¢) = —oc.

Fiir die entsprechende Gleichheit der Suprema geht man analog vor.

Satz 2.8. Sei A € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(A)). Dann gilt o(f(A)) = f(c(A)).

Beweis.

F(o(A)) C a(f(A)):

Sei y = f(x) mit x € o(A). Weil f stetig ist, existiert fiir alle Umgebungen U von y ein § > 0, so-
dass f((x—6,z+6)) C U(y) und damit (z—d,x+5) C f~1(U(y)) erfiillt ist. Weil x im Spektrum
von A liegt, folgt aus Lemma 2.5, dass Ea(x — 6,z + &) # 0. Daher auch E4(f~1(U(y))) # 0.
Nach Proposition 2.4 gilt damit Er4)(U(y)) # 0, was bedeutet, dass y € o(f(A)). Da das

Spektrum von f(A) abgeschlossen ist, also f(o(A)) = a(f(4)).

o(f(A) C fla(A)):
Sei z & f(o(A)). Es existiert eine Umgebung U von z, sodass U(z) N f(c(A)) = (). Daher gilt
auch f~1(U(z))No(A) = 0. Mit Satz 2.6 folgt Ea(f~1(U(2))) = 0 und damit Ep4)(U(z)) = 0.

Wieder nach Lemma 2.5 kann also z nicht im Spektrum von f(A) liegen.

O



3 Das essentielle Spektrum

Definition 3.1. Das diskrete Spektrum o4(A) eines Operators A ist die Menge aller isolierten
Figenwerte mit endlich dimensionalem Eigenraum. Das wesentliche Spektrum sei definiert
als 0ess(A) :=0(A) \ 04(A).

Fiir selbstadjungierte Operatoren lassen sich diese Mengen nach Lemma 2.5 auch charakterisie-
ren als

0d(A) :={A € 0p(A) | Fe > 0: dim(Ran E4(A — €, A +€)) < oo} und
Oess(A) :={A € 0(A) | dim(Ran E4(A — ¢, A +¢€)) = 00, Ve > 0}.
Wir erinnern an folgende

Definition 3.2. Ein Operator K € L£(H) heift kompakt, wenn gilt: Fiir jede beschriankte
Folge (¢y,) in H enthilt (K1),) eine in der Norm konvergente Teilfolge.

Sei K € L(H) kompakt und damit beschrinkt?. Nachdem das Spektrum kompakter Operatoren
hochstens einen Hiufungspunkt bei 0 hat (siehe [W], Satz 6.4.8), gilt

Uess(K) - {0}7

wobei 0 genau dann im Spektrum liegt, wenn H unendlich dimensional ist.

Wir wollen uns nun die Frage stellen, unter welchen Stérungen von A, der Form A=A+S8,
S € L(H), das Spektrum gleich bleibt.
Addiert man zu einem selbstadjungierten Operator A ein Vielfaches der Identitét, verschiebt
sich das gesamte Spektrum. Eine beschréinkte Storung lasst das Spektrum von A im Allgemeinen
also nicht unveréndert. Fiir einen Eigenwert A des diskreten Spektrums wird dieser bereits durch
eine beliebig kleine Stérung der Form

A+ eEs({\})

aufgehoben. Es zeigt sich jedoch, dass das wesentliche Spektrum unter gewissen Operatoren
invariant bleibt.

Lemma 3.3. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt X\ € 0ess(A) genau dann, wenn es
eine Folge (1) € H gibt mit

o |4l =1 fiirneN
o (Yn,9) — 0,Yo € H (schwache Konvergenz gegen 0) und
o [[(A=N)tn| = 0.

Eine solche Folge wird als singuldre Weylfolge bezeichent und kann hier insbesondere ortho-
normal gewdhlt werden.

Beweis.

’Die Definition 3.2 ist fiquivalent dazu, dass der Abschluss des Bildes der Einheitskugel kompakt ist. Da in
einem normierten Raum jede kompakte Menge beschrinkt ist, folgt die Beschrénktheit fiir kompakte Operatoren.

10



Sei (1) eine singuldre Weylfolge fiir A\g € R. Aus Lemma 1.5 folgt, A\g € o(A).
Angenommen )\g € 04(A), dann existiert ein € > 0, sodass fiir Ee := Ea(Ao — €, Ao + €) die

Dimension von Ran(F,) endlich ist. Fiir die Folge 1, := Ect), gilt
(A = 20) Pl = | Ee(A = Xo)¥on]l < [[(A = Xo)ebn] — 0.

Da 1, schwach gegen 0 konvergiert und E. kompakt ist, gilt [|¢,| — 0. Es gilt jedoch

ln = Gull? = / djig (V) — / djign (V) = / djig, (V)
R ()\076,)\04»6) R\(/\ofﬁ,)\0+€)

1

1
< 1 / (A = 20)2dpiy, () < = [1(A = Mo)oa %
€7 JR\(Ao—e€,Xo+e) €

Womit der Widerspruch ||¢),|| — 1 folgt.

Sei A\g € 0ess(A). Man betrachte die Operatorenfolge

1 1 1 1
E, =Fs([do— —, A0+ ——=)) UE4((A — A+ —]).
n A([Mo = 0+n+1)) A((O+n+17 0+nD
Es existiert eine unendliche Teilfolge (£y,) mit dim(Ran £,,;) > 0. Da die Intervalle alle disjunkt
sind, gibt es orthonormale ; € Ran E},,. Mit I, := [A\g — %, Ao + %H) U(Xo+ n%rl, Ao + %] folgt

1
(A = 20) 85112 = [[(A = Xo) En, 51> = / (A = X0)dpry; < —5 py 1) -
’rlj ~——

n

1

Wegen der Orthogonalitit der 1; gilt (1, ¢) — 0 fiir alle ¢ € H.
]

Lemma 3.4. Ein beschrinkter Operator K ist genau dann kompakt, wenn aus (¢r,) = 4 folgt,
dass (Ky,) LR K.

Beweis.

Sei K kompakt. Angenommen aus ¢, — v folgt nicht K1, M> K fiir ein ¢p € H. Dann
existiert ein € > 0 und eine Teilfolge mit ¢; := K1),,, sodass || K1 — ¢;|| > ¢, Vj € N. Nachdem
jede schwach konvergente Folge beschréinkt ist, existiert nach Definition eine Teilfolge (v, ),
fir die (¢;,) schwach gegen ein ¢ konvergiert. Da K stetig ist, gilt K1, s K1 und wegen der
Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt somit ¢ = K1 im Widerspruch zur Annahme.

Sei umgekehrt (1,,) eine beschrinkte Folge. {¢y }ren sei eine orthonormale Basis von . Dann
ist fiir £ = 1 die Folge (¢, ¢1) beschrinkt in C. Daher existiert eine beschréinkte Teilfolge (wnjl ),
fiir die (¢n,,, ¢1) konvergiert. Fiir k = 2 kann nun aus (1;,) wieder eine Teilfolge (¢;,) gewéhlt
werden, fiir die <17Z}nj2?¢2> konvergiert. Setzen wir dieses Verfahren rekursiv fort, erhalten wir
fiir jedes k € N eine konvergente Folge. Wegen der Cantorschen Diagonalisierung gibt es dann
eine Folge (1n,;) die fiir alle k € N konvergiert. Da v, beschrénkt ist, gilt fiir ¢ = ), arpp € H

(W D)7 = [Wngs D ardi) P < [, 121D andull* < €Y laxf* < +oo.
k k k

Wir kénnen also die Grenzwerte fiir j und & vertauschen, womit (1, ¢) fiir alle ¢ € H kon-
vergiert. Nach Voraussetzung konvergiert nun (K1,;) in der Norm, also ist K nach Definition
kompakt.

11



O

Lemma 3.5. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Das wesentliche Spektrum von A ist genau die
unter kompakten Storungen invariante Menge des Spektrums.

Tess(A) = N o(A+ K)

K=K* Kkompakt

Bewets.
Sei K ein selbstadjungierter kompakter Operator und (1),) eine singulire Weylfolge fiir A. Es
folgt

[(A+ K = N[l < [[(A = N)ihn|l + [[K¢pn]| = 0.

Also 0ess(A) C 0ess(A+ K). Ist (¢y,) eine singulidre Weylfolge fiir A + K, so gilt
[(A=Nn|l = (A= A+ K = K)iu|| < [[(A+ K = Npn|| + || K¢pp|| — 0.

Wir erhalten oess(A) = 0ess(A + K). Insbesondere sind die Weylfolgen fiir A und A + K
dieselben. Wie oben erwihnt, ldsst sich jeder Punkt aus dem diskreten Spektrum durch eine

(kompakte) Storung eE({\}) herausnehmen.
(]

Die Invarianz des wesentlichen Spektrums lésst sich sogar auf eine grofiere Gruppe von Opera-
toren ausweiten.

Satz 3.6. Es seien A,B € L(H) selbstadjungierte Operatoren. Ist fir ein z € p(A) N p(B)
Ry(z) — Rp(z) ein kompakter Operator, so gilt

Oess (A) = Oess (B)

Beweis.
Sei A € 0cs5(A) und (1)) die entsprechende singuliire Weylfolge. Wegen

(Ra =52 ) o = (P20 = -2 - - 2

A — A—z zZ—A
_ Ra(?)
- 2 —\ (A - A)wn
gilt
[(Ra(z) — L)wnll < Ra(2)[|z = AI7HI(A = A)oa]| = . (1)

A—z
Da laut Voraussetzung R(z) — Rp(z) kompakt ist, folgt

und damit auch

I(Rp(z) - (B = A) Rp(2)¢n || = 0.

=:Pn

)\—z) P
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Wegen (1) und (2) gilt

Tim (l¢n]| = lim [[Ra(2)vull = 70,

A= 2]

also lésst sich ¢, normieren und weiters

hrgo<¢m ¢> = 7}1_>I{.10<RA(z>wm ¢> = nh_ggo(%, RA(Z)*¢> — 0.

n—

Es existiert also eine singulire Weylfolge beziiglich B fiir A, daher A € g¢s5(B). Vertauscht man
die Rollen von A und B, folgt die behauptete Gleichheit.
O

Bemerkung 3.7.

Ein Operator K € L(H), fiir den K R4(z) fiir ein z (und wegen der ersten Resolventengleichung
fiir alle z € p(A)) kompakt ist, heifit relativ kompakt beziiglich A. Wegen der zweiten Re-
solventengleichung (—Ra+x(2)KRa(z) = Ra+k(2) — Ra(z)) ist daher auch Ratx(2) — Ra(2)
kompakt. Satz 3.6 gilt also insbesondere fiir Operatoren A und B = A + K, wenn K relativ
kompakt ist beziiglich A.

Wir wollen nun noch ein in der Physik oft auftretendes Beispiel fiir kompakte Operatoren be-
trachten.

Satz 3.8. Sei die Funktion k(z,y) € L?>(R x R) gegeben. Dann ist der Operator K definiert als
Kila) = [ kopv)y, o e P®

ein kompakter Operator auf L*(R). Operatoren mit einer Darstellung dieser Form werden als
Hilbert-Schmidt Operatoren bezeichnet.

Bewets.
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:

[ ko dw</</\kxy \dy) (/rw |dy>
//|k:cy|dydx/|w )Pdy < co.

Daher ist K ein beschriankter Operator.

[ 1rvia)Pds -
R

Sei {¢;} eine ONB von L?(R), dann ist {¢;(z)¢;(y)} eine ONB von L?*(R x R). Da die Funktion
k(z,y) in L?(R x R) liegt, kénnen wir diese in eine Fourierreihe entwickeln:

k(z,y) = Z<k($ay)7¢i(x)m>L2(RxR)¢i(x) i(y)

i,J
= " (Koj, 6012w di(x)d; (y)
~—

i?j

=iCij

= Z cij¢i(w)d;(y)
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Wegen der Parsevalschen Gleichung gilt

[ [ ke Pdady = 3 e < .
RJR i

Fiir n € N sei kn(2,y) := 327 cijdi(2)$;(y). Es gilt ||k < [[k]| < oo, daher folgt
n—o0

Kij(z) = /Rnﬁ_}Hgo kn(z,y)¥(y)dy = lim Rk‘n(iﬂay)ﬂ)(y)dy = lim > cijgi(x) {1, ;).
ij

Als Grenzwert von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild ist damit K ein kompakter Ope-
rator.

O
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Teil 11
Quantentheorie

4 Beugung eines Elektronenstrahls an einem Spalt

Wir haben nun das mathematische Grundgeriist aufgebaut, dass wir in der Quantenmechanik
benétigen. Jetzt wollen wir das Verhalten von Teilchen in der Quantenwelt anhand eines ele-
mentaren Experiments illustrieren, um dann die Axiome der Quantenmechanik aufzustellen.

Als Teilchenquelle dient ein Gliihfaden, der Elektronen in identischem Zustand emittiert. Durch
Variation der Glithfadentemperatur kann die Menge der emittierten Elektronen pro Zeiteinheit
verdindert werden. Der vom Glithfaden ausgehende Elektronenstrahl wird auf eine Barriere mit
kleinem Spalt gelenkt. Hinter diesem Spalt befindet sich ein ortsempfindlicher Elektronendetek-
tor, der den Aufprall der Elektronen in zusammengefassten Ortssektoren Az zihlt. Wir wollen
nun den Graphen betrachten, der jedem Ax die Anzahl der dort aufgetroffenen Elektronen zu-
weist,.

Als erster Versuch wird die Elektronenquelle fiir eine kurze Zeit mit hoher Intensitét einge-

schalten. Fiir eine hohe Anzahl an Elektronen erhalten wir ndherungsweise das in Abbildung 1
dargestellte Bild. Das Ergebnis erinnert an die Lichtbeugung am optischen Spalt. Dieses Phéno-

|
Elektronenquelle Spalt /

o P
P

‘ Deb

i

Abbildung 1: Versuch 1

men des Lichts ldsst sich durch dessen Welleneigenschaft erkldren. Genauso kénnen wir nun den
Elektronenstrahl als Elektronenwelle interpretieren. Diese Elektronenwelle, beschrieben durch
eine periodische Funktion ), ldsst sich iiber den klassischen Ansatz einer Wellengleichung be-
stimmen.? Die Losung 1/ dieser Gleichung wird als Wellenfunktion bezeichnet und bestimmt den
Zustand der Elektronenwelle vollstéindig. Es stellt sich die Frage, ob dieses Wellenphénomen nur
bei einer Vielzahl von gleichzeitig vorhandenen Elektronen (Elektronenstrahl) anzutreffen ist.

3Diesen Ansatz der Wellengleichung fiithrte zur Entdeckung der Schrédingergleichung.
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Im zweiten Versuch wird deshalb die Intensitét der Elektronen verringert und die Einschaltdauer
so verldngert, dass genauso viele Elektronen wie zuvor am Elektronendetektor aufprallen. Das
Ergebnis stimmt mit dem des ersten Versuches iiberein. Wir kénnen daraus schlieffen, dass die
Welleneigenschaft dem einzelnen Elektron zuzuschreiben ist. Man spricht vom Welle-Teilchen
Dualismus.

Fiir den dritten Versuch wird die Intensitét, sowie die Einschaltdauer des Glithfadens dras-
tisch verringert. Somit trifft nur eine sehr geringe Anzahl von Elektronen auf den Detektor.
Bei mehrfacher Durchfiihrung des Versuches erhélt man Ergebnisse wie in Abbildung 2, die
keinen Riickschluss auf ein Beugungsphdnomen ermdéglichen. Obwohl in der Versuchsanordnung
nur Elektronen in gleichem Zustand emittiert werden, erhalten wir verschiedene Messwerte fiir
einzelne Elektronen. Die Einzelmessungen sind also von zufélliger Natur. Dabei stellt man fest,
dass die Wellenfunktion des Elektronenstrahls Aufschluss iiber die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des Aufprallortes gibt.

In dieser Erkenntnis liegt der fundamentale Unterschied zur klassischen Physik. Denn in der
klassischen Physik gibt es keine zufélligen Messwerte. Dort sind Messwerte eines Systems ein-
deutig durch dessen Zustand festgelegt und umgekehrt ist der Zustand des Systems iiber die
Messwerte bestimmbar.

Versuch 3.1 Versuch 3.2 Versuch 3.3

Abbildung 2: Versuch 3

In der Quantenphysik wird eine messbare Grofle, wie Position, Impuls, Spin usw. als Obser-
vable bezeichnet. Anders als in der klassischen Physik, hat die Messung einer physikalischen
Grofle eines Zustandes in der Quantenphysik im Allgemeinen eine Auswirkung auf das System.
Ein Teilchen im Zustand 1 vor der Messung, befindet sich nach der Messung in einem beein-
flussten Zustand ¢. Wir wollen im weiteren Verlauf sowohl die Messwerte einer Observable, als
auch den Einfluss der Messung auf das System mathematisch beschreiben.

Alle Observablen sind physikalische Gréflen und die gemessenen Werte sind somit ausschliefflich

reell. Wie bei der Position eines Teilchens, sind die Messwerte einer Observable bei gleichem
Zustand zuféllig und wir kdnnen nur eine statistische Aussage treffen.
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5 Axiome der Quantentheorie

Fiir das mathematische Modell der Quantentheorie wurden folgende Axiome festgelegt, die wir
im Anschluss motivieren wollen.

Axiom 1: Der Zustandsraum eines Quantensystems wird durch einen separablen Hilbertraum
‘H dber C beschrieben. Die mdglichen Zustinde dieses Systems sind durch die Elemente von H
mit Norm 1 gegeben.

Axiom 2a: Jede Observable a wird durch einen Operator A € L(H) beschrieben, der keine
echte Erweiterung besitzt.

Axiom 2b: Observablen erfillen folgende FEigenschaft: Sei a eine Observable beschrie-
ben durch den Operator A und ist p, ein Polynom vom Grad n. Dann ist die Observable
pnla) == Y1 | a’a; beschrieben durch den Operator p(A) := > | Ala; mit Definitionsbereich
D(pn(4)) = { € D(A) | Atp € D(A™ 1)} (A° = I).

Axiom 3: Befindet sich ein System im Zustand ¢ € D(A), wird der Erwartungswert
der Messwerte der Observable a beschrieben durch den reellen Wert

Ey(A) := (A, ¥) = (¢, AY).

Axiom 4: Sei € D(A) der Zustand eines Quantensystems und ein Ja-Nein Ezxperiment des
Bereichs A € B(R) der Observable a gegeben. Dann befindet sich das Quantensystem nach dem
positiven bzw. negativen Resultat des Experiments im Zustand

Ea(A)y (I — Ea(A))y

——" baw

[EA(A)Y]] T = Ea(Q)yl

Nach Aziom 2 und Aziom 3 folgt die Selbstadjungiertheit von A (siehe Kapitel 6). E 4 ist daher
das nach Satz 2.3 eindeutig bestimmte Spektralmaf von A.

Axiom 5: Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch eine stark stetige Halbgruppe
unitdrer Operatoren beschrieben. Der infinitesimale Erzeuger dieser Gruppe beschreibt die Ener-
gie des Systems.

Motivation zu Axiom 1:

Durch die wahrscheinlichkeitstheoretischen Resultate von Experimenten mit Quantensystemen
ist eine gewisse algebraische Struktur der Zustdnde vorgegeben. Tatséichlich bendtigen wir einen
Vektorraum mit Skalarprodukt, wobei der Korper iiber dem Vektorraum nicht zwingend fest-
gelegt ist. Wir wahlen einen Hilbertraum iiber C zur Beschreibung eines Quantensystems. Die
Wahl von C als Korper hat sich hier vorallem durch die bereits vorhandene Theorie etabliert.
Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der notwendigen Struktur eines Quantensystems sei auf [B],
Kapitel 13 verwiesen.

In dem einleitenden Experiment haben wir motiviert, dass wir den Zustand eines Teilchens
durch eine komplexwertige Funktion

Y(z,t) mit (z,t) € R3 x R,

die als Wellenfunktion bezeichnet wird, beschreiben kénnen. Zuséatzlich wird fiir eine Wellen-
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funktion die Normierungsbedingung
w60l = [ e oPde=1, ¢k

gefordert, um die Funktion py(x) := |¢(z,t)|* als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu
konnen.

Da die moglichen Zustédnde eines Quantensystems in der Praxis meist endlich, oder hochstens
abzéhlbar unendlich, angenommen werden, ist eine abzéhlbare Basis des Hilbertraums fiir die
Beschreibung ausreichend.

Motivation zu Axiom 2 & Axiom 3:

Ist [(x,t)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messwerte der Position eines Teilchens im
Zustand v zum Zeitpunkt ¢ und bezeichnet ¢ die Observable der Position. So kénnen wir den
Erwartungswert der Messwerte der Position ¢ durch

Buo(@) = [ alve.0)Pds

berechnen. Dieser Erwartungswert lésst sich nun als Skalarprodukt (@1, ) mit dem Operator
(QY)(x) := x(x) auffassen.

Wir wollen nun die Wahl eines Operator A auf dem Hilbertraum zur Beschreibung einer Ob-
servable a motivieren. Dabei setzen wir nun voraus, dass die Wellenfunktion ¢ € H, durch die
der Zustand des Quantensystem beschrieben wird, bereits bekannt ist. Die Messung einer phy-
sikalischen Grofe ist in der Praxis nur bis zu einer bestimmten Genauigkeit moglich. Umgesetzt
wird eine Messung durch das Zusammenfassen von Messbereichen. Dabei wird die Messung auf
die Frage ,,Befindet sich der gemessene Wert im Bereich A7“ reduziert. Es gibt dabei nur zwei
Ausgangsmoglichkeiten: Ja, es wurde ein Messwert in dem Bereich A registriert, oder Nein,
der Wert befindet sich nicht im Bereich A. Man spricht daher von ,,Ja-Nein Experimen-
ten*. Wiederholt man ein Ja-Nein Experiment fiir einen Zustand 1 in hoher Anzahl, erhalten
wir eine Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Messwert beziiglich dieses Zustandes v innerhalb
des Bereichs A liegt. Wir teilen den gesamten moglichen Messbereich (also im Allgemeinen R)
in Teilbereiche A, auf denen wir jeweils das Ja-Nein Experiment durchfithren. Dadurch erhal-
ten wir insgesamt fiir einen Zustand ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf 0 fiir die Messbereiche
einer Observable a. Fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmafl existiert ein Spektralmafl E,, sodass
1y (A) = (Ea(A)p, ), A € B(R) erfiillt ist. Uber das Funktionalkalkiil erhalten wir nun durch
A := &g, (id) einen eindeutigen Operator. Mit Hilfe dieses Operators kénnen wir durch

Bo(d) 1= (4,9) = [ M
den Erwartungswert der Messwerte einer Observable a fiir einen Zustand v beschreiben.

Bei vielen Observablen ist der beschreibende Operator aber direkt bestimmbar (siche Kapitel
7). Sei a eine Observable beschrieben durch den Operator A. Wir wollen nun die Observa-
ble zum Ja-Nein Experiment , Befindet sich der gemessene Wert zum Zustand 1 im Bereich
A € B(R)?“ beschreiben. Fiir den Fall, dass der gemessene Wert innerhalb des Bereichs liegt,
weisen wir den Wert 1 zu und fiir den gegenteiligen Fall, den Wert 0. Also entspricht unsere

“Die Existenz solcher Projektionen wurde von A. M. Gleason (siche [G]) bewiesen.
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neue Observable formal dem Ausdruck xa(a). Der Erwartungswert der Messwerte von xa(a)
beziiglich eines Zustandes 1/ entspricht genau der Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert der
Observable a beziiglich ¥ im Bereich A liegt. Mit Hilfe des Funktionalkalkiils ldsst sich diese
Wahrscheinlichkeit eindeutig iiber

(xa(A)Y,¥) = (Ea(A)Y, ) = py(A)

beschreiben. Die Observable xa(a) wird also durch den Operator xa(a) = E4(A) beschrieben.
Damit lésst sich Axiom 4 dquivalent auch iiber die Beschreibung der Ja-Nein Experimente for-
mulieren.

Physikalisch gesehen sollte E(A) fiir alle moglichen Zusténde des Quantensystems Sinn erge-
ben. Dies ist jedoch mathematisch nicht méglich, wie man bereits am Beispiel der Position eines
Teilchens auf dem Hilbertraum L?(R) einsehen kann. Wie oben motiviert, wird der Operator
der Positionsmessung durch v + x1) definiert®. Es gibt aber ¢ € L?(R) fiir die 2% nicht qua-
dratisch integrierbar sind. Da das Skalarprodukt eine Funktion von H x H — C ist, ist fiir so
ein ¢ das Skalarprodukt (z1), ) nicht definiert.

Das generelle Problem liegt darin, dass nicht alle Observablen durch beschrénkte lineare Ope-
ratoren beschrieben werden kénnen. Unbeschrénkte lineare Operatoren lassen sich jedoch nicht
in sinnvoller Weise, also nicht einmal als abgeschlossene Operatoren, auf dem gesamten Hilber-
traum definieren. Um die Zusténde von H ausreichend genau beschreiben zu kénnen, fordern
wir, dass der Definitionsbereich von A, D(A) C H dicht in H liegt. Wir wollen eine Observable
aber auch mit bestmoglicher Genauigkeit beschreiben. Deshalb fordern wir, dass keine echte
Erweiterung A von A exisiert um eine Observable zu beschreiben. Wir werden in folgendem
Kapitel sehen, dass wegen den geforderten Eigenschaft an den Operator A aus Axiom 3, der
Definitionsbereich im Allgemeinen nicht den gesamten Hilbertraum darstellt. Die geforderte
Eigenschaft an die Definition einer Observablen aus Axiom 2b benétigen wir, um die Selbstad-
jungiertheit der beschreibenden Operatoren folgern zu kénnen (siehe Kapitel 6) und ist in der
Praxis fiir alle Observablen erfiillt.

Motivation zu Axiom 4:

Wie bereits erwahnt, ist in der Quantenmechanik eine Messung eine Beeinflussung des Systems.
Um dies festzustellen, fithren wir ein Ja-Nein Experiment zweimal unmittelbar hintereinander
durch. Man beobachtet, dass der Ausgang des ersten Experiments mit dem des zweiten iiberein-
stimmt. Nach dem ersten Experiment befindet sich das System also offenbar in einem verénder-
ten Zustand 1;, fiir den der Ausgang des Experiments festgelegt ist. Mathematisch kénnen wir
diese Beobachtung fiir ein Ja-Nein Experiment im Bereich A € B(R) beziiglich einer Observa-
ble a nun, mit Hilfe des Operators E4(A), der uns iiber den Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren zur Verfiigung steht, beschreiben. Ist der Ausgang des ersten Experiments positiv,
soll (EA(A), 1) =1 gelten. Da E4(A) ein Projektor ist, kénnen wir

b= Ea(A)y
[EA(A)Y]]

wéhlen und erhalten das geforderte Ergebnis. Da ||E4(A)y|| # 0 genau dann, wenn das Experi-

ment positiv ausgeht, macht der Nenner in obigem Ausdruck keine Probleme. Ist der Ausgang

des ersten Ja-Nein Experiments beziiglich A negativ, bzw. das Ja-Nein Experiment beziiglich

°Eine genauere Betrachtung dieser Observable wird in spiterem Kapitel durchgefiihrt.
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R\ A positiv, so kénnen wir den verénderten Zustand durch

So Ea®\AW (- Ea)w
[EA®\ )0 ~ (7 - Ea(A)dl

beschreiben.

Motivation zu Axiom 5:

Nun kommen wir zur zeitlichen Entwicklung eines Quantensystems. Ist das System zum Zeit-
punkt 0 in einem gewissen Zustand 1(0) gegeben, soll es eine eindeutig bestimmte zeitliche
Entwicklung () fiir t € R des Systems geben. Wir schreiben

U)p(0) =4(t), teR.

Aus Experimenten ist bekannt, dass sich dieser Operator linear verhélt. Da ||¢(¢)|| = 1 fur alle
t € R gilt, folgt ||U(t)¥|| = ||¥]|, t € R. Die Operatoren U (t) miissen also unitér sein.

Da die zeitliche Entwicklung des Systems, ausgehend von einem Anfangszustand, eindeutig sein
soll, miissen auch folgende zwei Bedingungen erfiillt sein:

U0)=Z und U(t+s)=U)U(s).

Also ist {U(t)} eine wie in [BL] definierte Halbgruppe. Zusétzlich kénnen wir fiir diese Halb-
gruppe unitérer Operatoren die starke Stetigkeit

lim ()~ =0, v eH,
—0
fordern, da dies mit den realen Verhaltensweisen zeitlicher Entwicklungen vereinbar ist.
Jede solche Halbgruppe hat einen infinitesimalen Erzeuger H, definiert durch
1
D(H) = {¢ € H| }in% ;(U(t)w — 1)) existiert}
. —

Hy = lim - (U (6 — v).

Dieser Operator wird, motiviert durch die klassische Mechanik, Hamilton-Operator genannt
und beschreibt die Energie des Systems.

Wenn ¢(0) € D(H) erfiillt ist, ist 1(t) eine Losung der Schrédingergleichung

d
Zaw(t) = Hi(t).

6 Folgerungen aus den Axiomen

Aus den oben formulierten Axiomen lésst sich bereits folgern, dass die Observablen durch selbst-
adjungierte Operatoren beschrieben werden miissen.

Der Ausdruck (A, 1) wird auch als quadratische Form g4 (v) := (A, v), ¢ € D(A) be-
zeichnet.

Lemma 6.1. Ein dicht definierter linearer Operator ist genau dann symmetrisch, wenn dessen
quadratische Form nur reelle Werte annimmd.
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Beweis.
Ist A ein symmetrischer Operator, dann gilt

qa(¥) = (AY, ) = (¢, AY) = (A, ) = qa(¥)).

Also muss g4 reellwertig sein.
Ist umgekehrt g4 reellwertig, zeigt die Gleichheit

qa(¥ +i¢) = (A(Y 4 i9), ¥ + id) = qa(¥) + qa(¢) +i({(Ag, ¥) — (AY, ¢)),

dass Re(A¢p, 1)) = Re(Ay, ¢) = Re(p, Ap) gelten muss. Ersetzt man in der letzten Gleichheit
¢ durch i¢, so erhilt man Im(A¢, ) = Im(¢p, Ay), wodurch die Symmetrieeigenschaft von A
folgt.

O

Aus der Definition von D(A*) folgt
AC B= B*C A*.

Fiir einen selbstadjungierten Operator A mit symmetrischer Erweiterung B gilt also A C B C
B* C A* = A, woraus A = B folgt und uns folgende Proposition liefert.

Proposition 6.2. Selbstadjungierte Operatoren sind mazximal definiert. Das heifit, jede sym-
metrische Erweiterung eines selbstadjungierten Operators A stimmt bereits mit A iberein.

Definition 6.3. Ein Operator A € L(H) wird als nichtnegativ (positiv) bezeichnet, wenn
ga(¥) >0 (> 0) fiir alle ¢ € D(A) erfiillt ist.

Wenn A ein positiver (und damit symmetrischer) Operator ist, ist die Abbildung (i, ¢) —
(A, ¢) fiir ¢, ¢ € D(A) ein Skalarprodukt. Es kann mit diesem Skalarprodukt aber Cauchy-
Folgen geben, die beziiglich dem urspriinglichen Skalarprodukt keine Cauchy-Folgen sind. Eine
Vervollstandigung von D(A) kann dann nicht mit einem Teilraum von # identifiziert werden.
Fiir nichtnegativen Operator A fithren wir deshalb das Skalarprodukt

<¢, ¢>A = <(A + 1)¢7 (b) (UNONS D(A)

ein. Die dadurch induzierte Norm erfiillt 4] < ||| 4.

Lemma 6.4. Mit der Notation von oben gilt: Die Vervollstindigung von D(A) beziglich (-, ) a,
die wir als Ha bezeichnen, kann als linearer Teilraum von H identifiziert werden. D(A) C

HA‘—>'H

Beweis.
Sei (¢,) € D(A) eine Cauchy-Folge beziiglich || - || 4, dann ist sie auch eine Cauchy-Folge in H
beziiglich | - ||. Wir kénnen also den Grenzwert der Cauchy-Folge aus H mit dem der Cauchy-

Folge aus H 4 identifizieren.
Diese Identifikation ist eindeutig, wenn fiir jede Cauchy-Folge (¢,,) € D(A) aus H 4 mit ||¢y|| — O

in H, auch ||¢p|la — 0 in H 4 gilt. Sei also € > 0 gegeben. Die Folge (¢y,) ist beschrénkt in H 4,
daher gilt ||¢,|la < supgen ||okl|a < +oo. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
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Ial = {bn:dn)a = (bn — Sm, dn)a + (b, dn)a
H(;Sn - ¢mHA||¢n||A + ||(A + 1)¢m”H¢n”

Weil (¢,,) eine Cauchy-Folge in Hy4 ist, existiert ein N1 € N, sodass gilt ||¢n — dmlla <

. . . . B .. ) .
m fir n,m > Nj. Setzen wir mit m = Nj in die obere Ungleichung ein, erhalten
wir

€
I9nll% < 5 + 1A+ Dém [llgall 7> Ny

Da (¢,,) eine Nullfolge beziiglich || - H ist, existiert ein No > Ny, sodass gilt ||¢,| <

2] A+1)¢N1”
fiir alle n > No. Wir erhalten
l6nl% < 5 + (A + Doy s =
2 2[[(A+1)on |l
fiir alle n > Ny. Damit ist ||¢,||4 — O erfiillt.
O

Der Operator (A + 1) ist injektiv. Es stellt sich die Frage, ob durch Erweiterung auch Bijekti-
vitét erreicht werden kann.

Lemma 6.5. Sei A € L(H) ein nichtnegativer Operator. Dann existiert eine nichtnegative
Erweiterung A mit Ran(A+ 1) =H

Beweis. .
Wir definieren den Operator A durch

D( )—{¢€HA|E|¢€H <¢a¢>A:<1Za¢>a ¢€HA}
Arp = 1p —ap.

Da die Gleichheit in der Definitionsmenge fiir ein ¥ auf dem dichten Teilraum H.4 erfiillt sein
muss, ist ¢ wohldefiniert. Fiir ¢ € D(A) gilt

(A, ) = (=9, 9) = (0, 0) = 101> = (&, 0)a = 1¢11> = 915 — 0]

Da |4 < ||¢]|4 gilt, ist A ein nichtnegativer Operator.

Sei i) € H, dann ist die Abbildung ¢ — <1/~1 @) ein stetiges lineares Funktional auf H 4. Nach dem
Rieszschen Darstellungssatz existiert daher ein ¢ € Hy4, sodass <w @) = (Y, p)a fiir ¢ € Ha
erfiillt ist. Da nach Definition (A + 1)y = ¢ gilt, ist damit Ran(A + 1) = H erfiillt.

O

Bemerkung 6.6.
Wie sich leicht iiberpriifen lésst, gilt fiir einen linearen Operator A

Ran(A)* = Ker(A4*).
Satz 6.7. Observablen werden durch selbstadjungierte Operatoren beschrieben.
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Beweis.

Ist A ein Operator einer Observable, so ist A% ein nichtnegativer Operator und nach Lemma
6.5 existiert eine nichtnegative Erweiterung A, die Ran(A + 1) = H erfiillt. Nach Axiom 2b
beschreibt A% die Observable a? und nach Axiom 2a ist damit A% maximal definiert. Daher
stimmt A2 bereits mit A iiberein und es gilt Ran(A2 +1) = H. Es existiert also fiir jedes ¢ € H
ein ¢ € D(A? + 1) = D(A?), sodass

(A1) =(A—i)(A+i)p = (A+i)(A—i)p=¢

erfiillt ist. Aus 1 € D(A?) folgt Ay € D(A) und daher gilt (A 4+ i)y € D(A). Es existiert also
fiir jedes ¢ € H ein Element ¢ € D(A), mit (A +i)p = ¢, also Ran(A +1i) = H.
Ist A* eine echte Erweiterung von A, gilt Ker(A* +4) # 0 und damit Ran(A4 F i)t # 0 im
Widerspruch zu Ran(A £1i) = H.

O

Mit der Erkenntnis, dass Observablen durch selbstadjungierte Operatoren beschrieben werden,
konnen wir nun einige mathematischen Ergebnisse aus den ersten Kapiteln physikalisch inter-
pretieren.

Ist a eine Observable, die durch den Operator A beschrieben wird. Aus der Motivation zu Axiom
3 wissen wir, dass wir fiir einen Bereich A € B(R) die Observable xa(a) durch den Operator
E4(A) beschreiben kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Messwert der Observable a
vom Zustand v im Bereich A liegt, ist gegeben durch (E4(A)y,v). Fir A = o(A) gilt nach
Satz 2.6, dass (E4(c(A))y,1) =1 fiir alle p € H gilt. Also sind die moglichen Messwerte einer
Observable im Spektrum des beschreibenden Operators enthalten. Wegen Lemma 2.5 existiert
fiir jedes A € 0(A), € > 0 ein Zustand v, fiir den die Wahrscheinlichkeit (E(A—e, A+€), 1) > 0
ist. Also konnen tatséichlich alle Werte des Spektrums von A gemessen werden.

Die moglichen Messwerte einer Observable sind genau durch das Spektrum des
entsprechenden Operators gegeben.

7 Der Orts- und Impulsoperator

Wir wollen uns nun die Konstruktion von Operatoren, die Observablen beschreiben, genauer
ansehen. Dazu betrachten wir die zwei wichtigsten Beispiele: den Orts- und Impulsoperator in
einer Dimension. Diese lassen sich auch ohne grofien Aufwand iiber das Tensorprodukt auf R?
erweitern. Auflerdem werden wir sehen, dass die beiden Operatoren unitér dquivalent und somit
eng miteinander verbunden sind.

Der Ortsoperator auf L?(R)

Satz 7.1. Sei QQ definiert als:

D@ = {v e P®)| [ a?lu(a)do < +oc)
(QY)(x) == z¢(x).
Dann ist Q € L(L*(R)) unbeschrinkt und selbstadjungiert. Es gilt 0(Q) = 0ess(Q) = R.

Beweis.
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Da z.B. C§°(R) C D(Q) gilt und dieser Raum dicht in L?(R) liegt, ist der Definitionsbereich

von @ dicht. Man betrachte die Funktionenfolge (¢,,) mit ¢, (x) = 2(12 ')x”e_%: Firn e N
n:

gilt |||l = 1 aber ||Qén||> = (2n + 1)(2n + 2). Daher ist Q unbeschrinkt.

Fiir ¢, ¢ € D(Q) gilt
Q.6 = /R (2)(@)da = /R (@) ad(@)ds = (1, Q).

also ist @ ein symmetrischer Operator. Fiir die Selbstadjungiertheit bleibt noch D(Q*) C D(Q)
zu zeigen: Ist ¢ € D(Q*), so existiert ein n € L?(R) mit (Q1, ¢) = (v, n) fiir alle 1 € D(Q) oder
dquivalent

/R () @d(@) — n@))dz =0 ¥ € D(Q).

Wegen C5° C D(Q) wissen wir aus [J], Lemma 1.7, dass z¢(z) = n(x) fir fast alle € R erfiillt
ist. Wegen n € L?(R) gilt also z¢(z) € L?(R) und damit ¢ € D(Q*).

Sei A € R und € > 0. Fiir die Funktion ), := Q%X(/\,EM\JFG) gilt . € D(Q) und ||| = 1. Wegen

1 1 1 €

—N)? = — M =x0e 2de = — —Aldr < —2eé® = -

1@ =26l = [l =M lgxoocrolfde =g [ e < et = 2

ist (101 ) eine Weylfolge und nach Lemma 1.5 gilt damit A € o(Q). Da @ selbstadjungiert ist, folgt

o(Q) Z R. Auf dieser Menge existieren klarerweise keine isolierten Punkte, also 0(Q) = 0,ss(Q).

O

Um spéter die Wahrscheinlichkeiten der Ortsmessungen explizit zu berechnen, wollen wir nun
das Spektralmafl von ) genauer untersuchen.

Lemma 7.2. Sei die Abbildung E : B(R) — L(L?(R)) definiert durch
E(A)Y := xat, VA € B(R), V¢ € L*(R)

und Eq das Spektralmaf beziiglich Q). Dann ist E ein Spektralmaf und es gilt (E(A)y,¢) =
(EQ(A)y, ¢), VA € B(R), V¢, ¢ € L*(R).

Bewets.

E ist ein Spektralmaf: Wegen || E(A)y|| = |[xa®|| < ||¢| ist E(A) beschrankt. Wegen (xa1), ¢)
(XAY, ®) = (¥, xad) ist E(A) selbstadjungiert und damit eine orthogonale Projektion. F(R) =
I und E(0) = 0 ist erfullt. Fiir Ay, Ay € B(R) gilt E(A1)E(A2)Y = XA, XA, = XAnA Y =
E(A1 N Ag)y. Fir Ap,n € N paarweise disjunkt gilt > E(Ap)Y = Y, XA, ¥ = Xunan¥ =
E(U,Ap).

Wir zeigen &g = ®p,. Wegen der Eigenschaft ®g(xa) = E(A) folgt damit die Behauptung.
Es gilt

Voo(B) = (E(A)S, 6) = (xath, &) = /A BBV

Also ist [1|? die Dichte von v, beziiglich dem o-endlichen positiven Maf auf L?(R). Wegen
dem Spektralsatz und der Definition der Integration beziiglich eines positiven Mafles mit Dichte
beziiglich dem Maf auf L?(R) (siehe [K2], Definition 16.2.8) gilt deshalb:

@) = /R Neduy, = /R N[ (N PdA.
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Uber die Definition der L?-Norm gilt:

1@, (id)]? = |Qu? = / N[ () 2.
R

Also stimmen die Definitionsbereiche von ®g und ® Eo iiberein. Mit der Polarformel erhalten
wir

(p(id)h, ) = (B, (1), @) Vb € D(@p(id)), ¢ € L2(R)
und, da die Spektralzerlegung eindeutig ist, ®p = P g, .

Der Impulsoperator —i-L auf L*(R)

Unser Ziel ist es, einen selbstadjungierten Operator auf L? fiir die formelle Ableitung —i% zZu
konstruieren. Dieser ist im Allgmeinen unbeschréankt und die Schwierigkeit des Unterfangens
liegt in der Wahl des geeigneten Definitionsbereichs fiir den Operator.

Lemma 7.3. Sei J = (a,b) C R ein offenes Intervall mit —oo < a < b < 400. Der Ope-
rator Py : Py = an) mit D(P,.) = AC(J) := {4 € L?(J) | v ist absolut stetig, vy’ € L?(.J)},
a € C ist genau dann symmetrisch, wenn Rea =0 und J =R gilt.

Beweis.
Der Operator ist linear und, da z.B. C§°(J) in AC(J) enthalten ist und dicht in L?(J) liegt,
gilt P,. € L(L?(J)). Durch partielle Integration folgt fiir 1, ¢ € AC(J)

<Pacw7 ¢> = <O[Q/)/, ¢> = a([% Qb]] - W: ¢,>) = a[wz ¢]J + <,¢’ _a¢/>

mit [, @]y = lim,_yp— @¢(x)Y(z) — limg_yqr ¢(x)1p(z). Der erste Term der rechten Seite ver-
schwindet genau dann fiir alle ¢, ¢ € AC(J) , wenn J = R erfiillt ist. Im zweiten Term gilt
genau dann —a¢’ = P,.¢, wenn Re a = 0 erfiillt ist.

O

Durch die physikalische Anwendung motiviert wird o = —i gesetzt. Nun wollen wir den Operator
P,. so einschrianken, dass wir auch fiir andere Intervalle einen symmetrischen Operator erhalten.

Lemma 7.4. Sei J ein offenes Intervall und D, := {¢ € AC(J) | supp ¢ ist kompakt} und P,
definiert als P, := Py.|p.. Dann gilt P. ist symmetrisch und P = Pye.

Beweis.
Da wieder C§° C D, gilt, ist P, ein dicht definierter Operator. Fiir alle ¢ € D., ¢ € AC(J) gilt
[, #]; = 0 und daher (P, ¢) = (¢, Pacdh), also (P. C)P,. C Pr.

Fiir die umgekehrte Inklusion ist zu priifen: Existiert ein n € L(J) mit (P, ¢) = (3, n) fiir alle

Y € D, ¢ € L(J), so gilt bereits ¢ € AC(J). Wir wihlen ein beliebiges kompaktes Intervall
K = [a, 5] € J und definieren

. O:fntdt—i—c re K
Ny () = Jar n®)
0 xeJ\K,
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wobei die Wahl von c erst spéter festgelegt wird. Nach dem verallgemeinerten Hauptsatz der
Integralrechnung ist 7} absolut stetig und es gilt (n}) = xx7n im L%-Sinn. Sei ¢x € D, mit
supp ¥x € K. Durch partielle Integration folgt

(Pbic, ) = (YK,m)
(=i, ) = (WK, xxn) = [Vr. 0] — Wk, nk)
0

und daher 0 = (¢, i1¢ + n}).
Sei nun
" Ty (t) +ig(t)dt xe K
(@) 1= { Jo i
0 zeJ\K.

Wihlt man jetzt ¢ so, dass 13’ (8) = 0 erfiillt ist, gilt n}* € D.. Wir kénnen nun ¢ = 0}
wéahlen und erhalten

0= ((nj +id)xK,i¢ + i) = || +id)xx ||*-

Das bedeutet 0}, = —i¢x k. Also ist ¢ absolut stetig auf K mit in(z) = ¢'(x) fiir fast alle z € K.
Da K C J beliebig war, gilt ¢ € AC(J), was zu zeigen war.
O

Wegen PF = P, ist P, ein abgeschlossener Operator. Nun definieren wir den Operator
P:=P..
Wegen Bemerkung 1.4 Punkt 6 gilt P* = P} = P,. sowie P = P** = P’* = P} ..

Ein ¢ € AC(J) kénnen wir einen stetigen Reprisentant der Aquivalenzklasse wegen der Inte-
grierbarkeit auf .J stetig fortsetzen und erhalten ¢ € AC(J). Da ¢ aufierhalb einer L?-Nullmenge

nicht definiert sein muss, gilt AC(J) = AC(J). Wir schreiben fiir einen Intervallrand a € R
auch ¥ (a) fiir limg_,q+ ¥(x).

Lemma 7.5. Fir die drei Fdille

1. J=(a,b): D:={y € AC(a,b) | ¢Y(a) =1(b) =0}
2. J=(0,00): D:={¢p € AC(0,00) | 1(0) =0}
3. J=R: D := AC(R)

sei der Operator Pp jeweils definiert als Pp := Py. |p. Es gilt in allen drei Fillen Pp = P.

Beweis.

Wenn wir zeigen, dass Pp ein abgeschlossener symmetrischer Operator mit P}, = P, ist, sind
wir wegen Pp = Pj = P;. = P fertig. Pp ist symmetrisch, wenn [, ¢]; fiir alle ¢ € D, ¢ €
L*(R) verschwindet. Im ersten Fall ist dies klarerweise erfiillt, in den anderen beiden folgt es
unmittelbar wegen ¢ € L?(J). Wegen Pp C P, folgt (Py. C)P}, C P}, und wegen P, C Pp
folgt wiederum P, C P} = Pye.

Also ist noch zu zeigen, dass Pp abgeschlossen ist. Fiir den dritten Fall gilt Pp = P,., also ist
Pp selbstadjungiert und damit abgeschlossen. Fiir die anderen zwei Félle zeigen wir D(P5*) C
D(Pp)(= D). Fir ¢ € D(Pyy) gilt die Adjungiertengleichung

¢ € D(Pp):  (Ppy,¢) = (¥, Pp'e), V¢ € D(Pp) = AC(J).
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Aus Pp C P, folgt P;. = Pp C P}, und da FP,. abgeschlossen ist, weiters Py = P,. 2 P)".
Daher kénnen wir in die Adjungiertengleichung auch P, einsetzen:

¢ €D(Pp):  (Pacth,9) = (¥, Pact), Vb € AC(J)

Damit muss [, ¢]; = 0 fiir alle ¢p € AC(J) erfiillt sein. Fiir J = (a,b) kann ¢ € AC(J)
als Grenzwert an den Réndern jeden Wert annehmen, also muss ¢(a) = ¢(b) = 0 erfiillt sein.
Genauso muss ¢(0) = 0 im Fall J = (0,00) gelten. In beiden Fillen folgt ¢ € D und damit
D(Py) C D.

O

Zusammenfassend haben wir nun gezeigt:

Satz 7.6. Fiir jedes offene Intervall J € R existiert genau ein abgeschlossener symmetrischer
Operator P auf L*(J), der den formalen Ausdruck —i% beschreibt und P* = P, erfillt. Dabei
ist P genau dann selbstadjungiert, wenn J =R gilt.

Die Bedingung P* = P,. bedeutet, der Definitionsbereich der Adjungierten von P wird maximal
gewihlt.

Bemerkung 7.7.

Der Operator P ist unbeschriankt, denn wir finden immer eine Folge normierter Funktionen
in D, fiir die die L2-Norm der Ableitung gegen unendlich strebt. Als Beispiel betrachten wir
J = (0,1): Fiir n € N sei ¢, (2) := v/2sin(27nz). Es gilt ||, = 1 aber |Py,| = 27n — oo.

Es stellt sich nun die Frage, ob sich der Operator P in den beiden Féllen J = (a,b) und
J = (0,00) zu einem selbstadjungierten Operator erweitern ldsst. Im zweiten Fall miisste fiir
eine Erweiterung eine Funktion ¢ im Definitionsbereich liegen mit 1 (0) # 0. Dann folgt aber
[, 9] # 0, weshalb die Symmetrie verloren geht.

Korollar 7.8. Sei J = (a,b) ein endliches Intervall und 6 € C mit |#| = 1. Dann ist fir
Dy :={y € AC(a,b) | ¥(a) = 0 (b)} der Operator Py := P, |p, eine selbstadjungierte Erwei-
terung von P.

Beweis.
Fiir ¢, ¢ € Dy gilt

[, ¢ls = ¥(0)o(b) — v(a)d(a) = Y(b)o(b) — 0 ¥(b)$(b) =0,
1
also ist Py selbstadjungiert. Da fiir ¢» € D ja ¢ (a) = 1»(b) = 0 gilt, ist ¢ (a) = () trivialerweise
erfiillt, deswegen D C Dy.
U

Unitire Aquivalenz von Q und P

Aus der Theorie der Fouriertransformation kennen wir bereits die Bezichung (fzx\f)(y) = f'(y),
fiir xf € L', sowie die entsprechende inverse Aussage. Wie sich herausstellt, lisst sich diese Be-
ziehung auch fiir die Operatoren auf ganz L? erweitern.

Aus der Definition eines unitdren Operators folgt unmittelbar die Bijektivitat und Beschrinkt-
heit. Wegen der Polarformel gilt (U, Up) = (1, ¢) und deshalb weiters (1), U~ 1¢) =
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= (U, UU L) = (U4, ¢) fiir ¢, € H, womit U* = U~ folgt.

Definition 7.9. Zwei Operatoren A, B € £(H) heilen unitir dquivalent, wenn ein unitérer
Operator U € B(H) existiert, sodass A = UBU ! gilt.

Proposition 7.10. Seien A, B € L(H) unitir dquivalent mit A= UBU~'. Dann gilt
1. A*=UBU!

2. Wenn B selbstadjungiert (symmetrisch) ist, folgt auch, dass A selbstadjungiert (symme-
trisch) ist.

3. 0(A) =0o(B)
Beweis.

1. Fiir C € B(H),D € L(H) folgt (CD)* = D*C*: Wegen C € B(H) gilt D(CD) = D(D).
Da C* auf ganz H definiert ist folgt:

(CDy,¢) = (Dy,C*¢) Vi € D(D)

Also erhalten wir ¢ € D((C'D)*) genau dann, wenn C*¢ € D(D*) erfiillt ist. C*¢ € D(D*)
bedeutet aber genau ¢ € D(D*C*).

Mit C = U und D = BU ! erhalten wir also A* = (UBU1)* = (BU Y)*U* = (BU*)*U*.
(BU*)* = UB* ist noch zu zeigen: Fiir ¢ € D(UB*) = D(B*) gilt

(BU*Y, ¢) = (U™, B*¢) = (¢,UB*¢) Y € D(BUY),
daher (BU*)* C UB*. Fiir ¢ € D((BU*)*) gilt wegen der Isometrie von U*:
(BU, ¢) = (b, (BU")"¢) = (U™, U"(BU")"¢) Vi € D(BU).

Damit gilt B* C U*(BU*)* und weil U bijektiv auf H ist UB* C (BU*)* ist. Wir erhalten
(BU*)* = UB* und damit insgesamt A = UB*U .

2. Aus B C B* folgt die Inklusion UBU~! C UB*U~!. Wir erhalten A = UBU~! C
UB*U~' = A*. Fiir B selbstadjungiert ersetzt man die Inklusionen durch Gleichheiten.

3. Mit A und B unitér dquivalent, sind fiir A € C auch (A—\) und (B — \) unitér dquivalent.
Fiir A € p(B) gilt Ran(A — X\) = U Ran(B — \) = H, sowie Ker(A —\) = UKer(B — \) =
{0}. Damit gilt A\ € o0(A). Vertauscht man die Rollen von A und B, erhélt man insgesamt
p(A) = p(B) und damit o(A) = o(B).

(]

Es sei nun an den stetig fortgesetzten Operator der Fouriertransformation * aus [K2|, Korollar
14.1.15 erinnert, welcher auch Fourier-Plancherel Operator heifit.

Satz 7.11. Es gibt einen eindeutigen, linearen, bijektiven und isometrischen Operator F auf
L*(R), sodass Fip =1, wenn ¢ € L*(R) N L3(R).
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Satz 7.12. Die oben definierten Operatoren P und Q) sind unitir dquivalent. Es gilt P =
F~YQF, wobei F der Fourier-Plancherel-Operator ist.

Beweis.

Sei T := FQF~!. Wir zeigen T'C P. Da T und P nach Proposition 7.10 bzw. Satz 7.6 selbst-
adjungiert sind, gilt damit schon 7' = P. Der Operator T ist definiert fiir alle v = F~1¢,
fir die ¢ € D(Q) = {v € L*(R) | [p2?|¢(2)|*dz < 4oo} erfiillt ist. Wir zeigen, dass aus
¢ € D(Q) auch ¢ € L'(R) folgt: Fiir jedes endliche Intervall (a,b) folgt aus ¢|«, ) € L*((a,b))
auch ¢|(,p) € L'((a,b)). Damit reicht es aus, die Integrierbarkeit von ¢ auf M. := R\ (—¢,€) zu
zeigen. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

2 2
([, 10@nae) = ([ o tsto@ias) < [ jaiae [ jaiotPis < Laol? <+

Daher ist ¢ € LY(R) N L2(R) und wir kénnen fir F~1¢ die Fourier-Transformation ¢(-—)
schreiben. Wir kénnen ¢ € D(T) umschreiben als

eixy -1

oty = a2 | [ yotydn—i [ oty . @)
Qe

() = —i(2m)" 12 /

R

Wir wollen nun zeigen, dass wir diese Gleichung ableiten kénnen und dann gilt —iy)’ = F~1Q¢ =
F~'QF4. Dazu sei e, := sgn(z)x(o,4)- Fiir 2 € R ist diese Funktion in L*(R) N L*(R) und wir
kénnen die Fourier-Transformierte von e, bestimmen: €,(y) = (2r)~1/2(e"®¥ — 1)(iy)~'. BEs gilt

(062} = (0, Fes) = (P10} = seno) [ (P 0) )iy
Fiir beliebiges endliches Intervall (a,b) ist die Funktion o — H(z) := [(F~'¢)(y)dy wegen

x
F~% |(qn€ L'((a,b)) absolut stetig und es gilt H'(z) = (F~'4)(x). Wegen H(z) = (1), Fey)+c
mit festes ¢ € C ist auch = — (1, Fe,) absolut stetig. Es folgt

H'(a) = (F7'6)(0) = - (. Fea) = -0 = 2= [ Gty

Setzen wir €, ein, erhalten wir die Gleichheit

(F 1)) = (2m) 120 / (e — 1)(iy) " (y)dy. (4)
R

dzx

Wir kehren nun zuriick zu unserer Gleichung (3). Weil wir gerade gezeigt haben, dass z — (¢, €;)
absolut stetig ist, konnen wir die Gleichung ableiten:

CrN 19 d ey —1
—it'(@) = ()2 [ Qe .

Nun kénnen wir in Gleichung (4), mit ¢ = Q¢, einsetzen und erhalten

—it)' = (F7'Q¢) = (F'QFy) =Ty, Wy € D(T).

Wir haben gezeigt, dass die rechte Seite von (3) absolut stetig ist. Also ist auch v absolut stetig
und als Bild von Operatoren auf L?(R) gilt ¢/ € L?(R). Daher ist ¢ € D(P) und wir sind bei
der Erkenntnis 7' C P angelangt.

O
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8 Anwendungsbeispiele in einer Dimension

Zustand eines Teilchens ohne Potential

Als elementares Beispiel betrachten wir ein Teilchen in einer Dimension ohne duflere Einwirkun-
gen. Als einfachsten unendlichdimensionalen Hilbertraum wihlen wir wieder L?(R). Die funda-
mentalen physikalischen Grofien eines Teilchens sind die Position und der Impuls. Diese werden
durch die bereits hergeleiteten Operatoren ) und P aus vorigem Kapitel beschrieben. Betrach-
ten wir also ein Teilchen in einem Zustand, beschrieben durch die Wellenfunktion ¢ € L*(R).
Wegen o(Q) = o(P) = R sind alle reellen Messwerte moglich. Die Wahrscheinlichkeit, die Po-
sition des Teilchens im Bereich A € B(R) zu messen, lisst sich nach Axiom 3 und Lemma 7.2
berechnen durch

(Eo(A)p, ¥) = (xath, ) = /A (V)2

Wegen der unitiren Aquivalenz von Q und P lisst sich nun auch die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Messung des Impuls in einem Bereich A € B(R) leicht berechnen: Wir wissen fiir jeden
selbstadjungierten Operator A existiert ein eindeutiges Spektralmafl F4 und damit eine ein-
deutige Abbildung ®4 mit den Eigenschaften aus Satz 2.2, sodass (A, ¢) = (Py(id)y, @)
gilt. Wegen P = F~!QF, mit dem Fourier-Plancherel Operator F aus Satz 7.11, gilt fiir alle
Y eD(P),peH

(@p(id), §) = (P, ¢) = (F'QF, ¢) = (F~' O (id) F¢b, ).

Es lisst sich leicht iiberpriifen, dass F~'Eq(-)F ein SpektralmaB ist, daher erfiillt F~1®g(-)F
die Eigenschaften aus Satz 2.2 und muss somit mit ®p iibereinstimmen. Setzen wir nun die
Funktion xa, A € B(R) in die Abbildung ®p ein, erhalten wir

(Ep(A)p,¢) = (F'EQ(A)Fi,¢) VA € B(R).

Die Wahrscheinlichkeit, einen Impuls im Bereich A € B(R) zu messen, kénnen wir damit be-
rechnen durch:

(Ep(A)g, ) = (FT'EQ(A)F,¢) = (Eg(A)Fi, Eg(A)F)
— 1 Eq(a) P | = /A 6(V)[2dA.

Fiir v die zusitzlich aus L' (R) sind, erhalten wir die vereinfachte Formel

(Ep(A), o) = /A BV 2dA.

Fine weitere wichtige physikalische Grofle ist die kinetische Energie. Sie wird beschrieben durch
den Operator

1
Hy = %PQ, mit D(Hp) = {¢ € AC(R) | ¢/ € AC(R)},
wobei m die Masse des Teilchens ist. Nach Satz 2.8 gilt mit f(z) := % die Identitat
o(Ho) = o(f(P)) = f(a(P)) = [0, +00).

Nach Proposition 2.4 ist das Spektralmafl von f(P) gegeben durch Ep(f~!(-)). Damit folgt mit
¢ = Fy

(Bry (D), ) = (Ep(f 1 (A)¢, ) = (F Eq(f 1 (A))Fy, ¢) = (Eq(f~1(A))b, ¢)

- / B(N)[2d.
f=1(A)
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Der rechteckige Potentialtopf

Wir betrachten den Operator

(HY) () :=¢"(x) + V(x)(x)

D(H) := D(P?)
mit V(z) := —VoX|—q,q)(2) fiir Vo,a > 0. Sei V' der Multiplikationsoperator (Vi))(z) := V (z)y(z).
Wegen der einfachen Form von V() ist der Operator V selbstadjungiert und fiir 1» € L?(R) gilt
V|| < |[Volll|. Fiir ¢ € L3(R) mit suppy € [—a,a] gilt |V = |Vo|, daher ist der Operator
V beschrénkt mit ||V = [V].

Wir kénnen den Operator H schreiben als H = P2 + V. Bis auf die Konstante % (h ist das
reduzierte Plancksche Wirkungsquantum und m der Masse des Teilchens) entspricht dieser Ope-
rator dem Hamiltonoperator eines Teilchens im rechteckigen Potentialtopf. Dabei entspricht P2

der kinetischen Energie und V' der potentiellen Energie.

Wir wollen nun das Spektrum dieses Operators untersuchen. Fiir ¢ € D(H) gilt:

(Y, 6) = (P2,0) + (Vb 6) > —Vi / () P > —Vallo].

[_ava}

Daher gilt nach Korollar 2.7 die Inklusion o(H) C [-V}, +00).

Fiir das Punktspektrum betrachten wir die Gleichung
—¢"(x) + V(z)¥(2) = E¥(z), E€R

auf den drei Intervallen (—oo,—al,[—a,a] und [a,+00) getrennt, mit dem iiblichen Ansatz
Y(z) = AeV V(@) N2 4 Be=V V(@) =Nz \Wir definieren x := v/—F und k := \/E + V;. Durch die
Normierungsbedingung erhalten wir die Bedingung E < 0 und damit E € [-Vp,0). Uber die Ste-
tigkeitsbedingungen fiir v € D(H) = {¢ € AC(R) | ¢/ € AC(R)} erhalten wir eine endliche An-
zahl von einfachen Eigenwerten E,, € (—Vp,0), gegeben durch die Gleichungen ka tan(ka) = ka
und ka cot(ka) = —ka. Ordnen wir die Eigenwerte aufsteigend mit Fy < Fs ... < Ey, sind die
zugehorigen Eigenvektoren gegeben durch

Cpsin(k,z — 5F) lz] <a

Ch(sgnz)"*sin(knpa — 2)ernl@lz) 12| > q.

Un  Yn(z) = {

Dabei sei C), der Normierungsfaktor Cy, := /K, /(1 + aky).

Nachdem das Punktspektrum von H aus endlich vielen Eigenwerten mit eindimensionalem
Eigenraum besteht, gehort der Rest des Spektrums zum essentiellen Spektrum oess(H). Aus
vorigem Beispiel wissen wir, dass o(P?) = [0, +00). Daher kann es keine isolierten Punkte im
Spektrum von P? geben und es folgt 0(P?) = 0ess(P?). Wir wollen nun Satz 3.6 mit A = P2
und B = P2 +V anwenden. Nach Bemerkung 3.7 sind die Voraussetzungen fiir Satz 3.6 erfiillt,
wenn P? relativ kompakt beziiglich V ist.
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Abbildung 3: Energielevel im Potentialtopf

Wir zeigen, dass fiir x > 0 der Operator (P? + x2)~! als Hilbert-Schmidt Operator dargestellt
werden kann:

Sei N der Hilbert-Schmidt Operator definiert durch

No(a) =5 /R eV (y)dy.
Es gilt
1
NP2 )ote) =5 [ e )+ (o)
_i k(y—z)(__ I 2 i Kk(z—y)(_ M 2
5o | I R o [ I )+ o)y

+[127

Mit zweifacher partieller Integration gilt

i (—o0.2) I ()" (y) + K (y))dy =
_ _i (w’u) — rip(w) + /(m) K2 (y)dy /( s n%“(”’wy)dy) =

1, 1
= —ﬂﬁb (z) + iib(x)

$[5 7

Analoges Vorgehen fiithrt auf
1

2 (2,400)

1

TV (" (y) + K2p(y))dy = 5V (@) + %7’[)(@'

Insgesamt erhalten wir also N(P? 4 k2)¢(x) = ¢(z) fiir € R,
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Wegen

(eﬂlwlww),’ = e~ () + ¥/ (y)] < |eey) + V()]

existiert eine integrierbare Majorante fiir die erste Ableitung des Integranden. Genauso kann
man eine geeignete Abschitzung fiir die zweite Ableitung des Integranden finden. Daher kénnen
wir Integration und Differentiation vertauschen und es gilt

(P2 + k*)N¢ = N(P? + k%) =, ¢ € L*(R)
und daher N = (P? + x?)~L.

Nach Satz 3.8 ist damit (P? + x2)~! und daher auch V(P? + x2)~! kompakt. Wir erhalten nun
das gewlinschte Resultat
Oess(P?) = 0ess(H) = [0, +00).
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