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1 Einleitung

1.1 Geschichte

Die Bieberbachsche Vermutung besagt, dass fiir eine konforme Abbildung

f2) =) anz"
n=1

von der Einheitskreisscheibe DD in die komplexen Zahlen C die folgende Abschéitzung gilt:
(BV) @] < nlas.

Diese Vermutung wurde von Bieberbach im Jahre 1916 aufgestellt und fiir n = 2 be-
wiesen. Lowner hat dann 1923, indem er das Problem auf gewisse einfachere Funktionen
zuriickfithrte, (BV) fiir n = 3 bewiesen, und Nehari konnte mit derselben Methode 1973
(BV) fiir n = 4,5,6 bewiesen. Milin hat 1971 eine Folge von Funktionalen

o9 (o) = il e

n—1 1

= Y (=) (bl = )
m=0

gefunden, deren Nichtpositivitdt die Bieberbachsche Vermutung impliziert. Die Nicht-

positivitdt dieser Funktionale ist als die Milinsche Vermutung bekannt.

(MV) I,(f) <O.

Im Jahre 1984 konnte Louis de Branges (MV) und somit auch (BV') beweisen (siehe
[1]). Er benutzte dafiir die Theorie der Lowner Familien gemeinsam mit einigen anderen
(z.T. Operatortheoretischen) Hilfsmitteln.

In dieser Arbeit behandle ich einen vereinfachten Beweis der Bieberbachschen Vermu-
tung. Meiner Meinung nach ist die hier présentierte Version des Beweises iibersichtlicher
als die bisher (z. B. in [4]) prédsentierte. Gleichzeitig gehe ich auf eine gruppentheore-
tische Interpretation gewisser im Beweis auftretender Funktionen ein, die eng mit der
Theorie der sphérischen Funktionen auf Gelfandpaaren verwoben ist (siehe auch [2]).



1 FEinleitung

1.2 Einige Definitionen

Definition 1.2.1 Die folgenden Definitionen werden bendtigt:

o f:G — C, G Gebiet heifit konform (univalent), falls f holomorph und injektiv
15t.

o f heiffit Riemannabbildung, falls f konform ist und G =D gilt.
e Fine Riemannabbbildung [ heifit normalisiert, falls f'(0) = 1.
e R:={f: f mnormalisierte Riemannabb.}.
e B:={feR: f(D)CD}.
Bemerkung 1.2.2 FEs gilt:
e Die Ableitung einer konformen Abbildung verschwindet in keinem Punkt.
e Fulls B € B ist, so gilt wegen des Lemmas von Schwartz B'(0) < 1.

e Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und a € G. Dann kann man in
eindeutiger Weise eine Riemannabbildung finden, sodass die Einheitskreisscheibe
auf G und 0 auf a abgebildet wird und die Ableitung dieser Funktion positiv ist.
(Riemannscher Abbildungssatz)



2 Die Milinsche Vermutung

Die Milinsche Vermutung lautet:

Sei f € R und seien (v,)nen definiert durch

fz) \ _
log (zﬂ(())) = 2y12+ 2v022 + - - (2.1)

Dann gilt fiir alle n € N:
2 2 2
n-lm"+ (n—=1) 2[4+ 1 n|m|” <

1 1 1
Wir zeigen, dass aus der Milinschen Vermutung die Bieberbachsche Vermutung folgt.
Dazu benétigen wir den folgenden Satz iiber formale Potenzreihen, der als Lebedev-

Milin Ungleichung bekannt ist:

Satz 2.0.3 Seien (Ap)n>1 und (Dy)n>0 komplexe Folgen mit Dy = 1, sodass (als for-
male Potenzreihen aufgefasst) die folgende Relation gilt:

i D,z" = exp (i Anz”> . (2.2)
n=0 n=1

Fiirn € N und fir

n

1 n—1 5 1 1 9
0, = EZ’DJ‘ exp - (n—m)(a—m’Am’ )
j=0 m=1
gilt
0, <1,
und
Beweis:

Wenn man auf (2.2) den formalen Ableitungsoperator d% anwendet, so erhélt man

o0 (o) o
Z mD,, 2™ = Z D,,z™ (Z mAmzm_1>
m=0 m=0 m=1



2 Die Milinsche Vermutung

Koeffizientenvergleich ergibt fiir n > 1

nDy, = Z M Ay Dp—m = (MAm) =1, (Dn-m)m=1) »

m=1

wobei < -,- > das euklidische Skalarprodukt auf C"~! bezeichet. Aus der Cauchy-
Schwartzschen Ungleichung folgt daher:

n n—1
< (32 ) (10,1
m=1 m=0
Daraus folgt fiir 7, := 2 37 | |mAy,|%
r n—1
[Daf? < 23 7 | Dy
" m=0

Wir wollen zeigen, dass @5—:1 <1, mn>1. Esgilt:

Ont1 _n (an10|Dm,2+ ‘Dn|2> X

Ot 3N Dl

xeap (nil S0 1-m (& - mianP) =2 S -m) (£ - m|Am|2)>

m=1 m=1

Aus den obigen Uberlegungen folgt

Snh [Dul +1Da? | T
o | Dl? "

Wegen

ni(nﬂ—m) (;—m|Am|2> S 1 m) (;—mlAmP)

m=1 m=1
kann man das Argument von exp in (2.3) wie folgt umschreiben:

n

(e som ) 1S (- mar))

m=1 m=1

n

1 1 m?
:E — —m|A,]? - —— A l?P—
m:1<m m|Am| n—|—1+n+1| m|

n

1 1 m?
—— 4+ m|An* + yAmP) =
m n



n

1 1 1 T,
= — A 2 — - ° .
nt1 n@ﬁi)z:wlm’ n+l n+l

m=1

Setzt man diese Ergebnisse in (2.3) ein, so erhélt man

Oni1 n ( Tn 1 ™
< 1 —) — . 2.4
0, “n+l1 +n erp n+1 n+1 (2.4)
Definiert man nun
1 Tn
Ty 1= -
" n+1l n+l

so schreibt sich (2.4) als

S)
il < (1 — my)e,

n

und wie eine elementare Kurvendiskussion zeigt ist die rechte Seite kleiner oder gleich
1. SchlieB8lich gilt

O

Damit kann bewiesen werden, dass aus der Milinschen Vermutung die Bieberbachsche
Vermutung folgt:

Satz 2.0.4 Die Milin’sche Vermutung impliziert die Bieberbach’sche Vermutung

Beweis:
Sei f(z) € R. Wir fordern 0.B.d.A., dass f'(0) = 1. Zu zeigen ist, dass, wenn man die
Milinsche Vermutung als gegeben voraussetzt, fiir die Taylorkoeffizienten f,, von f gilt:

| ful < 1.
Definiere )
9@):<A?>2:1+Dﬂ+DﬂLF“l
Dann gilt
29(2)* = f(2),
also

n—1
fn = Z DmDn—l—m-
m=0

Aus der Cauchy-Schwartz-Ungleichung folgt

n—1
2
[l <7 1Dl (2.5)
m=0
'Die Existenz von g(z) folgt aus der Tatsache, dass f(z) = 0 genau dann, wenn z = 0 und dem

Monodromiesatz.



2 Die Milinsche Vermutung
AuBlerdem gilt (siehe (2.1))
1 z
log(g(2)) = 5109 <f(z)> =Mzt 4

Aus der Milin-Lebedev-Ungleichung und aus (2.5) folgt

n—1 n
1 1 1 1
—|fal < =D ID; < => (n- ml2 == .
n|f|_nj:0\ i|° < exp <n (n —m) (m]’y | m>>

m=1

Die Milinsche Vermutung besagt aber nichts anderes, als

1 & 1
2> m) (mhnl - ) <o.
nm:l m

Daraus folgt
1
*’fn| <1
n
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3 Beweis der Milinschen Vermutung

3.1 Lownerfamilien

Es ist nicht nétig, die Milinsche Vermutung fiir alle Funktionen in R zu zeigen. Es
geniigt (MV) fiir gewisse Elemente in B, ndmlich genau fiir die Elemente einer zu einer
Lownerfamilie! assoziierten Halbgruppe, zu verifizieren.

Definition 3.1.1 Seien f, g analytisch auf D.

o fheifit von g dominiert (subordinate), wenn es ein B € B gibt, sodass gilt: f = goB.
Man schreibt dann f < g.

e FEine maximale Kette auf der Halbordnung (R, <) heifit Léwnerfamilie

Bemerkung 3.1.2 Die folgenden Eigenschaften sind wichtig:

e (R, =) ist eine Halbordnung, denn es gilt:
f=ge fD)cgD).

In diesem Fall ist f'(0) < ¢'(0), und es gilt Gleichheit genau dann, wenn f'(0) =
g'(0).

e Nach dem Lemma von Zorn existiert zu jeder Kette (also auch zu jeder Funktion
€ R) eine Lownerfamilie, die die Kette enthdlt.

e Aus obigem folgt, dass, wenn £ eine Lownerfamilie ist, die Abbildung

80 0
e 0

injektiv ist.

o Mit einem Argument aus der geometrischen Funktionentheorie (Konvergenzsatz
von Caratheodory) kann man zeigen, dass die Abbildung k auch surjektiv ist.

e Insbesondere kann man jede Lownerfamilie £ so parametrisieren, dass

£= {f(ta Z)}0<t<oo

und
ft,2) =tz + fo(t)2 + -+

'Die Beweise fiir die in diesem Kapitel gemachten Aussagen findet man z.B. in [4]

11



3 Beweis der Milinschen Vermutung

Ist nun eine Lownerfamilie £ = {f(t, z) }o<t<oo gegeben und ist 0 < a < b < o0, so gibt
es definitionsgeméB ein B = B(b, a, 2z) € B, sodass

f(aa Z) = f(bv B(ba a, Z))
Die Familie {B(b, a, z) }o<a<b<oo heifit die zu £ = {f(¢, 2) }o<t<co assoziierte Halbgruppe.

Bemerkung 3.1.3 Die Halbgruppe erfillt die folgenden Figenschaften:

e Fsygilt fir 0 <a<b<c<oo:
B(e,b,B(b,a, z)) = Blc,a,z).
(daher der Name Halbgruppe)

f(a,z) = lim bB(b,a,z) lokal glm. VYa € (0,00). (3.1)

b—o0

d b
£B(b,a, Z)’z:() = 5 (32)

Definition 3.1.4 Die folgenden Definitionen werden bendtigt:

o Sei v : D — C analytisch. ¢ heifft normierte Herglotzfunktion, falls ¢(0) = 1 und
Rp(z) > 0, fir alle z € D, gilt.

e v : (0,00) — C heifft Herglotzfamilie, falls die Abbildung z — ¢(t,z) eine Her-
glotzfunktion ist, und die Abbildung t — @(t,z) messbar ist.

Bemerkung 3.1.5 Wie man leicht mit Hilfe der Poissonschen Integralformel sieht, ist
eine Funktion ¢ genau dann eine normierte Herglotzfunktion, wenn ein positives Wahr-
scheinlichkeitsmafl p auf dem Torus existiert, sodass gilt:

o) = [ S 2au0). (3.3)

TC—2

Wenn es eine Funktion B € B gibt, sodass p = %’ so ist @ eine Herglotzfunktion.

12



3.2 Der Beweis

Es gilt der folgende fundamentale

Satz 3.1.6 (Lownersche Differentialgleichung)
Sei £ = {f(t,2)}o<t<co e€ine Lownerfamilie. Dann gibt es genau eine Herglotzfamilie
o(t, 2)?, sodass

t%f(t, z) = o(t, z)z%f(t, 2) (3.4)

fir fast alle t € (0,00) gilt. Sei weiters {B(b, a, z) }o<a<b<oo die zu £ assoziierte Halb-
gruppe. Dann gilt bis auf eine feste Nullmenge N :

1. Firbe (0,00), s € (0,b) \ N:

d 0
S%B(b,s,z) = cp(s,z)zaB(b,s,z). (3.5)

2. Fiir a € (0,00), t € (a,00) \ N:

tgtB(t’ a,z) = —p(t,B(t,B(t,a,2)))B(t,a, z). (3.6)

Bemerkung 3.1.7 Wie man zeigen kann, sind alle auftretenden Ableitungsoperatoren,
die in Satz 10 verwendet wurden, im Sinne der Radon-Nikodym-Ableitung, wohldefiniert.

Lownerfamilien und Herglotzfamilien stehen in bijektivem Zusammenhang zueinander.
Es gilt

Satz 3.1.8 Sei p(t,z) eine Herglotzfamilie. Dann gibt es genau eine Lownerfamilie £ =
{f(t,2)Yoctcoo, die (3.4) erfiillt.

Man zeigt Satz 3.1.8 indem man die Differentialgleichung (3.6) in eindeutiger Weise 16st.
Daraus erhélt man eine Familie B(b,a,z), von der man zeigt, dass sie in eindeutiger
Weise eine Lownerfamilie erzeugt (siehe (3.1)).

3.2 Der Beweis

Da die I, stetige Funktionale sind, und jede Funktion f € R in einer Lownerfamilie £
enthalten ist, geniigt es nach (3.1) die Milin’sche Vermutung fiir die Funktionen aus der
zu £ assoziierten Halbgruppe zu zeigen.

Es geniigt also die Nichtpositivitéit der I, fiir Funktionen B(b,a, z) zu beweisen.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist der folgende Satz, dessen Beweis auf das nichste Kapitel
verschoben wird:

2Wir identifizieren Herglotzfamilien, die sich nur auf Nullmengen unterscheiden.
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3 Beweis der Milinschen Vermutung

Satz 3.2.1 Seia >0 undr € N, r > 1. Dann existieren

o1(t),o2(t),--- € AC[a,0),
sodass
[ ]
on(t) =0 Vn >,
und )
Tul) + 1-04(0) = onia (1) — b0 (1)
[ ]
(0'1((1), 0'2(0), T 7UT(a)7JT+1(a)7 e ) = (T7T -1,
[
o 1(t) <0 fir fast alle t € [a, o),

n>1, (3.7)
,1,0,-0), (3.8)
neN. (3.9)

Bemerkung 3.2.2 Funktionen, die die Eigenschaften (3.7) und (3.8) erfiillen, findet
man unmittelbar durch Losen der Differentialgleichung. Aufwindiger zu beweisen, und

Gegenstand des nichsten Kapitels, ist die Eigenschaft (3.9).

Bemerkung 3.2.3 Aus (3.7) folgt

Mit (5.9) folgt daher
on(t) >0, n=1,2---r

Es qgilt sogar o,(t) > 0, denn fiir n = r kann man die Losung o, (t) explizit angeben,

und zwar gilt dann
or(t)=a"t™".

Daraus folgt
ol(t) < 0.

Wenn man das in die obige Summe einsetzt, so erhdlt man

Damit kann man einen Pontryaginraum wie folgt konstruieren:

Definition 3.2.4 Seir > 1, a > 0 und t € [a,00). Definiere

G} :={g(z) : g holomorph auf D\ [0,1] : g(z) = a - In(2) + ¢(2), ¢ holomorph auf D}

14



3.2 Der Beweis

mit dem folgenden (indefiniten) Skalarprodukt:

l9(2), h(z)]: = Z(anﬂ)nan(t) o 4O‘ﬂz Uant)y
n=1 =1
wobei
9(z) =a-In(z)+ag+arz+ - --
und

h(z) =0-In(z) +bo+brz+--- .

Definition 3.2.5 (GY)° bezeichne den Teilraum von G, der aus den isotropen Vektoren
besteht:
(G)° ={9€Gi:lg.h]i =0 VheGi}.

Bemerkung 3.2.6 In unserem Fall gilt
(GD)° ={g€GY:g(2) =ag+ arp12" + api02™2 + -}

Bemerkung 3.2.7 Da nach (3.9) und Bemerkung 3.2.3

r

2%

n=1
gilt, ist
(G /e[

ein (r+1) - dimensionaler Pontryaginraum mit negativem Index 1 und der Grammatriz

. ! on(t)
I'=d —4 E 1- t), -, r-o.(t) |,
Jt rag ( ] n ’ Ul( )7 y ' O ( ))

wobei wir eine Funktion g = alnz + ag + a1z + -+ + (G})° € G}/ (gp)> mit dem Vektor

(avalv o 7a7“)T

identifizieren, sodass
[.ga h]: = <Jtr(a7al7 T aT)Tv (Ba bla T abr)T> .
Definition 3.2.8 Sei 0 < a <t < b < 0. Definiere den FEinsetzungsoperator

St Gy — GY
Cb'{g(’z) — g(B.1.2))

15



3 Beweis der Milinschen Vermutung

Bemerkung 3.2.9 Da im Allgemeinen nicht B(b,t,z)(D\ [0,1]) C D\ [0,1] gilt, muss
man den Operator C’ﬁ durch formales Finsetzen definieren. Das heif§t fir
g(2) = aln(z) + ¢(2) und p(z) = ag + a1z + - - - definiere

B
g(B(b,t,z)) = aln(z) + aln <(b,f,z)> + aln(%) + ¢ o B(b,t,2) (3.10)
“p
Man erhalt
g(B(b,t,2)) = aln(z) + by + brz + bez® + -+,
fir gewisse b, € C, wober die Werte by,---,b, nur von a,ai,---,a, abhingen. Also

definiert C} einen Operator C} von Gg/(@.)o nach Gt/ grye-
b

Satz 3.2.10 Ist der Operator Cj' eine Kontraktion, also [C{g,Cggli, < [g,9]}, so folgt
daraus die Milin’sche Vermutung.

Beweis:
Sei B(b,a,z) aus einer zu einer Lownerfamilie assoziierten Halbgruppe. Wegen Bemer-
kung 3.1.3 gilt

B( B
2% 22 B(b,a,z)|.—0

Setzt man g(z) := In(z), so gilt

[C5(9(2)), Gy (9(2))]a =

- [ln(z) +In <B(bz’f’z)> +1n (%) In(z) +1n (B(b;f}’z)> +1n (Z)]; —

b

= S no(@thnl 45 7D < o) g = 43 2 <
n=1 n=1

n

Nach Satz 3.2.1 gilt aber
on(a) =r+1—n,

und Einsetzen in die obige Ungleichung ergibt daher

i(r +1—n) <|7n|2n - i) < 0.

n=1

Das beweist (MV).

Eine weitere Vereinfachung ergibt das folgende

16



3.2 Der Beweis

Lemma 3.2.11 Wenn fir fast alle t € [a,b] die Ableitung % [Cg(g(z)),(}’g(g(z))]: exi-
stiert, und die Ungleichung

0 r
t= [C(9(2)), Cil9(2)]; = 0 (3.11)
erfillt ist, so folgt daraus die Milinsche Vermutung.
Beweis:
Wegen dem obigen Satz und weil ¢ > 0 ist, geniigt es zu zeigen, dass aus
0 r
5 [Ch(9(2)), Cil9(2))]; = 0 (3.12)

folgt, dass die Abbildung C}' eine Kontraktion ist.
(3.12) besagt, dass die Abbildung t — [Cf(g(2)),Ci(g(2))]f (a < t < b) monoton

steigend ist. Setzt man ¢t = @ und ¢ = b, so erhélt man die Behauptung.

O
Das Ziel ist es also zu zeigen, dass fast iiberall
6
T (J{Ct(g9(2)),CL(g(2))) = 0. (3.13)
Mit der Produktregel lédsst sich (3.13) schreiben als
0 (.0
(%) Chtan.Citaen ) + (o (156300 ) Chtat) ) +
Tt 9
+ (o), (15:Cha(=) ) ) = 0. (3.14)
Es gilt das folgende
Lemma 3.2.12 Sei g € G}. Dann gilt fast iberall
0 0, -
t--(Clg) = p(t,2)25-(Clg) (3.15)

ot 0z

fiir eine Herglotzfamilie ¢ (d.h. C’gg erfillt die Léwnersche Differentialgleichung).

Beweis: Sei z € D\ [0,1]. Durch Einsetzen in die Definition und Anwendung der Ket-
tenregel, sowie der Lowner’schen Differentialgleichung fiir B(b, ¢, z) erhélt man

(btz)

b

gt (Bt,2) :tgt (O‘l”(z) +0‘l”( ) +a ln(b) +®o B(b,t z)) -

= o(t, 2)2 (ba”); B(b,t,2) + (L, z)zaa((I)oB(b,t,z))

0
= —g(B
plt,2)2 o g(Bb,1,2)
fiir fast alle ¢ € [a, b].

17



3 Beweis der Milinschen Vermutung

Sei

Teilraum (G})° zu. Ist

Clg = Blnz + b+ brz + byz® + -+ bp2” + by 12"

ng: (ﬁ,bl,"'

Wir ordnen g einen Repraesentanten g € G} in der Restklasse modulo dem Isotropen

br).

und schreibt man die Funktion ¢ aus Lemma 3.2.12 als

o(t,z) =1+ 201(t) + 22pa(t) + - -,

so erhélt man

o(t, z)z%(égg) = o(t, 2) (5 + annzn> -
n=1

o
Zﬂ—i-z,z"
n=1

=o0lnz+do+diz+---+dp2" 4.

Faktorisiert man wieder modulo dem Isotropen Teilraum, so erhélt man

mit
0
o1(t)
©a(t)
Me= | py(t)
©r(t)
Setzt man

so ist (3.14) dquivalent zu

18

1)
dq
do

d,

1'%:71(?5) 2'801:71(75) 3'907:72(75)

0
A:=t—
tat

gk

b

1

T

n—1

J=1

g

b1

= M,

0
0
2

2-¢1(2)

bo

br

Ben (t) + nby, + Z jbjSOn—j (t) =

W o O O

J{+ JP My + MEJ]

)=0

s

o O O O

(3.16)



3.2 Der Beweis

Es geniigt also zu zeigen, dass A positiv semidefinit ist. Da J; selbstadjungiert ist, ist
M Jf = (Jf My)*™.

0 0 0 0 0 .. 0
lo1¢1 1204 0 0 0 . 0
202¢p2 20211 220‘2 0 0 .. 0
Jr My = 30303 3031ps 303201 3203 0 . 0
'”77;997‘ 7'(77‘1;P7‘—1 T”TQLPT—Z TUT&;"’T‘—ST T”T4;Pr—4 ce 7‘2'(7'7‘
Ausserdem gilt wegen
T
1 1
/ /
on(t) = -2 —to,,(t) — —to, (1),
m=n+1
dass
r
/
—4t g on(t) =201 (t) — 2toy (t).
n=1

Daraus folgt, dass

taatjtr = diag (201 (t) — 2ty (t), 101 (t), - -, ro(1)) -

Aus diesen Uberlegungen folgt

201 — 2to’i lp101 2pg02 3p303 cee TPror
lo1p1 2.1%20; + lto} 209157 30313 e rop1@,—1
202¢2 209217 2. 220'2 + 2ta”2 303271 ce TOr2@,_o
30303 303100 303201 23203 4 3tof .- ro 3¢, _3

A= .
40404 do4leps 4042¢2 40431 S rordPr_1
TOrPr rople,._1 TOr2@p_9 T0r3Q,r_3 cee 27'20,” + T'tJ:.

An dieser Stelle geht nun die Tatsache ein, dass (¢, z) eine Herglotzfamilie ist:
Wegen der Integraldarstellung gilt:
[ C+=z

o(t,z) =1+ @1(t)z + pa(t)2® + -+ = dp(C)
T¢—2

flir gewisse positive Borelmafle u; auf dem Torus. Daraus folgt sofort, dass
¢i(0) =2 [ Ta(0).

Setzt man
U(¢) := diag(1,1¢,---,r¢"),

so kann man A darstellen als

A:/w«wwwowmx
T

19



3 Beweis der Milinschen Vermutung

mit
201 — 2to} 201 209 --- 2073
to!
201 1 4+ 201 209 --- 20
S(t) = b '
20, 20, 20, - % + 20,

z.b. wegen der Stetigkeit des Integrals gilt:

Wenn die Matrix U*(¢)S(¢)U(C) fiir jeden Wert ¢ € T positiv semidefinit ist, folgt, dass
A positiv semidefinit ist.

FEine weitere Vereinfachung bringt das folgende

Lemma 3.2.13 Wenn S(t) positiv semidefinit ist, so folgt daraus, dass U*({)S(t)U(C)
positiv semidefinit ist.

Beweis: Um diese Behauptung zu verifizieren, muss man zeigen, dass falls S(t) positiv
semidefinit ist, fiir jeden Vektor z gilt:

{UH(O)SOU(Oz, ) = 0.

Es gilt
(UH(QSOU)z, z) = (SHU(Q)z, U({)z) = 0,

falls S(t) positiv semidefinit ist.

Es muss also nur noch bewiesen werden, dass S(t) > 0 gilt:
Satz 3.2.14 Die Matriz S(t) ist positiv semidefinit.

Beweis: Wir wissen, dass

T
1 1
on(t)=-2 > Eta;n(t)—ﬁtag(ﬂ.
m=n+1

Daraus folgt, dass sich S(t) als Summe positiv definiter Matrizen schreiben lisst:

O =N N

2
1
/ 0
S(t) :tl(t) 0

(2,1,0,0,---,0) + ¢t

/
—o5(t
% (2,2,1,0,--+,0) + - - -

NN NN

—ol(t
4o =2r® (2,2,2,2,---,1).
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4 Konstruktion der Funktionen o, (%)

Man kann die Positivitit der Funktionen o, (¢) ohne Wissen iiber Harmonische Analyse
zeigen. Man fiihrt die Positivitit der o,’s auf die Positivitit der Hypergeometrischen
Funktionen

1 3
Fg’(n—r,r+n+2,n+5;2n+1,n+§;3_1),

s <1, n,r € Z, 1 <n < r zuriick. Die Positivitdt dieser Funktionen wird sodann auf
die Tatsache zuriickgefiihrt, dass fiir alle n,r € Z eine Gleichung der Form

T 1in
Crtl@) =3 aCrl (@) (4.1)
=1

mit nichtnegativen Koeffizienten a; besteht. C;\ sei hier ein Gegenbauerpolynom!. Die
Gleichung (4.1) wird dann durch elementare Uberlegungen bestiéitigt.

Man kann (4.1) aber auch ohne Rechnung erhalten:

Da C"*1(z) eine spirische Funktion auf dem Gelfandpaar

(SO(2n + 4),S0(2n + 3)) ist und daher positiv definit ist, kann C""!(x) als endliche
Linearkombination der sphirischen Funktionen auf (SO(2n + 3), SO(2n + 2)) mit posi-
tiven Koeffizienten dargestellt werden.

An dieser Idee ankniipfend hat T. H. Koornwinder (siehe [2]) den Beweis der Posi-
tivitdt der Funktionen o, entscheidend vereinfacht. Diesen weniger technischen Beweis
mochte ich hier auch fithren. Dazu brauche ich einige Sachverhalte aus der Harmonischen
Analyse, insbesondere aus der Theorie der Gelfandpaare, die ich im folgenden aufliste.

4.1 Gelfandpaare

Die folgenden Sétze und viel, viel mehr finden sich z.B. in [5].

Definition 4.1.1 Sei G eine topologische Gruppe mit Haarmaf$ A. Definiere Operatoren
Ly, Ry + L3(G,)\) — L*(G,)\) durch Lyf(y) := f(z7'y) und R.f(y) = f(zy). L.
heifit Linkstranslation, R, heifit Rechtstranslation. Ein Teilraum L von L?(G,\) heifit
rechtsinvariant, falls L invariant unter R, ist, fir alle x € G. L heifit linksinvariant, falls
L invariant unter Ly ist, fir alle x € G. L heifit translationsinvariant, falls L links- und
rechtsinvariant ist. Fin linksinvarianter, rechtsinvarianter oder translationsinvarianter

! Die Definition von Gegenbauerpolynomen folgt im néchsten Abschnitt
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4 Konstruktion der Funktionen o,(t)

Teilraum L von L*(G,\) heifit minimal, falls es keinen nichttrivialen Teilraum von L
gibt, der linksinvariant, rechtsinvariant oder translationsinvariant ist.

Folgender Satz ist von grofler Wichtigkeit:

Satz 4.1.2 (Peter-Weyl)
Sei G eine kompakte topologische Gruppe mit HaarmafS X. Dann gibt es eine eindeutige
Zerlegung von L*(G, \) in minimale translationsinvariante Teilrdume:

L*(G,\) = P L. (4.2)

oceY

Die Riume L, werden von den sogenannten Koordinatenfunktionen

m 1 < 4,5 < d, aufgespannt. Die Spalten der Matrix (m;’j>1< - spannen mini-
’ 17]_ g

o
Z'mj’
male linksinvariante, und die Zeilen minimale rechtsinvariante Teilriume auf.
Es gilt
do
m{;(gh) =Y _ mf(9)mg ;(h) (4.3)
k=1

Definition 4.1.3 Sei H ein Hilbertraum und G eine topologische Gruppe. Ein Homo-
G — L(H)
g — Ug
auf H mit der Komposition als Gruppenoperation heifst Darstellung von G in H, falls U
stetig in der starken Operatortopologie ist. Sind die Bilder unitire Operatoren, so heif$t
die Darstellung unitdr. Eine Darstellung U heifit irreduzibel, falls es keinen nichttrivialen
Teilraum von 'H gibt, der invariant ist unter Uy fiir alle g € G. Zwei Darstellungen Ut
und U? in Hy und Ho heissen dquivalent, falls es eine unitire Abbildung U : Hi — Ho
gibt, sodass fiir alle x € Hi, g € G gilt:

morphismus U : von G in die Gruppe der linearen stetigen Abbildungen

1. _ 7172
UULle = U2U.

Satz 4.1.4 Sei U eine unitdre Darstellung von einer kompakten topologischen Gruppe
G in 'H. Dann gibt es eine Zerlegung

H=EPH
i€l

1 minimale endlichdimensionale, U - invariante Teilrdume H;. Die FEinschrdnkung von
U auf H; ist zur Rechtstranslation auf einem minimalen rechtstranslationsinvarianten
Teilraum des L?(G) dquivalent.

K bezeichne im folgenden eine abgeschlossene Untergruppe von G. Sei
Uy : G — L(H,)

eine irreduzible unitére Darstellung von G. Schrénkt man eine solche Darstellung von G
zu einer Darstellung U, von K ein, so kann H, nichttriviale U, - invariante Teilrdume
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4.1 Gelfandpaare

besitzen, d.h. die Darstellung U, ist i.a. nicht mehr irreduzibel. Man kann daher die
Operatoren ﬁak in Blockdiagonalmatrixform schreiben, wobei nach geeigneter Wahl der
Basis in der linken oberen Ecke eine (evtl. 0 - Dimensionale) Einheitsmatrix steht. Die
Zahl n, bezeichne die Dimension dieser Einheitsmatrix, die nicht von der gewahlten
Darstellung abhéngt. Ohne viel Miihe erhélt man den folgenden

flx) = Z dy E aj ;my ()

ceY  1<ij<ds

Satz 4.1.5 Sei

die (Fourier-) Entwicklung einer Funktion f € L*(G) wie im Satz von Peter-Weyl. Dann
gilt bei geeigneter Wahl der Basis:

1. f ist rechts K-invariant (d.h. f(xy) = f(z), =z € G,y € K) genau dann, wenn

al; =0 (j>ng).

2. f ist links K-invariant (d.h. f(yz) = f(z), x € G,y € K) genau dann, wenn

g

a/i’j = 0 (Z > na—).

3. f ist bi K-invariant (d.h. rechts - und linksinvariant) genau dann, wenn

aj =0 (max(i,j) > ney).

(/A

Korollar 4.1.6 Die bi K-invarianten Funktionen sind genau jene, deren Fourierkoeffi-
zienten auferhalb der linken oberen n, X n, - Teilmatrixz verschwinden.

Definition 4.1.7 Gilt n, <1 fiir alle o, so heifit (G, K) ein Gelfandpaar. Die Funktio-
nen &, (z) = \/%m‘fl(x) heiflen sphirische Funktionen.

Definition 4.1.8 f € C(G) heifit positiv definit auf G, falls

/ / F(g3 " 91)dp(g)du(g2) > 0
GJG

fir alle komplexen Borelmafle p auf G.

Aus (4.3) folgt, dass die sphérischen Funktionen (und daher auch alle endlichen Line-
arkombinationen mit positiven Koeffizienten) positiv definit sind. Die Umkehrung gilt
auch:

Lemma 4.1.9 Sei f K-finit, d.h.

f@) =" coy().

finit

Dann gilt:
f ist positiv definit < c, > 0 fiir jedes o.
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4 Konstruktion der Funktionen o,(t)

Beweis: Die Implikation von rechts nach links ist schon gezeigt. Ubrig bleibt die Implika-
tion von links nach rechts. Dazu bemerken wir, dass klarerweise ¢, = [, f(#)®o (z)dz?
gilt. Also haben wir:

c(,:/f(:c)@U(:r)da;:/f(x;lajl)(l)g(gvz_lxl)dml
G G

Integriert man diese Gleichung und verwendet man, dass fG 1dx = 1, so erhélt man

cU:/ / f(x;lxl)fbo(x;lxl)dxldxg:
GJG

d,
° I 1

=3 [ [ @ e m ) daides 2 0
j=1 GJG o

nach Voraussetzung.

O
Definition 4.1.10 Die Gegenbauerpolynome C; sind Orthogonalpolynome auf dem In-
tervall [—1,1] zu der Gewichtsfunktion (1 — a;2))‘7%, mit C) (1) = % (a)n sei dabei

das Pochammersymbol definiert durch

(@) :=ala+1) --(a+n—1).

Das Paar (SO(n),SO(n — 1)) (siehe [3])

SO(n — 1) kann isomorph als abgeschlossene Untergruppe in SO(n) eingebettet werden,
indem man SO(n) mit den Matrizen der Form

< (1) g ) , S € SO(n — 1) identifiziert. Sei n > 3. Jedes Element s aus SO(n) kann
dargestellt werden als Produkt

_ (10 10
S = S1a9S9 = 0 S ag 0 S, )

cosf —sinf 0
wobei ag = | sinf  cosf 0 , 0 €[0,7] und Sy, S2 € SO(n—1). Diese Zerlegung
0 0 I, o
heifit Calderonzerlegung. Der Wert 6 ist dabei eindeutig. Daraus kann man schlielen,
dass (SO(n), SO(n —1)) fiir n > 3 ein Gelfandpaar ist. Die sphérischen Funktionen sind
durch oy
C? (cos(0))

1

T ,j €N, (4.4)
2
Cj (1)

@j(81a952) =

2dx bezeichne die Integration beziiglich des HaarmaBes
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4.2 FEine Integraltransformation

gegeben, wobei CJ%_I ein Gegenbauerpolynom bezeichnet. Ausserdem gilt fiir ein bi
SO(n — 1)-invariantes f € C(SO(n)):

s S:L " () (sing) =2
Lo, 190 = ity S inoy o ws)

4.2 Eine Integraltransformation

Kehren wir zu unserem Problem, den Beweis von Satz 3.2.1, zuriick. Weil mit o,,(¢) auch
t — op(st) Losung ist, kann man 0.B.d.A. a = 1 setzen. Dass die Anfangswertaufgabe
l6sbar ist, folgt aus der Losungstheorie fiir gewdhnliche Differentialgleichungen. D.h. man
kann Funktionen finden, die (3.7) und (3.8) erfiillen. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese
Losungen auch (3.9) erfiillen.

Definition 4.2.1 Eine Lisung der Differentialgleichung (3.7) heif$t zulissig, falls oy
nicht identisch verschwindet, o, = 0 fiir alle n ab einem Index, und (3.9) gilt.

Zu zeigen bleibt, dass die Losung mit Anfangswerten o, (1) = max(r +1 —n,0) zuléssig
ist.

Bemerkung 4.2.2 Mit (3.7) sieht man sofort, dass fir diese Losung gilt:

_0,(1):{71 n=rr—2,r—4,--- (4.6)

0 sonst

Der folgende Satz charakterisiert die gesuchten Funktionen als Fourierkoeffizienten ge-
wisser Funktionen. Er ist der Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen.

Satz 4.2.3 Sei P € C'[—1,1]. Definiere o, = 0,[P] auf [1,00], n € N durch

on(t) := — /OTF P(1 —t7t +t71cos(6))sin(nb)sin()do. (4.7)

tm
Dann losen diese Funktionen die Differentialgleichung (3.7) mit Anfangswerten

aﬁu):iféﬂpgmqenanowpmumda (4.8)

™

Beweis: 1. Schritt: Berechnung von o/, (¢):
, 9 7 1 1 , ,
on(t) = 5= [ P(1— - + —cosd)sin(nd)sin(6)do+
2r J, t ¢

+2/Wpu L Loso) (L = L cost)sin(no)singas
— — =+ —cos0)(— — —cosb)sin(nh)sin

tr Jo t ot 2 2

Der zweite Summand ldsst sich unter Verwendung der Relation

d 11 11 1
@P(l —7 + ;cos@) =—P(1- n + gcosﬂ)smeg
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4 Konstruktion der Funktionen o,(t)

durch partielle Integration vereinfachen:

2 (7 1 1 1 1
“ P/ 1 - - -~ . . _
i ), ( ; + tcos@)(t2 2 cosf)sin(nf)sinfdl
2 (7 111 .
=— [ P(1— -+ —cosh)—[ncos(nh) + sinfsin(nh) — ncosbcos(nh)|do.
tr Jo t ot t
Also ist o (7 L1
ol (t) = 2/ P(1 — = + —cosf)nfcos(nb) — cosbcos(nh)]db.
2r J, t e

2. Schritt: 0,,(t) + L0y (t) — ot (t) + %HU;H_I(O =0:

Aus obigem wissen wir, dass
Loty = 2 /wpu L L eosb)lcos(nb) — cosbeos(nd)ds
— = — — — 4+ —cosb)[cos(nh) — cosbcos(n .
n’m T t e

Daraus folgt durch elementare trigonometrische Umformungen, dass

t

ﬁ%ﬂ(t) = 0.

Talt) + Loult) = T (8) +
g

Lemma 4.2.4 Sei (0,,)nen eine Lisung von (3.7), sodass ein ng € N existiert mit
on =0, n>ng. Dann gilt o,, = o, [P] mit

P(cost) = i on(1) SZ:Z,S;Q) (4.9)
Weiters gilt: —to', () = 0,[Q](t) mit .
Q) = - ((w = )P(). (1.10)
Auferdem, ist .
Qeost) =S —o (1)“;%’) (4.11)
=t

Beweis:
P(cosB)sinb ist eine ungerade 27 - periodische Funktion. Ihre Fourierreihe ist gegeben
durch

Z on(1)sin(nh).
n=1

Da diese Summe abbricht erhilt man (4.9). Einsetzten in die Definition von o, [P] ergibt
(4.10) (siehe den ersten Schritt im Beweis von Satz 4.2.3). Nach (4.9) gilt:

no

Qleost) = S~} (1)) “427)
n=1
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4.2 FEine Integraltransformation

O

Das néchste Korollar bringt die Losungen, die ab einem Index verschwinden in Zusam-
menhang mit Polynomen:

Korollar 4.2.5 Sei (0y,)nen eine Lisung von (3.7). Dann gilt
on = op|P] und —tol,(t) = 0,[Q](t), wobei P und Q Polynome sind genau dann, wenn
ein ng € N existiert mit o, =0, n > ny.

Beweis: Da die Funktion

Un—1(cosb) := sin(nf)

sinf

ein Polynom vom Grad n — 1 in cosf ist (Tschebytscheff-Polynom 2.Art), gilt, dass die
Reihen (4.9) bzw. (4.11) abbrechen, genau wenn P bzw. @ ein Polynom ist. Das ist
aber nach dem vorigen Lemma #dquivalent dazu, dass die Funktionen o,, ab einem Index
verschwinden. Da wegen (4.10) durch

1
P(z) = (1-2)"! / Q)dy

P aus @ gewonnen werden kann, terminiert (4.9) genau dann, wenn (4.11) terminert.

O
Bemerkung 4.2.6 FEs gilt
2 1 2\1 1
— Uk(2)U(z)(1 — 2%)2dx = dy,. (4.12)
™J-1

Diese Ergebnisse zusammengefasst ergeben den folgenden

Satz 4.2.7 Es existiert ein bijektiver Zusammenhang zwischen zulissigen Lisungen und
Polynomen Q mit 0,[Q](t) > 0 fir allet > 1,n € N.

O

Satz 4.2.8 Fiir das Polynom Q,(x), welches zu der Lisung, die die Anfangswerte (3.8)
annimmt, dquivalent ist, gilt:

Qr(w) = Gy (2). (4.13)
Um das zu beweisen brauchen wir die folgenden zwei Lemmata:

Lemma 4.2.9 Q, ist ein Polynom vom Grad r — 1 in cost und es gilt

Qr(—2) = (=1)"'Qx(2). (4.14)
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4 Konstruktion der Funktionen o,(t)

Beweis: Wegen (4.6) und (4.11) gilt:

=] sin(r — 2k)0 e
Q. (cosh) = E (r — Qk)W = g Ur—ok—1(1)U,—2—1(cosB). (4.15)
k=0 k=0

Also ist @, ein Polynom vom Grad r — 1. Da (4.14) fiir die T'schebytscheffpolynome gilt,
gilt (4.14) auch fiir Q,(x)

O

Lemma 4.2.10 Sei P ein Polynom vom Grad < r — 1. Dann gilt: Ist die Paritit von
P ungleich der Paritdt von Q,., so gilt

1
/_1 Q. (z)P(z)(1 — 22)2dz = 0. (4.16)

Ist die Paritit von P gleich der Paritdt von Q,, so gilt
1 1
/ Qr(@)P(x)(1 — 22)dz = P(1). (4.17)
~1

Beweis:
1.Fall: P gerade, () ungerade oder P ungerade, () gerade

Dann ist die Funktion P(z)Q(z)(1 — 9:2)% ungerade und daraus folgt (4.16).
2.Fall: P ungerade, (), ungerade

Wegen (4.14) ist » — 1 ungerade. Da P ungerade ist gilt:
P=aUi+a3Us+ -+ ar—1Up_1.

Aus (4.12) und (4.15) folgt (4.17).
Analog betrachtet man den 3.Fall: P gerade, (), gerade.

Beweis von Satz 4.2.8: Wegen (4.15) gilt

(=5] 5]
Q)= 3 Up o s (WU a1 (1) = 3 (r — 26)* = ér(r 1)+ 2).
k=0 k=0

Auflerdem ist
Cr2—1 (1) =

| = %r(r + 1)(r +2).
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4.3 Der Positivitatsbeweis

Also stimmen @Q, und C?_; an der Stelle 1 {iberein. Zu zeigen ist noch, dass die Polynome

@, Orthogonalpolynome zur Gewichtsfunktion (1 —x )S sind. Dazu reicht es, wenn man
zeigt, dass fiir alle r und fiir alle Polynome P vom Grad < r — 1 gilt:

/ Q(z)P(z)(1 — 22)(1 — 22)2 = 0. (4.18)
Bekannterweise kann man jedes Polynom P darstellen als P = P, + P, wobei P, gerade
und P, ungerade ist. Man muss also noch beweisen, dass (4.18) sowohl fiir alle geraden,

als auch fiir alle ungeraden Polynome P vom Grad < r — 1 gilt. Da 2?P die gleicht
Paritét wie P hat, folgt wegen (4.16) und (4.17)

/Q )1 — 22) 2da:—/ Q(z)P(z)22(1 — 22)2dx.

4.3 Der Positivitatsbeweis

Im folgenden sei

0 0 SO(5)
1 0 0 I 0 0
K:=| 0 SO@4) 0 |, M:= 0 SO(3) 0 |,
0 0 1 0 0 1
cosd —sinf O
A:=<Cag=| sinf cosfd 0 und
0 0 Iy
1 0 0 0
0 cos® —sind O
Bi=qbo= 0 sinf cosd O
0 0 0 I3

Nach den Tatsachen, die im einfithrenden Kapitel tiber Gelfandpaare besprochen wur-
den, gilt:

(K, M) ist ein Gelfandpaar mit sphérischen Funktionen

Cl . (cosb) _ sin(nd)

¥n(kibokz) = Cl (1) ~ sinf

n €N, ki, ko € M.
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4 Konstruktion der Funktionen o,(t)

Fiir jedes p ist (a, K a;l, M) ein Gelfandpaar mit den sphérischen Funktionen
aukaljl — Y (k), neN.
(G, V) ist ein Gelfandpaar mit sphérischen Funktionen
Kr(viaguy) = C’f_l(cos@), reN, vi,vpeV.
Lemma 4.3.1 Sei P ein Polynom. Dann wird durch
P(cosh) =: p(ap)

eine bi M -invariante, U-finite, stetige Funktion auf U definiert. Es gilt: Wenn p einge-
schrinkt auf alle Untergruppen CLHKCL;I positiv definit ist, so ist o,,[P](t) > 0 fiir alle
neNt>1.

Beweis: Die erste Aussage ist klar wegen (4.4). Fiir die zweite Aussage bemerkt man,
dass fiir jedes p die Funktion
k— p(aﬂkaljl)

bi M-invariant ist. Dies gilt weil A und M kommutieren. Also gilt wegen (4.5)

2 ™
/ p(aukaﬁl)@bn(k)dk = — p(aubgaﬁl)sin(ne)sianO
K

™ Jo

2 ™
= = [ P(cos*u+ sin*ucosd)sin(nd)sinddo.
™ Jo

Daraus folgt wegen (4.7)
on|P(sin™2p) = nsm2,u/ p(aukall)ipn(kz)dk.
K

Wenn p eingeschréankt auf alle a, K a;l positiv definit ist, gilt also o, [P](t) > 0 fiir alle
neNt>1.

O

Zu zeigen bleibt also nur noch, dass die Funktionen ¢, definiert durch

qr(klagkg) = C2

= 1(cosl), ki ke e K
eingeschrénkt auf alle a, K a;l positiv definit sind:
Satz 4.3.2 ¢, ist auf aMKa;1 positiv definit fir alle p,r.

Beweis: g, ist eine sphérische Funktion von (G, V) und als solche positiv definit auf G,
also auch auf a,(V N U)a;1 = auKa;l.

O
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