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1 Einleitung

Wir betrachten die Differentialgleichung

—y”—(AJr%)y:f (1)

und die zugehorige homogene Differentialgleichung

w”-(w%)y:o 2)

auf dem Intervall [0, 1] mit den Randbedingungen

y(0)=0, y(1)=0 (3)

im Raum L?(0, 1). Die Funktionen u(x) und ¢(z) seien in einer Umgebung U
des Intervalls [0, 1] holomorph. Es sei ¢(z) > 0 und «'(x) > 0 fiir € [0, 1].
Die komplexe Zahl \ ist der Eigenwertparameter. Wir setzen noch « := u(0)
und 3 := u(1). Also gilt ([0, 1]) = [«, 5].

Die Differentialgleichung (1) wurde schon in [Ba] und [LMM] betrachtet.
Unter der Voraussetzung, da8 u(x) und ¢(z) holomorph sind und da8 ¢(x) >
0 und «'(z) > 0 gilt, kann eine Spektralfunktion angeben werden.

Bezeichnen wir die linke Seite der Differentialgleichung mit

TNy = —y" — <)\ + uqﬁ) v, (4)

so werden die Gleichungen (1), (2) zu T'(\)y = f bzw. T (A\)y = 0. Sei
D = {y € L*(0,1) : ¢ ist absolut stetig, (')’ € L? y(0) = y(1) = 0}.

Dann ist T ein auf D definierter Operator. A\ € C heifit Eigenwert von T,
wenn ein y € D, y # 0, existiert, sodal T'(\)y = 0.

2 Linearisierung des Problems

Man kann das in A nicht lineare Eigenwertproblem (2), (3) in ein A-lineares
Problem transformieren. Setzt man
V4

bi-=9 Y-=="3Y

so ist (2) dquivalent zu

_yi/ + \/ay2 = )\yh \/ayl + UlY2 = )\yQ



Mit y = (g;) erhalt man:

d2
T da? \/‘_1> —\y = 0.
( va ou )V

Entsprechend ist die inhomogene Gleichung (1) dquivalent zu:

(5 )rn=(0)

Wir kénnen den Operator L auf L? @ L?, durch folgende Matrix definiert,

betrachten: »
L:= ( “aw V4 )
N
mit dem Definitionsbereich D’ := D @ L2.
L ist ein selbstadjungierter Operator.
Nach [LMM] ist o,(L)\[a, 8] = 0,(T)\[e, ] und o.ss(L) = [, §]. Die Resol-
vente von L lautet:

. W)\ —WA\/C_](U— )\)_1
'mad_(—¢ﬂu—M4W)(u—M4+¢ﬂu—M4Wﬂu—M4¢§)

—1
mit W) = (—% —A— ﬁ) . Den Operator W) kann man mit Hilfe der

Green’schen Funktion schreiben:

(Wi f)(z /Gx§>\ )dé

V(z, A)X(§A), T <€
G(x, & N) =
(4) { V@ NU(EN), > ¢
wobei ¥ (bzw. x) die Randbedingung bei x = 0 (bzw. bei x = 1) erfiillen
soll. Dazu sei ¢ und 9 eine Losungsbasis:

©(0,A) =1 »(0,\) =0
©'(0,\) =0 P'(0,A) =1
Die Funktion y setzt man als Linearkombination von ¢ und % an, sodaf
x(1,A) =
( A) p(z, A) +m(A)g(z, A)

Die Funktion m(A) = >‘ helﬁt der Titchmarsh-Weyl’sche Koeffizient.
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Bezeichnen wir die Spektralfunktion von L mit E). Sei f = (g) c L’ L2
Auflerdem N > 0 mit [a, ] C (—N, N) und weder N noch —N ein Eigenwert
von L. Dann gilt mit der Stieltjes’schen Umkehrformel:

(Ent, f) — (B Nf f) = (5)

lim / (Rapie (L), £) — (Ry_ie(L)F, £)]dN =

2m el

N
L i [(Wmf F) = (Wassef, f)]dA =

2 ew

a—0 1 1

—hm/// (2,6 Arie) — G(w, €, A—ie)| f(€)de Fla)dwd) +

271 €10
N 0

B+0 1 1

+—hm/// (2, € Abie) — G(x, €, A—i)| f(€)dE Fla)dwd) +

271 €10
a—0 0

N

+—hm / / / (z,&, M ie) — Gz, &, \—ie)| f(€)dE f(x)dad

271 €10
B+0 0 0

o

Fiir das erste Integral ergibt sich:

= —lim
271 €10

a—0 1 T

—hm//[/ (&, M ie) (p(z, A+ig) + m(A+ie)y(z, \tie)) —

271 €l0

-N 0

— (&, A—ig) (p(@, \—i) + m(A—ig)i(a, A—z’a))) F(€)de +

1

n / (w(x, Atie) (0(€, A+ie) + m(A+ie)p(€, \tic)) —

T

— Pz, A—ie) (p(&, A—ie) + m(A—ie)y (&, A—ig)))f(g)dgl flx)dzd) =

a—0

11
m(A+ie) W(x, \Fie)Y (€, A ie) f(€) f(x)dEdx —
1/

-N

1 1
m(\—ie Y, A—ie) (€, A — za)f(g)mdgdx]dkz
/]
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1 2

= Y Resmod) | [ o) fads (6)
—N<)\j<a 0
Analog erhélt man fiir das dritte Integral:
2

> Restmo)| [ (. 0)f(@)da (7)

B<A <N

Fiir A € [a, f] mufl man die Losungen der Gleichung genauer untersuchen.

In diesem Fall hat die Funktion —%5 einen einfachen Pol bei z = u™'()).

3 Differentialgleichungen mit schwachen
Singularititen

Wir betrachten Gleichungen mit einer schwachen (oder reguléren) Singula-
ritdt!, d.h. Gleichungen des folgenden Typs:

y' 4+ ay + by =0, (8)

Die Funktionen a(x) und b(x) seien in einer Umgebung von zg, zo € C, mit
Ausnahme von xy holomorph. Bei zy besitze a(z) einen Pol von héchstens
1. Ordnung und b(z) einen Pol von hochstens 2. Ordnung. Es sollen also fiir
|x — zo| < p folgende Laurent-Entwicklungen gelten:

a(xr) = 21 an(T — x0)"
bz) = ian(x I

Dann kann man folgenden Losungsansatz machen:

g(@) = (x —w0)" Y ealx — o)™ (9)

Dabei mufl » notwendigerweise die Indexgleichung erfiillen:
r(r—1)4+a_yr+b_o=0. (10)

Die beiden Losungen von (10) seien 71, 7o. Dann sind 3 Félle zu unterscheiden:

!Siehe hierzu zum Beispiel [H] S. 274-284.
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1.ry—ry & Z:
Durch den Ansatz (9) erhélt man mit 7 und r9 zwei linear unabhéngige
Losungen von (8) fir |z — zo| < p.

2. 11 =13
Man erhélt eine Losung von (8) fiir |« — zo| < p.

3.1 —1r9 €EZL,r1 > 19!
Man erhélt mit 71 durch den Ansatz (9) eine Losung von (8) fiir
| —xq| < p. Mit ry lassen sich im Potenzreihenansatz die Koeffizienten
nicht so bestimmen, daf§ (9) die Gleichung erfiillt.

In den Féllen 2 und 3 erhélt man durch den Ansatz y(z) = g(x)7(z) eine
zweite, linear unabhéngige Losung der Gleichung (8).

Betrachten wir nun wieder unsere Gleichung (2) und halten vorerst A fest.
Bei x = xg := u~!(\) liegt eine schwache Singularitit mit a_; = b_y = 0 vor,
wenn ¢(xg) # 0. Somit lautet die Indexgleichung (10):

r(r—1)=0

Die beiden Losungen unterscheiden sich um eine ganze Zahl, also ist nach
dem vorher Gesagten nur r = 1 moglich. Fiir g ergibt sich daher:

g(x) = (:)s—zo)ch(x—xo)" (11)

Fiir die zweite Ableitung erhalten wir:
" =2c1 + 6co(x — 10) + . ..
Einsetzen in die Differentialgleichung (2) ergibt:

2¢1 + 6ea(x — x0) + ... +

+ (b_l(x — $0)_1 + bo + .. ) (Co($ — $0) + Cl($ — $0)2 + .. ) 0

b_
:>201+b_100:0 = C1 :—7100

O.B.d.A. kénnen wir ¢y = 1 setzen, d.h. ¢'(zg) = 1. Das ergibt ¢; = b

Dabei ist
3 36’0) = q(:)so)

b_1 = Res (b(x); zo) = Res (u E S



Damit hat g(x) folgende Form:

Die Funktion g(x) ist eine holomorphe Losung der Differentialgleichung und
148t sich auf ganz U fortsetzen.

Um eine zweite, linear unabhéngige Losung der Gleichung zu erhalten,
machen wir den Ansatz y = g(z)7(z). Einsetzen in die Differentialgleichung
(2) ergibt:

J'T+2¢ 7 + g + ()\ + _9 ) gr =0
U— A
=297 +g7" =0

Wenn wir w := 7’ setzen, erhalten wir:

2¢'w + guw' =0
/ /
W 59
w g
1
w = 0—2: C 2:
g b—1 2
((:c—:co)—T(x—xo) +)
C

(x —x0)2 —b_1(x —x0)3 + ...

1 1
= C(m+b_1$_xo+...>

Setzen wir 0.B.d.A. C' := —i, dann ergibt sich

1
’LU([Z}') = —i(fﬁ — $0>_2 — (QU — xo)_l 4+ ...
Fir 7 erhalten wir dann:
1
= 1 — o 12
(1) = gy~ lon(e — o) + (12)

Die Losung g7 der Differentialgleichung hat dann folgende Form:

gla)r(z) =

= —log(z — xo) <(aj—x0)—%(1’—$0)2+,..)—l—b%l—l-cl(x—Io)—i-...



Die Losung g7 1a8t sich auch auf U \ {z¢} holomorph fortsetzen, bei
T = x( besitzt sie einen Verzweigungspunkt. Auflerhalb von xg besitzt g7
keine Singularitéit, weil die Differentialgleichung dort reguldr ist. 7(z) hat
allerdings dort, wo g(x) eine Nullstelle hat (die hochstens einfach sein kann),
einen einfachen Pol.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung in Abhéngigkeit von A. Die
Lage der Singularitit hingt jetzt von A ab. Fiir die Funktionen ¢g(x) und 7(z)
schreiben wir g(z, A) bzw. 7(z, A). Die Losungen hidngen holomorph von A
ab, bis auf die Singularitdt bei A = u(x) und etwaigen Polen von 7.

Sei A € [, 3]. Die Funktion 7(z,\) hat bei z = u~'(\) einen Verzwei-
gungspunkt. Wir schlitzen die Ebene entlang der negativen reellen Achse bis
zu u~'()\) auf. Dann existiert eine Funktion ©(z, \) mit O(z, \) € R, sodaf
wegen (12) gilt:

lim 7(z, A £ ie) =:

O(xz, \), r>ut(N)
in { (13)

Oz, \) tim, = <u ()N
Die Funktion O(z, A) hat dann folgende Form:

1
bz —ut(N))

Oz, \) = —In|z —u' N+ ...
Es ist g(z, \)©(x, A) eine reelle Losung der Differentialgleichung auf [0, 1].
Die Wronskische Determinante der Losungen g und g7 héngt nur von

A ab, da der Koeffizient der ersten Ableitung in der Differentialgleichung
verschwindet. Wir schreiben hierfiir W (\):

W) =W(g,g7) = g(g7)' — g'g7 = ¢’ #0
Und mit den obigen Normierungen erhalten wir:

1

W(gvg7—> = _b—l

Wir untersuchen nun die Eigenwerte im Intervall [, 3].
Dabei miissen wir 2 Félle unterscheiden:

1 g(0,0) = g(1,0) = 0:
Die Funktion y = g(x, \) ist Eigenfunktion zum Eigenwert .

2. 9(0,A),9(1,A) #0,7(0,A) = 7(1, A):
y = ((t(z,\) = 7(0,\))g(z, A) ist Eigenfunktion.
Im ersten Fall kénnen sich die Eigenwerte nicht h&ufen, weil ¢(0,A) und

g(1,A) holomorph von A abhingen. Im 2. Fall kénnen sich die Eigenwerte
auch hochstens bei o und [ haufen.



4 Der Titchmarsh-Weyl’sche Koeffizient

Wir berechnen nun den Titchmarsh-Weyl’schen Koeffizienten. Dazu nehmen
wir folgende Losungsbasis:

$(0,7)

1 =0
©'(0,A)=0 (0N =1

Fiir ¢ setzt man an:
p=Ag+ Bgr
Durch die Anfangsbedingungen ergibt sich:
Ag(0,A) + Bg(0,A)7(0,A) =
Ag'(0,A) + B[g'(0,\)7(0,A) + g(0,\)7'(0,))] = 0

und man erhélt:

1 JON70.0) + 900070,
9(0, 2)*7(0, A)
(Y
9(0,2)*7(0, A)
Fiir ¢ setzt man an:
Yv=Cg+ Dgr

Durch die Anfangsbedingungen ergibt sich:

Cg(0,\)+ Dg(0,\)7(0,\) = 0
Cd'(0,\)+ DJ[g(0,\)7(0,X) + g(0,\)7'(0,\)] =

und man erhalt:

~g(0,M)7(0, )
g(0, A)27(0, \)
g(0, )
g(0,A)27'(0, \)

C

D

Durch Einsetzen erhalt man:

9(0,M)7'(0,A) = ¢'(0, A)(7(z, A) — 7(0,A))
(0, 0)277(0, \)
T(x,\) — 7(0, \)
g(0,\)7'(0, \)

(p(l’, >‘) = g(l‘, >‘)

@D({L’, )‘) = g(ZL', )‘)
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Es ergibt sich fiir den Titchmarsh-Weyl’schen Koeffizienten:

p(1, )

Ty

_9(07 )‘>7J(07 )‘> — QI(O, )‘> (T(lv )‘) — T(Ov >‘))
9(07 )‘) (T(L )‘) - 7_(07 )‘)

ACRY 7'(0,)

g(0,A)  7(1,\) = 7(0,\)

Der Titchmarsh-Weyl’sche Koeffizient m()\) ist nach [LMM] eine
Nevanlinna-Funktion, d.h. ist holomorph in C* und bildet C* in sich ab.
Solche Funktionen gestatten eine Integraldarstellung:

1 t
t—A  1+¢

m()\):a+ﬁ)\+7o<

— o0

) do(t)

mit « € R, § > 0 und o ein MaB auf R mit [~ ﬁ(g < 0o. Das Maf} ¢ im

Intervall [a, 5] berechnet man mit der Stieltjes’schen Umkehrformel. Es sei
A ein Intervall, A C [a, §]. Dann gilt:

o(A) = lim — / (m(A+ i) —m(x — ic) ) =

el0 27
A
/ 1 1 1
— _A/T (0,A)5— {9(1»\)—@(0, A —ir  O(1,A\)—0(0, \)+ir dX
_ —7'(0, \)
N / [O(1,A) — O(0, A)]? +7T2‘M (14)

A

5 Berechnung der Greenschen Funktion

Wenn \ ¢ (L) ist, konnen wir die Greensche Funktion berechnen. Die Funk-
tionen

erfiillen die Randbedingungen
y1(07 )‘) =0 bzw. y2(17 )‘) =0

und gentigen der Differentialgleichung.
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Die Wronskische Determinante dieser Funktionen lautet:
(Wir schreiben hier kurz 7y fir 7(0, ) und 7 fiir 7(1, \))

W((r —70)g, (T —T1)g) =
= (1—7)9((T = 7)) — (1 —1)g((T — 0)g) =
= (1—n)(r—7)g9 + (T — 70)7'g* —
- (T—Tl)(T—To)gg - (T—Tl)Tg
= (n—70)7'¢" = (7(1,A) = 7(0, 1)) ( ) (17)
7&0

Die Funktionen sind also, wenn A kein Eigenwert ist, wirklich linear un-
abhéngig.
Die Greensche Funktion lautet nun:

G(z,8, ) = - { yi(z, Ny2(EN), o <€

W(y1>y2) y2(x7 )‘>y1(£7 )‘>7 x> g
_ gz, N)g(€,N) , { (T(z, A) = 70, ))(T(§, A) = 7(L,A), = <¢
W(AXT(L )‘> - T(Ov A)) (T(ZL’, )‘) - 7_(1’ )\))(T(f, )‘) - 7_(07 )‘))7 T > g
Um den Grenzwert
lim —— (G2, &, A + i2) — G2, €, A — ic)] (18)

el0 271

zu berechnen, braucht man nur die Teile mit 7 zu betrachten, weil der Rest
keine Verzweigung hat. Dabei miissen wir mehrere Félle unterscheiden, je
nachdem, wo z und ¢ liegen. Wir verwenden dabei auch folgende Beziehung:

lim(7(1, A+ ie) = 7(0, A & i) = (B(L,A) = ©(0, 1)) F i
Wir berechnen:
lim {(T(SL’, A +ig) — 7(0, A+ ie))(1(E, XN+ ie) — 7(1, A + ig))
=10 T(L, A+ ig) — 7(0, A + ie)
(@A —ide) = 7(0,A —ig))(T(§, A —de) — (1A = ze))]
(1, A —ie) — 7(0, X — ig)

= (19)

O<z<&<ut(N):

(19) = [O(z,A) = 6(0,A)] -




Fiir 0 < £ < x < u !()\) ergibt sich das Gleiche, weil man x und £ einfach
vertauschen kann.
O<z<ulN)<é<l:
1 1
1O(1L,N) =60, A) —ir O(1,\) —6(0,\) +ir

[O(1,A) — 60, \)]? + 72
O<é<ultN)<x<l:
x und & miissen im vorigen Ergebnis einfach vertauscht werden.
i) <z<é<l:
O(z,A) —O(0,A) —imr O(z,A) —O(0,A) +im]

19 = 8L N=60.n —ir  BLN —6(0N) +ir

[O(1,A) — ©(0,\)]? + 72
Fir u='(\) < € < 2 < 1 ergibt sich das Gleiche, weil man nur z und ¢
vertauschen muf.

Zusammenfassend erhalten wir also:
. 1 ) )
lallrgl 2—m[G(ZIT, 67 A+ ZE) - G($7 57 A— 26)] -
g(x, A\)g(§, A)

W ([O(LA) - 60, )2 +72)
[O(z,A) = O(0, V][O, A) —O6(0,N)], 0<z,§<u(N)
O, 1) — OO N][O(EN) ~O(1N)], 0<z<u' () <E<T o
[O(z,\) —O(L,N][O(E,X) —6(0,))], 0<é<ul(N)<é< (20)
[©(x,A) = O(LN][O(&N) —0(1,N)], v () <zd<l
Wir setzen:
~ ez, ) —6(0,N)]g(z,\), x<u (A
P, A) ‘—{ 0.2 — 601 Mgz ), 2 > a1\ (21)
Damit gilt also:
i %[G(m, €N+ ie) — Gla, €\ —ie)] = (22)
bl NY(EN) (23)

T WO, N) — 60, N2+ 72)
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Abschlieflend erhalten wir:

/|f Pdx = (f,f) =

= lim ((Exf,f) — (E_yf,£))

N—oo
1 2
= ) Res(m,\ /qp(:m flx)dz| +
—o0o< A< 0

+ (24)

v 1
+Q/W(A)([9(1,A) : 2+ 72 0/ )dx

Wir erhalten also eine Isometrie zwischen L? und einem L2, wobei o auf
[, ] und bei den Eigenwerten auferhalb von [«, 5] Masse hat, durch eine
Fouriertransformation:

2

dA

Oz, \) f(z)dz fiir X € |, §]
(25)
U(x, AN f(x)de fir A & |o, 5]

(FHA) =

oo ..

Die gesuchte Spektralfunktion ist also o.
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