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1 Einleitung

Der vorliegende Text ist im Rahmen eines Projektpraktikums entstanden, dessen Ziel es war
sich etwas nidher mit dem Thema ,,Schwache Kompaktheit* zu beschéftigen.

Unter anderem werden hier folgende Konzepte und Sétze présentiert und bewiesen: Die
beschriinkte schwach* Topologie, der Satz von Eberlein-Smulian und der Satz von James. Im
letzten Abschnitt werden dann die vorigen Ergebnisse verwendet um nahezu miihelos einige
interessante Sétze iiber reflexive Rdume zu beweisen.

Quellen. Abgesehen von der Vorlesung ,,Funktionalanalysis 1“ von Prof. Woracek aus dem
Sommersemester 2007 ([4]), habe ich folgende Biicher verwendet:

[1] R. E. Megginson: An Introduction to Banach Space Theory, Springer-Verlag, New York
1998

[2] W. Rudin: Functional Analysis, 2. Aufl., Tata MacGraw-Hill Publishing Company
Limited, New Dehli 2006

[3] P. Wojtaszczyk: Banach Spaces for Analysts, Cambridge University Press, Cambridge
1991

Notation. Die Notation orientiert sich im Wesentlichen an [4] und [1], wobei diese wiederum
an [2] angelehnt sind. Insbesondere bedeutet das:

X* bezeichnet den topologischen Dualraum eines topologischen Vektorraumes,

Bx bezeichnet die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Raumes X,

¢ bezeichnet die kanonische Einbettung ¢ : X — X**, ((z)z* = z*z.
Wenn wir verschiedene Topologien (z.B. Normtopologie, schwache, schwach* Topologie) auf ei-
nem Vektorraum betrachten, beziehen sich Begriffe wie ,,offen*, ,,abgeschlossen, ,,beschréankt*
etc., immer auf die urspriingliche Topologie des gegebenen Vektorraumes, im Gegensatz zu
,schwach offen“, ,,schwach* abgeschlossen®, die sich eben auf die schwache, bzw. schwach* To-
pologie beziehen.

Vorkenntnisse. Das notige Vorwissen erschopft sich im Wesentlichen im Stoff der Vorlesung
,Funktionalanalysis 1. Der Satz von Goldstine, der im Folgenden hin und wieder auftaucht,
ist Proposition 4.4.4 aus [4].

Eine Teilmenge E eines topologischen Vektorraumes heifit beschrdnkt, falls es zu jeder Nul-
lumgebung V eine Zahl s > 0 gibt, sodass F C tV fiir alle t > s gilt. Ein topologischer Raum
heiflt metrisierbar, falls es eine Metrik gibt, die seine Topologie induziert. Fiir all diese Dinge,
sowie fiir die allgemeine Version des Satzes von Banach-Alaoglu, siehe die ersten drei Kapitel
von [2].

2 Die beschrinkte schwach* Topologie

Wir werden nun eine weitere lokalkonvexe Topologie auf dem Dualraum eines normierten Raum-
es studieren, die nicht nur ein niitzliches Werkzeug zur Untersuchung der schwach*® Topologie
darstellt, sondern auch fiir sich selbst betrachtet interessante Eigenschaften hat.



2.1 Definition. Sei X ein normierter Raum. Fiir jedes 2* € X* und jede Nullfolge (z,) in X
sei
B(x", (zn)) = {y" € X* 1 |(y" — 2")x,| < 1 fiir alle n}.

Tpw+ bezeichne die Menge aller Vereinigungen von Mengen der Form B(z*, (z,,)).
2.2 Satz. Sei X ein normierter Raum.

(a) Ty ist eine Topologie auf X*, die wir die beschrinkte schwach* Topologie oder b-
schwach™® Topologie nennen. Sie macht X* zu einem lokalkonvexen topologischen Vek-
torraum.

(b) Die schwach* Topologie ist gréober als die beschrinkte schwach* Topologie und die be-
schrinkte schwach™ Topologie ist gréber als die Normtopologie: Ty C ZTpr C Ty -

(¢c) Sei A C X* beschrinkt. Dann stimmen die Relativtopologien der schwach™ und der b-
schwach™ Topologie auf A tiberein.

(d) Sei ¥ eine Topologie auf X*, sodass auf allen beschrinkten Mengen die Relativentopologien
von ¥ und der schwach* Topologie tibereinstimmen, so ist T C Ty .

Beweis. Es bezeichne 98 die Familie aller Mengen der Form B(z*,(x,)). Wir werden zuerst
zeigen, dass Ty, tatsdchlich eine Topologie ist, wozu es reicht zu beweisen, dass 5 eine Basis
ist. Zunéchst gilt X = (JB, da X* = B(0,(0,0,...)). Sei nun

zg € By, (x1,0)) N B(x3, (22,0))
gegeben. Da (x,,1) und (z,2) Nullfolgen sind, gibt ein 6 > 0 mit
max{|(zg — 27)Tjn| 1 j=1,2und n € N} <1 —6.
Wir definieren die Nullfolge
(xom) = ((5_156171, 6_1x271, 5_1331,2, (5_1x272, cl).
Fir 2* € B(x§, (z0.,)) gilt daher
(2" = 27)zjn| < (2" = 2p)zjinl + [(20 — 2)zjn| <O+ (1-6) =1, j=1,2

und wir schlielen
xo € B(xg, (T0,n)) C B(z7, (v1,0)) N B(23, (22,0))-

Also ist B eine Basis, welche die Topologie Ty, erzeugt.
Fiir jedes 2* € X* und jede Nullfolge (z,,) in X definieren wir

Pan)(@”) = sup{|a*zy| : n € N}

und eine einfache Rechnung zeigt, dass p(,,) eine Seminorm auf X* ist. Wir werden nun zei-
gen, dass Ty, die von der Familie von Seminormen {p(,) : (z,) Nullfolge in X'} erzeugte
lokalkonvexe Topologie ist. Offenbar gilt fiir alle € > 0

o+ {y" € X* 1 pa,y(y*) < e} = B(a*, (¢ lay))
und wir erkennen, dass jeweils eine (Sub-)Basis der einen Topologie in der anderen Topologie
enthalten ist. Wir schlieflen, dass Tpy,+ mit der von den Seminormen p, ) erzeugten lokalkon-
vexen Topologie iibereinstimmt.



Der erste Teil von (b) folgt aus
B(0,(z,0,0,...)) ={z* € X* : |[x"z| < 1}.

Dies wiederum impliziert, dass Ty« Hausdorffsch ist und es folgt (a). Um den zweiten Teil von
(b) einzusehen, sei (x,,) eine Nullfolge in X. Wihle ng € N, sodass ||z,| < 1 fiir alle n > ng
und setze p = max{||x,|| :n=1,...,n0}. Folglich gilt

1
e X'zt — B n))-
{z% € Il < =7+ < B0, ()

Fiir (¢) sei * € X* und (x,) eine Nullfolge in X. Aus der Beschrénktheit von A folgt, dass
es eine natiirlich Zahl ng gibt, sodass |(y* — 2*)x,| < 1 fiir alle y* € A und n > ny und daher
ist

ANB(*, (zp) =AN{y € X* : |(y* —aM)ay| <1firn=1,...,no}.

Es seien U € ¥ und z* € U gegeben. Wenn wir eine Folge Fy, F1, Fs,... von endlichen

Teilmengen von X mit den Eigenschaften

D) {yreX* :|lyr—a* <n+1lund |(y* —2")z|<1firze FyU...UF,} CU und

2) |lz|| <ntfirn>1und z € F,

konstruieren koénnen, so folgt leicht die Behauptung von (d): Nach (2) kénnen wir aus den Ele-
menten von J;7 , F;, kénnen wir eine Nullfolge (z,,) bilden und nach (1) gilt fiir diese Nullfolge
{y* e X* :|(y* —a*)z,| <1fir ne N} C U. Also ist B(z*, (xy,)) C U.

Induktive Konstruktion. Da (z* + Bx+) N U offen ist in #* + By~ versehen mit der Spurto-
pologie von T und die Relativtopologien von ¥ und der schwach* Topologie auf beschrinkten
Mengen iibereinstimmen, gibt es z1,...,zy,, € X sodass

(@ + Bx+) N {y" € X*:|(y* —a")x;| < 1firj=1,...,n0} CU.

Setze Fy = {2x0, ..., 2xn, }. Angenommen die Konstruktion wiirde nach m Schritten abbrechen,
d.h. wir hétten bereits Fp,..., F,—1 gefunden die (1) und (2) erfiillen, aber fiir alle endlichen
Teilmengen F von m~ !By gelte

KF)={y"eX":|ly" =2 <m+1und |(y*"—2")z| <1 firx € FyU...UF,, 1UF}\U # 0

K (F) ist nach Voraussetzung (d) w*-kompakt und da K (F') C K(G) fir G C F gilt, erfiillen die
K (F) die endliche Durchschnittseigenschaft. Folglich existiert ein «fj € [z K (F'). Insbesondere
gilt |(zf — 2*)x| <1 fiir alle z € m™ !By, also ist ||z, — z*|| < m. Wir schlieBen, dass

i ef{y e X ly—2"| <mund |(y* —aM)z| < 1firz e FyU...UF,_1} CU.

Ein Widerspruch, da sicher z ¢ U.
U

In jedem lokalkonvexen Raum gilt, dass eine Teilmenge genau dann schwach beschrénkt ist,
wenn sie in der urspriinglichen Topologie beschrénkt ist (siehe [2], Theorem 3.18). Im Falle eines
Banachraumes gilt, dass eine Teilmenge des Dualraums genau dann schwach™ beschrinkt ist,
wenn sie normbeschrinkt ist (siehe [1], Theorem 2.6.7). Ein #hnliches Resultat kann man fiir
die b-schwach* Topologie beweisen.



2.3 Korollar ([1], Exercise 2.81). Sei X ein normierter Raum. Fine Teilmenge E von X* genau
dann beschrinkt, wenn sie b-schwach™ beschrinkt ist.

Beweis. Wenn E beschrinkt ist, dann ist E auch b-schwach* beschrinkt, da die Normtopologie
feiner als die b-schwach* Topologie ist. Wenn E unbeschrinkt ist, dann gibt es Funktionale
yi € X* mit ||y%| > n?, n € N. Wihle nun z,, € By mit |y}z,| > n? Dann ist (z,) = (z,/n)
eine Nullfolge und |y} z,| > n. Folglich gibt es kein ¢ > 0 mit

E CtB(0,(zn)) ={y" € X" : |y*z,| <t fur alle n € N}.

2.4 Korollar ([1], Exercises 2.80, 2.82). Sei X ein normierter Raum.

(a) Wenn X unendlichdimensional ist, dann ist jede nichtleere b-schwach* offene Menge un-
beschrankt.

(b) Die b-schwach* Topologie ist genau dann metrisierbar, wenn X endlichdimensional ist.

Beweis. Fiir (a) bemerke, dass By« schwach* kompakt und beschrénkt, also auch b-schwach*
kompakt ist. Gibt es nun eine nichtleere beschrinkte b-schwach* offene Menge, so gibt es auch
eine kompakte Nullumgebung, und daher muss X* endlichdimensional sein.

Daraus folgt sofort (b): Sei X unendlichdimensional und die b-schwach* Topologie durch
eine Metrik d induziert. Nach (a) sind die e-Kugeln der Metrik d unbeschriankt. Also gibt es
eine unbeschrinkte bw*-Nullfolge: Wihle 2 € {z* € X* : d(0,2*) < 1} mit [|2}|| > n. In der
b-schwach* Topologie konvergente Folgen sind aber b-schwach* beschréankt (siehe [2], Seite 23).

Mit dem vorigen Korollar erhalten wir einen Widerspruch.
O

Die folgende Charakterisierung b-schwach* offener Mengen wird oft verwendet um die b-
schach* Topologie zu definieren.

2.5 Satz. Sei X ein normierter Raum und A eine Teilmenge von X*. Dann sind dquivalent:
(a) Die Menge A ist b-schwach* offen.
(b) Fir alle beschrinkten Teilmengen B von X* ist AN B relativ schwach™ offen in B.
(¢) Fiir allet > 0 ist ANtBx~ relativ schwach® offen in tBx~.

Beweis. Es bezeichne T die Menge aller Teilmengen U von X*, sodass fiir alle beschrankten
Mengen B die Menge U N B schwach* offen in B ist. Wie man leicht nachpriift ist T eine
Topologie. Offensichtlich gilt T,,» C ¥ und nach Satz 2.2(c) ist Tpy» C T. AuBlerdem stimmen
per definitionem auf beschrankten Mengen die von ¥ und %« induzierten Relativtopologien
iiberein. Satz 2.2(d) liefert daher ¥ C T+, also T = Ty«. Dies bedeutet genau die Aquivalenz
von (a) und (b).
Trivialerweise folgt (c¢) aus (b). Fir jede beschrinkte Menge B gibt es aber ein ¢ > 0 mit
B C tBx~. Aufgrund der Transitivitét der Spurtopologiebildung folgt (b) aus (c).
O

2.6 Satz. Sei X ein normierter Raum und A eine Teilmenge von X*. Dann sind dquivalent:

(a) Die Menge A ist b-schwach* abgeschlossen.



(b) Fir alle beschrankten Teilmengen B von X* ist AN B relativ schwach™® abgeschlossen in

B.
(c) Fir alle t > 0 ist ANtBx+ schwach™ abgeschlossen in X*.

Beweis. (a) impliziert offensichtlich () und (¢), letzteres weil tBx» b-schwach® kompakt ist.
Wenn B\ (AN B) = A°N B fiir alle beschriankten Teilmengen B von X* in B schwach* offen
ist, so muss nach dem vorigen Satz A° b-schwach™ offen sein. Also folgt (a) aus (b). Genauso
schliefit man von (c) auf (a). O

Wir wollen daran erinnern, dass ein Netz (z4)qcs in einem topologischem Vektorraum
Cauchynetz heifit, wenn es fiir jede Nullumgebung U ein o € I existiert, sodass

zo —xg €U fir alle o, B > ap gilt.
Ein topologischer Vektorraum heifit vollstindig, wenn jedes Cauchynetz konvergiert.
2.7 Satz. Sei X ein unendlichdimensionaler normierter Raum.
(a) X* versehen mit der schwach* Topologie ist nicht vollstindig.
(b) X* versehen mit der b-schwach® Topologie ist vollstindig.

Beweis. Da X unendlichdimensional ist, gibt es ein in der Normtopologie unstetiges Funktional
f auf X. Es bezeichne I die Menge aller nichtleeren endlichen Teilmengen von X. Die Relation
,C* definiert eine Ordnung auf I, die I zu einer gerichteten Menge macht. Da fiir jedes F' € I
die Einschrankung f [spanF’ ein stetiges Funktional auf spanF’ ist, gibt es nach dem Satz von
Hahn-Banach eine stetige Fortsetzung, die wir mit z}, bezeichnen. Das Netz (27}.)per ist ein
schwach* Cauchynetz, denn aus a2 = fx fir F' O {x} folgt, dass

Tp — o, €{r" € X"t |otay| < 1fir k=1,...,n} firalle F1,F5 D {z1,...,2,}.

Es gibt aber kein 2* € X* mit 2}, — 2, weil sonst f(z) = lim a7}z = 2*x, fiir alle x € X gelten
wiirde.

Sei nun (z})aer ein b-schwach* Cauchynetz. Da die b-schwach* Topologie feiner als die
schwach* Topologie ist, folgt dass (z)aer ein schwach* Cauchynetz ist. Das bedeutet aber,
dass (z}x)acr, © € X, ein Cauchynetz in K ist, und wir konnen daher f: X — K als

= 1‘ *
f(z) =limz,z

definieren. Wir zeigen nun f € X* und z, LN f. Dazu sei (x,) eine fest gewéhlte Nullfolge in
X und e > 0 beliebig vorgeben. Da (z},).cr ein b-schwach® Cauchynetz ist, gibt es ein ag € I,
sodass

x;, — x5 € B(0, (e 'an)) = {y* € X*: |y*z,| < € fiir alle n € N} fiir alle o, 3 > g

gilt. Das bedeutet aber, dass das Netz ((x}2,))acr in ¢y ein Cauchynetz ist und folglich gegen
einen Grenzwert in ¢y konvergiert, der aber definitionsgemaf ( fx,,) sein muss. Hierbei bezeichnet
wie iiblich ¢y den Banachraum aller Nullfolgen. Wir schlieflen, dass fiir jede Nullfolge (z,,) auch
(fzy) eine Nullfolge ist, also f € X*. Weiters impliziert limyer(z}x,) = (fz,) in co, dass es ein
ag € I gibt, sodass x}, € B(f, (zy)) fiir o > ap. O



In Zusammenhang mit dem obigen Satz ist es erwdhnenswert, dass unter denselben Voraus-
setzungen die schwache Topologie auf X nie vollsténdig ist (siehe [1], Prop. 2.5.15). Allerdings
gilt, dass jede schwach* Cauchyfolge im Dualraum eine Banachraumes konvergiert ([1], Prop.
2.5.15).

2.8 Bemerkung. Mit dem obigen Satz lésst sich ein weiterer Beweis dafiir angeben, dass, falls
X unendlichdimensional ist, die b-schwach* Topologie nie metrisierbar ist: Wire sie ndmlich
metrisierbar, so wére sie sogar vollsténdig metrisierbar. Anderseits ist X* = J,, nBx=, eine
abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen mit leerem Inneren. Dies widerspricht dem
Satz von Baire.

Ein wesentlicher Grund warum man die b-schwach* Topologie zur Untersuchung der schwach*
Topologie heranziehen kann, ist der folgende Satz. Er erlaubt es ndmlich die schwach® Topologie
als die schwache Topologie des lokalkonvexen Raumes (X*, %p,~) aufzufassen, siehe Beweis von
Satz 2.12.

2.9 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann sind die Dualriume von X* wversehen mit der b-
schwach™® Topologie bzw. schwach* Topologie gleich, d.h. (X*, Tpy+)* = 1(X).

Beweis. Sei f ein b-schwach* stetiges lineares Funktional. Dann gibt es eine Nullfolge (x,) in
X, sodass

|fz*| < 1, falls |z*x,| <1 fur alle n € N. (1)

Wir schlieflen, dass
fa* =0, falls z*z, = 0 fiir alle n € N. (2)

Die Abbildung T : X* — ¢, die jedem z* die Folge (x*z,) zuweist, ist eine beschriankte
Abbildung zwischen zwei normierten Radume. Das lineare Funktional ¢ : ran T' — K, o(Tz*) =
fa* ist wohldefiniert, da aus T'z* = 0 wegen (2) fz* = 0 folgt. Aus (1) folgt die Beschrénktheit
von ¢. Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach existiert ein w* € ¢jj das ¢ fortsetzt. Wenn
wir () aus ! withlen, das w* in der iiblichen Weise darstellt, so folgt fiir alle z* € X*

fa* =p(Tx") =w"(z*z,) = Zanm*ajn =z* <Z anznn> ,
n n
wobei die Konvergenz der letzten Summe aus

D lanzall < CD Jan| < 0o
n n

und der Vollstindigkeit von X folgt. Umgekehrt ist trivialerweise jedes schwach* stetige Funk-
tional b-schwach* stetig. O

2.10 Korollar. Sei X ein unendlichdimesionaler Banachraum. Dann ist die b-schwach* Topo-
logie verschieden von der schwachen, schwach* und der Normtopologie.

Anmerkung: Dieser Satz ldsst sich auch beweisen, wenn man nur voraussetzt, dass X eine
normierter Raum ist ([1], Corollary 2.7.7).

Beweis. Zunichst ist die b-schwach® Topologie verschieden von der schwach* Topologie, da die
eine vollstdndig ist und die andere nicht. Sie muss auch verschieden von der Normtopologie sein,
da nichtleere b-schwach* offene Mengen stets unbeschrinkt sind. Falls die natiirliche Einbettung
t: X — X™ surjektiv ist, stimmen die schwache und die schwach* Topologie iiberein. Wenn
¢ nicht surjektiv ist, sind nach dem vorherigen Satz die Dualrdume von X™* versehen mit der
schwachen und b-schwach* Topologie verschieden. O



2.11 Korollar. Sei f ein lineares Funktional auf dem Dualraum eines Banachraumes. f ist
genau dann schwach* stetig, wenn f eingeschrinkt auf Bx~« stetig beztiglich schwach* Topologie
auf Bx~ ist.

Beweis. Sei die Einschrinkung von f auf By« stetig beziiglich schwach* Relativtopologie auf
Bx-. Fiir t > 0 ist ker f NtBx~ = t(ker f N Bx+) schwach* abgeschlossen in tBx+ und da tBx+
abgeschlossen in X* ist, sogar schwach™ abgeschlossen in X*. Nach Satz 2.6 ist ker f b-schwach*
abgeschlossen und daher ist f b-schwach* stetig (Proposition 1.1.13 in [4]). Wie wir oben (Satz
2.9) gezeigt haben, ist f dann auch schwach* stetig. Die Umkehrung ist trivial. O

2.12 Satz (Krein-Smulian). Sei C eine konvexe Teilmenge des Dualraumes eines Banach-
raumes. C ist genau dann schwach® abgeschlossen, wenn C N tBx« fir alle t > 0 schwach*
abgeschlossen ist.

Beweis. Sei C N tBx« fiir alle ¢ > 0 schwach* abgeschlossen. Dann ist C' nach Satz 2.6 b-
schwach* abgeschlossen. Um zu zeigen, dass C auch schwach* abgeschlossen ist, wenden wir
Satz 4.3.8 aus [4] auf den lokalkonvexen Raum (X*, Tp,+) und die konvexe Menge C' an, denn
die schwache Topologie dieses Raumes ist genau die schwach™® Topologie auf X*. 0

Bemerkung.([1], Exercise 2.84) Die Aussage des Satz von Krein-Smulian ist fiir die Normto-
pologie trivial, da konvergente Folgen beschriankt sind. Man erhélt fiir eine konvexe Teilmenge
C von X:

C' ist genau dann abgeschlossen, wenn C NtBx fiir alle t > 0 abgeschlossen ist.

Daraus folgt auch sofort die gleiche Aussage fiir die schwache Topologie, da eine konvexe
Menge genau dann abgeschlossen ist, wenn sie schwach abgeschlossen ist und C sowie C NtBx
konvex sind. Also:

C ist genau dann schwach abgeschlossen, wenn CNtBx tr allet > 0 schwach abgeschlossen
15t.

In topologischen Riaumen, die in jedem Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzen,
lassen sich Begriffe wie ,, Abgeschlossenheit* und ,,Stetigkeit“ wie in metrischen Rdumen durch
Folgen beschreiben, in beliebigen topologischen Réumen ist dies jedoch nicht moéglich. Daher
macht es Sinn zu definieren

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes heif3t folgenabgeschlossen, falls fiir
jede Folge (x,) in A mit z,, — x gilt, dass = € A.

Analog definiert man

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen X und Y heifit folgen-
stetig, wenn fiir alle Folgen (x,) mit z,, — = gilt, dass f(z,) — f(x).

,,Folgenabgeschlossenheit“ und , Folgenstetigkeit“ sind schwichere Begriffe als ,, Abgeschlossen-
heit*“ und ,,Stetigkeit*; in gewissen Spezialfillen sind sie jedoch &dquivalent.

2.13 Korollar. Sei X ein separabler Banachraum. Fine konvexen Teilmenge von X* ist genau
dann schwach* abgeschlossen, wenn sie schwach™ folgenabgeschlossen ist.

Beweis. Sei C' eine schwach* folgenabgeschlossene konvexe Teilmenge von X*. Wegen der Se-
parabilitit von X, ist die schwach* Topologie auf tBx~, t > 0, metrisierbar (siehe [2], Theo-
rem 3.16). Da in metrischen Rdumen Folgenabgeschlossenheit und Abgeschlossenheit dquivalent
sind, ist C'NtBx~ in tBx+ schwach* abgeschlossen, und somit auch X*. Der vorige Satz liefert
nun die Behauptung. O



2.14 Korollar. Ein lineares Funktional auf dem Dualraum eines separablen Banachraumes ist
genau dann schwach® stetig, wenn es schwach* folgenstetig ist.

Beweis. Nach dem vorigem Korollar reicht es zu zeigen, dass ker f schwach* folgenabgeschlossen
ist. Wegen der schwach* Folgenstetigkeit von f ist das aber offensichtlich. ]

2.15 Bemerkung ([1], Exercise 2.85). Weder in Satz 2.9 noch im Satz von Krein-Smulian
kann auf die Forderung, dass X vollstindig ist, verzichtet werden. Um das einzusehen betrachte
einen unvollstédndigen normierten Raum X; es bezeichnen Y den Normabschluss des Bildes der
kanonischen Einbettung ¢(X). Weiter bezeichnen ¥+, Ty und Ty« die schwach*, die o(X*,Y)-
Topologie und die b-schwach* Topologie auf X*.

Sicherlich ist T, C Ty; auf beschrinkten Mengen stimmen die beiden Topologien sogar
liberein: Es sei B eine beschrinkte Teilmenge von X* und f € Y. Weil B beschrankt ist, gibt
es ein t > 0, sodass B C tBx+. Wihle f, € «(X), sodass | f, — f|| <t~!/2. Dann gilt

|f (™) < |fe(z®)| +1/2 firalle z* € B
und folglich
{z" e X" |fu(a™)| <1/2} N B C{a* € X*:|f(z")] <1} N B.

Also stimmen T« und ¥y auf B iiberein. Daraus folgt dass Ty C Tpy+. Fiir die Dualrdume
beziiglich der jeweiligen Topologien gilt

(X", T)" © (X7, Ty)" C (X7, Tpur)™,

wobei die erste Inklusion nach Satz 3.10 in [2] echt ist. Insbesondere sind die Dualrdume
beziiglich der schwach* und der b-schwach* Topologie verschieden.

Fiir jedes f € Y\ ¢(X) ist ker f immer Ty-abgeschlossen, aber nicht schwach* abgeschlossen.
Fiir alle t > 0 ist ker f N tBx» Ty-abgeschlossen in tBx+ und da tBx» beschrinkt ist auch
schwach* abgeschlossen in tBx~, und somit schwach* abgeschlossen in X*. Das zeigt, dass auch
im Satz von Krein-Smulian auf die Forderung, dass X vollstéindig ist, nicht verzichtet werden
kann.

3 Der Satz von Eberlein-Smulian

Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge K eines topologischen Raumes folgenkompakt heifdt,
wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in K liegt. Eine
Teilmenge K heifit relativ folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

In allgemeinen topologische Rdumen muss Folgenkompkheit nicht Kompaktheit implizieren
und auch nicht umgekehrt; in metrischen Radumen sind beide Konzepte dquivalent. Die erstaun-
liche Aussage des Satzes von Eberlein-Smulian ist nun, dass eine Teilmenge eines normierten
Raumes genau dann (relativ) schwach kompakt ist, wenn sie (relativ) schwach folgenkompakt
ist.

Wir beginnen mit der einfachen Beweisrichtung des Satzes von Eberlein-Smulian, die bereits
in metrisierbaren lokalkonvexen Ridumen funktioniert. Zur Erinnerung: Ein topologischer Raum
heifit separabel, falls er eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt.

3.1 Satz ([2], Exercise 3.28). Sei X ein metrisierbarer lokalkonvexer topologischer Vektorraum.

(a) Wenn X separabel ist, dann ist die schwach* Topologie auf X* separabel und es gibt eine
abzihlbare Teilmenge von X* die auf X punktetrennend ist.



(b) Sei K eine schwach kompakte Teilmenge von X und (x,) eine Folge in K. Dann hat (x,,)
eine schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

(c) Sei K eine relativ schwach kompakte Teilmenge von X und (xy) eine Folge in K. Dann
hat (zy,) eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei d eine Metrik, welche die Topologie von X induziert. Die Mengen
* * * .. . 1
En:{x eX" |z x|§1furalle:c€Xm1td(O,x)<}, n €N
n

sind nach dem Satz von Banach-Alaoglu ([2], Theorem 3.15) w*-kompakt und es gilt
X*=|JEn.

Wenn X separabel ist, dann ist die schwach* Topologie auf allen E,, nach Satz 3.16 in [2] me-
trisierbar. Da jeder kompakte metrische Raum separabel ist, folgt, dass die schwach® Topologie
auf X* separabel ist. Sei also M eine abzéhlbare Teilmenge mit M =X*undz € X , x # 0.
Weil X lokalkonvex ist, existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein z* € X* mit z*x = 1.
Weiters ist

Mn{y e X*:|(y"—a®)z| <1/2} #0.

Daher gibt es ein y* € M mit y*x # 0 und somit ist M auf X punktetrennend.

Um (b) zu beweisen, setze Y = span{xz, : n € N}. Dann ist Y ein separabler, metrisierbarer
lokalkonvexer topologischer Vektorraum und nach (a) gibt eine abzéhlbare Teilmenge von Y* die
auf Y punktetrennend ist, also auch auf der schwach kompakten Menge Y N K. Nach Abschnitt
3.8 in [2] ist daher die schwache Topologie auf ¥ N K metrisierbar. Die Folge (zy,) ist also eine
Folge in dem kompakten metrischen Raum Y N K und hat daher eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in K.

Fiir (¢) wendet man (b) auf die schwach kompakte Menge K an. O

3.2 Lemma. Fine Teilenge A eines normierten Raumes ist genau dann relativ schwach kom-
pakt, wenn sie beschrinkt und der o(X**, X*)-Abschluss von t(A) in (X) enthalten ist.

Beweis. Sei A relativ schwach kompakt. Dann ist die Menge +(A") ist o(X**, X*)-kompakt,
dat: X — (X)) ein o(X, X*)-0(X*, X*)-Hombomorphismus ist. Folglich ist der o(X**, X*)-
Abschluss von ¢(A) in ¢(X) enthalten. Da schwach kompakte Mengen schwach beschréankt sind
(siehe [2], Theorem 1.15(b)), und schwache Beschrianktheit dquivalent zu Beschréanktheit ist ([2],
Theorem 3.18), folgt, dass A beschrinkt ist.

Wenn A beschrankt ist, dann gibt es ein ¢ > 0 mit ¢«(A) C tBx+~. Da die Einheitskugel von
X** nach dem Satz von Banach-Alaoglu o(X**, X*)-kompakt ist, folgt, dass der o(X**, X*)-
Abschluss von ¢(A) auch o(X**, X*)-kompakt ist. Da ¢ ein Homdomorphismus ist, folgt

()7 @

und somit ist A schwach kompakt. O

3.3 Satz (Satz von Eberlein-Smulian fiir relativ schwach kompakte Mengen). Eine Teilenge A
eines normierten Raumes ist genau dann relativ schwach kompakt (d.h. A" st schwach kom-
pakt), wenn jede Folge in A ein schwach konvergente Teilfolge hat (d.h. A ist relativ schwach
folgenkompakt).
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Beweis. Wir miissen noch zeigen, dass aus relativer schwacher Folgenkompaktheit, relative
schwache Kompaktheit folgt. Angenommen es gibe eine Teilmenge A von X, die nicht rela-
tiv schwach kompakt ist, aber trotzdem jede Folge in A ein schwach konvergente Teilfolge hat.
Da A relativ schwach folgenkompakt ist, folgt, dass A beschrénkt ist. (Denn sonst gibe es eine
Folge (a,) in A mit ||a,| > n, die eine schwach konvergente Teilfolge hiitte. In einem normierten
Raum sind aber nach dem Prinzip der gleichméfligen Beschréanktheit schwach konvergente Fol-
gen stets beschriankt.) Durch Anwendung des vorigen Lemmas erhalten wir ein F' € X**\ +(X),
das im o(X™, X*)-Abschluss von ¢(A) liegt. Setze 6 = d(F, (X)) > 0. Wir werden induktiv
eine Folge (an,gn)o; in X x X* mit den Eigenschaften

1) gn € X* und ||gn| <1,

2) ay

(1) g
(2)
(3) ReF(gn) > 30 fiir n=1,2,3..
(4) |gn(ay)| < 0 fiir j < n,

(5)

5) Regn(aj) > 26 fir j > n,

konstruieren. Hétte (a,) eine schwach konvergente Teilfolge, ay, — a, dann gibe es nach
Korollar II.A.5 in [3] eine Konvexkombination

M 1
Z Qay, , sodass < 10.

k=N

M
Z Oy, — a
k=N

Aus (4) folgt, dass |gn (S0 apan, )| < 10 fiir n > nyy gilt. Wegen

M M
9n Z akank CL) - gn(z akank) < Z ApQp, — a
k=N k=N

folgt |gn(a)| < 16 fiir n > nps. Andererseits impliziert (5), dass Regyn(a) > 36 firn =1,2,3,..,
ein Widerspruch.

Induktive Konstruktion. Wegen | F|| > 6 gibt es ein f € By« mit |[F(f)| > 30. Wihle a € C,
la| = 1 so, dass F(af) = |[F(f)| > 30 und setze g1 = af. Dann erfiillt g; (1) und (3). Da F
im o(X**, X*)-Abschluss von ¢(A) liegt kann man a; € A so wihlen, dass |F(g1) — (ta1)g1| =
|F(g1) — g1(a1)| < ReF(g1) — 20 gilt. Daher ist

1
< -0

|gn(a 1

ReF(g1) — Rega() < |F(g1) ~ ga(an)| < ReF(gr) — 20

und wir sehen, dass (5) gilt.

Angenommen wir haben bereits (a;, g;)7_; gefunden, sodass (1)-(5) erfiillt sind. Setze Y =
span{tai, ..., tan, F'} und wéhle ein lineares Funktional ¢ auf ¥ mit ¢(ta;) = 0 und %9 <
@(F) < 0. Dies ist moglich, da F' nicht aus den ta; linear kombiniert werden kann. Dann gilt
fiir y € span{cay,...,ta,} und X € K wegen [|A\F + y|| > |\|0

o\ +y)|  o(F)
|AF +y|| 0

Folglich kann man nach dem Satz von Hahn-Banach ¢ zu Funktional auf ganz X** mit Norm
kleiner 1 fortsetzen. Wir bezeichnen diese Fortsetzung ebenfalls mit ¢. Nach dem Satz von

< 1.
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Goldstine kann ¢ € BY™ durch f € Bx+ in der o(X™**, X**)-Topologie approximiert werden.
Also finden wir ein f € Bx» mit

[F(a5)] = lpluaz) — flas)] < 10 Fix j=1,....n

und
\wm—Fun<mm—§a

Wihle o € C, |a|] = 1 so, dass F(af) = |F(f)] gilt. gnt1 = af erfiillt dann (1),(3) und (4).
Weil F' im o(X**, X*)-Abschluss von ¢(A) liegt und wegen (3) kann man nun a,4; € A finden,
das F so gut auf g1,...,gn+1 approximiert, dass (5) gilt.

O

Um den Satz von Eberlein-Smulian auf schwach kompakte Mengen ausdehnen zu kénnen,
miissen wir noch zeigen, dass schwach folgenkompakte Mengen schwach abgeschlossen sind.
Zunéchst ein technisches Lemma.

3.4 Lemma. Sei X ein normierter Raum und Y ein endlichdimensionaler Teilraum von X*.
Figr M > 1 existiert eine endliche Teilmenge Fy; von Bx, sodass

ly"[l < Mmax{|y*z| : v € Fi}
fir alle y* €Y.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Y # {0}. Aus der Kompaktheit von Sy =
{y* € Y : ||ly*|| = 1} folgt, dass es eine endliche Teilmenge {y},...,y;} von Sy gibt, sodass die
offenen Kugeln mit Mittelpunkten in i, ...,y und Radius ]\;[ A}l ganz Sy iiberdecken. Wegen
% <1, gibt es Fpy = {z1,...,2,} C Bx mit |y;‘$3| > %, ji=1,...,n.

Sei y; € Sy. Wiihle j so, dass [lyg — y; || < % Dann gilt

lyoxs| > ly; o5 — lyjz; — Yoyl
S M+1

> =2 g = 3l
>M+1_M—1

- 2M 2M

1

~

Also gilt M max{|yjz| : * € Fp} > 1. Hieraus folgt, wegen y*/|ly*|| € Sy fir y* # 0, y* € Y,
der allgemeine Fall. O

3.5 Satz (M. Day). Sei X ein normierter Raum.

(a) Sei A C X relativ schwach folgenkompakt und xo € A", Dann gibt es eine Folge in A, die
schwach gegen xy konvergiert.

(b) Sei A C X* relativ schwach folgenkompakt und xj € A", Dann gibt es eine Folge in A,
die schwach gegen xj konvergiert.

Beweis. Wir zeigen zuerst (b) und diirfen gleich annehmen, dass 2 = 0 ¢ A. Wir werden weiter
unten eine wachsende Folge (F,) von nichtleeren endlichen Teilmengen von Bx und eine Folge
(z}) in A mit den Eigenschaften

n
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(1) ||lz*]| < 2max{|z*z|: z € F,} fir 2* € span{z],..., 2} },

L

(2) max{|z) 12|17 € F} < o35

konstruieren. Da A relativ schwach folgenkompakt ist, gibt es dann eine konvergente Teilfolge
von (xy,), 7, % 2&. Aus (2) folgt, dass
25T = klg](r)loa:flkx =0 firalle z€D= UF”

n

Wir zeigen nun, dass
|lx*|| < 2sup{|z*x|:x € D} (3)

fir * € Y = span{z}), : n € N}. Aus (1) folgt sofort Gleichung (3) fiir alle * € span{z} : n €
N}. Sei € > 0 und y* € Y. Wahle yj € span{z} : n € N}, sodass ||y* — yi|| < e. Daher gilt
lyiz| < |y*z| + € fiir alle € D. Folglich ist

lyrll < 2sup{ly*z| : 2 € D} + 2e

und somit

ly"|l < 2supfly*z| : x € D} 4 3e

fiir alle € > 0. Da 2§ € Y, schlieflen wir, dass ||2j|| = 0, und wir erhalten (b).

Induktive Konstruktion. Fiir n = 1 wahle x7 als ein beliebiges Element von A und z; € Bx
so, dass 2|zfx1| > ||zF||, und setze F,, = {x1}. Sei nun n > 1 und F,, eine endliche Teilmenge
von By und (z})7_; C A gegeben, sodass (1) erfiillt ist. Da

{z* € X*: |z*z| < (n+1)7! fiir alle z € F,}

eine schwach™ Nullumgebung ist, und zf; € Zw*, gibt es x| € A, sodass (2) erfiillt ist. Nach
dem vorigen Lemma gibt es eine endliche Teilmenge F), von By, sodass

|2*|] < 2max{|z*z|: z € F,,} fiir alle 2™ € span{z7,..., 25 1}

gilt. Setze F, 1 = F,, U F. Damit ist die induktive Konstruktion beendet.

Sei A C X relativ schwach folgenkompakt. Da ¢ : X — X** sicherlich o (X, X*)-o (X™**, X***)-
stetig ist, folgt, dass auch ¢(A) relativ schwach folgenkompakt ist. Aus der o (X, X*)-o(X**, X*)-
Stetigkeit von ¢ folgt

o € (A" L(A)U(X X
und Teil (b) liefert uns eine Folge (1z,,) in t(A) mit 1z, — txo. Da ™! : 1(X) — X als
normstetige Abbildung auch o(¢(X), t(X)*)-0(X, X*) stetig ist, folgt =, — 0. O

3.6 Satz (Satz von Eberlein-Smulian fiir schwach kompakte Mengen). FEine Teilenge A ei-
nes normierten Raumes ist genau dann schwach kompakt, wenn jede Folge in A ein schwach
konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert in A liegt.

Beweis. Sei also A schwach folgenkompakt. Nach dem Satz von Eberlein-Smulian fiir relativ
schwach kompakte Mengen wissen wir, dass A" schwach kompakt ist. Nach dem vorigen Satz
ist aber A sogar schwach abgeschlossen. Die Umkehrung liefert wie im Satz von Eberlein-Smulian
fiir relativ schwach kompakte Mengen Satz 3.1. U
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Sei A Teilmenge eines normierten Raumes X und Y ein Unterraum von X. Wegen Transi-
tivitdt der Bildung der initialen Topologie (siehe [4], Lemma 4.4.1) ist ANY in Y genau dann
o(Y,Y*)-kompakt, wenn ANY in Y versehen mit der (X, X*)|y-Topologie kompakt ist. Das
ist genau dann der Fall, wenn A N'Y schwach kompakt ist.

Setzt man voraus, dass Y ein abgeschlossener Unterraum ist, so gilt

———a(Y,Y?)

ANY —AnY Ny =4nY"”

und daher ist ANY in Y genau dann o(Y,Y™) relativ kompakt, wenn A N'Y schach relativ
kompakt ist.

3.7 Korollar. Sei A Teilmenge eine normierten Raumes X. Dann ist A genau dann schwach
kompakt, wenn fiir alle separablen abgeschlossenen Unterrdume Y die Menge ANY in'Y im-
mer o(Y,Y™)-kompakt ist. Die gleiche Aussage gilt auch wenn man ,schwach kompakt* durch
,, relativ schwach kompakt® bzw. ,o(Y,Y™)-kompakt* durch ,relativ o(Y,Y™) kompakt“ ersetzt.

Beweis. Sei A schwach kompakt. Nach der obigen Bemerkung reicht es zu zeigen, dass ANY fiir
alle separablen abgeschlossenen Unterrdume Y schwach kompakt ist. Das ist aber offensichtlich.
Wegen AN V" ¢ A" erhalten wir die entsprechende Aussage, wenn A relativ schwach kompakt
ist.

Sei (ay,) ein Folge in A und setze Y = Span{a, : n € N}. Nach Voraussetzung ist ANY
(relativ) schwach kompakt. Nach dem Satz von Eberlein-Smulian hat (a,) C ANY eine schwach
konvergente Teilfolge. Also ist A relativ schwach kompakt. Wenn vorausgesetzt wird, dass ANY
schwach kompakt ist, dann folgt, dass der Grenzwert der Teilfolge von (a,) in ANY C A liegt.
Also ist A schwach kompakt. O

4 Der Satz von James

In diesem Abschnitt wollen wir einen tiefliegenden Satz von James {iber schwach kompakte Men-
gen beweisen. Zunéchst stellen wir den Satz von Helly bereit. Den Beweis, der im Wesentlichen
auf linearer Algebra beruht, findet man in [1], Satz 1.9.12.

4.1 Satz (Satz von Helly). Sei X ein normierter Raum, fi,..., fn stetige Funktionale auf X
und ¢, ..., c, Skalare. Dann sind dquivalent:

(a) Es gibt ein xo in X mit fj(xo) =c¢; firj=1,...,n.
(b) Es gibt ein M > 0, sodass
larer 4+ ..o apen| < Mlagfi+ ...+ anfnll
fiir alle Skalare a, ..., ay.
Wenn (b) gilt und € > 0, dann kann xo in (a) so gewdhlt werden, dass ||zo|| < M + €.

Der Beweis des folgenden technischen Lemmas ist lang, aber elementar.

4.2 Lemma. Sei A eine nichtleere Teilmenge der abgeschlossenen Einheitskugel eines normier-
ten Raumes X. Es sei 0 < 0 < 1 und (x}) eine Folge in Bx+ mit sup{|z*x| : x € A} > 0 fir
alle x* € co({z} : n € N}). Dann gibt es fir jede Folge ((3,) von positiven Zahlen mit Summe
1, ein a mit 0 < o <1 und eine Folge (y}) in Bx~ mit

(a) yj € co{z 1 j > n}) firn=1,2,...,

14



(b) sup{| >°72, Bjy;z| 1z € A} = a und
(c) sup{| X270 Biyjal € A} <a(1-0372, .4 B)) firn=1,2,....

Beweis. Der Beweis besteht im Wesentlichen aus der indukiven Konstruktion der Folge (y)
und erfolgt in mehreren Schritten.

1. Offensichtlich definiert | z* | 4 = sup{|z*z|: z € A}, * € X*, eine Seminorm, die wegen
| 2% | 4 < ||z*| stetig ist. Wihle eine Nullfolge () von positiven Zahlen derart, dass

oo
Z Brek <1-90
=1 Z?ik—i-l ﬁj Z?O:k; ﬁj

Wir konstruieren nun induktiv eine Folge (y) in Y™, sodass

Yy, € co({z] : j > n}) C Bx+

und
n—1 0o
Zﬁjy; + ZBJ y;; < an(l + 6n)7 (4)
j=1 j=n A

wobei
n—1 [e)

an=inf S [N B+ [ D 8 |y | v eco{aij=n}) . (5)

7j=1 j=n A

Fiir n = 1 setzen wir in den Gleichungen (4) und (5) die leere Summe gleich dem Nullele-
ment von X*.

2. Beachte, dass
op =inf{ |y*| , 1y €co{z]:j>1})}>6>0

und folglich gibt es ein y7 € co({z} : j > 1})} mit
| yf | 4 < 011(1 +€1),
d.h. (4) gilt fiir n = 1.

3. Angenommen wir hétten bereits yi,...,y,_;, n > 2, gefunden. Fiir y* € co({z] : j > n})
gilt
n—1 e’} n—2 e’} ﬁ . Eoo ﬁj
* * * n— * =n *
Zﬁjyj + Zﬂj y = Z/Bjyj + Z Bj (myn_l + Zogiﬁy > .
=1 j=n =1 j=n—1 j=n—1~J j=n—1~J

Der Ausdruck in der letzten Klammer ist eine Konvexkombination von Elementen aus
co({z} : j > n —1}) und liegt somit in co({z} : j > n — 1}). Aus der Definition der o,
folgt, dass an—1 < ay,. Folglich ist ay, > 0, und daher gibt es ein y;, € co({z] : j > n}),
das (4) erfiillt. Damit ist die induktive Konstruktion der (y;;) beendet.

4. Da y* € co({z] : j > n}) C Bx+, >332, 08; = 1 und 1.1 4 eine Seminorm ist, die
| 2% | 4 < ||lz*| erfiillt, folgt dass die Menge, iiber die in (5) das Infimum gebildet wird,
nach oben durch 1 beschréinkt ist. Wegen

<o <ar<...<1

konvergiert die Folge (cv,) gegen ein a mit § < o < 1.
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5. Fiir jedes n € N gilt

o

S Biun| <om(l+en).

Jj=n A

Wegen > 22 |8yl < 2272, 85 = 1, existiert 322, B;y7. Aus der Stetigkeit der Seminorm
folgt daher fiir n — oo, dass a = | > o1 Biy; | N

6. Es bleibt (¢) zu zeigen. Es sei n € N fest gewihlt. Falls n > 2, gilt

00 . . ﬂ
s (S e () ) S S o

J=1

Z] =n-+1 /3]
Zj:n 5]

Zﬁﬁ Yj

7=1

IN

+

Zﬂg v;

n—1 00
> B+ | D08 yZ
j=1 J=n

ﬁn Z] =n+1 6j
Z] nﬁj Zj:n ﬁ]

> Brom (1 + €n) | 0=t 8w
j SS9 9 + =S

A

an(l+€y) +

A

Mit anderen Worten, | Z?:l ﬁjy; | A wird durch einen Ausdruck, der von | Z;:ll ﬁjy;
abhéngt, abgeschétzt. Fiir n > 3 wird | Z;L:_ll Bjy;-‘ | A durch einen Ausdruck, der von

—2
| 022 By

A abhéngt, abgeschétzt und so fort. Folglich erhélt man fir n > 2

A

s /Bnan(l + Gn) ﬁn 10— 1(1 + €p— 1 | Z;L;f Bjy;
j 9 3 + + 9
Z ﬁj Zj:n—H ﬁj Zj:nﬁj E] nﬁJ Z] =n— lﬁ] Zj:n—l ﬁj

<
<...

> ‘ n ﬂkak(l + Gk) | ﬂ1yi‘ | A
) j:Zn;rlﬂj <k:2{zﬁk+1ﬂj Z;ikﬂj}—i_ 25 b

— . |- Brau (1 + ex)
PR ;<Z§°kﬂﬂj22"kﬂj>‘

j=n+1

Diese Umgleichung ist auch fiir n = 1 giiltig, da sie sich dann auf 3y | yi | 4 < Braa(1+e)
reduziert. Da a; < « ist, folgt
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- aF - , - Br(1+ €x)
;ﬁ]y] ) <« jzn;_lﬂ] 2 <Z§ok+1 3; Z?ik @)
j 69 - = +(1-0
= jzn;ﬂ g (; {ijk—H B; Zj:k Bj } ( )>
= 1-— 9 Z ﬁ] R
j=n+1

was genau die gewiinschte Ungleichung in (c¢) ist.
O

4.3 Satz. Sei A eine nichtleere, separable, schwach abgeschlossene Teilmenge der abgeschlos-
senen Einheitskugel eines Banachraumes X. Dann sind dquivalent:

(a) Die Menge A ist nicht schwach kompakt.

(b) Es gibt ein @ mit 0 < 0 < 1 und eine Folge (x},) in Bx~, sodass lim, z}x = 0 fir alle
x € A und sup{|z*z|: x € A} > 0 fir z* € co{z} : n € N}).

(c) Es gibt ein 0 mit 0 < 6 < 1, sodass es fiir jede Folge ((3,,) von positiven Zahlen mit Summe
1, ein o mit 0 < o < 1 und eine Folge (y}) in Bx~ gibt, sodass

(1) limp yiz =0 firz e A
(2) sup{| 2, Byl - v € A) = o und
(3) sup{| >, Bjyj| v € Ay <a(l—0322 1 B5) firn=1,2,....

(d) Es gibt ein z* € X*, sodass sup{|z*z|: © € A} nicht angenommen wird.

Beweis. Wir beginnen mit (a)=-(b), und nehmen an, dass A nicht schwach kompakt ist. Setze
V = spanA und es bezeichne W den V* zugrunde liegenden Vektorraum versehen mit der Norm
|lv*|lw = sup{|v*z| : = € A}. ||.||w ist tatséchlich eine Norm, denn aus ||v* || = 0 folgt, v*z = 0
fiir alle z € spanA und daher v*z = 0 fiir alle z € spanA = V. Es bezeichne f : A — W*,
(f(z))(v*) = v*x die ,natiirliche Einbettung“ von A in W*. Diese Abbildung ist wohldefiniert,
denn

|(f (@) ()] = [v"a] < J[o*[lw-

Wir sehen, dass auflerdem f(A) C By~. Da V* die Punkte von V' trennt, muss f injektiv sein.
Wenn wir A mit der Einschrinkung der schachen Topologie von X auf A und f(A) mit der Re-
lativtopologie der schwach® Topologie von von W* versehen, dann ist f ein Homéomorphismus
von A auf f(A): Anstatt A mit der Einschréinkung der schachen Topologie von X auf A zu
versehen, konnen wir, was dasselbe ist, A mit der Einschrankung der schachen Topologie von V'
auf A versehen. Ein Netz (ay) konvergiert gegen ein a in A genau dann, wenn v*a, — v*a fir
alle v* € V*. Nach Definition ist das genau dann der Fall, wenn (f(aq))(v*) — (f(a))(v*) fiir
alle v* € V*, was schwach™ Konvergenz in W* bedeutet, also genau dann, wenn f(as) — f(a)
in f(A). Da A nicht schwach kompakt ist, kann f(A) als Teilmenge des schach® kompakten
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Menge By« nicht schwach abgeschlossen sein. Wir wéhlen ein Element F' € f (A)w* \ f(A) und
halten dieses fest. Es gibt kein v € V' mit Fv* = v*v fiir alle v* € V*, da aus F € f(A)

viaq = flaq)v* — Fv* =v*v

fiir ein Netz (a,) aus A folgte, und daher v € A"\ A im Widerspruch zu schwachen Abgeschlos-
senheit von A. Da A C By ist, gilt

sup{|Fv*| : v* € By} <sup{|Fv*|:v* € W, sup{|v*z|:x € A} <1} = ||F|lw+

und wir schlieflen F' € V** und || F||y++ < ||F||w~. Es bezeichne ¢y die natiirliche Einbettung von
V in V**. Da V vollsténdig ist, folgt, dass ¢y (V') in V** abgeschlossen ist, und da F' # vy (V),
ist d(F, vy (V)) > 0. Sei A so, dass

0< A < d(F, (V)

und sei {a,, : n € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von A. Fiir n € N und beliebige Skalare
Qs .oy Oyt gilt

n
o F+ E Q1LY G ,
Jj=1

a1 A+ Z()zj+10 = ‘Oq’A <

A
j=1 d(F’ LV(V))

Ve
was nach dem Satz von Helly, die Existenz eines v}, € V* mit den Eigenschaften

. N A d(Fey (V))=A
O lvallv- < FEvoy + ZdEa oy < b

(ii) Fv; = A und

(ili) viaj; = (wwaj)vy =0fir j <n

impliziert. Sei z} eine Hahn-Banach-Fortsetzung von v} auf X. Dann liefert (iii) zusammen mit
der Dichtheit von {a,, : n € N} in A, dass lim,, 2}z = 0 fiir alle 2 € A. Sei z* € co({z} : n € N})
und bezeichne v* die Einschrinkung von z* auf V. Dann gilt

A = Fv* <||F|lw=supf{|v*z|: z € A} = ||F||lw= sup{|z*z| : x € A}.
Setze 0 = A/||F||w~. Wegen
0< A =Fof < | Fllv-llvillv- < |IFllw-,

gilt 0 < 6 < 1. Folglich erfiillen § und die Folge () (b) und der Beweis fiir (a)=(b) ist beendet.
Dass (b)=-(c) gilt, haben wir im Wesentlichen schon im vorigen Lemma bewiesen. Es ist
nur noch zu bemerken, dass aus lim, z;z = 0 fiir alle z € A und y;, € co({z] : j > n}) folgt,
dass lim, yix = 0, z € A.
Angenommen, (c) gilt. Wihle eine Folge (3,) von positiven Zahlen mit Summe 1. Weiter
selen o und (y;;) wie in (¢). Setze z* =372, B;y;. Wihle ein zy € A und halte dieses fest. Da
lim,, yXxo = 0, gibt es ein n € N, sodass |y;:L‘0| < af fiir alle j > n. Dann gilt
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oo
2*z0l = | Biyjwo
=1

n o0
<D Biyizo| + > Bilyjwol
j=1 j=n+1
n o
< sup Zﬁjy;xo cx €A+ af Z B
j=1 j=n+1
(o) (o]
<al1=0 Y Bi|+ad > B
j=n+1 j=n+1

=«

=sup{|z"z|: x € A},

also wird sup{|z*z| : # € A} nicht angenommen.
Schlussendlich, nimmt jedes fiir * € X* die Abbildung = +— |z*z| ihr Supremum auf einer
schwach kompakten Menge an. Folglich (d)=(a).
O

Sei X ein reeler Banachraum und (x,) eine beschrinkte Folge in X. Wir fiihren folgende
Notation ein:
L(z)) ={z" € X* : 2"z <limsupz,z fur alle x € X}
n

und
V(zy,) = {alle Folgen (y;,) in X* mit y, € co({z] : j > n})}.

Offensichtlich gilt (x}) € V(z7); auBerdem haben wir V(y) C V(z}) und {y}; : n € N} C {y* €
X* ||y < sup, ||lzi||} fur (v)) € V(x)). Weiters ist L(y)) C L(z},) fiir (y)) € V(z}), denn
fiir * € L(y}) gilt

¥z < limsupy,z = lim supy;x
n n—00 p>p

und da y € Co({x;’f :j >n}), n €N, ist, folgt

ypr < sup a:;k:v fir k>n
j>n
und somit insgesamt x*x < limsup, z;z fiir alle x € X. Fiir alle 2* € L(z}) gilt ||z <
sup{||z}|| : n € N}: Aus

z*x < limsupx,x < sup ||z |||zl
n n

erkennt man durch Ersetzen von x durch —z, dass sogar |z}z| < sup{||z}| : n € N}|z| fiir
x € X gilt. Schlielich gilt auch liminf, x} 2 < z*x fiir 2* € L(x}) und z € X, da liminf, 2}z =
—limsup z} (—z).

All diese Eigenschaften von L(z},) und V (x}) werden wir im Folgenden, ohne immer explizit
darauf hinzuweisen, verwenden.
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4.4 Lemma. Sei X ein reeler normierter Raum und () eine beschrdnkte Folge in X*. Dann
ist L(x})) nichtleer.

Beweis. Man wende den Satz von Hahn-Banach (in Version von Satz 4.2.2 in [4]), auf die
Sublinearform p(xz) = limsup,, =}z, den Unterraum M = {0} und das Nullfunktional an. Es
folgt die Existenz eines Funktionals f auf X mit

F(z) < plx) < sup flan |[|=]

und daher ist f sogar beschrénkt, || f|| < sup, ||z}, und f € L(z}). O

4.5 Lemma. Sei A eine nichtleere kreisformige Teilmenge der abgeschlossenen FEinheitskugel
eines reelen normierten Raumes X. Sei (3,,) eine Folge positiver Zahlen mit Summe 1,0 < 6 < 1
und () eine Folge in Bx~, sodass sup{|(z* —w*)z| : x € A} > 0 fir alle x* € co({x} : n € N})
und w* € L(z)). Dann gibt es eine a mit § < o < 2 und eine Folge (y;) in Bx~, sodass fir
alle w* € L(x})

(@) sup{| S22, B5(u} —w)al : © € A} = o und
(b) sup{| >°7_; Bj(yj —w")z| :x € A} <a(l 0377, .1 5)) firn=1,2,....
gilt.

Beweis. Wir gehen &hnlich vor wie im Beweis von Lemma 4.2. Es sei | 2* | 4 = sup{|z*z| : x €
A} fir ¥ € X* und (ey,) eine Nullfolgefolge positiver Zahlen , sodass

Brex
; Z;ikﬂ Bj Z;ik B;

Wir werden nun induktiv eine Folge von Skalaren (a,) und Folgen (y;); (© ), (lx;), (256;-), c
(‘

* . in X* konstruieren, sodass (°z*) C Bx+ und fiir alle n € N
(*z5), (=), . T3

o0

<1-46.

1) y;, und die Folgen ("z7) und (") in Bx~ liegen,

2) (") e V(" a),

n € co({"1a} 1 j > n}),

5

i)
)y
)
3) ("x}) eine Teilfolge von ("2}) ist,
) Y
) 6 <a, <2und
)

(
(
(
(4
(
(

6) ap—1 < ay fir n > 2.

Wir beginnen die Induktion, indem wir (Ox;) = () setzen. Angenommen m € N und wir
hétten fiir m > 2 bereits oy, yr, ("2 ;) und ("z}) fiir n = 1,...,m — 1 gefunden, sodass (1)-(6)

erfiillt sind. Im Folgenden wird Zk:l flir N < 0 stets gleich 0 gesetzt.
Schritt 1: Es gilt (v7) C Bx- fiir jede Folge (v}) € V(m_la:j).
0,.x

x¥) im Falle m = 1 oder aus der Induktionsannahme

Dies folgt sofort aus der Definition von ("}

fiir m > 2.
. . T * —1,..% . * —1,.%\ :
Schritt 2: Fiir y* € co({™ 'z} : j > m}) und (vj) € V(" '27) ist

m—1 0
S @) =< [ Biwr+ | DB |y —w*| 1w e L))
j=1

A
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eine nichtleere Teilmenge von [0, 2] und daher ist
am = inf{sup Sp (v, (vj)) : ¥ € Co({m_lx;‘- 1j=m}), (vi) € V(m_lxj-)}

ein Element von [0,2].

Zum Beweis beachte lediglich, dass () # L(v}) C Bx+ und nach Induktionsannahme y*, y{, ..., 45, 1 €

Bx~ und folglich

m—1 00
S B+ D 8|y —w Z 1l |+ Zﬁg ly* || + flw*]| < 2
j=1

j=m Jj=1 j=m

3

Schritt 3: Fiir m > 2 gilt V(m*Qx;-) D V(mflx;).
Um das einzusehen, beachte, dass (m_lx;f) eine Teilfolge von (m_lz;-‘) € V(m_2§c;‘~) ist, und daher
m- 1:1:* € co({"2a} 1 k > j}).

Schrltt 4: Fiir m > 2 und z* € co({"“%}f :j > m}) gilt

ﬂm—l y* + Z;)Omﬁ]
Z;im—lﬂj mt Z] =m— lﬂj

Es ist nur zu zeigen, dass z* € co({m_Qx;f :j > m—1}). Nach Schritt 3 ist (m_lx;‘-) € V(m_%j)
und somit co({m_lx; :j>m}) C co({m_Qx; 1 j > m}).

Schritt 5: Es gilt au,—1 < apy fiir m > 2.
Aus den Schritten 3 und 4 und aus der trivialen Tatsache, dass Infimum einer Menge kleiner
gleich dem Infimum einer nichtleeren Teilmenge ist folgt die Behauptung, da

a* € co({"%af 1 j = m —1}).

{sup Si-1(y", (v))) : ", (v}) € V(a™ 1a})} (6)
mit y* von der Bauart
* ﬂm—l Zjomﬁj * —1 % .
V= ey O (7 s 2 m)
Zj:m—l ﬁ] ' Z] =m— 1ﬁ] !
eine Teilmenge von
{sup Sm—1(y", (v))) 1 y* € co({™ %z} 1 j = m —1}), (v]) € V(a™a])} (7)

ist und gleichzeitig das Infimum iiber die Menge in (6) bzw. (7) gleich oy, bzw. ay,—1 ist.
Schritt 6: 0 < o, < 2.
Nach Schritt 2 und 5 reicht es aus a; > 0 zu zeigen. Wegen

oy = inf {sup{ | y* — w* | qiwt e L))yt €co({zy, :n €N}, (v]) € V(zh)}

miissen wir nur | y* —w* | 4 > 0 fiir w* € L(v]) und y* € co({z}, : n € N}) zeigen; dies folgt
aber wegen L(v}) C L(zy,) fiir (vj) € V(2},) aus der Voraussetzung des Lemmas.

Nach der Definition von a,,, wihle vy, € co({" tz% : 7 > m}) und (Mz}) € V(m_lx;),
sodass

m—1 00
Q< sup Z Biy; + Z Bi | Y —w" | tw* € L("2]) ¢ < (1 + €m). (8)
=1 j=m A
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Wiihle anschlieBend wy, € L(™z), sodass

o0
(1= em) Zﬁjy] > 65 | v —wr,
j=m

Aus der Kreisformigkeit von A folgt die Existenz eines x,, € A, sodass

A

m—1 oo
1 - 6m < Z 5]ijm + Z /3j y;knwm - w:;zl'm (9)

j=1 j=m
Wiihle nun ("z7) als eine Teilfolge von (™27), die lim; ™a}xy, = liminf; ™27 2y, erfiillt. Damit
die die induktive Konstruktion der Folgen (;); (v}); (Y s (1x;‘), (zx;‘), c (12']*)7 (Qz;-*), (3z;-‘), .
beendet.

Schritt 7: L(y;) C (2o L("2}) C Moz L("%))-

Da firn > 1 ("« ;) eine Teilfolge von ("27) ist, folgt ("x}) € V("27). Daher ist L("z}) C L("2)
und es folgt die zweite Inklusion. Es gilt

i € colfila k> 1) C eo({i"15 1k 2 1)
C co({i2a7 + k2 j}) € col{i~221 1 b 2 j})
C...

C co({%z} : k> j5}).

Mit anderen Worten ist y € co({"z}, : k > j}) fiir j > n und somit limsup; y;z < limsup; "zjz
fiir alle z € X, also L( ]) C L("z3) fiir alle n € N.

Schritt 8: Sei w* € L(y;) und m € N. Dann gilt die Gleichung (9) auch wenn man wy,
durch w* ersetzt.
Fiir den Beweis dieser Aussage beachte, dass nach Schritt 7 w* € L(mw;k) - L(mz;‘) und nach
Wahl von ("z7) gilt

W Ty < Hm ™2z, = Uminf " 25z, < wy, .

J J

Daraus folgt die Behauptung.
Halte ein w* € L(y;“) fest. Aus Gleichung (8) und Schritten 7 und 8 folgt, dass fiir n € N

(e.)
Z Biwi + | 2B | v —w’
j=m

Aus den Schritten 5 und 6 folgt, dass lim,, o, existiert und in [6, 2] liegt. Wir nennen diesen
Grenzwert a. (10) impliziert nun

o1 =€) < on(1+ €n) (10)

A

(Y5 —w")

Es bleibt noch zu zeigen, dass

Zﬂﬂ —w’

fiir n € N. Der Beweis hierfiir ist identisch mit Schr1tt 6 von Lemma 4.2, bis auf das Ersetzen
von y; durch y; —w*. O

<al1-6 Z B

j=n+1
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4.6 Satz. Sei A eine nichtleere, kreisformige, schwach abgeschlossene Teilmenge der abgeschlos-
senen Einheitskugel eines reelen Banachraumes X. Dann sind dquivalent:

(a) A ist nicht schwach kompakt.

(b) Es gibt ein @ mit 0 < 0 < 1, eine Teilmenge Ay von A und eine Folge (x}) in Bx-,

sodass sup{|(z* — w*)z| : x € A} > 0 fir alle z* € co({z¥ : n € N}) und w* € Ag, und
lim, zyz = 0 fiir alle x € A.

(c) Es gibt eine @ mit 0 < 6 < 1, sodass es fiir jede Folge (By,) von positiven Zahlen mit Summe
1, ein o mit 0 < o < 2 und eine Folge (y}) in Bx« gibt, sodass fiir alle w* € L(y})

(1) sup{| 552, B5(u — w*)el : 7 € A} = & und
(2) sup{| 2271 Bj(y; —w)z| 1w € A} <a(l—03322, 4 0)) firn=12,....

gilt.

(d) Es gibt ein z* in X*, sodass sup{|z*z| : © € A} nicht angenommen wird.

Beweis. Sei A nicht schwach kompakt. Nach Korollar 2.7 gibt es einen abgeschlossenen sepa-
rablen Unterraum Y von X, sodass A NY nicht schwach kompakt ist. Satz 3.3 angewandt auf
ANY liefert ein @ mit 0 < € < 1 und eine Folge (z}) in Bx=, sodass lim, 2}z = 0 fiir alle
x € ANY und sup{|z*z| : x € ANY} > 6 fiir alle 2* € co({z}, : n € N}). Setze Ag = ANY.
Fiir 2* € co({z}, : n € N}) und w* € Ay gilt dann

sup{|(z* — w*)z| : x € A} > sup{|(z* — w*)z| : x € Ao}
=sup{|z*z|:x € Ag} > 0.

Dies beweist (a)=(b).

Es gelte (b). Da liminf, z;x < z*z < limsup, z;z fiir alle 2* € L(z}) und =z € X, folgt
r*x = 0 fiir alle 2* € L(z}) und = € Ag, also L(x}) C Ag. Damit sind die Voraussetzungen des
vorigen Lemmas erfiillt und es folgt (c).

Angenommen (c) gilt. Wihle A so, dass 0 < A < 6%/2. Fiir n € N definiere

2—A [A\"
n=5(3)

Dann ist (f,) eine Folge von positiven Zahlen mit Summe 1. Seien « und (y}) so wie in (¢)
gefordert. Setze z* = 372 3;(y; —w*) mit einem w* € L(yj,). Wir wollen zeigen, dass sup{|2*z| :
x € A} nicht angenommen wird. Halte dazu ein zy € A fest. Da liminf; yiro < w'rg (siehe
Diskussion der Eigenschaften von L(z}) und V(z},) vor Lemma 4.4) und 6 < «, gibt es ein n,
sodass

(yipq — w*)mg < 67 — 2A < af — 2A.

Wegen w* € L(y¥) gilt |[w*|| < 1. Folglich
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2wy = Zﬁj(y -

<Zﬁ] —w")zo + (af — 2A) Bri1 + Z Bi(y — w*)xo

Jj=n+2

< sup Zﬂj(yj—w*)x cx €A+ (ab—2A)8,41+2 Z B;

j=n+2

<a 1—92@ a6—2A)5n+1+2Zﬁ]

Jj=n+1 Jj=n+2

Da Zj o Bi = 3A Z;’;nﬂ B <A Z;’im_l B nach Definition von 3, gilt, folgt

Z'rg < o — (af — 24) Z Bj + (a — 2A) 842
j=n+1

=a—(af—20) > B
j=n+1
e

= sup Zﬁj(y; —w x|z €A

= sup{|z*z|: z € A}

Weil A kreisformig ist, enthélt A mit z¢ auch —z. Es folgt |z*zo| < sup{|z*z| : x € A}
und somit (¢)=(d). Dass (d) schliefllich (a) impliziert, folgt aus der schwachen Stetigkeit der
Abbildung = +— |z*x| .

O

4.7 Satz (Satz von James). Sei A eine nichtleere schwach abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraumes X. Dann sind dquivalent:

(a) A ist schwach kompakt.

(b) Fiir jedes beschrinkte lineare Funktional x*, wird das Supremum von |z*| auf A angenom-
men.

(c) Fiir jedes beschrinkte R-lineare Funktional v*, wird das Supremum von |u*| auf A ange-
nommen.

(d) Fiir jedes beschrinkte R-lineare Funktional uw*, wird das Supremum von u* auf A ange-
nommen.

Beweis. Um zu beweisen, dass (a) sowohl (b), (¢) also auch (d) impliziert, ist nur die schwache
Stetigkeit der unter (b), (¢) und (d) angegebenen Funktionen zu beweisen. Fiir (b) ist das klar,
fir (¢c) und (d) folgt das daraus, dass jedes R-lineare Funktional der Realteil eines C-lineare
Funktional ist (siehe [4], Lemma 4.2.1).
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Es bezeichne X, den Banachraum, der aus X entsteht, wenn man die Skalarmultiplikation
auf reele Skalare einschréankt. Fiir das weitere ist es wichtig, dass die schwachen Topologien von
X, und X iibereinstimmen, in Zeichen o(X, X*) = o(X,, X;*): Da jedes R-lineare Funktional u*
der Realteil eines C-lineare Funktional ist, folgt die o (X, X*)-Stetigkeit von u*, also o (X, X}*) C
o(X, X™*). Andererseits kann man jedes C-lineare Funktional z* als z*(z) = u*(x) — iu*(iz) mit
einem R-lineare Funktional u* schreiben und daher ist jedes C-lineare Funktional o(X,, X})-
stetig.

Wir diirfen fiir den Rest des Beweises 0BdA annehmen, dass A C Bx: (b) impliziert, dass
fiir jedes x* € X* die Menge z*(A) beschrénkt ist, und daher A schwach beschrinkt ist, was
dquivalent zur Normbeschréanktheit von A ist (siehe [2], Theorem 3.18). Da das Supremum nur
iiber lineare Funktionale genommen wird, kénnen wir oBdA gleich A C Bx annehmen. Fiir (¢)
und (d) schlieBt man analog.

Angenommen (b) gilt. Es sei

B = ﬂ {z e X :|z*z| <sup{|z’y|:y € A}}.
r*eX*

Dann ist B eine kreisformige, schwach abgeschlossene Menge, die A umfasst, und sup{|z*y| :
y € B} wird auf B fir alle * € X* angenommen. Es gilt auch B C By, da |z*z| < sup{|z*y| :
y € A} <||z*| fiir alle z* € X* und = € B gilt. Weil B kreisformig ist gilt

sup{|Re z*z| : € B} = sup{|z*z| : x € B}

fiir alle z* € X* und es wird sup{|u*z| : x € B} fiir alle u* € X" angenommen. Aus dem vorigen
Satz folgt nun, egal ob K = R oder K = C ist, dass B schwach kompakt ist.

Angenommen (¢) gilt. Da schon (b)=(a) bewiesen wurde und (b) den Fall K = R einschlieft,
folgt, dass A eine schwach kompakte Teilmenge von X, ist, also auch von X.

Schliefilich sei (¢) vorausgesetzt. Fiir ein beschréanktes R-lineare Funktional u* gilt

sup{|u*z|: x € A} = max {sup{u*z: x € A}, sup{—uz:x € A}},

woraus folgt, dass sup{|u*z|: z € A} angenommen wird. Das zeigt (d)=-(c) und beendet den
Beweis. O

4.8 Bemerkung ([1], Exercise 2.100). Das schwach* Analogon der Aussage des Satzes von
James eine triviale Konsequenz des Satzes von Banach-Steinhaus und des Satzes von Banach-
Alaoglu:

Es sei A eine schwach™ abgeschlossenen Teilmenge des Dualraumes eines Banach-
raumes X. A genau dann schwach* kompakt, wenn sup{|z*z| : =* € A} fir alle
x € X angenommen wird.

Nach Voraussetzung ist insbesondere sup{|z*z| : * € A} < oo fiir alle z € X. Nach dem Satz
von Banach-Steinhaus ist A beschrinkt, und somit schwach* kompakt.

Als ein einfaches Korollar aus dem Satz von James ergibt sich nun ein weiterer Satz von M.
G. Krein und V. L. Smulian.

4.9 Satz ([1], Exercise 2.106). Sei A eine schwach kompakte Teilmenge eines Banachraumes
X. Dann ist auch ¢0A schwach kompakt.
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Beweis. Da ¢0A schwach abgeschlossen ist, sind die Voraussetzungen des Satzes von James
erfiillt und wir miissen nur nachweisen, dass sup{|z*z| : © € €6A} fiir alle * € X* angenommen
wird. Sei z* € X*. Da jedes z € coA eine endliche Konvexkombination von Elementen aus A
ist, folgt

|z*2z| < sup{|z*z|:x € A} fiir alle z € coA

und aus Stetigkeitsgriinden somit
|z*z| < sup{|z*z|:x € A} fiir alle 2z € CoA.
Folglich wird sup{|z*z| : € €C0A} angenommen. O

4.10 Satz ([1], Exercise 2.104). Eine konveze Teimenge C eines Banachraumes ist genau dann
schwach kompakt, wenn (", C,, # 0 fir jede Folge (Cy) nichtleerer, konvezer, in C abgeschlos-
sener Teilmengen von C mit Cp, D Chqq gilt.

Beweis. Sei C' schwach kompakt und eine Folge (C},) nichtleerer, konvexer, in C' abgeschlossener
Teilmengen von C' mit C, O Cp41 gegeben. Da C konvex ist, folgt, dass C' abgeschlossen ist.
Dabher sind alle C), abgschlossen und da sie konvex sind auch schwach abgeschlossen. Da die C,,
die endliche Durchschnittseigenschaft haben, folgt, dass (,, Cy, # 0.

Habe C umgekehrt die Eigenschaft, dass [, Cy, # 0 fiir jede Folge (C),) nichtleerer, konvexer,
in C' abgeschlossener Teilmengen von C' mit C,, D Cjy1 gilt. Falls ein 79 € C'\ C existiert,
betrachte die Mengenfolge C,, = C N {z € X : |lzo — z| < 1}. Fiir diese gilt (), C, = 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist C' abgeschlossen. Sei u* ein beschrinktes R-lineares
Funktional. Es gilt sicher sup{u*z : € C'} < oo, da sonst (), {z € C : u*z > n} # 0, was
unmoglich ist. Fiir

C’n—{xEC:u*xZSup{u*x:xEC}—i}

gilt nach Voraussetzung (), Cy, # () und daher gibt es ein € C' mit
1
w'rx >sup{uz:x e C}—— firalleneN
n

Folglich wird sup{u*z : * € C} angenommen und nach dem Satz von James ist C' schwach
kompakt.
O

4.11 Satz ([1], Exercise 2.105). Sei C eine abgeschlossene, konvexe, beschrinkte, nicht schwach
kompakte Teilmenge eines Banachraumes X. Dann gibt es eine monoton fallende Folge (Cy,)
nichtleerer, abgeschlossener konvexer Teilmengen von C, sodass fir jedes x € C und jedes
0 <t <1, die Menge x + t(—x + C) nur endliche viele C,, schneidet.

Beweis. Nach dem Satz von James existiert ein beschrinktes R-lineares Funktional u*, sodass
sup{u*z : x € C'} nicht angenommen wird. Da u* beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen
abbildet, gilt sup{u*x : z € C'} < oo. Setze

1
C’n:{xeC:u*szup{u*x:wEC}—n}.

Die C), bilden eine fallenden Folge nichtleerer, abgeschlossener, konvexer Teilmengen von C'. Sei
x € Cund 0 <t < 1. Dann gilt fiir 2z = (1 —t)z +tc, ce C

uwz=(1-tu'z+tuc<(l—-thuz+tsup{u*z:z € C} <sup{u'z:x € C}
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und daher
sup{u*z:z € x+t(—x+ C)} <sup{u'z:z € C}.

Folglich kann x + t(—z + C) nur endliche viele C,, schneiden.

5 Reflexivitiat

Wir erinnern daran, dass ein normierter Raum X reflexiv heift, wenn die kanonische Einbettung

t: X — X** surjektiv ist. In diesem Abschnitt wollen wir einige interessante Charakterisierun-

gen dieses Begriffs angeben, die nun leicht aus dem weiter oben Besprochenem folgen.
Grundlegend ist folgender

5.1 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann sind dquivalent:

(a) X ist reflexiv.

(b) X* ist reflexiv.

(¢) Bx ist schwach kompakt.

(d) Jede beschrinkte beschrinkte Folge in X hat eine schwach konvergente Teilfolge.

(e) Jeder abgeschlossenen Unterraum von X ist reflexiv.

(f) Jeder separable abgeschlossene Unterraum von X ist reflexiv.

(9) Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum Y von X ist Quotientenraum X /Y ist reflexiv.

(h) X ist isomorph zu einem reflexiven Raum.

Beweis. (a)=(c). Da ¢ ein o(X, X*)-0(X**, X*) Homoomorphismus ist und Bx+ nach dem
Satz von Banach-Alaoglu o(X™**, X*) kompakt ist, folgt dass Bx schwach kompakt ist.

(c)=(a). Da 1 : X — X* o(X, X")-0(X**, X*) stetig ist, folgt, dass ¢«(Bx) o(X**, X*)
kompakt ist. Mit dem Satz von Goldstine erhalten wir «(Bx) = Bx++ und daher ist ¢ surjektiv.

(c)<(d). Dies folgt aus dem Satz von Eberlein-Smulian.

(e)=(a). Offensichtlich.

(a)=(e). Da jeder abgeschlossene Unterraum Y auch schwach abgeschlossen ist, folgt, dass
By, (X, X*) kompakt ist. Die Spurtopologie der (X, X*)-Topologie auf ¥ stimmt aber mit
der o(Y,Y™)-Topologie iiberein (siehe Diskussion vor Korollar 3.7). Aus (¢)=(a) folgt, dass Y’
reflexiv ist.

(a)< (f). Das ist genau Korollar 3.7 angewandt auf Bx.

(a)=(h). Betrachte die identische Abbildung auf X.

(h)=(a). Sei Y reflexiv und ® : ¥ — X ein Isomorphismus. Dann ist die Abbildung ®* :
X* = Y* &*(z*) = 2* o  ebenfalls ein Isomorphismus. Genauso ®** : Y** — X** @**(y**) =
y** o ®*. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

tx =P oy od !

gilt und somit ist ¢x surjektiv.
(a)=(b).Wenn X reflexiv ist, dann stimmen die schwache und die schwach* Topologie auf
X* iiberein. Also ist Bx+ schwach kompakt und daher X* reflexiv.
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(b)=(a). Wenn X* reflexiv ist, dann ist nach (a)=-(b) auch X** reflexiv. Nach (a)=(e) ist
t(X) reflexiv. Nach (h)=-(a) ist daher auch X reflexiv.
(a)=(g). Nach Satz 4.5.7 in [4] ist (X/Y)* zu einem abgeschlossenem Unterraum von X*
isomorph. Da mit X auch X* reflexiv ist, folgt die Behauptung.
(9)=(a). Wihle Y = {0}.
O

Das Interessante an den néchsten Sdtzen ist, dass sie Charakterisierungen von Reflexivitét
angeben, die sich iiberhaupt nicht mehr auf den Dual- oder Bidualraum beziehen.

5.2 Satz. Fin Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn fiir jede Folge (Cy,) von nichtleeren,
abgeschlossenen, beschrdinkten, konveren Teilmengen von X mit Cp, D Ch4q fiir alle n € N

N, Cn # 0 gilt.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist X genau dann reflexiv, wenn Bx schwach kompakt ist. Satz
3.10 liefert nun die Behauptung. O

5.3 Satz ([1], Exercise 1.152). Ein Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn fiir alle nicht-
leeren, abgeschlossenen, konvexen Teilmengen A und B von X, von denen zumindest eine be-
schrankt ist, aus d(A, B) = 0 folgt, dass A und B nichtleeren Schnitt haben.

Beweis. Sei X reflexiv. Weiter seien A und B nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmengen
von X, oBdA A beschrinkt und d(A, B) = 0. Wéhle Folgen (a,) € A und (b,) C B mit
lim, ||a, — by|| = 0. Da A beschréinkt ist, ist (a,) beschrinkt, und wegen Satz 5.1 besitzt (ay)
eine schwach konvergente Teilfolge. OBdA diirfen wir gleich annehmen, dass

w
anp — a.

Da A konvex und abgeschlossen ist, muss A auch schwach abgeschlossen sein, und somit folgt
a€ A. Seie>0. Wahle M € N so, dass

lan —bpl| <€ firn>M

und wihle eine Konvexkombination Zﬁf: M Qnan, sodass (vgl. [2], Theorem 3.13)

N
a— E QO
n=M

< €.
Wir sehen, dass
N N N
a— Z anbnll < |la — Z Qnan| + Z an(an —by)|| < 2e.
n=M n=M n=M

Aus der Konvexitiat und Abgeschlossenheit von B folgt, dass ij: v @nbn, € Bund a € B. Also
gilt AN B # 0.

Sei X nicht reflexiv. Nach dem Satz von James gibt es ein Funktional x* € X*, sodass
sup{|z*z| : © € Bx} = ||z*|| nicht angenommen wird. Dann ist A = {z € X : z*z > ||z*|}
eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von X mit AN Bx = ). Sei € > 0. Da By
kreisformig ist, gibt es x € Bx mit x*x > ||z*|| — e. Daraus folgt, dass

* *
10y [

2] — e v

l*]] — €

also d(A, B) = 0.
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5.4 Satz ([1], Exercise 1.153). Sei X ein Banachraum. Dann sind dquivalent:
(a) X ist reflexiv.

(b) Jede nichtleere, abgeschlossene, konveze Teilmenge C von X enthdlt einen Punkt der dem
Ursprung am ndhesten ist, d.h. es gibt x € C' mit ||z| = d(0,C).

(c) Fiir jeden separablen, abgeschlossen Unterraum Y von X und jedes y* € Y™ enthdlt die
Menge {y € Y : y*y = ||y*||} einen Punkt, der dem Ursprung am nihesten ist.

Beweis. (a)=(b). Wihle eine Folge (z,,) in C mit ||z,| — d(0,C). Da (z,,) beschrinkt ist, hat,
wegen der vorausgesetzten Reflexivitét, (x,,) eine konvergente Teilfolge. OBdA diirfen wir gleich
annehmen, dass z, — z, © € C. Sei € > 0. Wihle M € N so, dass

|zn] < d(0,C)+e firalle n>M

und wihle eine Konvexkombination Zf:[: M Ann, sodass

N
T — Z AnZnl|l < €.
n=M
Es folgt
N N
||| < ||z — Z Ann|| + Z AnZn| < d(0,C) + 2¢
n=M n=M

und wir sehen, dass ||z|| = d(0,C).

(b)=(c). Das ergibt sich daraus, dass {y € Y : y*y = ||y*||} eine konvexe, abgeschlossene
und nichleere Teilmenge von X ist.

(c)=(a). Sei Y ein abgeschlossener, separabler Unterraum von X und y* € Y*. Nach Vor-
aussetzung enthilt die Menge {y € Y : y*y = ||y*||} einen Punkt yg, der dem Ursprung am
néhesten ist. Angenommen |[|yp|| > > 1. Dann folgt

lyryl < ly*|| firaleyeY mit |jy[| <vr

und somit )
Yyl < ;Ily*l\ <|ly*|| fiir alle y € By,

ein Widerspruch. Daher wird sup{|y*y| : y € By} firr jedes y* € Y* angenommen und aus
dem Satz von James folgt, dass By o(Y,Y™) schwach kompakt ist. Folglich ist jeder separable,
abgeschlossene Unterraum von X reflexiv und daher auch X. O
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