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Bekanntermaflen ist das Lebesgue-Mafl das einzige translationsinvariante, sigma-endliche Maf
auf (R, Br). Damit sind insbesondere die Raume LP()\) fiir p € [1, oo] translationsinvariant, d.h.
jeder Translationsoperator T3 mit T;f(x) := f(x — t) bildet fiir t € R den Raum LP(\) in sich
selbst ab. Mehr noch: Jeder Translationsoperator T; : LP(A) — LP(A) ist isometrisch und fiir
p < o0 ist (T})s>0 eine stark stetige Operatorhalbgruppe auf LP()).

Wir fragen uns nun, was passiert, wenn wir A durch ein (mit gewissen Einschrinkungen) belie-
biges Maf p ersetzen und die simple Forderung aufstellen, dass der Raum LP(u) translationsin-
variant ist.

Sind die Translationsoperatoren T} : LP(u) — LP(p) dann beschrénkt?
Bilden sie eine stark stetige Operatorhalbgruppe?
Und was bedeutet unsere Forderung fiir das Maf} u?

Zu Beginn miissen wir diese Fragen prézisieren und ihre Wohldefiniertheit sicherstellen.

1 Quasi-Translationsinvarianz

Zunéchst wiederholen wir einige Begriffe aus der Mafitheorie.

Definition 1.1. Ein Mafl i : Bgr — [0,00) auf R heiit Borelmafs, falls gilt:
e VK C R, K kompakt : pu(K) < 0o
Ein Borelma$ i : Br — [0, 00) heifit reguldr, falls gilt:

o VA€ B : pu(A) =sup{u(K): K C A kompakt}
o VA€ Br: p(A) =inf{u(0): O D A offen}

Wir werden uns im Folgenden auf regulére Borelmafle auf R einschrianken.



Es sei bemerkt, dass jedes Borelmafl auf R bereits regulér ist (Satz von Ulam). Daher ist die
Beschrankung auf Regularitéit nicht wesentlich.

Definition 1.2. Wir bezeichnen mit £°(y) den Raum der messbaren Funktionen auf R, mit
LP(u) fir p € [1,00) den Raum der p-fach p-integrierbaren Funktionen und mit £°°(u) den
Raum der p-essentiell beschrénkten messbaren Funktionen. Wir definieren weiters

Np):={feL’: f=0 puti},
LO(p) := LO(p) /N (),
LP(p) o= LP () /(N () O L7 (1)), p € [1,00].

Wir definieren die Familie von Translationsoperatoren (7});cr durch
Ty : L2(n) = L) : Ty f (x) = f(z — 1), teR.

Wir kénnten nun untersuchen, unter welchen Bedingungen und mit welchen Konsequenzen die
Operatoren T; den Raum L£P(u) in sich selbst abbilden. Es ist (beispielsweise in der Maftheo-
rie und Funktionalanalysis) jedoch iiblich, mit den Faktorriumen L°(u), LP(u),p € [1,00] zu
arbeiten. Damit der Translationsoperator 7T; auf dem jeweiligen Faktorraum aber {iberhaupt
wohldefiniert ist, braucht es an das Mafl u eine zusétzliche Forderung.

Definition 1.3. Ein regulires Borelmaf3 y auf R heifit quasi-translationsinvariant (q.t.i.), falls
gilt:
VAeBr VteR: wA)=0= pu(A+t)=0.

Sei nun y ein q.t.i. regulires Borelmaf auf R. Dann gilt fiir jedes f € £°(p):

feNp) = u({f#0})=0
= pu({Tf #0}) =pu({f #0}t +¢) =0
= T, f e N(n).

Daher ist T; : L°(u) — L°(u) wohldefiniert und damit sind die eingangs gestellten Fragen
sinnvoll gestellt. Insofern ist die Quasi-Translationsinvarianz eine Mindestanforderung. Zugleich
werden wir aber allein aus dieser Eigenschaft einige interessante Folgerungen ziehen kénnen.

Zum Aufwirmen zeigen wir zwei einfache Eigenschaften von ¢.t.i. Maflen und geben ein wichtiges
Beispiel fiir q.t.i. Mafle an.

Definition 1.4. Ein reguléires Borelmafl auf R heifit stetig, falls u({z}) = 0 fiir alle z € R.
Definition 1.5. Der Tréger eines reguldren Borelmafles p auf R ist definiert als
suppp == {x € R: VU € U(x) : p(U) > 0}.

Lemma 1.6. Sei p ein nichttriviales q.t.i. regulires Borelmafi auf R. Dann ist p stetig und
suppu = R.



Beweis. Wir zeigen beide Behauptungen mit Widerspruch.

Angenommen, f ist unstetig. Dann gibt es © € R mit p({z}) > 0. Doch dann ist u({y}) =
p({x} + (y — x)) > 0 fiir jedes y € R, im Widerspruch dazu, dass p lokal endlich und damit
sigma-endlich ist.

Angenommen, suppy C R. Dann gibt es O C R offen, O # § mit pu(O) = 0. Wegen R =
Ugeq(O + ¢) ist dann aber

M(R):N<U(O+Q)> <> u0+q) =0,

q€Q q€Q
im Widerspruch zu u # 0. |

Beispiel 1.7. Fiir p € L{, (\) mit p > 0 A\-f.ii., definiere

u(A) = / p dA, A € Bp.
A

Dann ist p ein reguléires Borelmafl auf R und absolutstetig (bzgl. A). Ist nun ¢t € R und u(A) = 0,
dann ist wegen der Positivitét von p auch A(A) = 0. Damit ist auch A(A+¢) = 0 und wegen der
Absolutstetigkeit von pu ist ebenso (A 4 t) = 0. Dies zeigt, dass p quasi-translationsinvariant
ist.

Wie zuvor erwdhnt, hat die Quasi-Translationsinvarianz interessante Konsequenzen. Ein Resul-
tat, das fiir uns von zentraler Bedeutung sein wird, ist die Tatsache, dass fiir ein q.t.i. Maf} die
Abbildung 04 : t — u(A +t) fir jedes beschrinkte A € By stetig ist. Mithilfe dieser Tatsa-
che werden wir das Hauptresultat von Abschnitt 2 herleiten und spéter zeigen, dass alle q.t.i.
Mafle die Gestalt wie in Beispiel 1.7 haben. Zunéchst brauchen wir dafiir aber folgendes (etwas
technisches) Lemma:

Lemma 1.8. Sei p ein q.t.i. requlires Borelmafl auf R, B € By beschrinkt und (tx) C R eine
Nullfolge. Dann gilt:

Ve >0 3dng Yn > ng : ,u(U(B—i—tk)><,u(B)+s.

k>n

Beweis. Weil p regulér von innen ist, kénnen wir B ein einem gewissen Sinne von innen durch
Kompakta approximieren: Es gibt es eine aufsteigende Folge von Kompakta K; C B, sodass

[ (B\ U K) =0.
i>1
Wegen der Quasi-Translationsinvarianz von p ist fiir jedes k > 1 dann auch

u((B +t)\ U(Ki +tk)> = ,u((B\ U K) +tk> =0.

i>1 i>1



Daraus folgt:

u(U B+ ty,) ULZJ (K; + tr > :”<U(B+tk)\u U(Ki—f—tk))

E>1 >1 k>1 E>1i>1

< M( U ((B + )\ | J (K +tk)>> =0,
k>1 i>1

d.h. wir haben (J;~ (B +tx) von innen durch die aufsteigende Mengenfolge der ;. (4 + tx),
1 > 1, approximiert. Fiir ein gewisses K = K, ist daher

u(U(B+tk)\U(K+tk)> <e. (1)

E>1 E>1
Wir méchten nun ausgehend von K eine weitere Approximation fiir B finden, welche stérker
vom Verhalten der Nullfolge (¢;) abhéngt. Definiere dafiir
K’ :=limsup(K + t;) = ﬂ U (K +t;) ={z € R:z € K+t fiir unendl. viele £ > 1}.

k—roo n>1k>n

Sei € K’ beliebig. Dann gibt es eine Teilfolge (tx;) von (z), sodass x € K +ty, fiir alle j > 1.
Dann ist z —ty; € K fiir alle j > 1. Wegen t;, — 0 und der Kompaktheit von K ist dann z € K.
Dies zeigt die Mengeninklusion K’ C K(C B).

Die Menge K’ ist der Durchschnitt iiber die absteigenden Mengenfolge (Uys,, (K + tk))nen und
diese Mengenfolge ist in einer gemeinsamen beschrankten Menge D enthalten. Daher is es wegen
der Stetigkeit von oben des endlichen Mafles x|,

M( & +tk)\K’> <e

k>n
fiir n hinreichend grof}. Filigen wir das Gezeigte nun zusammen, so erhalten wir:

u( U (B—i—tk)) — u(B)

k>n

Su( B+tk>
k>n

:u( B+tk> ( K—i—tk))—i-u(U(K—l—tk))—,u(K’)
k>n k>n k>n
=u( U @B+t U(K+tk)> +u< U(K+tk)\K/>

k>n k>n k>n

<e+e=2,

wobei wir verwendet haben, dass Gleichung (1) wegen K C B auch noch gilt, wenn man “k > 1”
durch “k > n” ersetzt. [ ]



Satz 1.9 (Lusin). Sei p ein regulires Borelmaf$ auf R, f : R — R messbar, beschrinkt und
p(suppf) < co. Dann gilt:

Ve >0 3g € Coo(R) : 1910 < 11f 1l und u(f #9g) <e.

Die Idee, um die Stetigkeit von ¢ — p(A + t) zu zeigen, ist, die Funktion f := 14 mit dem Satz
von Lusin durch eine Cyo(R)-Funktion g zu approximieren und dann das Maf} der symmetrischen
Mengendifferenz (A + t)AA mithilfe von Lemma 1.8 abzuschétzen.

Proposition 1.10. Sei pu ein q.t.i. requldres Borelmaf. Fiir jede beschrdinkte Menge A € B
ist die Funktion 04 :t — p(A+t) stetig.

Beweis. Wegen 04(t+1t") = 0414 (t) reicht es, fiir beliebiges beschriinktes A € By Stetigkeit von
04 in t = 0 zu zeigen. Sei dazu A € By beschrinkt, (¢;) C R eine Nullfolge und £ > 0 beliebig.
Die Funktion 1 4 ist messbar, beschrinkt und hat kompakten Triger, also gilt nach dem Satz
von Lusin:

Jg € Coo(R) : 9]l <1 und p(la#g) <e.
Definiere B := {|14 — g| > 3} € {14 # g}. Dann ist p4(B) < e. Daher ist nach Lemma 1.8

M(BU U(B+tk)> gu(B)Jru( U(B+tk)> < W(B) + u(B) + & < 3¢
k>n k>n

g

fiir n hinreichend grof. Da g gleichméfig stetig ist, gilt

1
Ve e RVk>n: |g(m—tk)—g(a:)|<§

fiir n hinreichend grofl. Wahlen wir nun insgesamt n hinreichend gro8, so gilt:

Ve e D°Vk>n: 1Lyt () — La(z)]
= [La(z =) — La(z)]

<|[la(z —tg) — g(z —tg)| + |g(z — tg) — g(x)| + [g(x) — La(2)]

<1+1+1—1
3 3 3

Damit ist DN ((A+tx) N A) =0 fiir k > n. Daraus folgt:

Vk>n: (A +t,) — p(A)] < u((A+tr)AA) < u(D) < 3e

Da (t) eine beliebige Nullfolge und £ > 0 beliebig war, sind wir fertig. [ |

Wir haben uns vorher die Frage gestellt, was aus der Translationsinvarianz des Raumes LP(u)
gefolgert werden kann. So wie auch im Fall g = A gibt es einen wesentlichen Unterschied zwischen
dem Fall p < co und p = cc.



2 Translationsoperatoren auf L?(u) fiir p < oo

Definition 2.1. Sei X ein Banachraum. Eine Familie (7}):>0 heifit Operatorhalbgruppe auf X,
falls

e YVt > 0 : T; ist ein beschrinkter linearer Operator auf X.
o Iy=1.
o VS,t > 0: Ts—l—t = TSTt.

Eine Operatorhalbgruppe auf X heif}t...

...normstetig, falls ||T; — I|| Sor 0.
...stark stetig (oder Cy), fallsVf e X : || Trf — f|| Sor 0.
...schwach stetig, falls Vi€ X Vo € X' : ¢(Tyf — f) —— 0.

t—0+

Wir werden zeigen, dass aus der Voraussetzung, dass der Raum LP(u) translationsinvariant ist,
folgt, dass die Familie der Translationsoperatoren (7});>¢ eine stark stetige Operatorhalbgruppe
ist. Zusétzlich werden wir eine gewisse Uniformitét in p € [1,00) zeigen: Es reicht sogar, dass
nur einer der Rdume LP(u) translationsinvarant ist.

Offensichtlich hat die Familie der Translationsoperatoren (7;);>¢ die Halbgruppeneigenschaft.
Die Familie (T} )¢er ist in dieser Nomenklatur sogar eine Gruppe. Wir zeigen zunéchst, dass unter
obigen Voraussetzungen jeder Operator T; beschrankt ist. Dazu erinnern wir uns an folgendes
Resultat aus der Maftheorie:

Proposition 2.2. Sei p ein requlires Borelmafl auf R, p € [1,00) und fn, f € LP(u), n € N.
Dann gelten folgende Implikationen:

1fn = fll, 20
= fn— [ im Maf$ u [d.h.¥n>0:u(|fn— fl =n) — 0]
= 3(fn,) Teilfolge von (fy) : fn, — f p-fi.

Lemma 2.3. Sei u ein q.t.i. requlires Borelmafl auf R, p € [1,00) undt € R. Falls Ty(LP(u)) C
LP(p), dann ist Ty ein beschrinkter linearer Operator auf LP ().

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. Seien dazu f,, f,g €
LP(u), n € N, sodass

1fo = fll, —=0 und 1T fn = 9ll, —— 0-

Jede LP(p)-konvergente Teilfolge hat eine u-f.ii. konvergente Teilfolge. Durch Ubergang zu ge-
eigneten Teilfolgen haben wir

fn—— f p-fiu und Tifn, —— g p-fii..
n— oo n—oo



Dann gilt fiir p-fast alle z € R:

Tf(e) = flz—t) = lim fulz—1) = lm Tfa(z) = g(a)

n—oo

also ist T} f = g und wir sind fertig. |

Nun haben wir noch die starke Stetigkeit zu zeigen. Dabei hilft uns die folgende Charakterisie-
rung:

Lemma 2.4. FEine Operatorhalbgruppe (Tt)i>0 auf X ist genau dann stark stetig, wenn folgende
beide Bedingungen erfillt sind:

1)3IDCcX.D=X D : || Tig —
(1) C X, Vg € | T:g 9Hm>0

(2) 36>03C>0Vt<d:||T| < C.

Beweis. “==":Ist (T})¢>0 stark stetig, dann gilt nach einem bekannten Lemma aus der Halb-
gruppentheorie:
IM >03weRVE>0: | T3] < Me“t.

Definiere nun 6 := 1 und C := Mel“lt,

“<=": Seien f € X und ¢ > 0 beliebig. Wihle D, § und C entsprechend. Dann gibt es It. (1)

ein Element g € D sd. ||f —¢| < 3o Konnen d" > 0 1t. (1) so wéhlen, dass fiir alle t < ¢’

gilt: | T3 — g|| < 5. Dann gilt fiir alle ¢ < min{4, §'}:
ITef = £l < NTef = Tigll + [1Teg — gll + llg = /Il
<IN+ DS =gl + 1 Tig = gl

<(C+1)2 ¢ I

C+1) " 2

Damit sind wir fertig. [ ]

Die Strategie ist nun, Punkt (1) und Punkt (2) von Lemma 2.4 zu zeigen. Zunéchst zeigen wir
Punkt (1) von Lemma 2.4, wofiir wir wieder den Satz von Lusin einsetzen.

Lemma 2.5. Sei u ein g.t.i. requlires Borelmaf$ auf R, p € [1,00), und Ty(LP(n)) C LP(u) fiir
alle t € R. Dann ist Coo(R) C LP(p) dicht in LP(u) und

R) : T:g —
Vg € Coo(R) |Tkg ngm>

Beweis. Wir haben also zwei Dinge zu zeigen.



e Sei g € Cyp. Dann ist g gleichméfig stetig und erfiillt daher

Tig —g|.. ——
I1Tig — e ——

Fiir t > 0 hinreichend klein sind die Tréger supp(7ig), suppg € K in einem (geeignet
gewéhlten) gemeinsamen Kompaktum K C R enthalten. Dann folgt:

_ < 1/p _
I1Teg = gll, < n(EK) P I Tig = gllo =57

e Wir zeigen nun, dass Cqo dicht in LP(p) ist. Fir f € LP(u), definiere

fu(@) = 1p (@) - ¢ fl@), —n<fz)<n,

Dann folgt mit dominierter Konvergenz: || f, — f||, — 0. Daher ist

B:={f:R— R: f messbar, beschr. mit kompaktem Tréger}

dicht in LP(u). Es reicht also, zu zeigen, dass Cyo(R) D B ist (denn dann ist Cpo(R) =

Coo(R) D B D LP(u)). Sei dazu f € B und & > 0. Dann folgt mit dem Satz von Lusin:

YeCn®: oo <Ifle  wd  a(f#g) <e

Fiir solch ein g gilt:
=gz = [ 1r-gPdus [ (e + gl dn < 2 e
{f#g} {f#g}
Dabher ist Cpo(R) dicht in B (bzgl. der LP(u)-Norm).
Damit sind wir fertig. |

Als néchstes wollen wir Punkt (2) von Lemma 2.4 zeigen. Dazu ist eine Darstellung der Opera-
tornorm von T}, welche allein von Maflen von Mengen abhéngt, hilfreich.
Lemma 2.6. Sei u ein nichttriviales q.t.i. regulires Borelmafl auf R, p € [1,00) und t € R.

Dann sind dquivalent:

1. T} ist ein beschrdinkter linearer Operator auf LP ().

2. ¢ :=sup {M,(;?Z)t) : A € Bg beschr., u(A) > O} < 00.

In diesem Fall ist | T;||P = c;.



Beweis. 1. = 2.: Sei T} ein beschrankter linearer Operator auf LP(u). Fiir jede beschrénkte
Menge A € Bg, pu(A) > 0, ist

u(A+t) = (1T 1ally < TP LAl = IT2]” 1(A).
Dabher ist ¢; < ||T3|]” < oo.

2. = 1.: Sei ¢; < oo und f € LP(u) eine einfache Funktion mit kompaktem Tréger. Dann hat
[ eine Darstellung f = > /" | o1 4, mit paarweise disjunkten, beschrinkten Mengen A; € B,
p(A;) > 0, und es gilt:

Il = D el p(Ai 1) < ey leal” p(Ai) = e | £
i=1 =1

Man zeigt unmittelbar mit dominierter Konvergenz, dass der Raum der einfachen Funktionen
mit kompaktem Triager dicht in LP(u) ist. Damit ist T} ein beschrinkter linearer Operator auf
LP(p) und || T3P < ¢ < 0.

Gelten beide Aussagen 1. und 2., so folgt ||T;]|” = ¢; aus dem bereits Gezeigten. [ |
Man beachte, dass die Konstanten ¢; in Lemma 2.6 unabhéngig von p € [1, 00) sind. Ist also 7}

fiir ein gewisses p € [1,00) ein beschrénkter linearer Operator auf LP(u), so folgt dies auch fiir
alle p € LP(u). Daraus wird spéter die bereits angesprochene Uniformitét in p € [1,00) folgen.

Mithilfe der in Lemma 2.6 gewonnen Darstellung von ||7;|| und der in Proposition 1.10 gezeigten
Stetigkeit der Funktionen ¢ — p(A + t) konnen wir nun Punkt (2) von Lemma 2.4 zeigen:

Proposition 2.7. Sei yu ein g.t.i. requlires Borelmafl auf R, p € [1,00) und T3(LP(u)) C LP(u)
fir alle t € R. Dann gilt:

F6<03IC >0Vt <6 1T < C.
Beweis. Definiere
Vo i={t eR:||T¢|| > n}

Wir wollen den Satz von Baire auf die Mengenfamilie (V},) anwenden.

e Lt. Lemma 2.3 ist jeder Operator T; beschrénkt. Daher ist (), Vi = 0.

e Lt. Lemma 2.6 gilt:

Vo ={t € R:3A € By beschr. : u(A+1t) >nu(A)}

= U {teR:pu(A+1t)>nu(A)}.

AeBr _.
A beschr. =0(4)

Da lt. Proposition 1.10 die Abbildungen ¢ — (A + t) stetig sind, sind die Mengen O(A)
offen und damit ist auch V,, offen.



Nach dem Satz von Baire ist nun eine der Mengen V,, nicht dicht in R, d.h. es gibt n € R, t5 € R
und ¢ > 0 sodass

(to — 6, to+9) C Ve ={t € R:VA € By beschr. : u(A+1t) <nu(A)}.
Damit gilt fiir alle t € (—6,0) und fiir alle A € By beschréinkt:
A +1) = [|Tidall, < (1 T-soll 1 Too -1 all, = Tt | 1L + (to = 1)) < | Tgo || e(A).
und wir sind fertig. |
Man kann Proposition 2.7 auch ohne Satz von Baire beweisen: Lt. Proposition 1.10 ist ¢
(A + t) stetig. Zusammen mit Lemma 2.3 und Lemma 2.6 folgt, dass t +— [|T|| ein endliches

Supremum stetiger Funktionen und damit unterhalbstetig ist. Daraus, dass eine unterhalbstetige
Funktion auf jedem Kompaktum ein Maximum annimmt, folgt dann die Aussage.

Zusammen mit unseren vorherigen Uberlegungen folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnitts:

Satz 2.8. Sei u ein q.t.i. requlires Borelmafl auf R und p € [1,00), sodass fir alle t € R gilt:
Ty(LP(w)) € LP(u). Dann ist (Ty)i>o fiir jedes p € [1,00) eine stark stetige Operatorhalbgruppe
auf L7 ().

Beweis. Aus Lemma 2.6 folgt, dass T;(LP(u)) € LP(u) auch fir alle p € [1,00) und ¢t € R
gilt. Wir koénnen die vergangenen Lemmata und Propositionen also auf beliebiges p € [1,00)
anwenden.

Damit (7}):>0 eine stark stetige Operatorhalbgruppe auf LP(u) ist, reicht es, Punkt (1) und
Punkt (2) von Lemma 2.4 zu zeigen. Punkt (1) haben wir in Lemma 2.5 gezeigt und Punkt (2)
haben wir in Proposition 2.7 gezeigt. ]

Ein sehr simples Beispiel fiir eine solche Operatorhalbgruppe ist durch das Mafi p mit der
Exponentialfunktion als Dichte gegeben:

Beispiel 2.9. Definiere p(A) := [, e*dr, A € Bg. Dann ist p wie in Beispiel 1.7 ein q.t.i.
reguléres Borelmafl auf R. Dann gilt fiir £ € R und A € Br beschrinkt:

M(AH)—/

e’ dr = / et dr = et/ e dr = e'u(A).
A+t A A

Daher ist der Translationsoperator T} 1t. Lemma 2.6 fiir alle t € R und fiir alle p € [1,000) ein
beschrénkter linearer Operator auf LP(u) und || 13| = c,} /P — etlp,

So wie schon im Spezialfall ¢ = A ist auch fiir allgemeineres p nicht auf viel mehr als starke
Stetigkeit zu hoffen, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 2.10. Sei p ein nichttriviales g.t.i. requlires Borelmaf$ auf R und p € [1,00). Dann ist
die Operatorhalbgruppe (1t)i>0 nicht normstetig auf LP(u).

10



Beweis. Definiere

1
ft = Wﬂ[o’tb t > 0.

Wir verwenden, dass £([0,¢]) > 0 nach Lemma 1.6. Dann ist

P _ 1 p_ 71 =
Hfth = (0, 1) Hﬂ[(],t]Hp H([O?t])ﬂ(m?t]) L.

Daraus folgt:

1
T = 111” > (T3 = I) fell5, = /]R Tife — fel” dp = H([O»t])/]R [ Tp2g — Lpog| dp
1
> n([0,2]) =1
1([0,2])
unter Verwendung der Stetigkeit des Mafles p. Insbesondere gilt: ||T; — I|| /4 0. ]

3 Translationsoperatoren auf L>(u)

Anders als im Fall p < co werden wir fiir p = oo ein Negativresultat erhalten. Die Translations-
operatoren T; bilden zwar alle den Raum L°°() isometrisch in sich selbst ab, doch die Familie
(T%)¢>0 ist nicht einmal eine schwach stetige Operatorhalbgruppe auf L>(u).

Lemma 3.1. Sei p ein q.t.i. requlires Borelmaf$ auf R. Dann gilt fir alle t € R: Ty (L () C
L>®(p) und Ty : L () — L (p) ist eine Isometrie.

Beweis. Fiir jedes f € L*™(u) gilt:

ITif]loc = inffs > 0: p({|Tef] > s}) = 0}
— inf{s > 0: p({|f| > s} +1) = 0}
— inf{s > 0: p({|f] > s}) = 0} = | fll -

Daher ist T} f € L () und T} eine Isometrie auf L (u). [ |

Wir widmen uns zunéchst der Frage nach starker Stetigkeit.

Lemma 3.2. Sei u ein nichttriviales q.t.i. regulires Borelmaf$ auf R. Dann ist die Operator-
halbgruppe (Ti)¢>0 nicht stark stetig auf L™ ().

Beweis. Definiere f := 1jg;). Nach Lemma 1.6 ist suppy = R und daher u([0,t]) > 0 fiir jedes
t > 0. Es folgt (fiir ¢ > 0 hinreichend klein):

ITef = Flloo = | Tjo,14¢ — Tpo,yfl . =14 0.

Daraus folgt die Behauptung. |
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Es gilt sogar:
Lemma 3.3. Sei u ein nichttriviales q.t.i. regulires Borelmaf$ auf R. Dann ist die Operator-

halbgruppe (Ti)¢>0 nicht schwach stetig auf L™ ().

Beweis. Wir miissen f € L (u) und ¢ € L (u)’ finden sodass ¢(T3f — f) /4 0. Lt. Lemma 1.6
ist ©(]0,€]) > 0 fiir alle € > 0. Definiere nun

1
e L™ R:o.(f) i= ———+ dp.
¢ (1) = R ¢e(f) (0.1 [O,E]f 1
Dann ist 1
e < —— dp < .
901 < S o 11 S 1

Daher ist ¢ € L>(p)" mit |[¢el[ 00, < 1. Nach dem Satz von Banach-Alaoglu gibt es daher
ein Teilnetz (¢, )jes von (¢z)e>0 und ein ¢ € L>(u)" mit [|@|| oo,y < 1, sodass

L —
be, 2 0

Definiere nun f := ljg o) € L>(u). Einerseits ist ¢-(f) = 1 fiir jedes n € N. Andererseits gibt
es fiir jedes t > 0 ein jo € J sodass fiir alle j = jo gilt, dass £; < ¢ und damit ¢.,(T;f) = 0.
Daraus folgt:

ST f ~ ) =l e, (Tif = ) =lim | 6c,(1if) —6c,()| =0-1=-170.

——
=0 fir g;<t =1
Damit ist die Operatorhalbgruppe (7%):>0 nicht schwach stetig. [ |

Das Funktional ¢ € L (u)’, welches wir im Beweis von Lemma 3.3 mithilfe von Banach-Alaoglu
erhalten haben, hat folgende interessante Eigenschaft. Fiir jede Funktion f € L>®(u) gilt:

In einem gewissen Sinne hingt ¢(f) also nur vom “Verhalten von f rechts nahe von 0” ab.

Insbesondere ist ¢ ein Beispiel fiir eine Element von L (u)’, dass sich nicht auf kanonische
Weise mit einer L!(p)-Funktion identifizieren lisst.
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4 Aquivalenz von g und A

Wir wiederholen wieder kurz einige Begriffe aus der Mafltheorie.
Definition 4.1. Seien pq, po zwei reguldre Borelmafle auf R.

Wir nennen p1 absolutstetig beziiglich ps und schreiben dafiir py < uo, falls jede ps-Nullmenge
auch eine p;-Nullmenge ist.

In diesem Falle schreiben wir % fiir die Radin-Nikodym Dichte von uy bzgl. us.
Wir nennen g1 und po dquivalent und schreiben dafiir py ~ po, falls p1 < po und po < py.
Lemma 4.2. Fir zwei dquivalente requlire Borelmafe 1, po auf R gilt:

duy sy

=1 -f.ii.
dps  dpy -

Beweis. Fiir jede Menge A € By gilt:
d d d
M.mdm:/uldw:/ld%
A dus  dpg A dpa A

Daraus folgt die Behauptung. Es sei bemerkt, dass durch die Aquivalenz von p; und s auch
die Begriffe “p1-f.i.” und “po-f.ii.” dquivalent sind. |

Mithilfe der in Proposition 1.10 gezeigten Stetigkeit der Abbildungen ¢ — p(A + t) kénnen wir
eine weitere Resultat fiir q.t.i. Maflen zeigen:

Satz 4.3. Jedes nichttriviale q.t.i. requlire Borelmaf$ auf R ist dquivalent zum Lebesguemays.

Beweis. Sei p ein nichttriviales q.t.i. reguléres Borelmafl auf R. Wir haben A < p und p < A
zu zeigen. Die Beweise der beiden Relationen sind sehr dhnlich.

o A\ < p: Sei A € B beschréinkt. Dann ist 1t. Lemma 1.6 x([0,1]) > 0 und es gilt:

1 1
D) = T o A0 ) = ST 2ot s 0
1 1
= OO o M) 0 = Sy f o) )

Ist nun p(A) = 0, so ist auch u(A —z) = 0 fiir jedes € R. Dann verschwindet das innere
Integral f[o 1 1a—z(—t) du(t) auf der rechten Seite fiir jedes x € R und damit ist auch
A(A) = 0. der Fall, dass A € Br unbeschrinkt ist, folgt sofort mit Sigma-Additivitét.
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e 1 < A Sei A € By beschrinkt. Lt. Proposition 1.10 ist 64 : t — u(A + t) stetig. Daher
gilt:

Mit Fubini gilt somit:

/ / Late(x) dt du(z / / Lg—g(—t) dt du(x)

Ist nun A(A) = 0, so verschwindet das innere Integral foé Ta_g(—t) dt fir alle z € R
und damit ist auch u(A) = 0. Der Fall, dass A € B unbeschriankt ist, folgt sofort mit
Sigma-Additivitat.

Damit ist A ~ p. |

Wir geben ein Beispiel eines Mafles p an, fiir das wir mithilfe von Satz 4.3 zeigen kénnen, dass
es nicht q.t.i. ist, und es keine offensichtliche Wahl einer Menge A € By gibt, fiir welche die
Q.t.i.-Eigenschaft verletzt ist.

Beispiel 4.4. Sei C' C [0,1] die Cantormenge und ¢ : R — [0,1] die Cantorfunktion (mit
c(x) =0 fir x < 0 und ¢(x) =1 fir x > 1). Sei zudem (¢, )nen eine Abzéhlung von Q. Definiere

F:R—1[0,1]: 22 c(x — qn).

Dann ist F' als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig und auflerdem mono-
ton wachsend. Daher ist F' eine Verteilungsfunktion. Sei p := up das von F' induzierte Lebesgue-
Stieltjes-MaB, d.h. jenes eindeutig bestimmte Mafl p : Br — [0, 00| mit

Va,beR,a <b: w((a, b)) = F(b) — F(a).

Wegen lim,_, o F(x) = 0 und limy_,4o0 F(x) = 1 ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R.
Daraus folgt, dass p ein regulédres Borelmafl auf R ist. Weil F' stetig ist, ist u ein stetiges Maf3.

Seien a,b € R, a < b. Dann gibt es np € N und 6 > 0 mit (gn,, gn, +9) C (a,b). Notieren wir
mit pu. das Lebesgue-Stieljes Maf§ der Cantorfunktion ¢, so gilt:

= Z 27" pe((a,b) — qn) = 27" pe((a, b) — gny,)
> 2701,((0,8)) = 27 (c(6) — c(0)) > 0.

Dies zeigt, dass suppp = R. Damit ist p insgesamt ein stetiges, reguléres Borel Wahrscheinlich-
keitsmafl auf R mit suppy = R.
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Zugleich gilt:
AMC+Q) =\ (

1Ce

(C+qn)> < i/\((/”rqn) =0
n=1

und
/L(C‘FQ 22 Nc C+@ _Qn 22 NCC+@ 22_nﬂc(0):1'
n=1

Also ist p auf einer A-Nullmenge konzentriert (also singulir zu ). Insbesondere ist p & A und
damit nach Satz 4.3 nicht q.t.i. Es muss also A € Br und ¢ € R geben mit u(A) = 0 und
p(A+1t) > 0.

5 Die Radon-Nikodym-Dichte von u

Widmen wir uns nun der eingangs gestellten Frage, fiir welche p der Raum LP(u) translations-
invariant ist (fiir p < 00). Wie wir durch Satz 4.3 wissen, ist ein q.t.i. reguléres Borelmafl p # 0
auf R bereits dquivalent zu A und besitzt daher eine \-f.ii. positive Radon-Nikodym-Dichte p
(bzgl. A). es ist daher naheliegend, jene pu, fiir welche LP(u) translationsinvariant ist, anhand
ihrer Radon-Nikodym-Dichte p zu klassifizieren. Dies leistet der folgende Satz.

Satz 5.1. Sei p ein nichttriviales q.t.i. regulires Borelmafl auf R, p € [1,00) und p := %f. Dann
sind dquivalent:

1. Ty(LP(p)) C LP(u) fiir alle t € R.

2. Es gibt eine Familie von positiven Konstanten (Cy)e>o, sodass fir jedes beschrinkte, offene
Intervall I C R gilt:

1017 00 11/l .00 < Cpy < 00

In diesem Fall ist die optimale Wahl von Cy gegeben durch Cy = sup{||T;||" : |t| < ¢}.

Beweis. 1. = 2.: Sei I C R ein nichtleeres beschrinktes offenes Intervall. Lt. Proposition 2.7
gilt:
30>03C >0Vt <d: T < C

Sei nun |t| < |I| und n € N, n > §/|I|. Dann ist |t/n| < § und damit

T3] = H nll < 7l < o
Daher ist Supmg‘” ||,I;§|| S cm < 0.

Lt. Satz 4.3 ist p dquivalent zum Lebesguemafl A, also sind ||p||; o, |1/pll; o > 0. A priori ist
aber nicht klar, ob [[p[|; ., [11/pll; o < 0o sind. Seien s, s’ € R mit

0<s< ol umd 0 <s" < [[1/pll; o -
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Definiere
A={zel:p(x)>s} und Ali={zel:1/p(x) > s}
Dann haben die beiden Mengen A und A’ nach der Definition des essentiellen Supremums und
wegen der Aquivalenz von \ und p sowohl positives Lebesguemaf als auch positives Ma$ . Sei
nun ¢ > 0 beliebig. Aufgrund der Regularitit (von oben) der Mafie A und p gibt es dann offene
Mengen O, 0" C R, sodass
ACOCI, AO) < A(A) +¢,
A Co Cl, p(O") < u(A') +e.

Die offene Menge O’ kann (mittels Zerlegung in ihre Zusammenhangskomponenten) als abzéhlbare

Vereinigung | J;c J; von nichtleeren offenen Intervallen J; geschrieben werden. Es gilt:

AN / N 1
%A(Ji)_)\(O)ZA(A)_//pdu

/ / / M(A/) no__ / :U'(A/) /
> s pu(A) > s m#(o) = ZEZNS (A + e +€M(Ji)~

Daher gibt es J' = J/, sodass
AJ) > S/LA/)M(J/)
p(A) +et
Analog kann man zeigen, dass es ein nichtleeres offenes Intervall J C O gibt mit
A(4)
J ———A(J).
M) > 55 A )

Falls |.J'| hinreichend klein ist, gibt es ¢1,...,t, € R mit [tx| < |I|, sodass
n
Jc U+ und nA(J") < (14 )A(J).
k=1
Ansonsten koénnen wir in Gleichung (2) das Intervall J’ durch zwei Intervalle J; und J; der Linge

|.J'| /2 ersetzen, wodurch eines der beiden Intervalle die Ungleichung von J’ erfiillt. Iteration
dieses Bisektionsarguments liefert dann ein solches hinreichend kleines .J'.

Es gilt:
A(4)
—
S 2 D) < )
<Y a4 t)
k=1
< sup [|Ty[[" - nu(J")
[t1<|1]
1 p(A)+e 1
< sup ||T:||P - = MJ
|t|§<1H g s' (A ()
L p(A) +e
< sup ||T; - 1+e)A(J
s W2l 5 (A (1+2)A(J)
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Division der Ungleichung liefert:

AA4)  , p(A)
s s 1+¢) < sup || T3P
)\(A) +e€ ,U,(A/) +E( ) t|<|1] ” tH

Da e > 0 beliebig war, ist

-5 < sup ||T||".

ltl<|1|

Dies zeigt, dass ||p[l; ., [[1/pll; o endlich sind und die gewiinschte Ungleichung erfiillen.
2. = 1.: Sei t € R und sei A € By beschrinkt, u(A) > 0. Sei als néchstes £ > 0 beliebig. Da A
beschréinkt ist, konnen wir A als endliche disjunkte Vereinigung (J;"; A; von Mengen A; € B
mit diam(A;) < e darstellen. Dann ist jede Menge A; U (A; +t) in einem offenen Intervall I; mit
Lénge |I;| = |t| + ¢ enthalten. Daher gilt:

p(A; +1t) = / p dA
A+t

< 1ol e MA; + 1)
— 1ol 0 MA)
— 1l / 1p dy

1

< ol ;.00 11/l 1 00 11(Ad)
< Cjgem(4i),

wobei C|y 1, die entsprechende Konstante aus 2. ist. Es folgt:

m

n(A+t) = Z n(Ai +1t) < Z Cle+em(Ai) = Clyjep(A)
i=1

i=1
Lt. Lemma 2.6 ist T; dann ein beschréankter linearer Operator auf LP(u) und [|T3[|” < Clyje.
Da ¢ > 0 beliebig war, haben wir mit diesem Argument insbesondere gezeigt:
Ve [t] 173" < Cu,
also ist sup{||T;||” : |t| < ¢} < C,, womit wir auch die Optimalitit der Konstanten Cp :=

sup{||T¢||” : |t| < £} bewiesen haben. [ ]

Man beachte dass fiir die Konstanten Cy in Satz 5.1 gilt: Cp = sup{||T:||” : |t| < ¢} = sup{¢ :
|t| < €} mit ¢; definiert wie in Lemma 2.6. Dies spiegelt wieder die zuvor aufgetretene Uniformitét
in p € [1,00) wieder.

Obiger Satz 5.1 besagt, dass genau fiir jene pu der Raum LP(u) translationsinvariant ist, wenn
fiir jedes beschrinkte offene Intervall I C R

ess supyp < Cy “ess infp”
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gilt, mit einem entsprechend definierten “essentiellen Infimum ess inf;p” und einer nur von der
Intervalllinge abhéngigen Konstante C|;. Intuitiv bedeutet das, dass p “nirgends zu schnell
wachsen darf”. Wie wir schon in Beispiel 2.9 gesehen haben, ist exponentielles Wachstum von p
unproblematisch. Dies gibt uns eine Idee zur Konstruktion eines q.t.i. reguléiren Borelamafles
auf R, beziiglich dessen keine der Réaume LP(u), p € [1,00), translationsinvariant ist:

Beispiel 5.2. Definiere

(2) = 1, <2,
PAE) = I(z), x> 2,

mit der Gamma-Funktion I'(z) := fooo u*~le~%du. Dann ist p stetig und positiv, also ist pu,
definiert durch

w(A) = / p dA, A € B,
A
ein q.t.i. regulires Borelmafl auf R. Fiir n € N, n > 2 ist

maxp, 41/ I'(n+1)

1 = = -
||P\|(n,n+1),oo|| /P||(n,n+1),oo min[n,n+1],0 ['(n) n

Nach Satz 5.1 gibt es daher fiir jedes p € [1,00) ein ¢t € R, sodass T3(LP(u)) € LP(u), d.h. fiir
kein p € [1,00) ist der Raum LP(u) translationsinvariant.

Wir geben fiir p = 1 nun explizit eine Funktion f an, an welcher die Translationsinvaraianz von
LP(u) scheitert. Definiere

f@) = Lo (@)
Dann ist
/|f\ d#:/mﬁf(x) dx:/w1d$:1<oo,
R 2 2?[(z) gy @2 2
aber

& 1
Limstau= [ a=1)dut) = [ f@) duta+1) = |7 prer) de
1 *1

:/ 2xd:n:/ — dr = 0.
2 T 2 X

Also ist f € L'(u), aber T\ f ¢ L'(p).
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