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1 Einleitung

Seien (X, F) und (Y, G) Mengen mit o-Algebren und F x G die Produkt-o-Algebra auf X xY. Fiir
ein Maf§ A auf (X xY, F x @) sind Mafle p und v auf (X, F) bzw. (Y,G) durch pu(A) :== A(AxY)
bzw. v(B) := AM(X x B) fiir A € F,B € G. Dies ist dquivalent dazu, dass = X o pI’Oj;(I bzw.
v=2Ao proj{,1 ist, wobei proj die entsprechende Projektion bezeichnet. Diese Mafle u, v heifien
die Marginalmafle von .

Hat man umgekehrt Mafle p und v auf (X, F) bzw. (Y, G), stellt sich die Frage, ob es ein Mafy A
auf (X x Y, F x G) gibt, welches p und v als Marginalmafie hat. Wie aus der Mafitheorie bekannt
ist, ist die Antwort stets ja, ndmlich hat das Produktmafl u x v die gewiinschte Eigenschatft.
Fiir gegebene p, v ist jedoch das Produktmaf typischerweise nicht das einzige Mafl A mit den
Marginalmaflen p und v. Man kann sich deswegen fragen, welche zusétzlichen Anforderungen
man an A stellen kann. Zwei solche mogliche Arten von Anforderungen sollen hier fiir den Fall
von Wahrscheinlichkeitsmafien vorgestellt werden.

Im Wesentlichen folgen die Struktur und der Inhalt dieser Arbeit Teilen einer Publikation von
V. Strassen (Strassen, 1965). Im 3. Abschnitt geben wir einen Einschub zu analytischen Mengen,
der eine Auswahl von Resultaten ist, die in (Kechris, 2012) gefunden werden kénnen.

2 Wahrscheinlichkeitsmafle mit vorgegebenen Marginalmafien

Definition 2.1. Sei X ein vollstandiger, separabler, metrischer Raum. Ein Gewicht & sei eine
positive, aber nicht notwendigerweise nach oben beschrinkte, stetige Funktionen auf X, fiir
die es also eine positive reelle Zahl m gibt, sodass m eine untere Schranke fiir & ist. Dann sei
Cy(X,2) der Raum aller stetigen, reellwertigen Funktionen x auf X, fiir die die Funktion [|.|
definiert durch

2| = sup{lar(s)] /i (s) : s € X},

endlich ist.

Bemerkung 2.2. Fiir einen vollstdndigen, separablen, metrischen Raum X mit Gewicht & ist
Cy(X,R, ) ein Banachraum, da die Division durch Z ein Isomorphismus auf den Raum aller
beschriankten Funktionen auf X mit der Supremumsnorm ist.

Bemerkung 2.3. Zu Riumen Xi, Xo,..., X, mit Gewichten Z1,Zs,...,%, kann man den
Raum Cy(IT}L | X;, ¥iL & o projx, ) definieren. Klarerweise ist x € Cy(X;, 2;) genau dann, wenn
T oprojy, € Co(Iy X, By 2y 0 prOin)-

Bevor wir das erste Hauptresultat vorgestellen, miissen wir noch an zwei aus der Stochastik
bekannte Sétze erinnern. Der Beweis dieser Sétze wiirde den Umfang dieser Arbeit sprengen.
Wir verweisen den Leser auf (Kechris, 2012) Seite 112 sowie (Bogachev, 2007) Seite 202.

Satz 2.4. Sei X ein vollstindiger, separabler metrischer Raum. Dann ist die Menge aller end-
lichen Mafle auf X mit der Topologie der schwachen Konvergenz so metrisierbar, dass sie zu
einem vollstindigen, separablen metrischen Raum wird.

Satz 2.5. Fiir eine Menge M von Maflen auf einem separablen, vollstindigen metrischen Raum
X sind dquivalent:

1. Der Abschluss von M beziiglich der schwach-x-Topologie ist kompakt.

2. Sup,em w(X) < oo und M st straff, das heifst, fir jedes ¢ > 0 gibt es eine kompakte
Menge K¢ C X, sodass fiir alle i € M folgendes gilt: u(X\K€) < e.



Satz 2.6. Seien vollstindige, separable, metrische Rdume X1, Xo, ..., X, mit Gewichten Z1,
Z9,...,2Tn gegeben. Sei 1l die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe m auf 11| X; sodass ¥, &0
projx, m-integrierbar ist, versehen mit der Topologie J, die durch die Funktionale m — Jxdr
fir x € Cy(I_; X3, X7, 2; o projy,) induziert wird. Das ist die relative schwach-x-Topologie,
wenn 11 als Teilmenge von Cy(IL} | X;, ¥ &; o projy,)* aufgefasst wird. Sei A eine nicht-leere,
J -abgeschlossene und konvexe Teilmenge von I1 und sei fiir 1 < i < n ein Borelwahrscheinlich-
keitsmafl u; in X; gegeben, sodass &; beziiglich p;-integrierbar ist. Fine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafles A € A sodass j1; = )\oproj;é
fir 1 <i<mn ist, dass

Z/Jriduigsup{/zufuioprojxi dy:veA} (1)
i=1 i=1

fiir x; € Cp(X;, R, ), 1 < i < n.

Beweis. Eine kleine Rechnung

Z/xidui = /Z:a:Z o projy, d\ < sup{/in oprojy, dy:vy € A}
i=1 i=1 i=1

zeigt, dass die Ungleichung tatséchlich eine notwendige Bedingung ist. Deswegen sei (1) an-
genommen. Sei M die Menge aller Tupel (aj,a2,...,qy), in denen fir jedes 1 < i < n o
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X; ist und sodass &; a;-integrierbar ist. Dann ist offensichtlich
(t1, p2y -+« i) € M. M kann durch die Zuweisung

n
(o, 09,...,an) (21, 22,...,2,) = Z/xidai
i=1

als Teilmenge von (II_; X;)* aufgefasst werden. Die relative schwach-*-Topologie auf M sei J.
Ji ist metrisierbar: Es geniigt dies anstatt fiir das Produkt II ; X; nur fiir einen Raum X;
zu zeigen, denn das Produkt metrisierbarer Rédume ist wieder metrisierbar. Hierfiir sei IIx, die
Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle o in X, fiir die Z; a;-integrierbar ist. Wir miissen nun
zeigen, dass Ilx, metrisierbar als Teilmenge von X mit der schwach-*-Topologie ist. Sei fiir
jede Borelmenge E C X;

@x.0)(E) = [ dda

E

dann ist ¢y, ein Homdomorphismus von ITy, auf die abgeschlossene Teilmenge {m : [ (x%) dm =
1} der Menge aller endlichen positiven Mafle in X; mit der schwach-*-Topologie. Die Homéo-
morphie ist sofort ersichtlich, wenn man sich vor Augen halt, dass fiir jede stetige und be-
schrankte Funktion f auf X; gilt, dass fZ; € X; und umgekehrt fiir jedes x € X; die Funktion
% eine stetige und beschrénkte Funktion auf Xj; ist. ILx, ist also metrisierbar. Sei M die Menge
aller (aq,o,...,a,) € M, sodass es ein v € A gibt, welches die Randmafle «; fiir 1 <i <n
hat. My ist klarerweise konvex und (u1,po, ..., ty) ist im Jij-Abschluss von My, da sonst
(p1, p2, - - -, fp) auch nicht im schwach-%-Abschluss von M, (in (I}, X;)*) wire, es also nach
dem Satz von Hahn-Banach ein (v1,z2,...,7,) € Cy(II}L; X;, ¥iL & o projx,) geben miisste,
fiir das

(1, po2y ooy i) (21, T2, - ooy ) > sup{(a1, g, ..., ap)(T1, T2, ..., xy) : (@1, 2, ..., ) € My},

was ein Widerspruch zur angenommenen Ungleichung (1) ist. Sei (o}, a4, ..., ak);>; eine Folge
von Elementen in My, die gegen (p1, po, .. ., tn) Ji-konvergiert und sei Ay, € A so, dass es die



RandmafBe (a¥, a5, ..., aF) hat. Dann gilt:

n n
. A . . A k A
klggo i 2 o projx, d\ = klggo § 1 /962 dag = E 1 /xz dpi,
1= 1=

also sup,,ey [ X7, & 0 projx, d\, < oo. Da die Mengen {a¥ : k € N} fiir 1 < i < n prikompakt
sind, sind sie auch straff, und da die Funktionen ¢y, Homéomorphismen sind, gibt es fiir jedes
€>0und 1 <i<n Mengen KS(Z C X;, sodass

sup/ T alozi€ < €.
keN J X\KS

n

Deswegen gilt fiir K :=1I}" | K%,

Sup/ YiL1% o projx, dA\p < ne.
keN J (I Xi)\ K

Ist nun ¢y durch (¢y)(E) := [ X} &; o projy, dy fiir jede Borelmenge E € I, X; definiert,
so folgt, dass (¢ )ken straff und in weiterer Folge auch relativ kompakt ist. Das selbe gilt auch
fiir (Ag)ren beziiglich der J-Topologie. Dann gilt fiir jeden Haufungspunkt A von (A\)ken, dass
A € A, da A abgeschlossen ist. Die Beziehung (1) gilt, da Projektionen stetig sind. O

3 Zwischenspiel: Analytische Mengen

Fiir unser zweites Hauptresultat wird aus technischen Griinden ein Einschub nétig. In jenem
Theorem werden die Mafle von Projektionen von Borelmengen betrachtet. Unangenehmer Weise
sind diese Mengen im Allgemeinen nicht mehr borel, deswegen ist apriori nicht klar, dass das Maf
tiberhaupt auf dieser Menge definiert ist. Abhilfe schafft der Begriff der analytischen Menge, der
hier eingefiihrt wird. Da diese Begriffsbildung sehr niitzlich, aber nicht aus unseren Vorlesungen
bekannt ist, wird hier eine etwas ldngere Einfithrung gegeben. Diese ist dem Buch (Kechris,
2012) entnommen, wo der Leser auch alle Beweis findet.

Definition 3.1. Ein topologischer Raum (X, 7") heifit vollsténdig metrisierbar, falls es eine mit
der Topologie T vertrégliche Metrik d gibt, sodass (X, d) ein vollstéindiger metrischer Raum ist.

Definition 3.2. Ein separabler, vollstédndig metrisierbarer topologischer Raum wird als polni-
scher Raum bezeichnet.

Beispiel 3.3. Beispiele polnischer Rdume sind R, C,R", C*, RN, CY, das Einheitsintervall I =
[0, 1], der Cantorraum C = 2" und der Baireraum N = NN

Polnische Rdume habe eine interessante Struktur:

Satz 3.4. Jeder separable metrisierbare Raum ist zu einem Unterraum des Hilbertwiirfels TN
homdomorph. Die polnischen Rdume sind genau die homdomorphen Bilder der G5 Unterrdume
des Hilbertwiirfels.

Wir kommen zum Begriff der analytischen Menge.

Definition 3.5. Sei X ein polnischer Raum. Eine Menge A C X heifit analytisch, falls es einen
polnischen Raum Y und eine stetige Funktion f : Y — X gibt, fiir die F(Y) = A gilt. Die
Menge aller analytischen Mengen eines Raumes X wird als ¥1(X) notiert.



Es gibt typischerweise mehr analytische Mengen als Borelmengen, was im néchsten Satz klar
zum Ausdruck kommt.

Satz 3.6. Sei X ein iiberabzihlbar grofer polnischer Raum. Dann gilt: B(X) € ¥1(X).

Definition 3.7. Sei X ein polnischer Raum und (P),cn<n eine Familie von Teilmengen, ge-
nannt Suslin-Schema, die durch N<N, der Menge aller endlichen Folgen in N, indiziert ist. Fiir

s € NN setzen wir
APo={J (P,
zeN n

Ist nun I' eine beliebige Menge von Teilmengen von X, so bezeichnet AI' die Menge aller AP,
fiir die P; C X in T ist. Der Operator A heifit Suslin-Operator.

Es gibt einige dquivalente Definitionen von analytischen Mengen:
Satz 3.8. Sei X ein polnischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:
1. A ist analytisch.
2. Es gibt einen polnischen Raum Y und eine Borelmenge B C X XY mit A = projy(B).
3. Es gibt ein abgeschlossenes FF C X x N mit A = projx(F).
4. Es gibt ein Suslin-Schema bestehend aus abgeschlossenen Mengen mit A = A F
Analytische Mengen sind niitzlicherweise stabil unter vielen Operationen:

Proposition 3.9. Seien X und Y polnische Riume, A, C X und auch A C X, analytisch,
B C Y analytisch und f : X — Y Borel, so sind auch UpenAn, NpenAn, f(A) und f~1(B)
analytisch.

Analytische Mengen sind aber nicht unter Komplementen abgeschlossen. Sie haben schéne Tren-
nungseigenschaften:

Satz 3.10. (Lusin’scher Trennungssatz) Seien A ein polnischer Raum und A, B C X disjunkte
analytische Teilmengen, so gibt es eine Borelmenge C C X, die A und B trennt, also A C C
und BNC =10

Man kann auch gewisse Aussagen iiber die Struktur analytischer Mengen treffen.

Satz 3.11. Sei X ein polnischer Raum und A C X analytisch. Dann ist A entweder abzdihlbar
oder enthdlt eine Kopie der Cantormenge.

Definition 3.12. Sei X ein polnischer Raum und sei A C X . Eine Menge A heifit co-analytisch,
falls ihr Komplement analytisch ist. Die Menge der co-analytischen Mengen wird mit I1} bezeich-
net. Mengen, die sowohl analytisch als auch co-analytisch sind, werden bi-analytisch genannt.

Analytischen Mengen haben eine enge Beziehung zu Borelmengen.

Satz 3.13. Sei X ein polnischer Raum. Dann sind die bi-analytischen Mengen genau die Bo-
relmengen.

Satz 3.14. Seien X,Y polnische Riume, und f : X — Y. Dann sind folgende Figenschaften
dquivalent:

1. f ist borel.



2. graph(f) ist borel.
3. graph(f) ist analytisch.
Insbesondere sind Bijektionen, die borel sind, Borelisomorphismen.

Definition 3.15. Sei X ein Hausdorffraum. Eine Kapazitit auf X ist eine Abbildung v :
P(X) — [0, 00], sodass:

1. AC B — ~(A) < ~(B):
2. A4CAC-- = (V(An) - 'Y(UnENAn))Q

3. fiir jedes kompakte K C X gilt v(K) < oo; falls weiters y(K) < r fiir ein r € R, dann
gibt es eine offene Menge U, sodass U 2 K,y(U) < r.

Beispiel 3.16. Sei X ein polnischer Raum und p ein endliches Borelmafl auf X. Dann ist das
durch p induzierte duflere Mafl u* eine Kapazitit.

Definition 3.17. Sei v eine Kapazitit auf einem Hausdorffraum X. A C X heif§t v -kapazitierbar,
falls v(A) = sup{vy(K) : K kompakt, K C A}. A heifit universell kapazitierbar, falls es fiir jede
Kapazitat v kapazitierbar ist.

Proposition 3.18. Sei X ein polnischer Raum, A C X, u ein endliches Borelmaf$ auf X und
v = p*. Dann ist die Menge A genau dann v -kapazitierbar, falls sie p-messbar ist.

Satz 3.19. (Choquetscher Kapazitierbarkeitssatz) Sei X ein polnischer Raum. Dann ist jede
analytische Teilmenge von X universell kapazitierbar.

4 Ein weiterer Satz iiber Wahrscheinlichkeitsmafle mit vorge-
gebenen Marginalmaflien

Lemma 4.1. Seiu € LP(R™, u),p € [1,00) und v > 0, dann gilt:

/n |ulP dp = p/ooo P u({|ul > t}) dt.

Beweis. Der Satz von Fubini liefert

p/o 7= p({ |l >t})dt=/0 /Rnp-t”lﬂ(o,m@)n(t) dp(x) dt
=/ / PP (0 ey (1) dt dpu(a)
R JO

()]
= / / p-tP L dtdu(z)
R Jo



Lemma 4.2. Sei S ein vollstindiger, separabler metrischer Raum, z : S — R eine beschrinkte,
nicht-negative, messbare Funktion und u ein Wahrscheinlichkeitsmaﬁ auf S, so gilt:

sup z(

sup z(.5)
/ min{u({z(s) > r}),1 —e}dr —sup{/ ({z > t})dt
0

i ist ein endliches Maf auf S, u(S) =1—€, 0 < u}
(2)
Beweis. Offensichtlich ist die rechte Seite kleiner als die linke, da fiir jedes fi der Integrand
punktweise kleiner als auf der linken Seite ist. Sei t* = inf{t : u({z > t}) < 1 — €}. Definiere
nun
_— o L= e—p({z> 1"+ 1))
= wp 1 . a1y .
Hn H {z>t*+:} H {z>t* P\ {z>t*+} H({Z > t*}\{z >t 4 %})

Dieses Mafl hat nun Masse 1 — € und es gilt ji, < u. Die Rechnung

sup 2(S) sup z(.5)
[ mintatte) > 1= [T e > a
0 0
t+1
< [t > ) - it > eplan < 2

*

zeigt, dass das Supremum in (2) tatséchlich den Wert der linken Seite der Gleichung erreicht. [

Satz 4.3. Seien X,Y vollstindige, separable metrische Rdume, w eine nichtleere, abgeschlossene
Teilmenge von X x Y, u ein Borelwahrscheinlichkeitsmafl auf X und v ein Borelwahrschein-
lichkeitsmafl auf Y, € > 0. Dann ist die Fxistenz eines Borelwahrscheinlichkeitsmafies A\ auf
X xY mit Randmaflen p und v und AMw) > 1—¢, dquivalent dazu, dass fir alle offenen U C X

v(U) < plprojx (w N (X x U)) + e (3)
Beweis. Zuerst wird die Notwendigkeit der Bedingung iiberpriift:

V(U) < p(projx (w N (X x U)) + ¢
v(U) —e < u(projx (wn (X x U)))
MX xU)—e< Aprojy(wnN(X xU)) xY)
—AMX xU®) —e < Aprojx(wnN(X xU)) xY)
1 —e<Aprojxy(wN (X xU))xY)+ ANX xU°)

Hier sieht man sofort, dass w einerseits Teilmenge der Vereinigung der beiden Mengen auf der
rechten Seite ist, andererseits ist aber nach Annahme 1 —¢e < A(w), also die Ungleichung erfiillt.
Um zu zeigen, dass (3) hinreichend fiir die Existenz des Mafles ist, verwenden wir Satz 2.6, setzen
1 =22 =1,A={N: X €I, \(w) <1-—€}. Dabei ist die Konvexitidt von A trivial und die
schwache Abgeschlossenheit gilt, da bekanntermaflen fiir jede abgeschlossene Menge A und jede
Folge von Maflen (o, )nen, die schwach gegen ein Mafl a konvergiert, limsup,,_, ., a,n(A) < a(A).
Wir miissen also zeigen, dass (1) erfiillt ist. Dafiir diirfen wir annehmen, dass sowohl z als auch
y positiv sind, da sie beschriankt sind und die Addition von Konstanten nichts an (1) dndert.
Weiters konnen wir annehmen, dass projy(w) = X, indem wir einen Punkt g zu Y hinzufiigen
und w um X x {y} erweitern. Indem wir (3) und Lemma 4.1 benutzen, errechnen wir

supy(Y supy(Y)
Joar= [ vttty > par < [T ptproi @ (X x {0 > 7))
0
supy(Y')
< / min{u({s: supy(ws) > r}) + e 1} dr,
0

7



wobel wg = {t : (s,t) € w} ist. Sei yo(s) = supy(w;), dann ist yo beschréinkt, nichtnegativ und
messbar und es gilt, unter Benutzung von Lemma 4.2,

supy(Y)
/ydu < / min{u({yo > r}),1 — €} dr + esupy(Y)
0
sup yo (X)
= / min{u({yo > r}),1 —€e}dr + esupy(Y)
0

sup yo(X)
= sup{/ a({yo > t})dt : [ ist ein endliches Mafl auf X, i(X) =1—¢€,4 < u} + esupy(Y)
0
= sup{/yo dji : i ist ein endliches Mafl auf X, i(X)=1—¢,4 < u} + esupy(Y).

Weiters gilt fiir jedes fi € {v : v ist ein endliches Mafl auf X, v(X)=1—¢€,v < u}

[adu= [waus i) = [yedn+ [zdiu-p< [odp+eswalx)

und somit gemeinsam

/:L‘du—l—/ydy

< sup{/(a: + yodpi : 1 ist ein endliches Mafl auf X, 4(X) =1—¢,1 < p} + e(supz(X) + supy(Y))
< (1 = ¢)sup(z + yo)(X) + esup(z(X) +y(Y))
— (1— ey sup{a(s) + y(t) : (5,1) € w} + esup(a(X) + y(V)

= sup{/(a: o projx +y o projy ) dy : v € A}.

Das ist aber genau die Ungleichung, die zu zeigen war. U

Bemerkung 4.4. Wir konnten Satz 2.6 fiir endlich viele Rdume formulieren. Fiir Satz 4.3 ist

es auf dem ersten Blick nicht klar, wie man (3) iiberhaupt auf mehr als zwei Riaume formulieren
soll. Es stellt sich heraus, dass (3) zu

w(U)+v(V) <sup{y(VxY)+~(X xU) : v ist Wahrscheinlichkeitsma$i auf X xY,vy(w) > 1—¢}

(4)
dquivalent ist, wobei dies fiir alle offenen U € X und V € Y gelten muss. Fiir (4) ist nun
klar, wie man eine Formulierung fiir mehr als zwei Rdume finden kann. Jedoch ist das keine
hinreichende Bedingung mehr, um die Existenz eines Mafles mit vorgegebenen Marginalmafien
sicherzustellen, selbst wenn € = 0, wie folgendes Beispiel zeigt:

S=T=/1{1,2}, R={1,2,3},
w=1{(1,1,1),(1,2,2),(212),(2,2,3)},
p((1) = w({2) =) =r(2) = 3, a1l =3, al2) =5 al{3)=
dann gilt: u(V)+v(U)+a(W) <sup{y(VXT X R)+~v(SXUXR)+~v(SXT xW) : y(w) =1}

fir alle V.C S,U C T,W C R, aber es gibt kein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf S x T' x R mit
den Randmafien p, v und «, sodass vy(w) = 1.

)

[N
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