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1 Einleitung

Der Begriff Momentenproblem wird erstmals von T. J. Stieltjes in seiner Arbeit ” Recher-
ches sur les fractions continues® behandelt. Das Stieltjes-Momentenproblem behandelt
das Problem, zu einer gegebenen Folge (m,,),en, reeller Zahlen ein positives Mafl p auf
[0, o[ zu finden, sodass m,, das n—te Moment von p ist, also

My, = / t"du, n € Ny. (1)

[0,00[

Léasst man zu, dass p auf ganz R definiert ist, so erhélt man das Hamburger-Momenten-
problem. Man sucht dann ein positives Maf} i, sodass

my, = / t"dp, n € Ny. (2)
R

Schrankt man das Problem auf [0, 1] ein, so erhélt man das Hausdorff-Momentenproblem:
Gesucht ist ein positives Mafl u, sodass

my, = /t”du, n € Np. (3)
[0,1]

Eine Anwendung des Momentenproblems findet sich beispielsweise in der Wahrschein-
lichkeitstheorie: Fordert man ndmlich, dass my = 1, so ist die Verteilungsfunktion einer
Losung i ebenfalls eine Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X, die die Momente m,,
besitzt, das heiit, es gilt E(X") = m,,.

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit verallgemeinern wir das Momentenproblem. Sei & C R",
so suchen wir fiir eine gegebene multi-Folge reeller Zahlen (mg, .k, )k, . knen, €ID positives
Mafl p auf S, sodass gilt:

My, kn = /tkl <t tk"d,u, ki, ..., k, € Np. (4)
S

Dabei werden wir uns auf den Fall n = 2 beschrianken. Alle Beweise kénnen jedoch analog
auf hohere Dimensionen erweitert werden.

Im Abschnitt 3 untersuchen wir das Stieltjes-Momentenproblem (1), wobei wir fiir 1 auch
signierte Mafle zulassen.

Der letzte Abschnitt beschéftigt sich noch mit der Eindeutigkeit von Losungen, bezie-
hungsweise Féllen, in denen es immer mehrere Losungen gibt. Viel Konzepte werden
in diesem Abschnitt nur vorgestellt, da eine saubere Ausarbeitung den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde.

Diese Arbeit bezieht sich, wenn nicht anders angegeben, auf die Werke ”The classical
moment problem and some related questions in analysis“ von N. Akhiezer [A] und auf

die Arbeit ”The Stieltjes moment Problem for functions of bounded variation“ von R.P.
Boas [B].



2 Momentenproblem

2.1 Allgemeines Momentenproblem

Wir untersuchen das Problem (4), wobei wir uns auf n = 2 einschranken. Wir suchen
also fiir eine reelle Folge (mij)i,jeNg ein MaB p auf S C R?, sodass

mj = /R2 u'vidy, i,j € N. (5)

Bevor wir im Satz 2.7 die Frage nach der Existenz eines solchen Mafles beantworten,
benotigen wir noch einige Aussagen.

Definition 2.1 Sei p ein Mafl auf einem Messraum (€2, F), wobei Q ein topologischer
Raum un § die borelsche Sigmaalgebra beziiglich seiner Topologie ist. Sei (O;);c; die
Familie der offenen Nullmengen beziiglich p. Dann ist der Trdger von p definiert als

supp(p1) := Q\ <U Oi) ,
iel
Definition 2.2 Sei f : (2 — R eine Funktion und A C ). Man bezeichnet mit

wy(A) := sup f(z) — inf f(z)

zEA z€EA

die Oszillation von f auf A.

Definition 2.3 Sei R|u,v] die Menge der Polynome zu in zwei Variablen u, v mit reellen
Koeffizienten z;; € R. Definiere ¢ : R[u, v] — R als

o(p E x;;mg; fur p(u,v) E Tiu'v

2,7=1 2,J=1

Insbesondere hat man also ¢(u'v’?) = my;.

Satz 2.4 Sei M ein R-Vektorraum aus reellwertigen Funktionen, die auf einer Menge €2
definiert sind. Sei 2y C €2, My Untervektorraum von M und gelte

Vy € M Jxy, 29 € My : x1(t) < y(t) < za(t), t € Q.
Weiters sei ¢ ein lineares Funktional auf M, sodass

x(t) > 0in Qp = ¢o(z) > 0.
Dann gibt es eine lineare Fortsetzung ¢ von ¢y auf M (das heifit ¢|n, = ¢o), sodass fiir
y e M gilt

y(t) > 0in Qy = ¢(y) > 0.
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Beweis: Wir verwenden in diesem Beweis das Auswahlaxiom: Dieses (und der Wohlord-
nungssatz) garantiert namlich, dass es eine Basis (y, + My)qea des Vektorraums M /M,
gibt, wobei A mit einer Wohlordnung < versehen ist. Man definiere nun eine Fortsetzung
¢ von ¢ (transfinit) induktiv iiber Mengen M, := span(My U {y, : a < b}).

Sei ¢ € A und ¢ bereits auf M,, b < ¢ definiert, so definieren wir die Fortsetzung ¢ auf
M, wie folgt:

Sei x € M., so gibt es eine eindeutige Darstellung x = x, + u - y. wobei x, € M, fiir ein
b<c, uelR.

Setze nun

&) = Gy + uye) == Play) + ure,
mit einer noch zu bestimmenden Konstante r.. Nach Konstruktion ist die Fortsetzung
wieder linear und wohldefiniert, da jedes z € M, eine eindeutige Darstellung hat. Es
bleibt r. so zu wihlen, dass die Positivitit erhalten bleibt.

Falls etwa xj(t) < y.(t) < zg(t) fiir t € Qq, xo, 2) € M, so sollte auch
o(x0) = 9(a5) < Blye) < d(ag) = ¢(ag)
gelten. Dies motiviert, dass man r. so wihlt, dass

su ) <r, < inf ).
x(t)gmtI)Jin 2 ) <re< @()2ye(t) in Qg o)
9661\/117 zEIWb

Da es nach Voraussetzung x1, x5 € My C M, gibt, sodass x;(t) < y.(t) < xo(t) fiir t € Qo,
folgt, dass die betrachteten Mengen beim Supremum und Infimum nicht leer sind. Aus
der Positivitdt von ¢ folgt weiters, dass das Supremum kleiner gleich dem Infimum ist.

Wir zeigen nun, dass die Fortsetzung ebenfalls positiv ist:

Sei also z(t) = x5(t) + uy.(t) > 0 in Q. Sei zundchst u > 0, so ist y.(t) > —Lz(t) in O
und nach Konstruktion ¢(y.) > —%gg(xb) Also auch ¢(z) > 0. Falls v < 0, so erhélt man,
dass yc(t) < —Ixy(t) und erhélt wieder ¢(x) > 0.

Dadurch wurde ¢ rekursiv definiert. O

Man konnte sich fragen, ob ¢ auf M eine Art von Stetigkeit erfiillt. Wir zeigen nun,
dass das der Fall ist: Konvergiert nédmlich eine Funktion f, in M gleichméflig gegen
eine Funktion f, so gilt auch ¢(f,) — &(f). Man beachte allerdings, dass man M im
Allgemeinen nicht mit der Supremumsnorm versehen kann, da die Elemente von M nicht
beschrénkt sein miissen.

Lemma 2.5 Sei M ein R-Vektorraum aus reellwertigen Funktionen auf einer Menge 2
mit 1 € M und sei ¢ : M — R ein positives lineares Funktional, das heifit f(¢) > 0 in
Q) impliziert ¢(f) > 0. Seien auBerdem (f,,), e n, f € M wobei f, — f gleichméBig in 2.

Dann gilt ¢(fn) = &(f).



Beweis: Da f, gleichméflig gegen f konvergiert, gilt:
Ve>03dng Vt € Q:|fu(t) — f(t)] <e, n>ng
Dies kann aber dquivalent umgeformt werden zu:
Ve>0dny : fp—f<e-lgund f,— f > —c-1g, n>ng

Da ¢ monoton ist, folgt, dass —e¢(1) = ¢(—clq) < ¢(fn — f) < d(elq) = (1)
Also: Ve > 0 3ng : |o(fn — f)] < (1) - €, n > ng, was bedeutet, dass ¢(f,) — ¢(f). O

Definition 2.6 Sei p MaB in R™. Ein Quader I = []'_, [a;, b;] heiit Stetigkeitsquader von
u, falls fiir ]gt ={x:a; F0 <z <b Fo} gilt:

u(1F) % u(I).

Dies ist dquivalent dazu, dass die Verteilungsfunktion F),(z,y) = p(] — oo, z]x] — 00, y])
stetig an den Punkten a;, b; ist.

Fiir den folgenden Satz gibt es verschiedene Beweise, die unterschiedliche Ideen verwen-
den. Hier wurde der Beweis von M. Riesz gewihlt.

Satz 2.7 Sei (m;;)ijen, eine Folge reeller Zahlen; S C R? abgeschlossen und ¢ wie in
Definiton 2.3 . Dann hat das Momentenproblem

mijy :/uivjd:uv Z)] € Ny
S

n

genau dann eine Losung, wenn fiir beliebige Polynome p(u,v) = ). i1 z; juv? mit

p(u,v) > 0in S folgt, dass ¢(p) > 0.

Beweis: "=": Sei p eine Losung und sei p(u,v) > 0 auf S. Dann gilt

o(p) = ¢ (Z iUiijin> = Z ﬂﬂi,jﬁb(uivj) = Z LMy = Z Ty /Sﬂiz’,jdﬂ

i,j=1 ij=1 i,j=1 t,j=1
n n

= E /xmu’vjd,u—/ 5 xiﬁjulvjdu—/p(u,v)d,u > 0.
ij=175 S =1 S

7«<": Ziel ist es, ein Mafl i zu finden, das eine Losung des Momentenproblems ist. Wir
werden versuchen ein geeignetes Mafl mit Hilfe des Funktionals ¢ zu definieren.

Sei M :={f RE—>R:IreN, A B>0: f(u,v) <AW? +v?)+ B}. Dann ist M ein
Vektorraum, der alle reellwertigen Polynome enthélt. Setzt man M, als den Raum der
reellen Polynome und €y = &, so sind alle Voraussetzungen von Satz 2.4 erfiillt, sodass
¢ auf M erweitert werden kann. Diese Erweiterung ¢ wollen wir nun ebenfalls mit ¢
bezeichnen.



Da ¢ positiv auf M ist, folgt insbesondere, dass ¢(1¢) > 0 fiir alle C' der Form C =
Jer, di] x]ea, ds]. AuBerdem definieren wir eine Funktion G(z,y) 1= ¢(1]- oo z]x]—o0,y])

Wir definieren nun eine Funktion F), wie folgt:

. G (20, %), falls G(zo, yo) stetig bei (zo, yo),
F(zo,y0) := limasoag+ G(x,y), sonst.
y—yo+

Da G(z,y) monoton in = und y ist, existiert dieser Limes. Auflerdem ist F), rechtsstetig
und stimmt mit G und auf seinen Stetigkeitspunkten iiberein.

Fiir g < 1,90 < 11, sodass (o, %), (€0, y1), (21, y0) und (z1,y;) Stetigkeitspunkte in S
sind, ist

Fu(zi,y1) — Fu(xo, 11) — Fu(z1, vo) + F (2o, y0) =
P(L)—coe1]x]-c01]) — P(L)—c0,z0)x]—00,1]) — P(L]—00,21]x]~o000])
F(1)— oo wo)x]—c0w0]) = P(Ljzg,21]x]yo,n]) = 0

Die Funktion F), erfiillt die Bedingungen aus [G, Satz 3.3], weshalb es ein Mafl p gibt,
sodass F), seine Verteilungsfunktion ist.

Wir behaupten nun, dass u eine Losung fiir unser Momentenproblem ist. Es ist also zu
zeigen, dass

L. supp(p) €S

2. fR2 uividy = oy

Ad 1.: Es geniigt zu zeigen, dass (ug,v9) € R*\ S = (ug,v9) € R? \ supp(p). Sei nun
(uo,v9) € Iy C R\'S, wobei I Stetigkeitsquader ist. So ein Quader existiert, da sonst die
Verteilungsfunktion von p iiberabzihlbar viele Unstetigkeitsstellen hétte.

Da 17, = 0 in S ist, haben wir 1;; < 0 und 1;, > 0 in & und es folgt aufgrund der
Positivitiat von ¢, dass

¢(]lfo) = 0.
Also gilt ¢(1,) = 0= pu(ly) = 0= Iy C supp(p)°.
Ad 2.: Seien ,21 > 0, seien 7,j € N fix und r € N ebenfalls fix mit r > ¢, 7, und sei I
(abhiéingig von i, j,e und ) ein Stetigkeitsquader mit Iy 2 [—1, 1], sodass gilt:
lu'v?| < e(u® 4+ v*") auf R? \ Iq. (6)

Da I, beschriankt ist, gibt es disjunkte Intervalle Iy,...,I,, sodass {J,_, Ixr = Io,
Wyivi (1) < €1 und sodass der Durchmesser von [, < €7 ist. Die Quader [ konnen wieder
oBdA als Stetigkeitsquader gewéhlt werden.



Wir wahlen fiir £ = 1,...,n einen beliebigen Punkt (ug,vy) € I und definieren die
Funktion ey ;
o) i= { it () €0
das heifit y = >"7_, quil 1.- Aus der Konstruktion folgt, dass
y(u,v) — e < u'v? < y(u,v) +e1, (u,v) € I
Gemeinsam mit (6) folgt, dass fiir alle (u,v) € R?, insbesondere aus S, gilt:
y(u,v) — 1 —e(u® +0v*") < u'v? < y(u,v) + &1 +e(u* +0*¥).

Da ¢ positiv und linear ist, folgt

6(y) — 216(1) — (U +17) < Guv?) < b(y) + £10(1) + 2H(u + 0¥).
Dies ist nach Definition von ¢ dquivalent zu

d(y) — ermoo — £(Maro + Mo 2r) < My < G(y) + 1moo + (Maro + Mo 2r)-

Auflerdem gilt nach Definition von y und wegen der Wahl von [, als Stetigkeitsquader:

=¢ (Z uivi]l[k> Zukvk (1) = Zuiviu([k) (7)
k=1 k=1

Es gilt, dass
lim y(u,v) = u'v’

e1—0

punktweise in Iy. Aus dem Satz der dominierten Konvergenz folgt, dass

Zuiviu([k) :/ y(u,v)du ﬂ/ u'v’ dp.
k=1 To To

Der Satz der dominierten Konvergenz ist anwendbar, da I ein beschriankter Quader ist.
Deshalb folgt:

/ v dp — e(marg + moay) < myj < / u'v! dp + (maro + Mo ar).
I() IO

Bildet man nun den Grenzwert € — 0, so gilt Iy 1 R? und da u'v? € L'(u) folgt

lim [ w'v’ :/ u'v’dp.
e—0 Io R2

/ uvldp < mj < / ! dp.
IO IO

Damit haben wir



2.2 Hamburger-Momentenproblem

Das Hamburger-Momentenproblem (2) hat genau dann eine Losung, wenn die Voraus-
setzungen von Satz 2.7 erfiillt sind. Diese Voraussetzungen nachzupriifen kann miihsam
sein, weshalb wir an einfacheren dquivalenten Bedingungen interessiert sind. Im eindi-
mensionalen Fall ist es tatsidchlich méglich solche anzugeben.

Definition 2.8 Sei (my)k—o,. 2, ¢ine Familie reeller Zahlen. Die Matrix

mo ml ) mn
my Mg
mn PR PR m2n

wird die Hankel-Matriz von
(mk)kzo,...,zn
genannt.

Weiters bezeichnen wir mit [my,...,ma,] die Determinante der Hankel-Matrix von
(mk)kzo,...,zni

mo MMy my,
my Mg

my, '7m2n] - X .
mpy Moy

Satz 2.9 Sei (my,)n e n, eine Folge reeller Zahlen. Das Hamburger-Momentenproblem

My, = /t"du, n € Ny
R
besitzt genau dann eine Losung, wenn fiir alle n € N gilt:

[mo, ey mgn] 2 0
Im Beweis von Satz 2.9 verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 2.10 Sei p € R[t] ein Polynom und gelte p(t) > 0, ¢ € R. Dann existieren
Polynome ¢, ¢2 € R[t], sodass

p(t) = qi(t)” + a2(t)*.



Beweis: Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass fiir alle Polynome p(t) gilt:

:an ﬁt—)\k
k=1

wobei a,, > 0 der Fiithrungskoeflizeint von p(t) und Ay € C die Nullstellen von p(t) sind.
Falls p(t) > 0 gilt sogar, dass

I:M

p(t) = an

k=1

Man kann némlich die folgenden 2 Fille unterscheiden:

1. Az € C\ R: Wegen p(2) = p(z) folgt, dass A, ebenfalls eine Nullstelle ist.

2. M\ € R: Die Darstellung ist dann moglich, wenn )y eine gerade Vielfachheit hat.
Falls die Vielfachheit ungerade ist, so gibt es ein [, sodass p™ (\;) = 0,m < 2] — 1
und p®=Y()\;) # 0. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass p(\;) = 0 globales
Minimum langs R ist.

Es folgt also aus (8), dass p(t) = q(t) - q(t) mit dem komplexen Polynom

, )
q(t) = @Hk 1 (@ — X\g). Schreibe ¢(t) = ¢1(t) 4 ig2(t) mit reellen Polynomen ¢; und gs,
wobei ¢1(t) = R(q(t)), g2(t) = S(g(t)). Dann folgt

p(t) = q(t) - q(t) = (@ (t) + ig2(t)) - (1(t) — iga(t)) = qu (t)* + ga(£).

g

Beweis: (Von Satz 2.9) Wir wollen Satz 2.7 verwenden. Sei ¢ positives Funktional wie
in Definition 2.3 und Satz 2.7.

?=": Sei p eine Losung. Nach Satz 2.7 ist ¢(p) > 0 fiir alle Polynome p(t), fiir die gilt
p(t) > 0,t € R. Insbesondere gilt dies fiir Polynome der Gestalt

q(t) = (w0 + 1t + 2ot® + ... + 2pt™)?,

da offensichtlich ¢(¢) > 0 ist. Es folgt:

0< 6(q) = ol(mo + at + 2t + 8"’ (Z wt)

k,j=0
T
:CO mo ml e mn :CO
n n .
. T m m e . T
_ E4i\ _ . 1 2 :
= E TR p(t7) = E TRTMpyj = . ' o _ .
k,j=0 k,j=0 : : : - : :
Tn M, - e Moy Tn



Da zq,...,z, € R und n € N beliebig sind, folgt, dass alle Hankel-Matrizen positiv semi-
definit sind.

7?<4=": Seien nun alle Hankel-Matrizen positiv semidefinit. Da man wegen Lemma 2.10 alle

positiven Polynome als Summe zweier quadratischen Polynome darstellen kann, das heifit
p(t) = p1(t)* + p2(t)?, kann man die obige Rechnung von rechts nach links durchfiihren
und erhilt, dass ¢(p?) > 0 und ¢(p3) > 0. Also folgt fiir positive Polynome

o(p) = o(pi + p3) = o(p7) + o(p3) > 0

Korollar 2.11 Sei (my,)n e N, eine Folge reeller Zahlen,und p eine Losung des Hamburger
Momentenproblems.

Falls es ein n € N gibt, sodass [my, ..., ma,] = 0, so ist card(supp(u)) < n, also besteht
das Spektrum von g aus hochstens n Punkten.

Beweis: Ist [my, ..., ma,] = 0, so gibt es xy, ..., x,, mit (o, ..., x,) # 0, sodass

0= Z LT My j = / Z zpz I dp = / (o + T1t + ... + 2,t")2dpu.

k,j=0 k,j=0

|—o0,00( |—o0,00[

Also folgt, dass p(t) = (zg + 1t + ... + x,t™)* = 0 p-fast-iiberall. Das Polynom p(t) hat
aber hochstens n Nullstellen, also ist card(supp(u)) < n. O

2.3 Stieltjes-Momentenproblem

Satz 2.12 Sei (my,), e n, eine Folge reeller Zahlen. Das Stieltjes-Momentenproblem
My = / tndljﬁ n e NO:
[0,00]

besitzt genau dann eine Losung, wenn fiir alle n € Ny gilt:

[ml, ...,m2n+1], [mo, ceey mgn] Z O

Wir gehen dhnlich wie in Satz 2.9 vor und zeigen zunéchst eine Aussage iiber positive
Polynome auf [0, co].

Lemma 2.13 Sei p € R]t] ein Polynom und gelte p(t) > 0, ¢t € [0, c0[. Dann existieren
Polynome pq, p2 € R[t], sodass

p(t) = pr(t)* + ¢ - pa(t)®.
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Beweis: Ist deg(p) = 1, so gilt die Aussage klarerweise.

Fiir deg(p) = 2 gilt p(t) = at? + bt + c. Sei o0BdA a = 1. Da offensichtlich gelten muss,
dass ¢ > 0, folgt, p(t) = (t —/c)? + (b+ 2y/c)t. Da y/c > 0, muss p(y/c) > 0 sein, woraus
man erhélt, dass b > —24/c ist.
Seien nun p(t) = p? + tp3, q(t) = ¢% + tg3 so folgt

P-4 =pigi +tpig; + tp3ad + pya;

= Pigi + 12p1paqi@a + 1°P3a3 + tpias — t2p1paqude + tpagy

= (1 + tpage)” + t(p1ga — o).

Also kann man das Produkt von zwei Polynomen wieder in der gewiinschten Form dar-

stellen. Es geniigt zu zeigen, dass jedes auf den positiven reellen Zahlen positive Polynom
mit Grad > 2 als Produkt zweier positiver Polynome mit Grad > 1 darstellbar ist.

Sei deg(p) > 3 und A eine beliebige Nullstelle von p(t). Es kénnen nun folgende Félle
eintreten:

1. \ist rein komplex. So ist A ebenfalls eine Nullstelle und (£—\)- (t — )) ist ein reelles
Polynom mit Grad 2, das in [0, oo[ sogar > 0 ist. Es gilt p(t) = (t = \) - (t — X) - q(t)
fiir ein geeignetes Polynom ¢(t), fir das ¢(t) > 0 fiir t € [0, 00| gilt. Man kann also
p(t) als Produkt zweier positiver Polynome darstellen.

2. X € | — 00, 0]: Die Behauptung folgt unmittelbar, da (t —A) > 0 in [0, co.
3. A € RT: Es gibt ¢ € R[t] sodass
0 < p(t) = alt) - (¢ = N), L€ [0,00]

Da fiir t € [0,00[ gelten muss, dass aus t — A < 0 folgt, dass ¢(t) < 0 und aus
t— A >0, folgt, dass ¢(t) > 0, so erhélt man insgesamt, dass ¢(t) eine Nullstelle bei
A besitzt. Es folgt damit: ¢(¢) = (¢ — A) - ¢(t) und insbesondere

pt) = (t = A)* - q(t).

U

Beweis:(Von Satz 2.12) Wir verwenden wieder Satz 2.7. Sei ¢ das Funktional wie in
Definition 2.3 und Satz 2.7. Ahnlich zu Satz 2.9 geniigt es zu zeigen, dass aus p(t) > 0 in
[0, oo] folgt, dass es pi(t), pa(t) gibt, sodass p(t) = pi(¢)> +t - pa(t)?
”=": Sei p eine Losung. Nach Satz 2.7 ist ¢(p) > 0 fiir alle Polynome p(t), fiir die gilt
p(t) > 0,t € [0, 00]. Insbesondere gilt dies fiir Polynome der Gestalt

q1(t) = (zo + 1t + 2ot® + ... + 2,t")?,
QQ(t) = t(l’o -+ .Tlt -+ .Z'QtQ + ...+ Q}ntn>2,

da offensichtlich ¢ (¢), g2(t) > 0 auf R ist.
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Es folgt:

0 < d(q1) = O((wo + 1t + ot® + ... + 2,t")?) = & (Z xkzjtk“)

k,j=0
T
IO mo ml e mn IO
n n .
. Ty m m e . W5}
_ k+3\ _ _ 1 2 .
= E TR ot = E TpXjMpyj = : , o ‘ .
k,j=0 k,j=0 : : : .. : .
Tn My -+ <+ Moy Tn
Und ebenso:

=¢ (Z xkxjtkﬂﬂ) _ Z zk%gb(tkﬂ‘ﬂ)

k,j=0 k,j=0
T
g my Mg - Mpyg g
n .
T Mo ms -+ : T
= E TpTjMptj+1 = .
k,j=0
T Mpy1 -+ Mopt Tn

Da zq,...,z, € R und n € N beliebig sind, folgt, dass alle Hankel-Matrizen positiv semi-
definit sind.

7”<«": Seien nun alle Hankel-Matrizen positiv semidefinit. Wegen Lemma 2.13 gilt fiir
p € R[t] mit p(t) > 0, t € [0,00[ , dass es p1,pa € R[t] gibt mit p(t) = p1(¢)* + tpa(t).
Man kann nun die obigen Rechnungen von rechts nach links durchfithren und erhélt, dass
é(p?) > 0 und ¢(tp3) > 0. Also folgt:

o(p) = d(pi +tp3) = o(p}) + d(tp3) > 0.

2.4 Hausdorff-Momentenproblem

Bevor wir auf das Hausdorff-Momentenproblem eingehen, untersuchen wir die Bernstein-
polynome.

Definition 2.14 Sei f(t) eine reellwertige Funktion, so nennt man

B.(1)(t) = Zf (5) (1) -

das n-te Bernsteinpolynom fiir die Funktion f.
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Bemerkung 2.15 Bernstein-Polynome besitzen einige sehr bemerkenswerte Eigenschaf-
ten. Man kann zeigen, dass die Bernsteinpolynome fiir jede stetige Funktion gleichméfig
gegen sie konvergieren. Bernstein selbst gab in [BS] einen konstruktiven Beweis fiir den
Satz von Stone-Weierstrass an. Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die Bernstein-
Approximation fiir Polynome gleichméfig ist.

Lemma 2.16 Sei p(t) Polynom mit Grad m, m < n, so gilt:

B0 =p(t) + 3 2D, )
k=1

Wobei pg(t) ein Polynom mit Grad kleiner gleich m ist.

Beweis: Es geniigt dieses Lemma fiir Monome ¢ zu zeigen, da jedes Polynom endliche
Linearkombination aus Monomen ist. Sei nun n > k.

Zuerst stellen wir fest, dass Y ,_, ( ) pkq” ¥ = (p + q)". Leitet man beide Seiten nach p
ab und multipliziert anschliefend mit £, so erhilt man

n

Z(k>kpklnk np+a)” 1@Z<) =+ 9"

k=1

Fiihrt man diese Schritte (nach p ableiten, anschliefend mit 2 multiplizieren) nun noch
weitere m — 1 mal durch, so erhélt man unter Anwendung der Produktregel

" n k; m k —k o n' —k
i n — P n
S (1) (5) vt =3 e+ )
k=0 k=1

Wobei Py (p) Polynom in p mit Grad k ist. Insbesondere gilt P,,(p) = p™. Nun setzen wir
p=t,q=(1—1t) und verwenden, dass

. an-1)-(n—(k=1) 1 Y, 1
nm(n — k)l nknm-k N '

Somit erhalten wir

kzi; (Z) (S)mtk(l —0)r = ,é n,ik E(l - %) P17,

Wir stellen nun folgendes fest: Es gibt auf der rechten Seite genau einen Term, der nicht
durch eine Potenz von n dividiert wird, ndmlich P,,(¢t) = t™. Alle anderen Terme der
rechten Seite sind auflerdem Polynome in ¢ mit Grad kleiner gleich m und werden mit
(%)k, k=1,...,m— 1 multipliziert. Also gibt es Polynome P;(¢) mit Grad kleiner gleich
m, sodass gilt:

B £ () @) e meo
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Es fehlt noch eine letzte Definition, bevor wir das Hausdorff-Problem untersuchen kénnen:

Definition 2.17 Sei (m,), ¢ n, eine Folge reeller Zahlen und ¢ wie in Definiton 2.3. Wir
definieren den Differenzenoperator A/m,, wie folgt:

A%y = my, = (1Y)
A'my = my — mpgy = Gt (1 — 1))

Ajmk =My — <i> M1 + <;> Miy2 — ceeennnt + (—1)jmk+j = qb(tk(l — t)j).
Satz 2.18 Sei (my,)n e, eine Folge reeller Zahlen. Das Hausdorff-Momentenproblem

My :/ t"du, n € Ny,
[0,1]
besitzt genau dann eine Losung, wenn fiir alle k, 7 € Ny gilt:
Ajmk 2 0.

Beweis: ”=-": Sei p eine Losung, so gilt:

Ajmk =My — (i) Meg+1 + (;) Megyo — ... + (—l)jmk+j

= / th — <‘7)tk+1 + (j)t’““ — (=)t Ay = / t*(1 —t)idu > 0.
0.1 1 2 0.1

? <"1 Sei nun AVmy, > 0 und ¢ wie in Definition 2.3. Nach Satz 2.7 geniigt es zu zeigen,
dass fiir p € R[t] mit p(¢t) > 0, t € [0,1] gilt, dass ¢(p) > 0. Aus Definition von A’ folgt,
dass ¢(tF(1 —t)7) > 0 fiir alle k,j € Ny. Also gilt fiir alle reellwertigen Funktionen f(#)
mit f(t) >0, t € [0, 1]:

¢(Bn(f)) = 0.
Wegen Lemma 2.16 gilt fiir m = deg(p) und n > m:
m—1
pm,k(t)
B, (p)(t) = p(t) + e
k=1
Da ¢ linear ist, folgt
m—1
gb Pm k
0< 0(B,1) = 6(p) + 3 “Em)
k=1
Lésst man nun n — 0o, so erhélt man
0 < ¢(p),
wobei uns Lemma 2.5 garantiert, dass dieser Limes existiert. U
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3 Stieltjes-Momentenproblem fiir signierte Mafle

3.1 Stieltjes-Momentenproblem fiir signierte Mafle

Satz 3.1 Sei (my,), e, eine Folge reeller Zahlen, so gibt es ein signiertes Maf p, sodass

m, = / t"dp, n € Ny.

[0,00]

Beweis: Aus der Mafltheorie ist bekannt, dass ein signiertes Mafl als Differenz zweier
Mafle dargestellt werden kann. Das Ziel ist, die Folge (my), en, als Differenz zweier
Folgen m,, = A\, — v, darzustellen, wobei (A,), ey und (¢,), e n, den Voraussetzungen
von Satz 2.12 geniigen. Wir definieren beide Folgen induktiv:

Zuerst wahlen wir positive reelle Zahlen Ay, 19, A\; und vq, sodass myg = Ay — vy und
my = >\1 — 1.

Seien nun bereits A\, v, fir £ < 2n — 1 gewéhlt und seien aulerdem fiir £ < n — 1 die
Determinanten

[)\0, ceey /\Qk] > 0, [)\1, ceey /\2k+1] > 0, [Vo, ceey VQk] > 0, [1/1, cery V2k+1] > 0.

Fiir Matrizen A = (a;j); j=1.., besagt der Laplace’sche Entwicklungssatz, dass bei der
Entwicklung nach der j-ten Spalte det A = >"7"  (—1)"*q;; - det A;;, wobei A;; Unterma-
trix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Falls wir nun
nach der n-ten Spalte entwickeln, ergibt sich, dass

[/\(), ceey )\Qn] = )\gn . [)\0, ...,)\gn_g] + P()\(), ---)\2n—1)-

Wobei P ein Polynom bezeichne, das nur von Ag,...\s,_1 abhéngt. Genauso zeigt man,
dass

[Vo, ceey V2n] = Vop [1/0, ceey Vgn_g] =+ P(VO...VQn_l)

Da nach Voraussetzung gilt, dass [Ao, ..., Aan—2] > 0 und -[vp, ..., Vap—o] > 0, kann man vy,
und Ay, so grofl wéhlen, dass [vy, ..., van] > 0, [Ao, ..., A2y] > 0 und ebenfalls ma, = Aop—va,
gilt.

Analog findet man 9,11 und vg,41, sodass [A1, ..., Aans1] > 0, [v1, ..., v2nt1] > 0 und
Mant1 = Asnt1 — Vontl-

Es gibt also nach Satz 2.12 Mafle A und v, sodass

Ay = /t”d)\, vy = /t”du, n € Np.

[0,00( [0,00(

Damit folgt

My = Ay — Uy = /t”d)\— /t”dy: /t”d()\—y),neNO.

[0,00[ [0,00] [0,00]

Das heifit © := A — v ist unser gesuchtes Ma#f. O
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3.2 Schnell steigende Folgen

Satz 3.2 Sei (my,)n en, Folge reeller Zahlen und gelte mg > 1, sowie m,, > (nm,_1)".
Dann erfiillt (my,), e n, die Bedingungen aus Satz 2.12.

Beweis: Dieser Beweis lehnt sich stark am Beweis von Satz 3.1 an. Es folgt durch Ent-
wicklung nach der n-ten Spalte, dass

2n—1
(Mg, .., Man] = Man|Mo, .., Man_s] + Z(—1)"+kmk\pk1, (10)
(M1, ..., Map 1] = Mapia[ma, ..., Map—1] + Z 1) my| Dy, (11)
k=n+1

Wobei Dy, und D, die entsprechenden Untermatrizen bezeichne, die nur von my, ..., ma,—1
bzw my, ..., ms, abhangen.

Wir zeigen nun induktiv, dass
[m07~-~7m2k] Z 1, [ml,...,m2k+1] Z 1.

Sei die Behauptung bereits fiir £ < n — 1 gezeigt. Aus den Voraussetzungen folgt, dass
fiir [ > 2 gilt:

[ 14a 12
my > (Imy_1)" >2(2)iml_21.

Insbesondere folgt damit, dass

nt2 n+2
Mop > 1+n2 mit mopr >14+n2 mit (12)

Aus den Voraussetzungen folgt ebenfalls, dass m; > ms_;, k € N, woraus wiederum
folgt, dass die einzelnen Eintrage der Matrix D;, kleiner gleich mo, 1 und die der Matrix
D;. kleiner gleich my,, sind.

Falls man zeigen kann, dass
|Dy| < mb, i, |Di| < mj,nt, (13)

erhdlt man mit (10), (12), (13) und der Induktionsvoraussetzung:

2n—1 2n—1
10,1V el 1+" 13
(Mo, ..., May] > Moy, — E my|Dg| > ma, — E Man—1|Dk| > Moy —mby—n "2 > 1.

Analog zeigt man, dass [my,...,Many1] > Mapir — my'n!*2 > 1. Um den Beweis ab-
zuschlieflen bleib noch die Behauptung (13) zu zeigen, dies ist aber ein unmittelbares
Anwenden von Korollar 3.4.

g
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Satz 3.3 (Hadamard-Ungleichung) Sei B € C"*", B = (by,...b,) mit by € C" und
bezeichne ||.||s die euklidische Norm, so gilt

det M < T Ilbx]l2.

Beweis: Aus der Leibnizformel oder dem Laplace-Entwicklungssatz folgt, dass det(c - by, ..., b,) =
cdet(by, ...b,), also insbesondere auch

b
det(by, ..., b 1|0k | det( = ) :
1 H i 1Ball2™ " [1bml2

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir eine Matrix A = (ay, ...a,) mit [Jag|ls < 1 gilt, dass
det A < 1.

Wegen dem Determinantenmultiplikationssatz gilt, dass det(A*A) = det(A*) - det(A) =
det(A)?. AuBerdem gilt fiir die Eigenwerte A, der Matrix A*A: det(A*A) = [[;_, Ay und

spur(A*A) =370 Mg

Fassen wir diese Erkenntnisse zusammen und verwenden die Ungleichung von geometri-
schen und arithmetischen Mittel so folgt

det(A*A) = kf[ (HAk> < (Z’“ IA’“) (—Spur A*A)>n
1

:Ggakak) < ZHakH2> g( n11> — =1

Wir erhalten det(A) < 1, was zu zeigen war. O

Korollar 3.4 Sei A = (aij)i j=1,.» eine Matrix mit |a;;| < ¢, so folgt

n

det(A) < nz2c"
Beweis: Sei A = (ay,...,a,), ap € C" so gilt nach Voraussetzung

—’“’2:c<;(ﬁ)> <c<21> Cemd

lar]| = ¢

Mit Satz 3.3 folgt nun:

det(A) < H l|lakll2 < ch% = c"ns.

k=1 k=1
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4 Eindeutigkeit von Lésungen

Wir betrachten zunéchst wie in Satz 2.7 den allgemeinen Fall und untersuchen die
Losungen auf Eindeutigkeit.

Definition 4.1 Betrachte den Vektorraum
M:={f:RE=R:IrcN,AB>0: f(u,v) <A@u* +0v*)+ B, f stetig}

Sei ¢ wie in Satz 2.7 und bezeichne mit M, := {f € M : f Polynom} den Untervektor-
raum aller Polynome. Definiere fiir y € M zwei Funktionale

o(y) == sup  o(p);  d(y) = inf  $(p)
p(u,v)<y(u,v) in Qg p(u,v)>y(u,v) in S .
pEMp pPEMp

Es gilt, dass ¢ und ¢ linear sind mit ¢(y) < o(y), da ¢ positiv ist.

Satz 4.2 Sei y € M fest, S C R? abgeschlossen; (m;); jen, eine reelle Folge, die die
Bedingungen von Satz 2.7 erfiillt. Sei auBerdem (p;);er die Familie aller Losungen dieses
Momentenpoblems mit supp(y;) € S. So gilt:

A={ [ vt ol € T = 0. 3001 v e M

In Worten: das Integral fR” y(u,v)dp; nimmt fir Losungen des Momentenproblems alle

Werte des Intervalls [¢(y), ¢(y)] an.

Beweis: Sei t € T fest aber beliebig, p(u,v) € M, mit p(u,v) < y(u,v), (v,v) € S. Dann
gilt ebenfalls fiir alle y,:

y(u,v)dutZ/ p(u, v)dp.

n

R’I’L

Da diese Ungleichung fiir alle p € M, mit p(u,v) < y(u,v), (u,v) € S gilt, folgt, dass

d(y) < /n y(u, v)dpy.

Analog zeigt man [, y(u, v)dp, < o(y). Da t beliebig war, folgt A C [Q(y),a(y)]

Es bleibt noch 4 2 [¢(y), #(y)] zu zeigen:

Sei | € [p(y), ¢(y)] beliebig. Wir suchen nun ein i, sodass [g, y(u,v)dpuy, = 1 gilt. Der
Beweis wird hier nur skizziert, die fehlenden Teile beweist man analog zu Satz 2.7:

Wegen Lemma 2.4 kann man ¢ auf M so fortsetzen, dass ¢(y) = [ gilt.
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Jetzt muss man nur noch wie in Satz 2.7 zeigen, dass

[ s, = o) =1

Wobei man im Beweis nur z;;u‘v? durch y(u,v) ersetzen muss und feststellen muss, dass
aus der Definition von M folgt, dass es ¢ > 0 gibt, sodass |¢(y)| < ¢ (Es gibt ein Polynom
pmit p > |yl in S, also folgt [¢(y)| < H(p) ). O

Aus Satz 4.2 und dem Fundamentallemma der Variationsrechnung [BL, Lemma 6.1.1]
folgt unmittelbar:

Korollar 4.3 Eine Losung des Momentenproblems ist genau dann eindeutig, wenn
Yy € M :9(y) = ¢(y).

4.1 Eindeutigkeit im Hausdorff-Fall

Das Hausdorff-Momentenproblem ist beziiglich Eindeutigkeit besonders einfach zu unter-
suchen. Es gilt ndmlich:

Korollar 4.4 Eine Losung des Hausdorff-Momentenproblems ist immer eindeutig.

Nach dem Satz von Stone-Weierstrass liegen die Polynome dicht im Raum der stetigen
Funktionen, der aber Obermenge von M ist. Also folgt mit Satz 2.5:

Yy € M : ¢(y) = o(y).

4.2 Eindeutigkeit von Lésungen des signierten Momentenpro-
blems

Satz 4.5 Sei (my,), cn, eine reelle Zahlenfolge. Es gibt immer mehrere Losungen des
signierten Momentenproblems aus Satz 3.1.

Beweis: Im Beweis zu Satz 3.1 erkennt man, dass man die konstruierten Folgen A, und
v, beliebig schnell steigen lassen kann. Es geniigt auflerdem zu zeigen, dass eine Losung
des Stieltjes-Momentenproblems fiir A, nicht eindeutig ist.

Sei m,, derart, dass
mo > 1, my, > (nmy,_1)", ma > (2m; + 2)% (14)

Setze zunéchst ng := my, fir £ # 1 und 7, := my + 1, so erfiillen sowohl (m,,), ¢ n als
auch (n,)n e n die Voraussetzungen von Satz 3.2, das heifit es gibt Mafle p und 7, sodass

fiir alle n € N gilt:
/ 21 dp = map = Nop = / t*"dn.

[0,00] [0,00]
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Man kann in den Integralen u := t? substituieren und erhilt so MaBe fi, 7, sodass
/ tdy = / u"dji, / t*"dn = / u"dn.
[0,00[ [0,00( [0,00( [0,00[
it unterscheidet sich von 7, da
/ widij=m =1+m =1+ / uzdji.
[0,00( [0,00[

i und 7 sind jedoch beides Losungen des Stieltjes-Momentenproblems fiir die Folge
(man)n e N, weshalb eine Losung fiir das signierte Momentenproblem nicht eindeutig sein

kann, da man im Beweis von Satz 3.1 die Folge )\, so wihlen kann, dass die Bedingungen
(14) erfiillt sind. O

Bemerkung 4.6 Mit Hilfe von Satz 3.1 und 4.5 kann man auch Aussagen iiber das
signierte Hamburger-Momentenproblem

mn:/tndM7 n € Ny
R

treffen, wobei auch hier signierte Mafle zugelassen werden. Da laut Satz 3.1 immer eine
Maf p mit supp(u) C [0, 00[ existiert, hat auch das Hamburger-Problem eine Losung.
Und da eine Losung des Stieltjes-Problems nie eindeutig ist, kann auch eine Losung des
signierten Hamburger-Problems nie eindeutig sein.

4.3 Eindeutigkeit im Hamburger/Stieltjes Fall

Es gibt Folgen (my,), c¢n, deren Stieltjes-Momentenproblem nicht eindeutig losbar ist.
Dadurch besitzt auch das Hamburger-Problem fiir die selbe Folge mehrere Losungen

Beispiel 4.7 Betrachte fiir |a| < 1, k € Z eine Zufallsvariablen X, mit Dichte

1 — log(t)?
e 2 (1+asin(2kwlog(t)), t > 0.
Tt (1 asin(2krlog(1)

Fiir den Fall @ = 0 hat man die Dichte einer Log-Normalverteilung.

fr(t) =

Diese Zufallsvariablen besitzen alle die selben Momente, das heiit fir a mit |a| < 1 gilt:
E(X") = E(X{), n € Ny. Es gilt:

1 7log(t)2
E(X7) = / t"f(t)dt = / t" e 2 (14 asin(2kmlog(t))).
( [0,00[ ( V27t )))

[0,00]

Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige a gilt, dass

/ gL Fesw? in(2k7 log(t)) = 0
e asin(2km log =0.
oo V27t
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Durch Substitution erhalt man:

1 —1oa? n 1 =2
2 asin(2kmlog(t))dt = / el e 2 asin(2knt)dt
/0 N @brlog(t))it = [ " —=eF asin(k)
2

VvV 27Tt

—2tn+n —n

2 sin(2knt)dt = /
R

n

ae 2 _ (t—n)2

e 2 sin(2kwt)dt
RV 27r V2T ( )
2

ae % 2 aef% 2
= e 2 sin(2kw(t +n))dt = e 2 sin(2knt)dt = 0.
| e % skt )t = [ S sin(2kn)

2
Da die Sinusfunktion ungerade und e~'T gerade ist, folgt, dass das Integral verschwindet.

Falls man Kriterien fiir Eindeutigkeit benotigt, kann folgende Bemerkung aufschlussreich
sein:

Bemerkung 4.8 Sei (my,), ¢ n, eine Folge reeller Zahlen, sodass das entsprechende Ham-
burger- oder Stieltjes Momentenproblem eine Losung besitzt. Betrachte die Reihe

o0
tkmk

k!
k=0

Falls es ein r > 0 gibt, sodass diese Reihe fiir alle ¢t € U,(0) C C konvergiert, so ist ei-
ne Losung des Momentenproblems eindeutig. Sei néimlich (©, 24, P) Wahrscheinlichkeits-
raum, so wihlt man eine Zufallsvariable X, sodass X, [“ L also P(X, <t)= M
Die Streckung mit mg erfolgt, damit P(X, € R) = 1. Damlt 1st X, Zufallsvariable, deren
charakteristische Funktion

4 X GFE(XE) R SN ikthm

i Xpty T\ k
B =2 = ]

k=0 ’ k=0

in einer Nullumgebung existiert. Aus der Mafitheorie ist bekannt, dass eine Zufallsvariable
eindeutig durch ihre charakteristische Funktion bestimmt ist. Man kann also von der
eindeutigen Losung sprechen.

Bemerkung 4.9 Falls eine Folge (m,,), ¢ n die Bedingung (14) aus Satz 4.5 eriillt, so ist
das zugehorige Stieltjes-Momentenproblem (und damit auch das Hamburger-Problem)
nicht eindeutig 16sbar. Man kann die Rechnung analog von oben iibernehmen.

Bemerkung 4.10 Es gibt weitere Kriterien fiir die eindeutige Bestimmtheit von Losungen,
wie zum Beispiel ” Carlemans Condition”, die beispielsweise fiir das Hamburger-Momenten-
problem (2) besagt, dass eine Losung dann eindeutig ist, falls

3 (m) ~ .

k=0

Fiir das Stieltjes-Problem lautet die Bedingung

()" -
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Dies ist nur eine hinreichende Bedingung. Der Beweis fiir diese Bedingung ist aufwendig,
weshalb in dieser Seminararbeit darauf verzichtet wird. Man findet ihn beispielsweise in
[S, Theorem 1.10.].
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