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Einleitung

Temperierte Distributionen tauchen in einer Reihe von Gebieten v.a. in der harmonischen und
Fourier Analysis auf. Diese Seminarvortrage (+ Handout) sollen eine kurze Einfiihrung zu diesem
Thema sein. Sie richten sich strukturell lose nach dem ersten Kapitel ’Introduction to Fourier
Analysis on Euclidean Spaces’ von Stein M. E. und Weiss. G. ([5]) mit ein paar inhaltlichen Sprit-
zern aus "The Analysis of Linear Partial Differential Operators I, Distribution Theory and Fourier
Analysis’ von Hormander L. (|4]) und ’Classical Fourier Analysis’ von Grafakos L. ([3])

1 Der Schwartz-Raum und sein Dualraum

Wir erinnern am Anfang an ein paar Notationen: Fiir einen Multiindex o = (aq,..,a,) € N*
setzen wir

e

xTr = l'(lll “ee xa”

n
und

DY = 9 .. 9.

Auflerdem setzt man |a| := |ai| + ... + |ay,|, die Ordnung eines Multiindex .
Wir beginnen mit der Einfiihrung der Objekte unseres Interesses:

Definition 1. Bezeichne mit
S:={p e C®R",C) | Va,B € N" : py s(p) < oo}

den Schwartz-Raum, wobei pqy 5(f) := sup,cpn [2*DP .

Bemerkung 1. Die Definition des Schwartzraumes sorgt u.a. dafiir, dass der Raum abgeschlossen
ist unter Multiplikation von Polynomen und unter Differentiation.
Wir erinnern auch an die Tatsache, dass die Fouriertransformation, also

F(p)(z) = / ply)e T dy,
ein Isomorphismus auf § ist bzw. auch ein Algebra Isomorphismus von (S, *) nach (S, ), wobei *
die Faltung und - die punkteweise Multiplikation bezeichnet.

Die Familie aller p, s ist offenbar eine Familie von Seminormen auf S, die separierend ist. Wir
erinnern an den folgenden Satz:

Satz 1. Sei M eine separierende Familie von Seminormen auf einem Vektorraum X. Dann ist
(X, Tmr) ein lokalkonvexer Vektorraum, wobei Tyy die initiale Topologie bzgl. der kanonischen Pro-
jektionen m,: X — X/p~1({0}), p € M ist.

Eine konvexe Nullumgebungsbasis ist gegeben durch die endlichen Schnitte der ’offenen’ p-Kugeln
V(p,e) = {x € R": p(x) < €}. Fin Netz (z;)ic; konvergiert genau dann in (X, Trr) gegen x, wenn

p(xi—x)gOfiirallepeM.
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Bemerkung 2. D.h. die Familie (pa,8)q,genn induziert also eine Topologie auf S, sodass S zu einem
lokalkonvexen topologischen Vektorraum wird. Nachdem die betrachtete Familie von Seminormen
abzdhlbar ist, ist S auch metrisierbar. Um dies einzusehen sei p,, eine Abzéhlung der Seminormen.
Wir definieren eine Metrik auf S durch

_ —n_Pnlp—)
o) = 2 =

Man tiberpriift leicht, dass es sich auch tatsdchlich bei d um eine Metrik handelt und dass Netz-
konvergenz bzgl. d mit der Netzkonvergenz bzgl T, ), ., tibereinstimmt.

Bemerkung 3. Man stellt leicht fest, dass die Operationen (¢ — py) fir ein Polynom p, ((¢,¢) —
), also die punktweise Multiplikation, und (¢ — D) stetig auf S sind.

Wir wollen zeigen, dass (S, d) vollstidndig ist, dazu erinnern wir an folgende Hilfaussage:

Lemma 1. Sei f, € C*(R) und f,g € C(R) mit f, = f und f' = g. Dann ist f € C* und
=gy

Satz 2. (S,d) ist vollstindig.

Beweis. Sei ¢, eine Cauchyfolge in (S,d). Es folgt daraus sofort, dass p%# = z*DF¢,, eine
Cauchyfolge in Cj, ist. Damit konvergiert p2? gleichmiilig gegen ein ¢g** € Cj. Eine Kombination
aus Induktion und dem vorangegangenen Lemma liefern zuerst ¢ := ¢%° € C> und DPg = ¢%°.
Offenbar gilt dann aber auch ¢ (z) =% 2z DPg(zx) punktweise fir z € R™, was zusammen
mit 28 =5 g8 auch g*f = 2*DPFg impliziert. Damit gilt also Po,3(Pn — 9) 2720 O

Satz 3. Sei X ein normierter Raum und L : § — X eine lineare Abbildung. Dann ist L genau
dann stetig, wenn C > 0 und m,l € N ezxistieren, sodass

ILelx <C D pas(®)
jal<LIBI<m

fir alle p € S.

Beweis. =: Sei also L stetig. Definiere fiir [,m € N und € > 0

V(i,m,e) ={peS: Z Pa,p(p) < €}
l|<L,|B|<m

Offenbar bilden Mengen dieser Art eine Umgebungsbasis der 0 bzgl. der lokalkonvexen Topologie
auf S, denn fiir endlich viele «;, 8; € N"¢; > 0,7 =1,..N gilt

N
v (ma{Jos [}, mae{ |3} min{er)) € () V(pa 5.0
i=1
Wegen der Stetigkeit von L existieren also [, m € N, e > 0 mit
L(V(l,m,¢)) C B1(0).
Definiere weiter p(y) := Zlalgl,\ﬂlgm Pa.3(p). Offenbar gilt dann

€p

p(p)

e V(l7 m7 6)’

woraus

folgt. Wenn wir jetzt C' = % setzen, ist die Aussage gezeigt.
<: Ist trivial. O
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Satz 4. Die Inklusionen & — LP,1 < p < oo sind stetig.

Beweis. Die Einbettung fiir p = oo ist offensichtlich stetig. Wir bemerken fiir p € Sund 1 < p < o0
zunéchst:

P

HD[BSDHM < / |Dﬁg0|pdx+/ \x|”+1|x|’(”+1)|DBcp(x)|pdx
B1(0) Bl(O)C

B
sup (I|n+1|D5@(I))p] / |I|("+1)dx>
Bl(O)C

< (v lotelzs | on
z€B;

nt1
sup (J| J+1ID%(ﬂf)))
1

s%m@mwu+
(0)e

EAS
(Hier bezeichnet V,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel und
Ch,p = max{V,, fBl(O)C ||~ *+ Dz} 7).

Nachdem weiters (wir setzen m = L”Tflj + 1 zur besseren Lesbarkeit)

sup ([2"D%]) < sup  Com D 12" DPp(@)| < Crn Y Pas(p)

x€B1(0)¢ x€B1(0)¢ laj=m la|<m

gilt, erhalten wir also die Stetigkeit der Abbildung (¢ + D%¢) von S in den L? und damit auch
die Aussage fir f = 0. O

Definition 2. Wir bezeichnen, wie iiblich, mit S’ den topologischen Dualraum von S und versehen
ihn mit der w*-Topologie. Wir bezeichnen S’ als den Raum der temperierten Distributionen.

Beispiel 1. Der Raum der temperierten Distributionen umfasst eine Reihe von unterschiedlichen
bekannten Radumen: Sei f : R™ — C messbar, p € [1,00] und & € N mit

T € VR

Dann definiert
Lig)= | fedx
RTL
ein stetiges lineares Funktional auf S. Um das einzusehen, bemerkt man zunéchst, dass (p +—
(14 [.]2)F¢) eine stetige Abbildung von S in sich selbst ist. Damit folgt aus S < L4 fiir % + % =1
kombiniert mit Holder, also

1+ 1Pl
Lp

.

dass L tatséchlich ein stetiges lineares Funktional ist. Fiir p = 1, co gelten analoge Abschitzungen.
Wir nennen derartige Funktionen temperierte LP-Funktionen.

Beispiel 2. Ahnlich argumentiert man, dass der Raum der temperierten BorelmaBe in S’ liegt.
Ein Borelmafl i heifit temperiertes Borelmaf}, wenn ein k& € N existiert mit

1
/Rn 7(1 n |x|2)kdu(x) < 00.

Beispiel 3. Klarerweise liegen fiir zyp € R™ und f € N” die Punktauswertungsfunktionale der
Ableitungen, also

in §’. Fiir 8 = 0 entsprechen diese einem Punktmaf, also einem endlichen Borelmaf, fiir 8 # 0 ist
L kein Spezialfall der oberen Beispiele.

Bemerkung 4. Elementar stellt man fest, dass die Einbettungen LP — S’ p € [1,00] und
M(R™) — S’ stetig sind. Hier bezeichnet M(R™) den Banachraum aller endlichen Borelmaflen.
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2 Vererbung von Operationen iiber Dualitat

Wir betrachten zunéchst ein paar iibliche Operationen auf S:

Lemma 2. 1. Translationen 1, und Reflexion ~ sind bzgl. S stetige Operationen.

2. Es gilt T, h20, @ bzgl. S.

3. Die Differentialquotienten %(gp — The; ) konvergieren gegen O;p bzgl. S.
4. Die Fouriertransformation F : S — S ist ein Homéomorphismus.

5. Faltung ist eine stetige Operation auf S.

Beweis. 1.) Reflexion, also ¢(z) = ¢(—=x), ist offenbar stetig, da pa,g(@) = pa,g(@) fir alle ¢ € S
gilt.
Fiir Translationen 7,¢(x) = @(x — h) stellen wir fest, dass

Pa.p(Thep) = sup |(z 4+ h)*DP ()|

<C (ms§§L(|$|“||D5¢($)|) + [h]1*! ||Dﬁ‘PHoo) (1)

gilt, woraus die Stetigkeit von 7y, folgt. Vergleiche dazu Beweis von Satz[d]fiir die stetige Abhéngigkeit
von sup, cp» (|2]1*|DPp(z)]) bzgl. der Topologie auf S.
2.) Mittels Mittelwertsatz erhalten folgende Abschétzung fiir ein £ € B(0, |h|):

2D (map(a) = o(@))] < hlle] | VD ol +€)|
< 200n) (Jo + IV D p(a + &) + RIIVD (e + )]} . (2)

Der Ausdruck (|z + £[1*1|[VDPo(z + &)| + |h]|/|[VDPp(z + €)]) ist offenbar unabhingig von z €
R™ beschrinkt fiir eine Schwartzfunktion ¢, solange wir |h| < 1 vorraussetzen. Daraus folgt
Pa.p(The — @) £20, 0, fiir alle o, B € N, also 1,¢ 120, ¢in S.

3.) Offenbar folgt mit der Abschitzung aus 2.):

%(sa(x) = The, (%)) — Oi¢p()

h
1/’aﬂx—w»—aﬂmﬁ
h 0

<RIV (i)l oo

bzw. analog
1
Pa.5(7 (0 = The,p) = 9i0) < Capolhl

fiir eine Konstante Cy g,,, die nur von «a, f und ¢ abhéngt, womit %(gp — The, ) 120, Jipin S
gezeigt wére.
4.) Wir erinnern an die Beziehung zwischen Differentialoperatoren und Polynomen P unter der
Fouriertransformation:
P(D)F(p)(z) = F(P(=2mit)p(t))(z),
F(P(D)¢)(x) = P(2ria) F(e (1)) ()

Folglich gilt pa.s(F(p)) = 2m)P1=1ol sup, cpo | F(D(t74(t)))(z)|. Nachdem fiir f € L*

IF(P oo < N1l e
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gilt, (p = DY(tP¢(t))) eine Zusammensetzung aus den bzgl. S stetigen Funktionen ’ableiten’ und
'mit Polynom multiplizieren’ ist und S < L', erhalten wir die Stetigkeit der Fouriertransformation
bzgl. S. Dieselben Argumente lassen exakt gleich auf die Riicktransformation anwenden, also ist
F ein Hom6omorphismus.

5.) Folgt direkt aus * = F~1 oo (F,F), wobei (F,F) die Abbildung (p,1) — (F(p), F(¢)) auf
S x § darstellt, und der Stetigkeit der punktweisen Multiplikation - auf S. O

Definition 3. Wir definieren folgende Operationen fir u € S’ iiber Dualitit punktweise fiir alle
pes:

o Translation: (tpu, ) = (u, 7_pp)

o Refexion: (4, @) := (u, P)

o Ableitungen: (D%u, @) := (—1)1*/(u, D*¢), fiir « € N»
o Multiplikation mit ¥ € S: (Yu, @) := (u, V)

« Faltung mit ¢ € S: (u* ¥, @) := (u, 1 * @)

o Fouriertransformation: (Fu, @) := (u, Fp)

Bemerkung 5. Um diese Definitionen zu motivieren, betrachten wir als Beispiel die Faltung. An-
genommen u, ¥, ¢ € S und wir identifizieren u und w x ¢ (Achtung, hier ist die klassische Faltung
gemeint) mit den entsprechenden Distributionen. Dann gilt mit einer kurzen Anwendung von
Fubini

wie) = [ (s v)aplade = [ u@)d )y = o).

D.h. in diesem Fall kann die distributionelle Faltung mit der klassischen identifiziert werden.
Satz 5. Fiir ecinu € S und 1 € S setze f(x) = (u, 7,90)). Dann gilt:

o f liegt in C*°.

e f ist eine temperierte L°°-Funktion.

o Die distributionelle Faltung u = ¢ kann mit [ identfiziert werden.
Beweis. Aus Lemma [2] Punkt 1 und 3 wissen wir, dass

%(Tm+heﬂz) - T:ﬂ[’) L_LO_) *Tmaﬂﬁ

in S, also erhalten wir wegen u € S’ folglich auch
1 1 ~ “\ h—0 ~
E(f(x +he;) — f(z)) =u E(Tx-i-heiw = 1)) | —— u(=720i).

Nachdem f und (z — —u(7,9;1))) wegen Lemma [2] Punkt 2 stetig sind, gilt also f € C' und
mittels Induktion erhilt man schlieBlich f € C> und DP f = (—1)1Plu(r, DP)).

Um einzusehen, dass f eine temperierte L°°-Funktion erinnern wir an Satz |3| und die Stetigkeit
von u : § — R. Wir erhalten [, m € N mit

f@]=lu(rmd) <C Y papmd).

la|<m,|B|<I
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Wegen po.5(7:%) < C(1+ |z[l*!) mit einer Konstanten C' > 0 abh. von a und 8 (vgl. Abschiitzung
in Lemma , wissen wir also, dass z.B. W beschréinkt ist.
Um den letzten Punkt nachzuweisen, beobachten wir fiir ¢ € S:

(w1, ) = (u,9 o)
= (u [ AOp)d)

= /n (u, Ty ) p(y)dy.

Das heifit f kann mit der distributionellen Faltung u * v identifiziert werden. Wir miissen also
nur noch die letzte Gleichung argumentieren. Dafiir betrachten wir fiir A > 0 und N € N die
punktweisen Riemannsummen

Run(@)= Y (e —hk)p(hk)h",

k€Z"N[—N,N]

Ru(e) = 3 (e — hk)p(hk)h"

kezn

und setzen fir ¢ € S

Sn(y) = Y S(hk)Xnkrnw (y)

kezn

wobei wir mit W den Einheitswiirfel bezeichnen. Um Notation ein bisschen zu vereinfachen setzen
wir weiters ¢”(y) = ¢(z —y). Offenbar liegt Ry, n in S, a priori ist aber nicht klar, wieso die Reihe
Ry, oder ¢p, iberhaupt existiert bzw. in welchem Sinn.

Da fiir m € N eine Konstante C,, > 0 existiert mit |o(z)] < Cpn(1 + |2[?)™™ fiir alle z € R"
erhalten wir:

hn
DPy(z — hk)p(hk)h™| < C,, ||D? — <.
ng:n’IngELI P(x )eo(hk)h™| < Ch || wHOOgZ:n (ENELBE 00

bzw. analog

Z sup 2% DP4(x — hk)p(hk)h"| < oco.
kezn TER"

Mit einem analogen Argument wie im Beweis zur Vollstandigkeit von S (vgl. Satz erhalten

wir also Ry, N N_>—°O> Ry in S bzw. die absolute Konvergenz der Reihe in S an sich. Eine weitere
Konsequenz ist aufierdem, dass die Reihe (¢*¢),(y) = 7 (y)on(y) in L' liegt und

Ru@) = [ oy

fiir jedes x € R™ gilt. Wir betrachten jetzt die Differenz bzgl. einer Seminorm p, g von Ry, zu ¢ * ¢
und erhalten

D (Rp(z) — 9+ p(2))] =

/Rn (z*DPyY® ) — (waDBw“w)dy‘
< / 12* DB (T — %) onldy + / 12 DA (o, — )| dy
R" R"

<cf

D (e = 0)|_ lenllzr + 1107w = ], |11en]

+[[11D%|| lien = el + D7), |1 en =0, ) -

Lt
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Wegen Abschétzung (2) erhalten wir |||.|™D? (v, — w)HOO 2720, 0. Wegen lyl*lon () 120, lylelo(y)

punktweise miissen wir nur eine integrierbare Majorante finden um auch L!-Konvergenz zu folgern.
Dafiir beobachten wir fiir h < 1 zunéchst, dass fiir alle y € hk + AW

ly — hk| < Vn

gilt. Wenn man sich in Erinnerung ruft, dass |p(z)| < C‘“'W fiir ein Konstante
Cla| > 0 und alle x € R™ gilt, folgert man

lyl'"lon(m)| = [yl |o(hk)]

|
<C
~ (14 /n + |hk|)le4nt1
<0 Jy[
= (1 + |y — hk| + |hk|)lel4nt+1

o

I L4 D 1
< C(1+ T cL .

Offenbar ist diese Abschéitzung unabhéngig vom gewéhlten Wiirfel, d.h. wir haben eine in-
tegrierbare Majorante gefunden und erhalten somit die gewiinschte Konvergenz von |.[*lp;, in
L. O

Lemma 3. Firu € S und ¢ € S gilt: F(u* @) © F(u)F(p) in S

3 Translationinvariante Operatoren auf L

Beispiel 4. Eine Reihe von Operatoren kann durch ein Faltungsprodukt werden. Z.B. betrachten
wir

(00, @) = ¢(0),
dann sieht man
(G0 * ) () = (00, T2p) = T2 p(0) = ().
Das Produkt &g * ¢ ist also nichts anderes als die Identitdt auf S.

Definition 4. Seip,q € [1,00] und T : LP — L9. Wir sagen, dass T' mit Translationen kommutiert
bzw. translationsinvariant ist, genau dann, wenn fiir alle h € R™ : 7, T = T'7y, gilt.

Beispiel 5. Wir erinnern, dass fiir f € L' und g € L? folgende Ungleichung gilt:

1f* gl < AL gl -
Nachdem offenbar auch 7, (f * g) = f * (1hg) gilt, induziert jedes f € L' durch (g — f * g) einen
translationsinvarianten, linearen, beschréankten Operator von LP in sich selbst.

Beispiel 6. Offenbar gilt fiir v € S’ und ¢ € S:

Th(ux )(2) = (U, Tan®) = (U, T2Thp) = (u* (Thep))(2).

Insbesondere ist (¢ — u * ¢) ein linearer, translationsinvarianter Operator, welcher allerdings
nicht notwendigerweise Werte in L9 hat. Der néichste Satz stellt einen Bezug zwischen solchen
Faltungsprodukten und translationsinvarianten, linearen, beschrankten Operatoren her:

Satz 6. Sei T : LP — L7 ein linearer, beschrankter, translationsinvarianter Operator. Dann
existiert ein u € S, sodass

T(p) =uxg
fir alle p € S.
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Um dies zu zeigen, sei zunédchst an folgendes erinnert:
Definition 5. Sei f,g € LP mit

h—0
—_—

=)

Lp

fir i = 1,..,n. Dann nennen wir f stark differenzierbar (in Richtung e;) in LP und setzen 0;f = g.
Analog definieren wir héhere Ableitungen.

Bemerkung 6. Es ist eine leichte Folgerung, dass aus der starken Differenzierbarkeit die schwache
folgt. Eine bemerkenswerte Tatsache ist, dass, mit einer Ausnahme, die Umkehrung auch gilt.
Wenn p = oo, dann bieten z.B. stetige, stiickweise affine Funktionen ein Beispiel fiir eine schwach
differenzierbare Funktion, die nicht stark differenzierbar ist im L°°.

Satz 7. Sei f € L' stark differenzierbar in Richtung e;. Dann gilt:
53(35) = —2mix; f(x).
Existieren alle Ableitungen bis zu o € N™, dann gilt also
Dof(x) = (=2mi)*lz® f(x).

Satz 8. Sei f,f € L', dann gilt
f)= | fyem=vdy.
Rn

(Die Gleichheit ist in L' zu verstehen.) Insbesondere kann f mit einer stetigen Funktion identifi-
ziert werden.

Lemma 4. Sei f € LP stark differenzierbar bis zur Ordnung n+1. Dann kann f mit einer stetigen
Funktion g identifiziert werden und es gilt

9O <C > D" flps,

|a|<n-+1
wobei C' > 0 unabhdngig ist von f.

Beweis. Als erstes fixieren wir p = 1. Wir stellen fest, dass eine Konstante C' > 0 existiert (nur
von n abhingend) mit

L+ F <0 Y 2o

la|<n+1

fir alle x € R™. Insbesondere erhalten wir also

f@l<|{Ca+lzP)F Y 2] |f@)

|a|<n-+1
=C(1+[e?)~"F 3 J@2n) Daf(2)]
Ja|<n+1
~ _ndtl a
<O+ Y DSl
la|<n+1

n

Nachdem (1 + |#|2)~ "% integrierbar ist, erhalten wir also die Integrierbarkeit von f. Nach Satz
besitzt f € L' einen stetigen Vertreter g. Die gesuchte Abschitzung folgt nun aus

01 =1 [ Javi<|i], <c ¥ 1.

|a|<n+1
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n

wobei C = C} [, (14 [2|?)~*F da.
Fiir p > 1 sei ¢ € C°(B2(0)) mit ||¢||,, <1 und ¢ =1 auf B;(0). Offenbar ist ¢f in L' wegen

1 fllr@ny < 1fllpr(mac)) < Co lflo(ma0)) < Collf oy

mit der Einbettungskonstante C,, > 0 von LP(Bg(0)) — L'(Bz(0)). Wegen der Produktregel fiir
Sobolevfunktionen und C°-Funktionen folgt die starke Differenzierbarkeit in L' bis zur Ordnung
n+ 1 fiir p < co. Man sieht auch ein, dass diese fiir p = oo ebenfalls héilt. Also existiert ein stetiger
Vertreter h in der L'-Klasse von ¢ f mit

h(O) < > 1D (o)l -

lal<n+1

Betrachten wir die Einschrankung auf B;(0) stellen wir also fest, dass f|p, (o) f.i. gleich g := h|p, (o)
ist auf B1(0). Weiters kénnen wir folgende Abschétzungen treffen

D% eDlsery < 3 (5) 1D%0D" 1 s

BLa

<Gy Z HDB‘PHOO HDa_EfHLl(Bg((]))
Bl

< CaCylmax [ D7¢| ) 5; (P2 P

mit einer Konstanten C,, > 0 nur abh. von der Dimension. Insbesondere erhalten wir also mit
C = C,Cp(maxg<qy HDﬂgoHOO)

9O) = RO <C > ID*fllp-

la|<n+1

x

Ersetzen wir ¢ durch os(r) = ¢(§) mit 6 > 1, dann bemerken wir als erstes die Unabhéngigkeit
von C' bzgl. §. Weiter ldsst sich g mit denselben Argumenten offenbar auf die Kugel B;s(0) stetig
fortsetzen, es gilt also f|p,(0) = ¢ fast iiberall. Nachdem § > 1 beliebig war existiert eine stetige
Fortsetzung ¢ auf ganz R, womit die L!-Klasse von f einen stetigen Vertreter besitzt. O

Beweis von Satz[@. Sei ¢ € S. Nachdem

1 h—0
(¢ = The, ) — i

h
bzgl. der Topologie auf & und damit auch bzgl. der LP-Norm, erhalten wir:
1 1 h—0
5 Lo —mhe,Tp) =T (h(w - Tm@)) = T(9ip),

wobei letztere Konvergenz bzgl. der L9-Norm zu verstehen ist. Insbesondere folgt also wegen
» € C*°, dass T'p unendlich oft stark differenzierbar ist in L? mit D*T¢ = T(D*¢). Aus Lemma
E| folgt, dass T'p f.ii. gleich einer stetigen Funktion g, ist mit

9,01 <C > 1D fllp-

|a|<n+1

Daraus folgt insbesondere, dass v = (¢ + g,(0)) ein stetiges Funktional auf S ist. Wir setzen
u = ©. Man sieht nun, dass

- €
(uxp)(@) = (U, 7aP) = (0, T2¢) = gr_,4(0) = 7290 (0) = gp(z) = T (),
fiir fast alle x € R™, wobei die Gleichung (*) aus

Irne = T(thp) = T () = Thg,
in L' und der Eindeutigkeit des stetigen Vertreters einer L'-Funktion folgt. O
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Bemerkung 7. Betrachten wir die Menge
(L7, L9) = {u € §':3C > 0 Vg € St fus ol 10 < Cllgll, )

fir 1 < p,q < oo, dann stellen wir also eine 1 zu 1 Beziehung zwischen dieser Menge und den
linearen, beschrédnkten und translationsinvarianten Operatoren T : LP — L9 fest. Wir wollen nun
diese Operatoren im Speziellen fiir p = ¢ = 2 betrachten.

Lemma 5. C*° liegt dicht in S.

Beweisskizze. Sei ¢p € C° mit g = 1 auf By(0). Fiir ¢ € S definiere p(r) = ¢(ex)p(z). Man
sieht mit den tiblichen Abschitzungen bzgl. der Seminormen (vgl. Lemma , dass e =9, @ in

S.

Satz 9. Seiu € &', dann gilt u € (L% L?) genau dann wenn eine Funktion b € L™ existiert,
sodass b mit F(u) identifiziert werden kann. Der Operator T : L?> — L? definiert auf S durch
Ty =ux*q firpecS hat dann die Abbildungsnorm ||b| .

Beweis. Sei zunéichst u € (L2, L?). Wir setzen o = e~™#I” und erinnern an dieser Stelle, dass
g € S ein Fixpunkt der Fouriertransformation ist. Per Vorraussetzung liegt u * ¢ in L2. Fiir
¥ € CX und ¢ € S stellen wir nun mithilfe Lemma [3| folgendes fest:

(Fw)F(p),¢) = (F(u), Flo)¥)
(F(w), porg  Fle)v)
= (F(u)po, 05 Fle)¥))

=/ F(uxpo)py  Fle)bda

Wir setzen b = F(u * )y . Wenn wir € S in obiger Gleichung so wihlen, dass F(¢) = 1 auf
dem Trager von v gilt, erhalten wir sogar

(F(u),y) = /n bypdzx.

Wegen der Dichtheit von C2° in S induziert b also ein Element in &', dass mit F(u) iibereinstimmt.
Weiters folgt F(u % @) = bF(p) fast iiberall. Das folgt aus

Fluxp)ids = (Fluxp).6) = (Fu)Fe)0) = [ bF(e)ids

R

fiir alle ¢ € C2° und dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung. Damit erhalten wir

16F ()2 = IF(ux @)z = llux el <Cllelle

wobei C' > 0 die Abbildungsnorm von T bezeichnet. Insbesondere gilt also

/ (C? —b*)pPdz > 0

fiir alle ¢ € C2°. Mit einer Variation vom Fundamentalsatz der Variationsrechnung folgt offenbar
C? — b* > 0 L. bzw. |||, < C. Klarerweise muss dann auch ||b|| , = C gelten.

Nehmen wir umgekehrt an, dass v € &’ mit einem b € L™ identifiziert werden kann, dann kann
nach obigen Uberlegungen F(u * ¢) mit bF(p) € L? identifiziert werden. Insbesondere liegt auch
u* p in L2. Wir erhalten also

lux @l L2 = [1F(wx @)l L2 = [16F ()l L2 < 10l 1IF (P2 = [1bll [0l 2 -

Also liegt u € (L2, L?). Mit einer zum ersten Teil des Beweises analogen Begriindung sieht man
auch, dass die Abbildungsnorm von T" gleich [|b| ist. O
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Beispiel 7. Wir wenden uns nun zu einer expliziten Anwendung der bis jetzt besprochenen Theorie
zu. Wir definieren die Hilberttransformation Hg einer Funktion g als

1 1
Hg(x):p.v.—/M: lim 7/ Mdy:/ 9(y) dy.
mTJRT—Y e—=0+ 7 e<|z—y| r—y e<|o—y| T —y

A priori ist nicht klar fiir welche Funktionen g die Hilberttransformation definiert ist, bzw. auf
welchen Raumen sie Sinn macht. Wir wollen zeigen, dass H eine stetige Fortsetzung auf L? besitzt.

Dafiir betrachten wir als erstes ) )
Py
h(y) =p-v-f/ —=dy
TJr Y

fir ¢ € S. Wegen

1 1
lim —/ Mdy: lim = / (p(y)dy—l—/ @(y)dy
e—0+ T e<|y| y e—0+ T e<ly|<1 Y ly|>1 Yy

1 —
— i L / o) —20), / 2 4,
=0+ T\ Jecpy<1 Y lyj>1 Y

1
~2[¢'llo + llll1)
71'

IA

ist h eine temperierte Distribution. Folglich ist

(h*ga)(x):p.v.}r/Rmdy:p.v.i/ﬂkmdyzp.v.;/ Mdy:Hg(a:)

Y Y RL—Y

H ein Operator, der durch eine Faltung h * ¢ dargestellt werden kann. Insbesondere reduziert sich
die Frage, ob H auf L? fortsetzbar ist auf die Frage, ob F(h) mit einer L*°-Funktion identifiziert
werden kann.

Berechnen wir also die Fouriertransformation von h

(F(h), ) = W(F

()
Cpt [ Z0,,
™ JR Y
1 1 .
= lim / f/go x)e” Y drdy
<6H0+ e<lyl ¥ Jr ( )
lim // l<,0(a:)6727”‘zy dydz
=0+ Jg e<lyl Y
= hm/ / fsm (2rxy) dydx | .
<e~>0+ <yl Y y) 4 )

sin(y)
Yy

3|

3|

Wegen der Integrierbarkeit von sieht man leicht, dass

L =sgn(z)p(x lsin T
belw) = p(z) /<y|ys1n<2my> dy = sen(z)p(z) / ) dy

erstens punktweise fir € R gegen o(z fR = sin(2wzy) konvergiert und

sin(t)
9l < (2&% L ) o
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beschrénkt ist durch eine integrierbare Funktion. Folglich erhalten wir also mit dem Satz der
dominierten Konvergenz und Tatsache, dass fR %dy =7 gilt:

(F(h), ) = —% ( /R o(2) /R isin(Zﬂ'xy) dyda:) _ ( /R (=i sgn(x))gp(m)dm).

Wir haben damit gezeigt, dass F(h) mit —i sgn € L™ identifiziert werden kann. Also ldsst sich
H auf L? stetig fortsetzen. Es gilt auflerdem nicht nur ||H|| = || F(h)|,, = 1, sondern auch fiir
P, P ES:

(Ho, H) 2 = (F(Hep), F(HY)) L2 = (—isgn F(p), —isgn F(¢)) 2 = (F(¢), F(¢)) L2 = (@, )2

loo

D.h. insbesondere ist H ein unitirer Operator auf L2
Bemerkung 8. e Mit ein bisschen komplexer Analysis kann man zeigen, dass H sogar stetig
auf LP fortsetzbar ist fiir 1 < p < co. Siehe z.B. Kapitel 7.2 von [1].

o Lineare, translationsinvariante Operatoren (nicht notwendigerweise beschrénkt) und ihre
Multiplikatoren sind vor allem interessant in der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren.
Fiir Interessierte wird auf Kapitel 6 in [2] verwiesen.
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