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1 Vorwort

In dieser Arbeit werden der Satz von Orlicz-Pettis und viele der zugrundeliegenden Resul-
tate aus der Funktionalanalysis hergeleitet.

Zunichst werden unbedingte Konvergenz und Teilreihenkonvergenz eingefiithrt, um den Satz
von Orlicz-Pettis formulieren zu kénnen. Dabei werden wir unter anderem die Aquivalenz
von unbedingter und absoluter Konvergenz in CN sowie die Aquivalenz von Teilreihenkon-
vergenz und unbedingter Konvergenz in Banachrdumen zeigen.

Im Kapitel 2 beweisen wir, dass schwach kompakte Teilmengen eines normierten Raumes
auch schwach folgenkompakt sind. Zusammen mit dem Satz von Schur den wir direkt im
Anschluss herleiten, erhalten wir die Aquivalenz zwischen schwacher Kompaktheit und
Normkompaktheit in £'. Dies ist ein zentrales Resultat fiir den Beweis von Orlicz-Pettis.
Anschlielend werden schwache Kompaktheit und Normkompaktheit von Operatoren be-
handelt. Als Vorarbeit beweisen wir den Satz von Arzela-Ascoli, iiber den wir den Satz
von Schauder herleiten. Dieser beschreibt die Aquivalenz zwischen Normkompaktheit eines
Operators und der Normkompaktheit seines dualen Operators. Im Anschluss wird der Satz
von Gantmacher bewiesen, der das Analogon fiir schwache Kompaktheit von Operatoren
darstellt. Diese beiden Sitze liefern in Kombination mit dem Satz von Schur die Aquivalenz
zwischen Normkompaktheit und schwacher Kompaktheit fiir Operatoren auf cg.

Danach fithren wir WUC-Reihen ein, die in engem Zusammenhang mit der Beschréinktheit
von Operatoren auf ¢y stehen und kommen anschlieend zum eigentlichen Beweis von
Orlicz-Pettis. Zum Schluss werden noch schwach vollstdndige Banachrdume behandelt und
der Satz von Orlicz-Pettis auf diesen verschérft.

In dieser Arbeit betrachten wir nur Vektorrdume iiber C, wenngleich alle Ergebnisse analog
fiir Vektorrdume iiber R gelten.



2 Reihenkonvergenz

Die unbedingte Reihenkonvergenz, die im Folgenden definiert wird, unterscheidet sich
grundlegend von der herkémmlichen Konvergenz einer Reihe ) 7 | z,, welche die Kon-
vergenz der Partialsummen (Zivzl xn) NeN bedeutet. Unbedingte Konvergenz geht im Ge-
gensatz dazu nicht von einer Ordnung der Indexmenge aus und basiert stattdessen auf
Netze, die in | , Kapitel 5.3] behandelt werden.

Definition 2.1. Fiir einen topologischen Vektorraum (X, T) und (x;)ic; € X notieren wir
mit Y ;i einerseits das Netz (D 4 %i) ace(ry, wobei E(I) :={A C I:|A] < oo} durch
Mengeninklusion geordnet ist. Andererseits auch dessen Grenzwert, sofern das Netz kon-
vergiert, in welchem Fall man ), ; x; als (unbedingt) konvergent bezeichnet. Wir nennen
Y icr i zudem (unbedingt) absolut konvergent wenn ), ; ||xi|| konvergiert.

Aus der unbedingten Konvergenz von ) #n folgt unmittelbar fiir beliebige Permutatio-
nen o auf N die Konvergenz der Teilfolge (Znea({l,...,N}) Tn)NeN, also von Y % | o).

Als monoton wachsendes Netz ist ) ||| hingegen genau dann unbedingt konvergent,
Wenn Supscew) 2 nea l|Tnll < +o00. Analog ist Y% |z, absolut konvergent genau dann

WEII Sup yeN 25:1 [#n]l < 400. Wegen SUD Acg(N) > oneallTnll = supyen 25:1 [#n |, sind
absolute Konvergenz von ) 2, und > | 2, dquivalent.

Fiir einen metrischen Raum (Y, d) und eine gerichtete Menge (.J, <) nennt man (y;);es € Y’/
ein Cauchynetz, wenn

Ve > 03jo € JVj1,J2 = jo : d(Yjs Yj1) < €
Daraus folgt unmittelbar
Ve > 03jo € JYj = jo : d(y;,5) < e

Aus dieser Bedingung ldsst sich wiederum fiir beliebiges € > 0 ein jp € J wéhlen mit
d(y;,vy5,) < § fiir alle j = jo, wodurch d(y;,, %) < d(Yjs.Yj,) + d(yj,,yj,) < € fiir alle
J2,J1 = jo gilt. Beide Bedingungen sind also dquivalent, insbesondere erfiillt (3 ;. 4 i) ace(n)
genau dann die Cauchybedingung, wenn

Ve > 034g € EINWAEEI) : AD Ag= || Y wi— Y il = Y wal <
i€A i€Ag i€A\Ag
beziehungsweise
Ve > 034p € EINVAE€EI) : ANAg=0=||) il <e
i€A
Analog zu Folgen erfiillen konvergente Netze stets die Cauchybedingung und Cauchynetze
in vollstdndigen metrischen Rdumen sind auch immer konvergent. Fiir Beweise sei wieder

auf | , Lemma 5.3.11] verwiesen.
Folgendes Ergebnis diirfte fiir herkommliche Reihen bekannt sein.



2 Reihenkonvergenz

Proposition 2.2. In einem Banachraum (X, | - ||) ist jede absolut konvergente Reihe
Y icr Ti auch unbedingt konvergent.

Beweis. Fiir absolut konvergentes ) . ;x; erfiillt >, |lz;|| die Cauchybedingung. Fiir
beliebiges ¢ > 0 lasst sich also Ag € E(I) mit || Y ;e il < D ez < e fiir alle
Ae&),ANn Ay = 0, wihlen. Somit ist ) ,.; x; ein Cauchynetz in einem vollstéindigen
metrischen Raum und infolge unbedingt konvergent. O

Proposition 2.3. Fir Banachriume (X, || -||) und (x;)ier € X7 folgt aus der Konvergenz
von Y crx; die Konvergenz von ), ;x; fir alle J C I.

Beweis. Ist ), ; x; konvergent, so erfiillt sie die Cauchybedingung. Fiir beliebiges ¢ > 0
existiert also ein Ay € £(I) derart, dass || > ,cq2i]| < € fir A € E(I) mit AN Ay =0
und daher fiir A € £(J) mit AN (AgNJ) = 0. Folglich ist ). ; z; ein Cauchynetz und in
weiterer Folge unbedingt konvergent. O

Satz 2.4. Fiir (z;)icr € (CV)! sind unbedingte Konvergenz und absolute Konvergenz von
Y icr Ti dquivalent.

Beweis. Dass absolute Konvergenz die unbedingte impliziert, wissen wir bereits aus Pro-
position 2.2.

Fiir die andere Richtung beobachten wir einerseits, dass Projektion auf eine Komponente
sowie Im und Re stetige lineare Abbildungen sind, wodurch die unbedingte Konvergenz
von ) .. x; ebendiese fiir ), ; Re 2;, und ), ;Im x;, fiir alle n < N impliziert. Ande-
rerseits ist es wegen Y g [|zi]| < SN > icr IRe ;5| 4 [Im 2; | hinreichend, die absolute
Konvergenz von ) ..;Re x;, und » ;. Im x;, fiir alle n < N zu zeigen. Also reicht, es
die Implikation fiir reellwertige Reihen zu zeigen.

Fiir (a;)ic; € R! derart, dass > icr @i unbedingt konvergiert, definieren wir die beiden
Mengen I* = {i € I : a; = 0}, sowie ] = max{0,a;} und a; = min{0,a;}. Nach
Proposition 2.3 sind ), ;+ a; unbedingt konvergent. Infolge konvergieren deren Teilnetze

Z“z‘i = (Zaii)Aesu) = ( Z “i)Aeg(I)

i€l i€A i€ANI*
und in weiterer Folge auch >, |ai| = > /(@ — a;). O
Satz 2.4 gilt auch allgemeiner fiir endlichdimensionale normierte Rédume (X, || - ||), da diese
topologisch und algebraisch isomorph zu C#™ X sind, siehe | , Satz 2.2.1]. An dieser

Stelle sei aber betont, dass diese Aquivalenz keinesfalls fiir alle Banachriume zutrifft.

Wir werden im Weiteren nur Reihen iiber N betrachten. Es sei angemerkt, dass dies kei-
ne wirkliche Finschréinkung fiir die Analyse unbedingter Konvergenz ist, da unbedingt
konvergente Reihen ). ; z; insbesondere Cauchynetze sind, wodurch fiir jedes n € N ein
E, € E(I) existiert mit [|z;]| = || e g, 051 @i — 2ien, il < L fiir alle j € I\ E,, Fiir jedes
j € I,x; # 0 existiert nun n € N mit ||z;| > 1, also z; € E,. Der Triiger {i € I : z; # 0}
ist also Teilmenge von |J,,cy £y und folglich abzéhlbar, ldsst sich also mit N identifizieren.



2 Reihenkonvergenz

Definition 2.5. Ist (X, T) ein topologischer Vektorraum und (z,)nen € XY, s0 nennen wir
>oo2 | @y teilreihenkonvergent, wenn fir alle Teilfolgen (xy, )ken die dazugehorige Teilreihe
Y hey Tn, konvergiert.

Proposition 2.6. Fiir Banachriume (X, ||-||) und (z,)neny € XY ist Teilreihenkonvergenz
von Y o7 &y, dquivalent zur unbedingten Konvergenz von > neN Tn-

Beweis. Aus der unbedingten Konvergenz von ) | 2, folgt gemafl Proposition 2.3 fiir jede
Teilfolge (xn, )ren die Konvergenz von ) {np:ken} Tn und in weiterer Folge die Konvergenz
dessen Teilfolge Y37 Zp, .

Wir zeigen die Riickrichtung durch Kontraposition. Dazu sei )y, nicht konvergent,
weshalb die Cauchybedingung nicht erfiillt ist. Also existiert ein € > 0 mit

VAo € EMN)TACEN): ANAg=0A D x| > &
neA

Wir definieren By = () und wihlen rekursiv Byy1 mit Byy1 N {1,...,max B, } = 0, also
Bpn41 > max By, und || anBNH Zn|| > €. Setzt man My := ngl By, N € NU{oo}, und
bezeichnet (ny)nen die streng monoton wachsende Abzidhlung von M, so gilt

|MN 1] |Mn|
DTS DN B BB =
k=1 k=1 nEBN 41
weshalb Y77 |, nicht konvergieren kann. O

Nach Satz 2.4 und Proposition 2.6 sind Teilreihenkonvergenz und absolute Konvergenz
dquivalent in CN.

Definition 2.7 (¢7, ¢y & cop). Wir definieren

o0 oo 1

= {(an);Z; € CV ) anlP < 400}, pE[li00),  allp = (D lanP)?, a €,
n=1 n=1

0 = {(by)22; € CV : sup |by| < +ool, |16lloo := sup |by|, b€ £,
neN neN

co = {(a,), e CV: le a, = 0},

coo := {(an)>,; € CNV: 3N e NVn > N : a,, = 0}.
In all diesen Rdumen notiert e, = (8 1)ne1, k € N, die sogenannte Standardbasis.

Wie sich elementar nachweisen lisst, sind (¢7, || - ||,) fiir p € [1; 00| normierte Vektorrdume
und cgg < ¢g < £°°.

Wir sammeln einige niitzliche Eigenschaften dieser Rdume, auf die wir beim den Beweis vom
Satz von Orlicz-Pettis zuriickgreifen werden. Sollte dem Leser der Begriff der LP-Rédume,
(LYY = L* fiir o-additive Mafle und der Satz von Riesz-Markov bekannt sein, ergeben
sich die Unterpunkte (3) und (4) durch Wahl des Z&hlmafles beziehungsweise der diskreten
Topologie.



2 Reihenkonvergenz

Proposition 2.8. Folgende Aussagen treffen auf die in Definition 2.7 eingefiihrten Rdume
2U.

1. Fir a € co konvergiert ) . anen unbedingt gegen a in der Norm.
Fiir a € ' konvergiert Y nen Unen unbedingt gegen a in der Norm.
Lilh = (o) a s (e D00%  ancy) ist ein isometrischen Isomorphismus.

K0 = (1) b (a— Y00 byay) ist ein isometrischen Isomorphismus.

Cro o e

Fiir b € £>° konvergiert ), -y bnen schwach® unbedingt gegen b.

6. co = coglllle

7. 4% = span {1y : M C N}Moo

Beweis. 1: Fiir a € ¢y existiert zu beliebigem ¢ > 0 ein N € N mit a, < ¢ fiir alle n > N,
wodurch [ja — >, - 4 @nepllee < € fiir alle A D {1,..., N — 1}.

2: Ist a € (', so existiert zu jedem € > 0 ein N € N mit Yominlan| < e Fir A D
{1,..,N — 1} folgt [la — >, caanenllt < Xopinlan| <e.

3: Wegen Y o7, |ancy| < |lall1]lc|l« fiir @ € £* und ¢ € ¢q ist >0 anc, absolut konvergent
und ¢ somit wohldefiniert, wobei |c(a)c| < |lall1]|¢]|co- Also ist das offenbar lineare ¢ eine
Kontraktion. Fiir f € (¢g)’ gilt weiters

Stial=s ¥ Aal=mr( 2 Ul )<y,
n=1 n

EN <N, f(en)#0 NEN N\, <N fens0

wodurch (fe,)%; € ¢! mit ||(fen)2|l1 < ||f|| und wegen vorigem Unterpunkt

L((fen)nzr)e = Z fen)en = chen = fe,c € ¢,
n=1

also f = 1((fen)22;). Folglich ist ¢ surjektiv und fiir a € ¢ erhalten wir mit f = ¢(a)

lally = [[(«(@)en)nZ [l < fle(a) [l < lafls-

4: Analog zu (3) ist x ein wohldefinierter Homomorphismus mit ||| < 1. Es gilt auch
Spnen [fenl < IF] fix f € (), also (fea)iy € £ mit [(fen)iylloe < [If] und
k((fen)Sy)a=>2°, fena, = fa fiir a € €', woraus sich wieder Surjektivitéit und Isome-
trie ergeben.

5: Fiir b € > und a € ¢! ist limgeg(n) (@, 5(3 4 bn€n)) = D en anbn absolut konvergent,
wie wir bereits gesehen haben.

6: Aus (1) folgt unmittelbar ¢y < Zooll'lee. Fiir a € eggllll ldsst sich zu jedem e > 0 ein
¢ € cop mit ||a — ¢|loc < € wihlen, fiir welches wiederum ein N € N mit ¢, = 0 fiir alle
n > N existiert. Infolge ist |a,| = |an — ¢cn] < ||a — ¢||oo < € fiir n > N, also a € ¢p. Also
ailt co = g e,



2 Reihenkonvergenz

7: Fiir b € £° N [0;00)Y und beliebiges N € N liefert
My = {n € N s K[bllow < Nby < (k+ D)lblnc}, b =0, .., N,
eine disjunkte Uberdeckung von N und wir erhalten

NI 1, Io|]
1= == hanlloo = 1 DD (VB = Elblloo) Lag oo < P53,
k=0 k=0

wodurch £ N[0, 00)N C span {1, : M C N}‘H'Oo und weiter

0> = span (£ N [0,00)N) = span {1, : M C N}H'”w.
O

Es gilt also (cg)’ = ¢! und (¢')" =2 ¢°°. Insbesondere sind ¢! und £ vollstindig und ¢y als
abgeschlossener Unterraum von > ebenso. In Zukunft werden wir Elemente a € ¢! und
b € {>° automatisch mit ¢(a) beziehungsweise (b) identifizieren.

Fiir a € ¢o \ ¢!, wie zum Beispiel a = (1)%2,, konvergiert auBerdem Y,y ane, unbe-
dingt, aber nicht absolut. Schon dieses einfache Beispiel demonstriert, dass in unendlich

dimensionalen Banachrdumen die unbedingte Konvergenz nicht mehr die absolute bedingt.



3 Folgenkompaktheit und Satz von Schur

Im Weiteren wird grundlegendes Wissen iiber Funktionalanalysis vorausgesetzt, wie der
Satz von Banach-Steinhaus, Hahn-Banach, Goldstine und Banach-Alaoglu. Diese kénnen
in [ | nachgelesen werden. Auch basieren die folgenden Ergebnisse und Beweise auf
[ , Kapitel 5.7]

Definition 3.1 (Folgenkompaktheit, Metrisierbarkeit & Separabilitét). Wir nennen einen
topologischen Raum (K, T) folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine in K konvergente
Teilfolge besitzt. Weiters nennen wir thn metrisierbar, wenn eine Metrik auf K existiert,
die T induziert, und separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt.

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst herleiten, dass alle schwach kompakten Teilmen-
gen normierter Rdume auch folgenkompakt beziiglich der schwachen Topologie sind. Fiir
metrische Rdume sind Folgenkompaktheit und Kompaktheit bekanntlich &dquivalent, sie-
he [ , Satz 12.13.3]. Es ist also naheliegend, eine Metrisierung der Restriktion der
schwachen Topologie auf das Kompaktum zu konstruieren. Folgendes Lemma liefert die
Grundlage hierfiir.

Lemma 3.2. Kompakte topologische Riume (K, T) mit punktetrennender Familie (fn)nen €
C(K)N sind metrisierbar.

Beweis. Definiere d : K x K — [0,00) durch d(z,y) = Y 7, W Sichtlich ist d

wohldefiniert, symmetrisch und, da (f,)nen punktetrennend ist, gilt auch d(z,y) > 0 fur
x # y. Die Dreiecksungleichung ergibt sich aus

fn(2) = ful@ [fn(2) = @)+ 1fn(y) — fulz)] _
) Z 2"llanoo Z 2n”anoo = d(z,y) +d(y, 2).

n=1

Somit ist d eine Metrik und als absolut konvergente Reihe in (C(K x K), | - |loo), Wobei
K x K mit T x T versehen ist, wieder stetig. Insbesondere ist d, : K — R definiert durch
d.(y) = d(z,y) fiir alle z € K stetig. Bezeichnet UZ(0) die offene e-Kugel um x beziiglich
der Metrik d und 73 die durch d induzierte Topologie, so gilt Ud(x) = d;'((—o00,e)) € T
und daher 73 C 7. Infolge bildet idx das Kompaktum (K, T) stetig in den Hausdorff-Raum
(K,73) ab und ist somit ein Homéomorphismus, weshalb T3 = 7. O

Wir werden hiufig die Folgerung | , Korollar 5.2.4] aus dem Satz von Hahn-Banach
anwenden. Unterpunkt (i) von diesem besagt, dass fiir einen normierten Raum (X, || - [|)
und z € X ein 2/ € X’ mit 2’z = [|z|| existiert. Fiir einen Unterraum Y < X und ein
Funktional ¢ € Y/ hat Unterpunkt (ii) die Existenz einer Fortsetzung 2’ € X',y = 2/ |y
mit ||z|| = ||ly|| zum Inhalt.



3 Folgenkompaktheit und Satz von Schur

Satz 3.3. In separablen normierten Vektorrdumen (X, ||-||) sind schwach kompakte Mengen
K C X schwach metrisierbar.

Beweis. Sei (7,)nen € XN so, dass {z,|n € N} dicht in X beziiglich der Normtopologie
liegt, und wihle nach | , Korollar 5.2.4(i)] 2/, € K{¥'(0) mit 2,2, = ||z,]|. Fiir # € X
gilt sup,en |2,2] < suppen |2 |||z]| = [|z]| und fir y, 2 € X in weiterer Folge

sup [a, 2| — sup |27,y| < sup |2f,2| — |2f,y| < sup |af,(z — )| <[]z -y

neN neN neN neN
und aus Symmetriegriinden sogar |sup,,cy |25z — sup,ey [2,y|| < ||z — yl|. Die Funktion
T — sup,cy |z, 2| ist daher stetig beziiglich der Norm und stimmt wegen

ekl = lehar| < sup |ay,zp| < k]
neN
fir k¥ € N auf der dichten Teilmenge {x,|n € N} sogar mit der Norm {iberein, wodurch
SUppen |2,z| = ||z|| aus Stetigkeitsgriinden fiir alle € X gilt. Insbesondere agiert (z/,)nen
punktetrennend auf X und (2}, |k )nen infolge punktetrennend auf K, welches nach Lemma
3.2 somit schwach metrisierbar ist. O

Wie sich beispielsweise aus | , Korollar 12.5.3] ergibt, ist die Restriktion der schwachen
Topologie eines normierten Raumes (X, || - ||) auf einen Unterraum Y < X genau die
Initialtopologie beziiglich der 2’ |y, 2’ € X'. Klarerweise ist 2’ [y € Y’ fiir 2/ € X’. Nach
[ , Korollar 5.2.4(ii)] existiert weiters zu jedem y' € Y’ ein 2’ € X' mit 3y = 2/ |y.
Die Restriktion der schwachen Topologie von X auf Y ist folglich nichts Weiteres als die
schwache Topologie von Y.

Eine weitere niitzliche Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach, die wir fortan verwenden
werden, ist | , Satz 5.3.8], wonach insbesondere fiir konvexe Teilmengen normierter
R#Aume der schwache Abschluss dem Normabschluss entspricht.

Korollar 3.4. Fiir einen normierten Raum (X, || -||) sind schwach kompakte Teilmengen
K C X schwach folgenkompakt.

Beweis. Fiir beliebiges (2,,)neny € KN bildet (span {z,|n € N}, || - ||) wegen

< I
span {z,|n € N}M ={ Z antn|(an)3y € coo N (QN +iQN)} |

n=1

einen separabler Banachraum. Weiters ist span {x,|n € N}'l'” nach [ , Satz 5.3.8]

I N K schwach kompakt beziiglich der
I

schwach abgeschlossen und damit span {z,|n € N}

Restriktion der schwachen Topologie von X auf span {x,|n € N} ', also der schwachen

Topologie auf span {zy|n € N}M. Nach Satz 3.3 ist span {z,|n € N}”'H N K schwach me-
trisierbar, weshalb (z,,)nen eine in K schwach konvergente Teilfolge hat. ]

Definition 3.5 (Schur-Eigenschaft). Wir sagen, ein normierter Raum (X, || -||) erfillt die
Schur-Eigenschaft, wenn

V(Zn)nen e Xz e X, gx@xnwx



3 Folgenkompaktheit und Satz von Schur

Der Grund, wieso uns diese Eigenschaft hier interessiert, ist folgende Proposition.

Proposition 3.6. Erfillt ein normierter Raum (X, | -||) die Schur-Eigenschaft, so sind
fir K C X schwache Kompaktheit und Normkompaktheit dquivalent.

Beweis. Da die Normtopologie feiner ist, folgt aus der Normkompaktheit von K unmittel-
bar die schwache Kompaktheit.

Ist umgekehrt K schwach kompakt, so ist K nach Korollar 3.4 auch schwach folgenkompakt.
Jede Folge in K besitzt daher eine in K schwach konvergente Teilfolge, die gemé&fl der
Schur-Eigenschaft sogar in der Norm konvergiert. Infolge ist K folgenkompakt beziiglich
der Norm, also normkompakt. ]

Satz 3.7 (Satz von Schur). Der Raum (' erfiillt die Schur Eigenschaft. Insbesondere sind
schwache Kompaktheit und Normkompaktheit fir Teilmengen von €' dquivalent.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass (a,)nen € (£1)Y schwach aber nicht normkonvergent
ist. Durch Abziehen des schwachen Grenzwertes von der Folge und Ubergang zu einer
Teilfolge kénnen wir sogar a,, — 0 und |ja,|| > 5e fiir ein gewisses € > 0 annehmen. Wir
definieren rekursiv zwei Folgen (my)ken, und (ng)ken, durch mg, ng = 0 und die Wahl von
N1 > ng mit Y0 |an, ) = D00 (ang,,,€5)] < e, was moglich ist wegen a, %0,
sowie my41 > my mit Z;imkHH |y 5] < €, was wegen any1 € ¢! moglich ist, womit

TN {0 +1,...ompe g1 Y @nain |11 < 2€ il alle k € N. Definieren wir zusétzlich b € K{™(0) durch

Any ,j

) {a"’@’j', wobei k € N mit my_1 < j < my, falls a,, ; # 0,
j =

0, sonst,

so folgt fiir alle k € N

My

<a’”k’ b) = Z |a’”k7j‘ + <]1N\{mk—1+17---7mk}a‘nk’b>
Jj=mp_1+1

2llang 1 = g 4+1,mi s @ 1= T gmg 1, gy ang 1 [Blloo 2> €

also (an,b) - 0, was der schwachen Konvergenz gegen 0 widerspricht. O



4 Kompakte Operatoren

Im Weiteren verwenden wir fiir normierte Rdume (X, | - ||) die sogenannte kanonische
Einbettung ¢y : X — X" definiert durch «(x)z’ = 2’z fir x € X und 2’ € X’. Sie weist also
jedem Element in X das zugehorige Auswertungsfunktional zu. tx : X — ¢x(X) ist ein

isometrischer Isomorphismus beziiglich || - || und der Operatornorm auf X” und zudem ein
schwach-schwach® Hombomorphismus, siehe | , Lemma 5.5.2 & Bemerkung 5.5.3].
Zu einem beschrinkten Operator T : X — Y wird durch 77 : Y’ — X' ¢/ — ¢/ o T der
duale Operator definiert. Nach | , Korollar 5.2.4(i)] gilt
17|l = sup (2, T'y)| = sup [(Tz,y)l = sup |Tz|| =T,
2e KX (0),ye kY (0) 2e KX (0),yekY (0) 2€K{¥(0)

insbesondere ist 7" beschrénkt. Fiir den bidualen Operator gilt fiir alle x € X und v/ € Y’
<y/7 T//LX.T> = <x7 T/y/> = <y,7 LYT.%'>,

woraus 17”1y = 1y T folgt. Der biduale Operator lisst sich also in einem gewissen Sinn als
Fortsetzung des urspriinglichen Operators auf den Bidualraum interpretieren. Auflerdem
erhalten wir die schwach*-Stetigkeit von tx(z) o 7" = T"1xx = 1y (Tx) fiir alle x € X und
infolge die schwach*-schwach*-Stetigkeit von T".

Definition 4.1. Seien (X, || - ||) und (Y,|| - ||) zwei normierte Riume. Wir nennen ein
lineares T : X — Y normkompakt, wenn T(K{X(0)) relativ normkompakt ist und schwach
kompakt, wenn T(K3X(0)) relativ schwach kompakt ist.

Nach [ , Satz 5.3.8] gilt T(le(O))w = T(KIX(O))II.”. Da die Normkompaktheit die-

ser Menge sofort die Kompaktheit beziiglich der groberen schwachen Topologie impliziert,
zieht die Normkompaktheit eines Operators die schwache Kompaktheit nach sich. Diese
liefert wiederum die schwach* Kompaktheit und damit die punktweise Beschrinktheit von
asEr-aas— ) as-as— )
tyT(K3¥(0)) . Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist dann 1y T(K;X(0)) gleichmiBig

beschriinkt und wegen der Isometrieeigenschaft von ty auch T(K;*(0)) , wodurch T be-
schrankt ist.

Zunichst werden wir den Satz von Arzela-Ascoli behandeln, mit dessen Hilfe wir die
Aquivalenz der Normkompaktheit eines Operators und der Normkompaktheit seines dualen
Operators beweisen werden. Dieser beschreibt relative Kompaktheit von Teilmengen des
Funktionenraumes (C(K), || - ||«) fiir kompakte topologische Raume (K, 7)) iiber folgende
beiden Begriffe.

Definition 4.2. Fir einen topologischen Raum (X,T) bezeichnen wir F C C(X) als
gleichgradig stetig, wenn fir alle x € X und e > 0 eine Umgebung V' von = derart existiert,
dass f(V) C KE(f(x)) fiir alle f € F, und als punktweise beschrinkt, wenn fir alle x € X
die Menge {f(z) : f € F} beschrinkt ist.
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4 Kompakte Operatoren

Fiir folgende beiden Sétze, bedienen wir uns der Aquivalenz von Totalbeschrinktheit und
relativ Kompaktheit fiir Teilmengen vollsténdiger Rédume, siehe [ , Satz 12.13.3].

Satz 4.3 (Arzela-Ascoli). Fiir einen kompakten topologischen Raum (K,T) ist F C C(K)
genau dann relativ kompakt in (C(K), || - ||s), wenn F gleichgradig stetig und punktweise
beschrdnkt ist.

Beweis. Relativ kompakte F' sind auch beschrénkt beziiglich der Supremumsnorm, und
daher auch punktweise beschrankt. Weil F' totalbeschrénkt ist, gibt es zu beliebigem € > 0
Funktionen fi,..., fy mit F C ngl Kgu'”""(fn). Fiir jedes x € K und n < N lésst sich
gemiB der Stetigkeit eine Umgebung W,, von x mit f,(W,) € K&(f,(z)) wihlen, womit
auch W := ﬂgzl W, eine Umgebung von x ist. Schliellich existiert zu jedem f € F ein
n < Nmit f e KI'1™(f,), wodurch f(W) C fo(W) + KE(0) C K (fu(2)) C KS(f(2)).
Folglich ist F' auch gleichgradig stetig.

Ist hingegen F' gleichgradig stetig und punktweise beschrankt, so existiert fiir ein festes
e > 0 zu jedem x € K eine offene Umgebung V, mit f(V,) € KC(f(x)) fir alle f € F.
Dies liefert eine offene Uberdeckung U,ex Vo des Kompaktums K, wodurch ein endliches
E C K mit (J,cp Ve = K existiert. Da F' punktweise beschrankt ist, bildet {f [g: f € F'}
eine beschrinkte Teilmenge von C¥, die nach dem Satz von Heine-Borel relativ kompakt
beziehungsweise totalbeschrénkt ist. Folglich lassen sich fi, ..., fy € Fmit {f [g: f € F} C
Uﬁ;l KéCE(fn Ir) wihlen. Also existiert zu jedem f € F einn < N mit f [g€ KécE (fnlE)
und zu jedem z € K ein y € £ mit x € V}, wodurch

f(@) € f(Vy) SKE(f 1 (1) € K5o(fa 1B (1) € K5 (fal2)).

Wir erhalten f € Kzl,,l;”m(fn) und in weiterer Folge F' C Uf:le Kgg”c"’(fn). Somit ist F

totalbeschrankt. I
Satz 4.4 (Satz von Schauder). Fiir einen normierten Raum (X, || - ||) und einen Banach-
raum (Y,|| - ||) ist die Normkompaktheit eines Operators T : X — Y dquivalent zur Norm-

kompaktheit von T'.

Beweis. Ist T normkompakt, so definieren wir K := T'(K;* (0))”.“. Fiir den linearen Opera-
tor @ : Y — C(K),y — v |k, wobei K mit der Restriktion der Normtopologie versehen
ist, gilt

Ty = sup [(Tz,y)|= sup [y, y)| =sup |y Tk yl = PV |-
z€K{X(0) yeT (KX (0)) yekK

Folglich wird durch «(®y’) := T’y eine lineare und isometrische Bijektion ¢+ : ran ® —
ran T’ definiert. Klarerweise ist ®(K)" (0)) gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt
und, als Folge von Satz 4.3, totalbeschrinkt. T/(K"(0)) = (®(K:X(0)) ist als Bild unter
der isometrischen Abbildung ebenso totalbeschrinkt. Als Teilmenge eines vollstdndigen
metrischen Raumes ist diese auch relativ kompakt.

Ist 7' normkompakt, so auch 7" und folglich 1y T(K3X(0)) = T"1x (K;*(0)) totalbeschriinkt.
Wegen der Isometrieeigenschaft von ty ist T(K3X(0)) totalbeschriinkt im Banachraum Y
und somit relativ kompakt. O
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4 Kompakte Operatoren

Satz 4.5 (Satz von Gantmacher). Fir einen normierten Raum (X, ||-||), einen Banachraum
(Y, || - ||) und einen beschrinkten Operator T : X — Y sind folgende Aussagen dquivalent.

1. ran T" C ran 1y .
2. T ist schwach kompakt.
3. T' ist schwach kompakt.

v, Lw
Beweis. 2 = 1 : Fiir schwach kompaktes T ist ty T(K;X(0)) in Y schwach* abgeschlossen,
daty 1 Y — 1y (Y) ein schwach-schwach*-Homéomorphismus ist. Dies liefert mit dem Satz
von Goldstine und der schwach*-schwach*-Stetigkeit von 7"

*

T'(KX"(0) = T"ix (KX(0))" € Tux (KX (0)" = T(KX(0))" € oy T(KF(0))".

Daraus erhalten wir ran 7" = span 7" (KX (0)) C ran ty.

1 = 3 :Im Fall ran T” C ran vy liegt 2" o T' = T"2" fiir alle 2" € X" in ran ¢y und
ist daher schwach* stetig, wodurch T schwach*-schwach stetig ist. Da K} (0) geméB dem
Satz von Banach-Alaoglu schwach* kompakt ist, ergibt dies die schwache Kompaktheit von
T(KY'(0)).

3 = 2 : Fiir schwach kompaktes 7" ist T” nach den beiden vorherigen Beweisschritten
schwach kompakt.

Weiters ist WH |

" als abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndig metrischen Raumes

auch vollsténdig, genauso wie LyT(le(O))H.”. Insbesondere ist LyT(KlX(O))”.” normabge-

schlossen und nach [ , Satz 5.3.8] sogar schwach abgeschlossen. Wegen

W TEEO) T (EF )" = T (ko))" c ¥ o))" = T (KE ()"

ist .y T(KiX (0))H.” schwach abgeschlossene Teilmenge einer schwach kompakten Menge und
daher schwach* kompakt. Aufgrund der schwach-schwach* Homoomorphie von ty : Y —
(V) st TEX(0)" = T(KX(0) schwach kompakt. 0

Korollar 4.6. Fir Banachriume (X, || -||) und beschrinkte Operatoren T : co — X sind
schwache Kompaktheit und Normkompaktheit dquivalent.

Beweis. Fiir einen beschrinkten Operator T : cg — X ist nach Satz 4.5 die schwache
Kompaktheit von T dquivalent zur schwachen Kompaktheit von T”. Als Operator nach
(co)’ = ¢! hinein ist die schwache Kompaktheit von 77 gemif Satz 3.7 Aquivalent zur
Normkompaktheit von T”, die geméf Satz 4.4 wiederum #quivalent zur Normkompaktheit
von T ist. O
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5 Satz von Orlicz-Pettis

Definition 5.1 (WUC-Reihe). Fiir einen Banachraum X und (z,)neny € X nennen
wir Y, cn Tn WUC ("weakly unconditionally Cauchy”), wenn Y-, oy @'y fir alle o' € X'
unbedingt konvergiert.

WUC-Reihen ) 2, konvergieren nicht notwendigerweise schwach, da kein z € X mit
' =3 oy Tn, 2" € X' existieren muss. In ¢ ist beispielsweise ) -y e, zwar WUC aber
nicht schwach konvergent.

Folgendes Lemma gibt diesem neuen Begriff im Zusammenhang mit dem Satz von Orlicz-
Pettis Bedeutung.

Lemma 5.2. Fir einen Banachraum (X, | - ||) und (xp)nen € XY impliziert schwache
Teilreihenkonvergenz von 7 | &y, dass Y, . xn WUC ist.

Beweis. Fiir schwach teilreihenkonvergentes > 7 | @, ist > - | 2z, fiir jedes 2’ € X' teil-
reihenkonvergent und nach Proposition 2.6 > _ #'z, unbedingt konvergent. O

Proposition 5.3. Sei (X, || - ||) ein Banachraum und (z,,)52, € XN. > @y ist genau
dann WUC, wenn ein beschrinkter Operator T : cg — X mit Te, = x,,n € N, existiert.
Fiir diesen gilt Ta = Y, oy anTn @m Sinne der unbedingten Normkonvergenz und T'x' =
((Xn, ")) nen. Insbesondere ist ein solches T eindeutig.

Beweis. Sei ) .z, WUC und definiere T :coo = X,a > neN @nTn, Wobei cgo als

Teilraum von ¢y mit || - ||oc versehen ist. Dieser erfiillt fir 2/ € X’ und a € K{*°(0)
s (Fa)a = (3 tnim2) = 3t m 27) = (@, (s Dctt) < (2" hmetln.
neN neN

Folglich ist ¢ xT(K{(0)) eine punktweise beschriinkte Menge von Funktionalen. Nach dem
Satz von Banach-Steinhaus ist diese dann gleichméBig beschriinkt, weshalb sich T' als be-
schréankt herausstellt. Da cog dicht in ¢ liegt, kann T stetig zu einem Operator T auf c¢g
fortgesetzt werden und dieser erfiillt Te,, = x,,,n € N.

Existiert hingegen ein derartiger beschrankter Operator 7', so gilt nach Proposition 2.8 fiir

alle a € ¢y
Ta= T( Z anen) = Z aple, = Z Ap Ty

neN neN neN
und infolge fiir alle 2/ € X'
{a, T'2") = <Z AnTp, @) = Z an (T, z').
neN neN
Insbesondere haben wir {e,, T"z') = (z,,2") und wegen (co)’ = ¢! muss ((z,2"))nen € £*.
Damit ist einerseits > 2, WUC und andererseits (a,7'z') = (a, ((zn,2'))nen), also
T'z = ((xn, ') nen- O
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5 Satz von Orlicz-Pettis

Der folgende Beweis ist groBtenteils aus [ , Theorem 2.4.14].

Satz 5.4 (Satz von Orlicz-Pettis). Fiir Banachriume (X, - ||) und (zn)neny € XV sind
folgende Aussagen dquivalent.

1. Y7 | xy ist schwach teilreihenkonvergent.

2.T :co — X,a = Y cnan®y ist wohldefiniert im Sinne der unbedingten Normkon-
vergenz, beschrinkt und erfillt ran T" C ran vx.

3. Fiir a € £ konvergiert ), .\ anZyn unbedingt in der Norm.
4. D nen Tn konvergiert unbedingt in der Norm.

Beweis. 1 = 2: Ein schwach teilreihenkonvergentes > > | x,, ist nach Lemma 5.2 auch

WUC und nach Proposition 5.3 ist 7" wohldefiniert und beschrinkt. Fiir beliebiges M C N
wihle man die streng monoton wachsende Abzihlung (nk)Lj\i‘l, wodurch ZLA;[; Ty, VOraus-
setzungsgeméfl schwach konvergiert. Einerseits konvergiert dann Zlkj\;[‘l LX T, schwach* ge-
gen Ly Z'kj\;[‘l Zp, in X”. Andererseits konvergiert Z/‘rgj\ﬂ Leg€n,, Nach Proposition 2.8 schwach*

in £>° = (/1) =2 (¢)"” gegen 1,7, wodurch

|M| |M]| |M]|
7 /!
T 1y = ZT Leg€ny = ZLXTenk = E LX Tn,,
k=1 k=1 k=1
. M . .
und zwar schwach®. Also erhalten wir 7”1 = tx Z',f:‘l Ty, € ran ty. Definieren wir

E := {1p : M C N}, so gilt nach Proposition 2.8 und wegen der Vollstandigkeit von
ran tx = X

ran 7" = T"span EH'||C>o C span T”E”'|| C span ran ix 'l = ran v x.

2 = 3: Ist T wohldefiniert und beschrinkt, so folgt aus ran 7" C ran tx gemifl Satz 4.5

die schwache Kompaktheit und nach Korollar 4.6 dann die Normkompaktheit von T'. Fiir
a € 0> liefert uns Satz 4.4 die Normkompaktheit von K := T”KﬁZ]OO(O)”.H.
Weil } o @nte,€n nach Proposition 2.8 schwach* gegen a konvergiert, haben wir ebenfalls

im schwach* Sinne

T'a = g anT”Lcoen: g antxTe, = g Al X Ty

neN neN neN
AuBerdem gilt || D=, 24 antegenlloo < ||a|oo fiir jedes A € £(N), wodurch

Z Anlx Ty = (Z a”LX:E”)Aeg(N) = (1"( Z anLCOGn))AES(N)

neN neA neA

ein konvergentes Netz in (K, Ty« [k) ist, wobei Ty die schwach* Topologie bezeichnet.
Zudem sei 7| die Normtopologie. idx bildet dann eine stetige Funktion vom kompakten
(K, 7). k) in den hausdorffschen Raum (K, Ty« [k ) und ist infolge ein Hom6omorphismus.
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5 Satz von Orlicz-Pettis

Wir erhalten 7y [K= ’m.” [k, weshalb ZneN anlx Ty sogar beziiglich der Operatornorm
konvergiert. Gemé#fl der Isometrieeigenschaft von vx ist ) . @2y ebenso normkonvergent.
3 = 4: Dalfiir setze man einfach a = ly.

4 = 1: Nach Proposition 2.6 ist >~ ; @, sogar teilreihenkonvergent in der Norm. O

Definition 5.5. Fiir einen Banachraum (X, ||-||) nennen wir (x,)nen € XN eine schwache
Cauchyfolge, wenn (x'zy)nen fiir alle ' € X' konvergiert. Weiters nennen wir X schwach
vollstindig, wenn jede schwache Cauchyfolge schwach konvergiert.

Fiir solche Rdume kann Satz 5.4 nochmals verschirft werden. Ehe wir das zeigen, wollen
wir den Begriff dadurch motivieren, dass eine wichtige Klasse von Banachrdumen schwach
vollstandig ist.

Proposition 5.6. Jeder reflerive Banachraum (X, || - ||), d.h. Banachraum mit 1x(X) =
X", ist schwach vollstindig.

Beweis. Sei (x,)neny € XN eine beliebige schwache Cauchyfolge. t(x,,) ist punktweise kon-
vergent, da (tx ()2 )nen = (2'xn)nen fir alle 2/ € X'. Nach dem Satz von Banach-
Steinhaus liegt der Grenzwert im Bidualraum, ist also geméfl der Reflexivitdt von der

Form vx (z) fur ein x € X. Aus tx(zp) s vx (z) folgt schlieflich z, = . O

Korollar 5.7. Fiir schwach vollstindige Banachriume (X, ||-||) und (xn)nen € XY ist die
Reihe Y, o Tn genau dann WUC, wenn sie unbedingt in der Norm konvergiert.

Beweis. Dass unbedingte Normkonvergenz die WUC-Eigenschaft impliziert, gilt natiirlich
allgemein.

Ist >, cn®n andererseits eine WUC-Reihe, so konvergiert >"77, x'x,, fiir beliebige Teil-
folgen (xp, )gen und jedes ' € X’'. Gem#f der schwachen Vollsténdigkeit ist Y po; zp,
schwach konvergent und nach Satz 5.4 ist )y, somit normkonvergent. O

Korollar 5.8. Fiir schwach vollstindige Banachriume (X, | - ||) sind Beschrinktheit und
Normkompaktheit eines Operators T : cg — X dquivalent.

Beweis. Aus Normkompaktheit folgt immer die Beschranktheit.

Fiir beschrénktes 1" ist ), -y 7Te, nach Proposition 5.3 WUC und geméf Korollar 5.7
unbedingt konvergent in der Norm. Aus Satz 5.4 und Satz 4.5 erhalten wir schlieflich die
Normkompaktheit von T O

Zum Abschluss wollen wir noch eine zentrale Anwendung von Satz 5.4 aus der Vektormaf-
theorie angeben.

Definition 5.9 (Vektormafl). Fiir eine o-Algebra ¥ und einen Banachraum (X, | - ||)
bezeichnen wir eine Mengenfunktion p : X — X als o-additives Vektormaf, wenn u(0)) =0
und Y7 1 j1(Ay) in der Norm gegen p(U,—, Ayn) konvergiert.

n=1

Korollar 5.10. Fiir einen Banachraum (X, | - ||) und eine o-Algebra ¥ ist eine Funktion
w: Y — X genau dann ein o-additives Vektormaf, wenn x' o u fir jedes ' € X' ein
komplexes Maf abgibt.
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5 Satz von Orlicz-Pettis

Beweis. Ist 2’ o fiir jedes 2’ € X’ ein komplexes Maf, so folgt ' () = 0 fiir alle 2’ € X".
Aus [ , Korollar 5.2.4(i)] ergibt sich u(f)) = 0. Fiir beliebige (A, )nen € XV und jede
Teilfolge (Ap, )72, und jedes 2’ € X' gilt auch > 72, @' u(An,) = '1(Uze An, ), also die
schwache Teilreihenkonvergenz von Y 7, u(Ay). Aus Satz 5.4 folgt die Normkonvergenz

von Y0, (An). 0
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