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1 Motivation

Analog zur Idee, den rellen Zahlenbereich R um die imagindre Einheit ¢ zu
erweitern, um in der Lage zu sein, Gleichungen wie 2 + 1 = 0 zu 16sen
oder Phénomene der zweidimensionalen Geometrie zu beschreiben, verlieh
im 19. Jahrhundert der Mathematiker Sir William Rowan Hamilton'
dem weiterfithrenden Konzept der Quaternionen eine fundierte Struktur.

Wie schon der Satz von Frobenius und folgende Erkenntnisse iiber reelle
Divisionsalgebren iiber R™ vermuten lassen, die besagen, dass diese nur fur
Dimensionen n = 1,2, 4 und 8 existieren, stiel der Physiker und Mathemati-
ker Hamilton bei seinen Uberlegungen {iiber die Hinzunahme
nur einer weiteren neu-
en Einheit zum bisheri-
gen Konzept der komple-
xen Zahlen auf ein nicht
zu iiberbriickendes Hin-
dernis, da eine sinnvolle
Definition der Multiplika-
tion nicht moglich war.
Abhilfe schaffte die Idee
eines drei-komponentigen
Imaginérteils, der nun end-
lich ein brauchbares Fun-
dament fiir eine Realisie-
rung der Erweiterung der
bisher bekannten Kon-
struktionen lieferte.

P

Abbildung 1: Sir William Rowan Hamilton, Phy-
Mit der Entdeckung siker, Astronom und Mathematiker.
der Quaternionen entstand
nicht nur eine interessante Weiterfithrung der Idee der komplexen Zahlen,
sondern mit ihr auch eine neue und bis heute geniitzte Moglichkeit, Problem-
stellungen in der Quantenmechanik zu formulieren oder mit Rotationen im
Dreidimensionalen bequem zu arbeiten.

2  Uberblick

In dieser Seminararbeit soll das Konzept der Quaternionen vorgestellt wer-
den. Grundlegende Definitionen werden in Abschnitt 3 postuliert, um eine
Vorstellung des Raumes H der Quaternionen zu liefern und wichtige Eigen-
schaften und interessante Resultate werden gelistet, um eine grobe Idee iiber
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deren Verhalten zu vermitteln. Durch die Definition einer Addition, eines in-
neren und dufleren Produkts werden wir aus der Menge der Quaternionen
schliefllich eine Struktur erhalten, die sich im Hauptresultat (Abschnitt 4)
als Schiefkorper herausstellen wird.

3 Grundlagen

Betrachtet man den wohlbekannten Raum R*, wobei die Elemente 1,1, j
und k seine Standardnormalbasis bezeichnen, so wird R* zusammen mit
der gewohnten, komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation zu
einem linearen Raum. Verkniipft man diese Uberlegungen mit Hamilton’s
Ideen, angelehnt an das Konstrukt der komplexen Zahlen C, so gelangt man
zu folgender

Definition 3.1. Der lineare Raum R*, versehen mit der komponentenwei-
sen Addition und der Skalarmultiplikation, sei zusétzlich versehen mit der
bilinearen Abbildung R* x R* — R?* dem sogenannten quaternionischen
Produkt, welches definiert ist durch seine Wirkung auf den Basiselementen,
zusammengefasst im Hamilton Tableau:

iljlk
111§k
i|i]-1|k/|-j
jlil-k|-1]1i
ki k|j]|-i]-1

Tabelle 1: Hamilton Tableau

in welchem das Ergebnis der Multiplikation des an m-ter Stelle angefiihr-
ten Basiselements in der ersten Spalte mit dem an n-ter Stelle angefiihrten
Basiselements der ersten Zeile des Tableaus im mn-ten Eintrag dieser Ma-
trixdarstellung nachzulesen ist.

Fiir Elemente aus R* versehen mit diesen Operationen schreiben wir
auch H. Die Elemente von H werden iiblicherweise in der Form x = x¢1 +
T1t + x2j + x3k dargestellt, wobei 1 oft weggelassen wird.

Bemerkung 3.1. Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, ldsst sich eine
auf den Basiselementen eines Raumes definierte Abbildung in eindeutiger
Weise zu einer linearen Abbildung auf den gesamten Raum fortsetzen; vgl.
[2]. Explizit gilt fir x = xg + 217 + 227 + 23k und y = yo + y1i + y2j + ysk
aus H:



ry =(Toyo — T1Y1 — Tay2 — T3Y3) (1)
+ (zoy1 + T1Yo + T2y3 — T3Y2)i
+ (zoy2 + T2y0 + T3y1 — T1Y3)J
+ (zoys + z3yo + T1y2 — w2y1)k

Satz 3.1. Die Multiplikation auf H ist assoziativ, jedoch nicht kommutativ.

Beweis. Wegen der Bilinearitdt der Multiplikation reicht es, die Assozia-
tivitdt fiir die Basiselemente 1,4¢,j und k& nachzuweisen. Um beispielswei-
se (ij)k = i(jk) zu zeigen, entnehme dem Hamilton Tableau 1 einerseits,
dass ij = k und daher (ij)k = kk = —1, und andererseits jk = i, also
i(jk) = it = —1. Analog verfahrt man mit den iibrigen Kombinationen der
Basiselemente, was schliefilich die Assoziativitit auf ganz H nachweist.

Die Nicht-Kommutativitat wird durch ein Gegenbeispiel veranschaulicht.
Seien dazu i,j € H zwei der Basiselemente. Aus dem Hamilton Tableau 1
ist abzulesen, dass ij = k und ji = —k, also ij # ji. O

Definition 3.2. Der Realteil von x = xg + 211 + x2j + 23k € H ist definiert
durch Re(x) = xg, sein Imagindrteil ist definiert durch Im(z) = x1i + x2j +
x3k, als Komplezteil von z bezeichnet man Co(z) = xg + x1i. Ist || = 1
(vgl. Definition 3.6), so nennt man das Quaternion normiert.

Definition 3.3. x € H heifit Reines Quaternion, falls Re(x) = 0. x heifit
Reelles Quaternion, falls Im(x) =0

Ein Kriterium dafiir, ob es sich um ein reines Quaternion handelt, liefert
folgendes

Lemma 3.1. Ein Quaternion x ist rein genau dann, wenn sein Quadrat eine
nicht-positive, reele Zahl ist.

Beweis. Fiir die Richtung von links nach rechts betrachte das reine Quater-
nion x = z1¢ + x2j + 3k € H. Dann gilt:
2? =(x1i + moj + w3k) (210 + 22 + w3k)
:x%z’Q + x1ix9j + 1973k + X2j 211+
x§j2 + xojxsk + xskx1i + xskxoj + x%kzz
=— x% + x129t) + 1738k + T2 1 j1—
x% + xox3jk + x3r1kt + xr3xak) — :v%
= — x% + x129k — 11737 — T2 1 K — x% + xox3l + T3] — T3T2T — x%

= — (2] + a3 + 23)



Wegen z; € R fiir i = 1,2, 3 gilt also 22 € R und —(2? + 22 + 23) < 0.

Sei umgekehrt z = x+ z1i 4 x2j + 23k € H so, dass 22 € R . Betrachte

2% = (20 + 10 + m2j + w3k) (20 + 213 + 25 + 23k)

= ;1:3 — x% — :c% — x% + 2xgx1t + 229225 + 22023k

=22 — 22 — 2% — 22 4 2x0(21i 4 20 + 23K)

Da 2?2 reell ist, folgt 229 (213 + 22§ + x3k) = 0. Es muss also zg = 0 oder
(x17 4 x9j + x3k) = 0, also x1 = xo = x5 = 0 gelten.
Fall 1: xp = Re(x) = 0. Dann ist x ist reines Quaternion.
Fall 2: 1 = 29 = 23 = 0, 29 # 0. Dann wiirde 2> > 0 folgen, was zu einem
Widerspruch fiihrt.
O

Wie in Satz 3.1 gezeigt wurde, ist die Multiplikation zweier Quaternionen
im Allgemeinen nicht kommutativ. Im Folgenden wird jedoch die Teilmen-
ge des Raumes H bestimmt, fiir welche die Kommutativitat beziiglich der
Multiplikation gilt.

Definition 3.4. Sei (S,-) eine Gruppe. Das Zentrum von (S, -) ist die Teil-
menge S* C S der Menge S, fiir die die Verkniipfung - kommutiert, d.h.

S*={xeS|VseS: s-x=x-s}

Definition 3.5. Sei x = z9p € R (z = z9 + z1@ € C). Die Einbettung
der reellen Zahlen (der komplexen Zahlen) in die Menge der Quaternionen
ist definiert durch die Abbildung (g : R — H :  — x¢ + 0i + 0j + 0k
(tc:C—H: 2z~ x0+ 219+ 0j + 0F).

Satz 3.2. Das Zentrum H* C H der Menge der Quaternionen beziiglich
des auf ihnen definierten quaternionischen Produkts entspricht R, das heif3t

H* = g (R).

Beweis. Fiir die eine Richtung gilt zu zeigen, dass R C H*. Sei dazu zg € R
und y = yo + y1t + Y25 + ysk € H. Vermoge der Einbettung (g ergibt
sich duch die Anwendung von Gleichung (1) und der Kommutativitat der



Multiplikation in den reellen Zahlen R:

tR(20) -y =(zo + 0i + 05 + 0k) - (yo + y17 + ya2j + ysk)

=(zoyo — Oy1 — Oy2 — Oy3)
+ (zoy1 + Oyo + 0y3 — Oya)i
+ (zoy2 + Oyo + Oy1 — Oy3)j
+ (zoys + Oyo + Oy2 — Oy1 )k

=(yoro — Y10 — y20 — y30)
+ (zoy1 + Y00 + y30 — y20)i
+ (zoy2 + Y00 + y10 — y30)j
+ (oys + %00 + 420 — y10)k

=(yo +y1i + y2j + ysk) - (xo + 0i + 0j + 0k) = y - tr(20)

womit gezeigt ist, dass die Mutiplikation eines Quaternions mit einer reellen
Zahl kommutiert.

Um die umgekehrte Inklusion H* C R zu zeigen, betrachte ein beliebiges
Element x = zg + x1i + xz9j + 23k € H* aus dem Zentrum von H. Da x aus
H* ist und daher mit allen y € H kommutiert, kommutiert = insbesondere
mit ¢ und j. Betrachte die Multiplikation von x mit i:

ww=uxt =1 —2t=0
= i(xo + x19 + x2j + w3k) — (o + 10 + x2J + x3k)i =0
= xoi + x10% + 291j + w30k — (20i + 211 + x2ji + w3ki) =0
= xoi — x1 + 29k — w3j — (xoi — x1 — 22k + 235) =0
= 20l — x1 + xok — x3j — i + 11 + X2k — 235 =0
= 2(xok —237) =0

Da x5, 23 € R und a2k und z3j linear unabhéngig sind, folgt x9 = x5 = 0.
Betrachtet man die Multiplikation von = mit j, so ergibt sich:

jr=zj=jr—x5=0
= j(xo + x1i + woj + x3k) — (20 + 218 + 225 + 23k)j =0
= 20j + 2171 + 205% + w37k — (0] + 213j + T2§° + 23k5) =0
= x0j — 1k — 22 + 231 — (0] + 1k — x2 — 231) =0
= x0j — X1k — 22 + 231 — xoj — x1k + T2 + T30
= 2(z3i —21k) =0
Da im vorherigen Teil des Beweises unter gegebenen Voraussetzungen bereits

x3 = 0 gezeigt wurde, impliziert letzte Gleichheit schliellich z1 = 0. Da nun
x; =0 fur i = 1,2, 3, folgt Im(z) = 0 und daher x € R. O



Nun sollen am Ende dieses Abschnitts noch einige ausstandige Grundbe-
griffe des Raumes der Quaternionen und deren Eigenschaften gelistet wer-
den, um fiir das Hauptresultat im néchsten Abschnitt, ndmlich die Schief-
korpereigenschaft der Quaternionen mit den auf ihr definierten Rechenope-
rationen, alle benttigten Werkzeuge zu Verfiigung zu stellen. Seien dazu in
weiterer Folge wieder © = xo+z1i4+x2j+23k € H, y = yo+y1t+y2j+ysk € H
und A € R.

Definition 3.6. Das zu x konjugierte Quaternion ist definiert durch T =
xo — x11 — x2j — x3k. Der Betrag eines Quaternions x ist definiert als |z| =

VITT = \/a:% + 2% + 23 + 23.

Lemma 3.2. Die Konjugation als Abbildung H — H, z — 7 erfiillt fiir alle
z,y € H und alle A € R:

=z und Ty =79YT.

Sl

TFY=T+7Y, AT =NT,

<

Beweis. Fiir die Linearitdt beziiglich der Addition betrachte

z+y=x0+ 210+ x2] + 23k + Yo + Y10 + y2i + ysk
= (xo+yo) + (x1 +y1)i + (z2 + y2)j + (x3 + y3)k
= (zo +yo) — (1 +y1)i — (22 +y2)j — (x3 + y3)k
=20 + Yo — T11 — Y19 — x2j — y2J — w3k — y3k
=7 +7.

Die Eigenschaft der Konjugation, selbstinvers zu sein, wird ersichtlich durch

T =0+ 211 + x9) + 23k

=1x9— T11 — T2j — x3k

=x9 + T11 + x2j + x3k.



Zudem gilt:

7T =(yo + y17 + y2j + y3k )(zo + 217 + 225 + 23k)
=(Yo — Y11 — y2J — ysk)(wo — 1@ — x2j — w3k)
=yYoTo — YoT1% — YoT2J — YoTsk — y19xo + Y1171 + @ + Y19x2) + yrixsk
— Y2JT0 + Y2JT1i + Y2JT2] + Y2jxsk — yskxo + yskxii + yskxej + yskask
=YoTo — YoT1i — YoT2J — Yoxrsk — y1xoi + y1w1(—1) + y1w2k + y123(—7)
— y2w0j + y2x1(—k) + yoxa(—1) + y213i — yszok + y3z1j + yswa(—i) + y3ws(—1)
=YoTo — YoT1t — YoT2J — YoTzk — y1Toi — Y101 + Y122k — Y123]
— Y2%0J — Y221k — Y22 + Y2231 — Y3Tok + y3T1J — Y3wal — Y33
=YoTo — Y171 — Y2T2 — Y323 + (—YoT1 — Y120 + Y2¥'3 — Y3T2)i+
(—yoz2 — Y173 — Y2xo + Y321)J + (—Yox3 + Y122 — Y21 — Y320)k
=YoTo — Y171 — Y222 — Y373 — (YoT1 + Y1T0 — Y2T3 + Y3Ta)i—
(Yor2 + y123 + Yaxo — Y321)J — (Yoo3 — Y122 + Y221 + Y320)k

=20Yo — T1Y1 — Tay2 — T3Y3 + (T1yo + Toy1 — T3y2 + T2y3)i+

(wayo + x3y1 + Toy2 — 1Y3)J + (23Y0 — T2y1 + T1y2 + ToY3)k

=77.

Schlieflich gilt:

Ar =\(zg + 213 + 227 + 23k)
=(Azo + Az1i + Axoj + Axsk)
=(Azg — Az1i — A\xoj — Axsk)
=\zo — x1i — x9j — x3k)
=)\T.

4 Der Schiefkorper der Quaternionen

Da nun alle notwenigen Grundbegriffe in Zusammenhang mit dem Raum H
im vorhergehenden Abschnitt behandelt, und einige Eigenschaften der auf
ihm definierten Operationen aufgezeigt wurden, sind wir nun in der Lage
zu zeigen, welche Struktur sich den Quaternionen zusammen mit definierten
Rechenoperationen zuordnen ldsst. Die fehlende Kommutativitéit beziiglich
des quaternionischen Produkts liefert hierbei das ausschlaggebende Kriteri-
um, welches bei fortschreitender Arbeit mit Quaternionen, wie beispielsweise
bei der Betrachtung von Vektorrdumen oder Hilbertrdumen iiber H, dazu
anhélt, Vorsicht walten zu lassen.



Definition 4.1. Eine Menge S zusammen mit den zweistelligen Operatio-
nen +:5x858—S8,-:5 x5 — S und den ausgezeichneten Elementen
0 € Sund 1 € S bilden einen Schiefkorper (S,+,-,0,1), wenn gilt, dass
(S, +,0) eine abelsche Gruppe und (S'\ {0}, -, 1) eine Gruppe ist und sie mit
diesen Operationen das Distributivgesetz erfiillt, also wenn gilt:

(x+y)+z=z+ (y+2) (Assoziativitit)
(zy)z = z(yz)

r-(y+2) =xy+uzz (Distributivitit)
(x+y)-z=z2+yz

r+y=y+ux (Kommutativitat bzgl. +)
30e€S:24+0=0+z=2 (Neutrales Element)
F1eS\{0}:z-1=1-z=2

F—zeS:—x4+2=0 (Inverses Element)

Frles\{0}:zz =2t =1

Bemerkung 4.1. Ein Schiefkérper unterscheidet sich von einem Korper al-
so allein in der im Allgemeinen nicht vorherrschenden Kommutativitiat der
Mutiplikation.

Nun folgt wie angekiindigt schlielich der Satz, der zeigt, dass es sich bei
der durch die Quaternionen, zusammen mit der auf ihnen definierten kom-
ponentenweisen Addition, Skalarmultiplikation und dem quaternionischen
Produkt gebildeten Struktur um einen Schiefkérper handelt.

Satz 4.1. Sei 0:=0+40i+ 0j + 0k und 1:= 1+ 0i + 05 + 0k. (H,+,-,0,1)
bildet zusammen mit den im vorherigen Abschnitt definierten Operationen
einen Schiefkorper.

Beweis. Da H mit der Operation + dem Vektorraum R* entspricht, bildet
(H, +) eine abelsche Gruppe.
Laut Satz 3.1 ist auch die Multiplikation assoziativ.

Das Distributivgesetz ist nichts anderes als die geforderte Bilinearitét
der Multiplikation.

Um zu zeigen, dass 1 = 1+ 0¢ + 05 4+ 0k das neutrale Element beziiglich



der Multiplikation auf H ist, rechnen wir:

-1 =(x0 + x1i + T9j + 23k) (1 + 0i + 0 + OF)
=(xo-1—21-0—22-0—23-0)
+ (200421 1+22-0—23-0)i
+ (200422 1+23-0—121-0)j
+ (zo-04+z3-14+21-0—22-0)k
=x0 + 21t + x2) + 23k

=x

Wegen Satz 3.2 folgt, dass 1 sowohl das rechts-, als auch das linksneutrale
Element in H beziiglich der Multiplikation ist.

Des weiteren behaupten wir, dass = ! := % das zu z inverse Element
beziglich der Multiplikation ist, was sich wieder durch einigen rechnerischen
Aufwand folgendermaflen zeigen lasst:

o — a:li — xgj — 1‘3]6‘
w§ + at + a3 + af

x . .
z - W =(xzo + x1i + x2j + x3k)

.’170—5(51’i—.’L‘2j—.’133k+ ,.’1?0—.’1?1i—$(52j—$3]€
=10 1t
v} + ot + a3 + a3 af +af + 23 + 23
,.’)30—.’1?1i—.%'2j—.’173k? kl‘o—l‘li—xgj—.’]&‘gk
27 :c2+x2—|—x2—|—12 + s 12—|—:z:2—|—z2+:1:2
0 1 2 3 0 1 2 3
ZTo .Iili iL’Qj
=To 3 2 2 2 ~To 3 2 2 2 ~To 3 2 2 o
o+ ]+ x5 + 23 o+ T] + T3 + 23 Ty + 2] + 35 + 23
x3k iy T ) 1t
Lo 5 2 2 7 T Tl 2 2 7 — Tl 2 2 2
T+ x] + x5 + 3 T+ x] + x5 + 3 T+ x] + x5 + 23
B xgj . 333]6' + . Zo
1l — 211 2] —
3+ 2?2 + 23 + a3 3+ 2?2 + 23 + a3 3+ 2?2 + 23 + a3
. .Ili . xgj 3 .133k +
x2) —X2]) —x2]
3+ 2? + a3 + 22 23 + a2 + 2% + 22 23+ a? + 2% + 22
o .Tli IIQj
l’gk’ 7133]@ 71‘3]{1

P
mgk
x3 + a2 + a3 + 22

3 + 2?3 + a3 + 2% 23+ a? + 23 + 22

l‘gk’




2 2 2 2
oz +xy + x5 + oy
-2 2 2 2

To + ] + 25 + 23

o1 o1 23 23 .
+— ) 2 27 2 > 2 7+ > 2 7 |t
xo+x1+x2+x3 mo+x1+:p2+z3 z0+x1+x2+x3 x0+x1+x2+m3

=0

ToT2 ToT2 xr1T3 r1x3 .
22 4+ 22 4+ 22 + 22 +12+x2+x2+m2_x2+w2+332+12+x2+x2+m2+12 A
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

=0

Tox3 Tox3 T1x2 T1x2
2 + 22 4 22 4 22 +m2+a:2+z2+a:2_12+m2+1’2+$2+x2+12+$2+m2
o T27 tzy a3 oteltazytas ot@ a3+ a3 ot@ a3+ a3

=0
=1

Damit ist gezeigt, dass % das rechtsinverse Element in H beziiglich der

Multiplikation ist. Durch analoge Rechnung erweist sich B ‘2 ebenfalls als
linksinverses Element:

i

iL’Ofl’li*ZQj*iL’gk
—_—— . =
|| g+ o+ a3 + a3

(xo + 11 + 227 + 23k)

1’071’12‘7%2]‘71’3]{5 ‘T()*Ill.fdfgjffﬂgk .
22+ 22 + 22 4 22 o+ 22 4 22 + 23 + 22 Frbt
0 1 2 3 0 1 2 3
l’o*l‘lifitgj*l’gk . Io*l‘lifxgjfzgk k
22+ 22 + 22 4 22 T2) + 212422+ 2
0 1 2 3 0 1 2 3
To Tt T2]
= To — To — To—
x3 + 22 + 2% + 22 z3 + 2? + 23 + 23 3+ 22 + 2% + 22
x3k Xo 1'1’6. .
7 %o + 51— a5 1l
x0+x1+x2—|—x x0—|—x1+x2+x Ty +x] + x5 + 3
l'gj l’gk o
Q‘Tll 2 x1t + 2 23_
x0+x1+x2—|—x x0+x1+x2+x3 x0+x1+x2+x
11 Toj x3k
P 2j 2 23 2 2‘]+
x0+x1+x2—|—x x0+x1+x2+x xo—l—wl—i—xQ—I—
o 11 T2j
53k — 53k — 5 U3k—

x0+x1+x2+x
.Z'gk‘

x0+z1+:p2+x x0+x1+x2+x3

x3k
x0+o:1+:c2+ 2 3
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2 2 2 2
oz +xy + x5 + oy
-2 2 2 2

To + ] + 25 + 23

o1 23

223

ToT1 +
IOJF% +a3 +a3

m%+x%+:p%+z§ x%+x%+x§+x§

+ it
%+ﬁ+%+%)

=0

ToIT2 r1T3

123

ToT2 n
9”0 +af + a3 + 23

2 2 2 2 2 2 2 2
m0+x1+x2+m3 xo+:p1+12+13

+ i+
xg-l—:r%—&—mg—i-xg)j

=0

T3 12

IE0273 i
% + 22 + 22 + a2

2 2 2 2 2 2 2 2
zg +x] + o5 + 23 g + o7 + x5 + 23

L1T2
+ k
mg+z§+z§+z§>

=1

=0

Damit haben wir den Beweis erbracht, dass die Quaternionen zusammen
mit den definierten Operationen tatséchlich einen Schiefkérper bildet.
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