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1 Einleitung

In dieser Seminararbeit wird der Satz von Naimark bewiesen (engl.: Naimark’s Dilation
Theorem). Der Satz besagt, dass sich positive operatorwertige Mafie zu Spektralmafien
erweitern lassen. Der in dieser Arbeit angegebene Beweis folgt jenem in [AG], S. 121- 126.
Im Gegensatz zu anderen Beweisen wird dabei nicht auf den Satz von Stinespring (Sti-
nespring’s Dilation Theorem) zuriickgegriffen. Als Anwendung des Satzes von Naimark
wird noch ein Satz von Bela Sz.-Nagy bewiesen. Basis hierfiir bildet [N].

2 Satz von Naimark

2.1 Definition. Sei A eine o-Algebra auf einer Menge 2 und H ein Hilbertraum. Wir
bezeichnen mit L,(H) die Menge aller beschrénkten linearen Abbildungen von H nach
H. Eine Abbildung F : A — Ly(H) heifit positives operatorwertiges MaB, falls:

e Fiir alle A € A ist F(A) ein positiver Operator, also gilt (F(A)x,x) > 0 fir alle
reH.

o Fiir alle (A)peny € AN mit A;nAj =g fiir i # j und z € H gilt

E(U An) =Y E(A,)w. (1)

neN neN

o £(2)=0und E(X)=1d.

2.2 Bemerkung. Da jeder positve Operator auf einem Hilbertraum auch selbstadjun-
giert ist, ist fiir A € A der Operator E(A) selbstadjungiert.

2.3 Satz (von Naimark). Sei A eine o-Algebra auf Q, H ein Hilbertraum, E : A —
Ly(H) ein positives operatorwertiges Maf. Dann existiert ein Hilbertraum H 2 H und
ein Spektralmafl F: A~ Ly(H) derart, dass

E = PyF |y,
wobei Py die Projektion von H auf H bezeichnet.

Bevor wir den Satz beweisen, benotigen wir noch den Begriff einer positiv semidefiniten
Abbildung auf einer Menge R.

2.4 Definition. Sei R eine Menge. Eine Abbildung ¢ : Rx R - C heif3t positiv semidefinit
falls

e ¢(z,y) = ¢(y,x) fiir alle z,y € R,
o firneN;xy,...z, e R;&,...& €C gilt

zn: O(wi, 21,)&s, > 0. (2)

ik=1
Im Beweis des Satzes von Naimark werden wir folgende Lemmata verwenden.
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2.5 Lemma. Ist R eine Menge und ¢ : R x R — C positiv semidefinit, dann existiert ein
Hilbertraum (H,{.,.)) und ein ~v: R - H derart, dass fir alle x,y € R

(v(2),7(y)) = o(z,9).

Beweis. Der Raum
coo(R,C) :={f: R — Cl|supp f ist endlich}

versehen mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation von Funktion bildet
einen Vektorraum iiber C.
Um aus ¢oo( R, C) einen Skalarproduktraum zu konstruieren, definieren wir

(., ) : Coo(R,C) X Coo(R,(C) — C durch
(f.9)=3 ole.y)f(x)g(y)-

z,yeR

Fiir f,g,h € coo(R,C),ceC gilt

(f.9) = o(z.y)f(2)g(y) = . o(y.2)9(y)f(x) =g, f)

z,yeR z,yeR

sowie

(cf+g9,h)= 3 d(x,y)(cf +g)()h(y)

z,yeR

=c S o(x,y)f(@)h(z) + > é(x,y)g(x)h(z)

z,yeR z,yeR

=c{f,h)+ (g, h).

Wegen (2) gilt (f, f) > 0. Allerdings kénnen wir von (f, f) = 0 nicht direkt auf f = 0
schlieBen. Um aus ¢y (R, C) tatséchlich einen Skalarproduktraum zu gewinnen, betrach-
ten wir

N := {fECOO(R>C)|<f>f>:O}' (3)
Wegen (cf,cf) =|c|?(f, f) ist N unter Skalarmultiplikation abgeschlossen. Um auch die
Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen, verwenden wir die Ungleichung von Cauchy-

Schwarz in deren Beweis die Eigenschaft, dass (f, f) = 0 nur fiir f = 0 gilt, nicht verwendet
wird; vgl. [WKB],3.1.2. Also gilt fur f,ge N

(f+a, f+a)l=1{f, [)+{f,9)+ (g, f)+{9,9)|

=[{f,9) +(f,9) = 2Re[([, 9} |

<2Re(f, f)"*(9.9)"* = 0,

und N ist ein linearer Unterraum von coo(R, C).
Wir versehen den Raum H := ¢oo(R,C)/N, mit dem Skalarprodukt

([f]n: [9ln)a =(f.9),
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welches wohldefiniert ist, da fiir fi, f2, 91,92 € coo(R,C) mit fi ~y fo,g1 ~n g2 wieder
wegen Cauchy-Schwarz

|<f1791) - (f2>92) | = | <flagl> - <f1,92) + <f1,92) - <f2,92)|
=1(f1,91 = g2) + (/1 = f2, 92) |
<|{(fi,91 = g2) |+ [{f1 = f2, g2} |

<(f1, f1)1/2 (91— 92,01 - 92)1/2 +

+(fi = fas f1 - f2)1/2 (92,92)1/2 = 0.

Schliefflich definieren wir H als die Hilbertraum-Vervollstdndigung von H und vy:R—-H
durch ~(r) = [0,]n, wobei 0,(x) =1 im Fall z =7 und 6,(x) = 0 sonst und erhalten

(v(r),7(@)) = ([6:1, [0}y = (51, 84) = &(r,0)8, ()0, (q) = &(r, q)
fiir r,q € R. O

2.6 Bemerkung. Mit der Notation aus Lemma 2.5 kann jedes f € cyo(R) als f =
Y sesupps | (7)0, geschrieben werden. Also gilt span({d,|r € R}) = coo(2) und daher auch
span({[d,]n|r € R}) = coo(R)/N, womit sich span({[0,]x|r € R}) als dichter Unterraum
von H herausstellt.

2.7 Lemma. Sei () eine Menge, n € N, und Aq,...,Axn S Q. Definieren wir fir I

{1,...,n}
MI = mAZ\ U Aj,

iel jgel¢
so sind die Mengen M fiir verschiedene I paarweise disjunkt und fir k,le{1,...,n} gilt

Al n Ak = U MI' (4)
{Lk}cIc{1,...,n}

Beweis. Fiir I # I’ finden wir 0.B.d.A. ein m € I mit m ¢ I’, womit Ny A\ Ujere &j € Ay,
und Niepr A\ Ujere A; € AS,. Also gilt Myn My = 2.

Die Inklusion ” 27 in (4) gilt, da jede der Mengen, iiber die vereinigt wird, eine Teilmenge
von A;n Ay ist. Fiir die Inklusion ” €7 sei € AjnAy. Setzen wir [:={m e {1,... n}xe
Ay}, so gilt {I,k} ¢ I und x € My, womit @ € Uy pyereqr,...ny Mr- ]

Nun konnen wir den Satz von Naimark beweisen:

2.1 Beweis des Satzes von Naimark

Beweis. (2.3 Satz von Naimark ) Wir definieren R := A4 x H sowie ¢ : R x R - C durch

P((A1,71), (Ag,72)) = (E(A1 N Ag)x1,T9) -



Wir zeigen als erstes, dass ¢ positiv semidefinit ist. Da fiir A € A durch E(A) ein selbst-
adjungierter Operator auf H definiert ist (vgl. Bemerkung 2.2) haben wir:

P((Ar,71), (Ag,29)) = (E(A1 N Ag)x1, 72) fy =

= (l’l,E(Al n AQ)I’Q)H = (E(Al N A2)$2,$1>H =

= ¢((Az,72), (A1, 21)).

Fiir die Eigenschaft (2) seien (A;,x;) € R,¢; € C, i = 1...n. Wir nehmen zunéchst den
Spezialfall an, dass

A +#Aj=>AnAj=gfiralled,je{l,...,n}.

Nach moglicherweise notwendigem Vertauschen der Indizes existieren 1 = j; < jo < --- <
Ji=n+1 mit

Ai :Ajk fiir alle iji<jk+1,k€{1,...l—1}
sowie
Aj, nAjy =@ fiiralle k# k" e {1,...1},

womit

n

i O((Ai, ), (Ag,xx))eicr = Y, (B(A 0 A, zp) ¢icr =
i,k=1 i,k=1

-1 jm+1 1
=Y > (BAInAp)wi, x) ity =
m=1 i,k=jm
- jm+171 jm+1*1
E(Aym Z ZiCi, Z xic;) 20,
m=1 =jm i=jm

wobei wir fiir die letzte Ungleichung verwendet haben, dass E positives operatorwertiges
Maf ist.

Den allgemeinen Fall fithren wir auf den Spezialfall zuriick. Dazu seienn € N, ¢q,...¢, € C,
(Ay,x1),...(An,z,) € Ax H, beliebig. Wir definieren die Mengen M; wie in Lemma 2.7
und erhalten mit dem eben bewiesenen Spezialfall

Z (E(A; 0 Ag)xy, o) eick, = Z Z (E(Mp)x;, xg) cicy, =
k=1 i,k=14kelc{1,...n}

= > Y A(BE(Mp)x,xy) ¢ty 2 0.

Ic{1,..n} i,kel

7,

Da ¢ : Rx R — C positiv semidefinit ist, finden wir geméfi Lemma 2.5 einen Hilbertraum

(FI, (.,.)) mit ¢(r,q) =([0,], [d,]) fiir alle r,q € R.
Wir betrachten ¢ : H - H definiert durch

L(I‘) = [5(9@,)]



Fiir x,y € H gilt
([5(9,:1:)]7 [&Q,y)])g = <5(Q,z)76(§2,y)> = gb((Q,I‘), (Q7y)) = <E(Q)xay>H = (x7y>H7

womit ¢ isometrisch und daher injektiv ist. Um die Linearitdt von ¢ zu zeigen, weisen wir
zunéchst ((z +y) = «(x) + t(y) nach:

e+ 1) = (@) = o) = | D@00y ] - [y ] = [ )|
= (S(ur+)s 000+ = 2Re (844, O(c2) ) =
= 2Re {S(e.0r), O09)) + 2Re ((0), O ) +
+ (0201, 00.0)) + (302 (2
= (U +y), (2,7 +y)) - 2Reg((L 2 +y), (2, 7))~
—2Rep((2, 7 +y), (2,y)) + 2Red((2,2), (2, y))+
+o((2,2), (2,2)) + o((29), (L))
=(x+y,v+y)y —2Re(z+y,x); —2Re(z +y,y)y+
+2Re(z,y)y + (2, 2) y + (¥, Y)y
= (z,2)y + 2Re (2, y) g + (¥, y)y — 2(2,2)py -
- 2Re(y,x)y —2Re(z,y) - 2(y, y) y +

+2Re (2,y) i + {2, 2) gy + (Y, y) g = 0
AuBerdem gilt fiir ce C,x € H,

[e(cz) = (@) = | [Saen)] - c[d(.0)]
= (0(er)s O(een) ) — 2Re(C(S(ar,e0)> 6y )) + e (S (000, S0y

= 6((Q,cx), (2, cx)) - 2Re(@H((Q, cx), (2, 2))) +|ePo((2, 2), (2, 7))

I

- (cx,ca) - 2Re(Z (ca, )y +12 (2, 2)

= |C|2 <:U7x>H _2‘C|2 (xw%')H + |C|2 (iL’,$>H = 07

weshalb ¢ linear ist. Daher kénnen wir H als Unterraum von H betrachten. Da H selbst ein
Hilbertraum und damit vollstindig ist, ist H sogar abgeschlossen in H, womit H = HeH*.
Im néchsten Schritt wollen wir fiir Elemente der Form [d(a )] von H die Projektion
Py([6(ar)]) davon auf H berechnen. Wegen H = H @ H* ist Py eine orthogonale Pro-
jektion, erfiillt also H =ran(Py) 1 ker(Py) =ran(/ — Py ), weshalb

0=((I - Pu)([0am]) Ban]) = {[0cam]: [6cam]) = {Pu([0am]), [an])



fir alle [6¢a,)] € H. Wegen Py([0as]) € H folgt Pu([0az)]) = [0(0,)] mit einem
gewissen [0(q,»)] € H. Wir erhalten

0={[0am]: [6am]) g — ([Bcan ] [dn]) 5 =
=0((A,2),(2,9) - 6((2,2),(Q,)) =

=(E(Q)z,y)y = (20) g = (E(A)z = 2,4)y -

Da diese Gleichheit fiir alle y € H gilt, folgt E(A)x = z und weiter Py([0an]) =
[Oe.Ba)m]- i

Um ein Spektralmafl auf A zu definieren, sei daran erinnert, dass geméfl Bemerkung 2.6
span({[0(ae)]|(A,2) €e AxH}) = coo(Ax H)/N) dicht in H liegt. Wir definieren zunéchst
Go : coo(Ax H) —» H auf der Basis {5(a )|(A,z) € Ax H} von coo(Ax H) durch

Go(0(aw)) = [0anow)] € H

und setzen Gg linear auf coo(A x H) fort.

Koénnen wir N ¢ ker Gg zeigen, so ist durch Fo([f]) := Go/N([f]) = Go([) eine lineare
Abbildung von cg(A x H)/N nach H wohldefiniert.

Zunéchst gilt fir A,Be Aund v € H

(E(AnB)z,x)y <(E(AnB)z,x)y + (E(A\B)z,x) y = (E(A)z,2) 4 .

Fir f =Y, ¢ida, 2) € N erhalten wir damit

(GalDlf = (3 eltsmsyl: Selia mam)) = 3 B0, nO)s),
i=1 j=1 g ig=l
= Z Z Cia<E(M[ﬁ®)l’i,Z‘j>H= Z <E(M]ﬂ@)(2€il‘i),zcj'l’j
Ic{1,...,n} 1,5l I<{1,...,n} iel jel H

< ) <E(MI)(ZCW)7ZCJ%>H= 2. 2 il (BE(Mp)ai,x;)

Ic{1,...,n} el Jel I<{1,...,n} i,j¢el

= i cici (BE(AinAj)xi,z) = (f, f) =0,

3,j=1

wobei My wie in Lemma 2.7 definiert ist. Also gilt N € ker Gg und Fg ist wohldefiniert.
Fir [5(9790)] eH gﬂt

PuFo([da]) = Pu([6e.)]) = [0e.E0))] = E(O)x

Es bleibt noch zu zeigen, dass durch F' ein Spektralmafl auf ganz H definiert wird.
Sei dazu © € A. Fiir Elemente der Form [(a )] € H gilt

F3([0am)]) = Fo([dan0.2)]) = [dan0.0)] = Fo(A, ).
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Also ist Fg eine Projektion auf cpo(/A x H)/N. Um zu zeigen, dass Fg eine orthogonale
Projektion ist, weisen wir nach, dass Fg selbstadjungiert ist:

(Fo([0aranD): [0(anen]) 7 = ([6a1n0.00) ] [0(a0wa)])

=((ONA,71),(A2,29)) = (E(ONA; N Az, 22)

= (1, E(OnA1nAg)zs) =d((©OnAg,x0), (A1,271))

= ([5(A1,E1)]7 [5(A2ﬂ@,m2)]>g = (F@([é(Ahﬂfl)])v F®([5(A2,x2)])>g

Also ist Fg eine orthogonale Projektion auf coo(A x H)/N. Wegen
|Fo|” < | Foi|” + |(I - Fo)i|” = |Z|*

fiir alle € coo(A x H)/N ist Fg beschréinkt, und wir konnen Fg in eindeutiger Weise
linear und beschriankt auf ganz H fortsetzen.

Wegen H[(S(m)]Hz = 6((@,2),(2,2) = (B(@)z,7) = 0 gilt [§(p0] =0 € H. Fiir Elemente
der Form [6(a )] € H folgt aus

FQ([(S(A,QC)]) = [5(A,x)]7 F@([d(A,x)]) = [§(®,x)] =0

und der Linearitét von Fg, dass Fole,axa)y/n =1 bzaw. Fyleyaxmyn = 0. Da die Identitét
bzw. die Nullfunktion Fortsetzungen von Fo|coo(Ax H)/N baw. Fylcoo(Ax H)/N auf H
sind, gilt wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung F = I bzw. Fy = 0. Aulerdem haben
wir fiir 01,05 € A, [6an] € H

Fo,n0,([0a,2)]) = [0(2n01002.0)] = Fo, ([0(an02,2)]) = Fo, Fo,([6ax)])

womit sich wegen der Linearitit der Fig und der Eindeutigkeit der Fortsetzungen Fg,ne, =
F@1F92 ergibt. ~

Fiir die o-Additivitdt von F' seien ©,, € A,n € N, paarweise disjunkt und [0(a 4] € H. Wir
erhalten



2 ‘ 2

( Y d(enna, ;p)) = 0(Uy ey OnnAz)

> Fo,([0am]) =~ Fu,me. ([0an)])

neN H neN
2 2
> d@unam| —2Re < > 0(@nnaz)s O(Upa @nﬁA,x)) + 68U Onn2 ) HH
neN neN

2

(;) % H(S(@nﬂﬁ’z) H2 - 2Re ZI:\I (5(9nr‘A@)7 6(UneN®7mA,w)> + H(S(UneNGnﬂA,x)

Y o((0,nAz),(0,nAz))-2Re > ¢((0,n A, z), (| OrnA,z))+

neN neN keN

H((UOnnAz), (IUBrnA,2))

neN keN

=Y (E(O©,nA)z,z)y -2Re Y (E(O,nA)z,z); +{E(JOnnA)z,x

neN neN neN H

=Y (E(©,nA)z,z); - 2Re Y (E(O,nA)z,z)y+ Y (E(©,nA)z,2), =0,

neN neN neN

wobei die letzte Gleichheit gilt, da E ein positives operatorwertiges Maf ist, und die
Gleichheit (*) wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts und

(0(0,n8,):6(0,08)) = (E(©; N ANO;)z,2) =0

fiiri#jeN.
Fir & = ¥ ¢;[0(a,,2:))] € coo(A x H) [N folgt also

Y. Fo, () = ZCz > Fo,([0aian]) = ;Cz’FumN@n([&Ai,a:i)]) = Fy,.vo.(Z),

neN i=1  neN

womit (ZneN F9n) |000(A><H)/N = FUnsN ®n|COO(A><H)/N'
Fir i+ jeNund Y7 ce[0(a, 2] € coo(Ax H) gilt wegen ©,n 0, = &

m

FeiFeJ(ZCk 5<Akxk>)=ZCkFeiFe [sean]) = 2 enldeno] =
k=1 k=1

Da die Fg, als orthogonale Projektionen stetig auf cpo(A x H)/N sind, erhalten wir fiir
T € Coo(A X H)/N

(Zre) -5 Fo i 3 Fo @

neN

=55 3 FouFo (@)= 33 78,0) - (3 Fo ) @)

n=1 ® m=1 neN



Also ist (X ,en Fo,,) lego(axmy/n €ine Projektion auf coo(A x H)/N. Wegen der Stetigkeit
des Skalarprodukts gilt

((iF@) (i)ﬂ) = &%(iﬂ%(@’g) = ]grio(x ]ijlF@n(g)> = <x (iF@) (g))

fir 2,9 € coo(Ax H)[N, weshalb (¥ ,en Fo,) leoo(axt)n selbstadjungiert und infolge be-
schrankt ist.

Also haben sowohl (¥,.cn Fo.,) leo(axr)/n als auch Fy o, |coaxm)/n eindeutige Fortset-
zungen auf H, und wir erhalten

Z Fe’n = FUneN ®7L
neN

auf ganz H. O

3 Eine Anwendung des Satzes von Naimark

Fiir Operatoren Ty, Ty € L,( H) schreiben wir im folgenden T < Ty, falls (Thz, ) < (Tox, )
fir alle v € H.

3.1 Satz. Sei K ¢ R kompakt versehen mit der o-Algebra A aller Borelteilmengen von
K. Weiters sei H ein Hilbertraum und fir n € Ng seien A, € Ly(H) selbstadjungierte
Operatoren, die folgende Eigenschaften erfiillen.

o Fiir alle p= Y1 ax’ € Clz] mit p(z) >0 fir alle x € K gilt
k
Z aiAi 2> O,
i=0

® AO =1.
Dann gilt A2 < Ay und A2 = Ay genau dann, wenn A’f = Ay fir alle k € N.

Beweis. Wir halten zunéchst v € H fest und 16sen das Momentenproblem
(Apu,u) = /K:vkdpu fiir alle k € N.
Dazu definieren wir die offenbar lineare Funktion ¢ : C[z] - C durch
Q?)(z—io a;x") = Z-Zn(:)ai (Aju,u).

Setzen wir P := {p |k |p € C[x]}, so ist die durch

o(p k) = 6(p)

definierte Abbildung von P nach C wohldefiniert. In der Tat folgt fiir p |k, q |k€ P mit
plx=q|x und p = X, air’; q = X7 by zunichst |p |k —q |k |, = 0. Nach Voraussetzung
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gilt fiir den Operator S := Y7 (a; — b;) A; sowohl S > 0 als auch —S > 0, womit S = 0. Hier
haben wir 0.B.d.A n > m angenommen und fiir 7« > m den Wert b; als 0 definiert. Wir
erhalten

[6(p 1) = ¢(a )] = 16(p) = $(a)] = [6(p ~ 4)| = | {(Su,u) | = 0,

und damit die Wohldefiniertheit von ¢. Klarerweise ist mit ngS auch ¢ linear und nach
Voraussetzung auch positiv. Um die Beschranktheit von ¢ zu zeigen, sei zunéichst p € R[x]
mit |p k|, <1. Wegen K c R gilt

IL:l:p|K2 07

wobei 1 die Funktion ist, die auf K konstant den Wert Eins annimmt. Da auch 1 £p |x
eine Polynomfunktion ist, folgt

0<p(L+plr))=o(1) = 9(p k),

womit |¢(p |k)| < ¢(1). Fiir ¢ € Clz] mit |¢ |k, <1 sind ¢, := Re ¢ und ¢; := Im ¢ reele
Polynome, die |¢, |k, <1 bzw. |gi k|, <1 erfiillen. Aus

[0(@)] = o(ar +igi)| <@g )] +[@(ai)| < 26(1)

folgt die Beschrianktheit von ¢ auf P. Da P ¢ C(K,C) ein nirgends verschwindende
und punktetrennende Algebra von Funktionen ist, und da wegen K € R mit p € P auch
p € P, sind die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrass erfiillt und P liegt
dicht in C(K,C). Daher existiert ein eindeutiges lineares Funktional ¢ : C(K,C) - C
mit ¢ = ¢ |p, wobei ¥(f) = lim,_e @(p,) fir f € C(K,C) und eine beliebige Folge
(Pn)nen € PN mit lim, 0o pn = f (bzgl. ||.|..)-

Fir f € C(K,C) mit f >0 gilt \/f € C(K,C). Also gibt es eine Folge (p,)nexy € PN mit
lim,,— e pn = V/f. Wegen Im+/f = 0 folgt lim,,_..o Im p,, = 0 und lim,,_,.. Re p,, = /f. Setzen
wir ¢, := (Re p,)? € P, so folgt ¢, >0 und

f=\/F =(lim Re p,)? = lim g,
und damit
B(f) = lim §(g,) 2 0.

Daher ist ¢ : C(K,C) — C ein positives lineares Funktional. Der Darstellungssatz von
Riesz liefert uns ein eindeutiges Maf p,, mit

1/1(f)=fodMu fiir alle f e C(K,R).

Insbesondere gilt fiir k € Ny

(Apu,u) = (2 = fokdpu
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und i, ist eindeutig durch diese Gleichheit bestimmt. Definieren wir fiir uv,v € H das
komplexe Maf3 1, , durch

1 . .
NU,U(A) = Z(MUJHU(A) - ,uufv(A) + Z,ouriv(A) - Z,uu,w(A)),
so gilt (Apu,v) = [ a¥dpy, und p, = .. Wegen
f T dpyaow = (Ar(u+ M), w) = (Agu, w) + A (Apv, w)
K

zkaduu7w+k‘/ xkduv,w:kad(uuyw+)\uv7w)
K K K

fiir alle u,v € H, A € C, k € Nund da fi,,,, durch (Ayu,v) = [, 2%dp,,,, wegen der Dichtheit
von P in C'( K, C) eindeutig festgelegt wird, hiangt fiir festgehaltenes A € A die Abbildung
(u,v) = py(A) linear von u ab. Genauso sieht man, dass (u,v) = p,,(A) konjugiert
linear von v abhéngt.

Fiir u,v € H mit |u|, |v]| <1 gilt

|:Uu,v(A)| < }l (|,uu+v(A)| + |,Uu—v(A)| + |:uu+w(A)| + |:uu—w(A)|)

< 411 (;uu+v(K) + NU—U(K) + NJUHU(K) + H’“_“’(K))

:l(f d,uu+v+/ d,uu—v_"f dﬂuﬂ'v"‘f duu—iv)
4 \JK K K K
1

== ((u+v,u+v)+{(u—v,u—v)+(u+iv,u+iv) + (u—iv,u—iv))

W~

1
= 7 lul +4]v]) <2
Fiir beliebige u,v € H\{0} gilt damit mmw(Aﬂ <2, also

a0 (A < 2 [u] o]

Daher ist (u,v) = py,(A) eine beschrianke Sesquilinearform auf H. Der Satz von Lax-
Milgram liefert uns einen Operator E(A): H - H mit

(E(A)u,v) = pyp(A)  fiir alle u,v e H.

Aus der Konstruktion von E(A) ergibt sich unmittelbar, dass E : A — Ly(h) ein positives
operatorwertiges Mafl definiert, wobei wegen

(E(K)u,u) = (K = fK dite = {Agu, u) = (u, u)

E(K) = I gilt. Der Satz von Naimark angewandt auf E' liefert uns einen Hilbertraum
H 2 H und ein Spektralmafl F': A - L,(H) so, dass E(A) = Py F(A) |y fiir alle A € A.
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Fiir w,v € H gilt E, ,(A) := (E(A)u,v) = piyp(A). Sind u,v € H und setzen wir F, ,(A) :=
(F(A)u,v), so gilt

Fuy(A) = (F(A)u,v) = (F(A)u, Pyv) = (PuF(A)u, v) = (E(A)u,v) = Ey (D)

und folglich

<PH(fK:cde)u,v> = <(/K:cde)u,v> =

:fxdeu’U:fxkdEW,:(Aku,v).
K K

Also gilt fiir alle k£ € Ny
Pu( [ a*dF) ln= A
K

Wir definieren A = [, 2dF. Da BA(K,R) 3 ¢ = [, ¢6dF € Ly(H) gemi [WKB] ein
*-Homomorphismus ist, haben wir fiir k € Ny

Hier bezeichnet BA(K,R) die Menge aller beschrinkten, messbaren Funktionen von K
nach R. Fiir ein v € H gilt

(Agu,u) = (Py A%u,u) = (A%u, Pyu) = (A%u,u) = (Au, Au) = | Au| >
> HPHAUHZ = (PHAU, PHflu> = (APf{flu, u) = (APHAU, PHU> = (6)
= (PHAPHAU, u) = (A%u,u),

also A2 < Ay.
Setzen wir Ay = A? voraus, so folgt aus (6)

| Au|® = | Py Au|” fiir alle u e H.
Wegen
| Au - Py Aul” = | Au| + | Py Aul - 2Re { Py Au, Au) = 2| Py Aul* - 2 | Py Aul” = 0
erhalten wir Au = Py Au. Also gilt Au € H fiir alle u € H. Aus (5) folgt
Ay = PyA|g=Aly
und daraus

Ay = Py(A|g)* = A¥ fiir alle k e N.
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