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1 Einleitung

Wir diskutieren in dieser Arbeit das Konzept des numerischen Wertebereichs von Opera-
toren der Banachalgebra Ly(H) auf eine beliebige normierte Algebra A mit Eins.

Der numerische Wertebereich wird dabei nicht nur von der Struktur der Algebra A abhéngen,
sondern auch von der zugrunde liegenden Norm ||.||. Die Abhéngigkeit des numerische Wer-
tebereich von der Norm wird uns wichtige geometrische und topologische Eigenschaften
liefern, etwa die Tatsache, dass der numerische Wertebereich W (A4; a) eines Elements a der
Banachalgebra mit Eins eine nicht leere, kompakte und konvexe Teilmenge von C ist.
Ahnlich dem Spektralradius eines Element einer Banachalgebra mit Eins werden wir uns mit
dem verallgemeinerten Begriff des numerischen Radius und der Beziehung des Spektrums
o(a) eines Elementes der Banachalgebra mit Eins zu seinem numerischen Wertebereich
W (a) beschéftigen.



2 Grundbegriffe

Wir benétigen zuerst den Begriff einer Algebra.
Definition 2.0.1. Sei A # {0} ein Vektorraum iber R oder iiber C.
o [st A versehen mit einer bilinearen Abbildung

AxA— A, (a,b) — ab,

die assoziativ ist, so nennt man A eine Algebra.

o Fin 14 € A heifit Einselement einer Algebra A, falls
alg = 14a = a, fir alle a € A.
o Fine Unteralgebra B < A einer Algebra A ist ein linearer Unterraum von A, der
unter der Multiplikation abgeschlossen ist.
e Ist A mit einer Norm ||-|| derart versehen, dass

labl| < [|al[ 6], fir alle a,b € A,

so spricht man von einer normierten Algebra. Ist obendrein (A, ||-||) ein Banach-
raum, so spricht man von einer Banachalgebra.

Wir bezeichnen in diesem Kapitel das Einselement stets mit 1 4. Falls nicht explizit etwas
anderes vorrausgesetzt wird, werden wir im weiteren Verlauf immer von Algebren iiber C

mit Eins 14 behandeln.
Fakt 2.0.2.

e Eine Algebra A besitzt hochstens ein Einselement 14. Angenommen es gidbe ein wei-
teres Einselement 14 € A mit al4 = a fiir alle a € A. Dann folgt 14 = 1414 = 14.

e Fiir eine Algebra A und ein a € A folgt fiir ein beliebiges b € A
a0 = a(b —b) = (ab) — (ab) = 0 = (ba) — (ba) = (b — b)a = Oa,

da das Produkt auf A eine assoziative Bilinearform ist. Definitionsgemé&8 gilt A # {0},
insbesondere kann 0 kein Einselement von A sein.



2 Grundbegriffe

Definition 2.0.3. Sei A eine Algebra mit Einselement. Fin Element heifst invertierbar,
falls es ein b € A gibt mit ab = ba = 14. Weiters sei

Inv(A) := {a € A: a ist invertierbar},
und fiir a € A bezeichne
pla) ={AeC:(a—Aly) €Inv(A)}
die sogenannte Resolventenmenge von a,
o(a) =C\pla)={AeC:(a—Al,) ¢Inv(A)}

heifst dann Spektrum von a. Fir a — Al schreibt man auch kurz a — A und die Abbildung
A (a— \)7! heifit Resolvente von a. Der Spektralradius ist definiert durch

= Al
r(a) Jnax, Al
Falls A eine Banachalgebra mit Eins ist gilt fiir ein a € A sogar ([ , Seite 129])

r(a) = lim ||a"|* = inf [|a"]|" .
n— 00 neN



3 Zustandsraum und numerischer
Wertebereich

Sei H ein Hilbertraum. Definiert man ein f : Ly(H) — C mit € H und ||z||;; = 1 durch
F(T) = (T, )1, so0 gl

FI) =z, 2)g = (z,2)n = ||lz|3 = 1.
Fir ||T)| <1 gilt weiters
(D) =Tz, 2) | < | Tl llzlly < T el = 171 < 1.

Die Linearitét von f folgt aus der Linearitdt des inneren Produktes im ersten Argument.
Fir T € Ly(H) gilt

(D) = [Tz, z)u| <[[Te|ylelg < T

womit f € Ly(H)'. Dabei gilt f € K- (0) und f(I) = 1. Diese Idee fiihrt zu einer
geeigneten Definition von numerischen Wertebereichen auch fiir normierte Algebren mit
Einselement. In Analogie zu oben muss fiir solche stetigen und linearen Funktionale f auf
einer normierten Algebra A mit Einselement f(14) =1 und ||f|] <1 gelten. Den Raum all
dieser Funktionale werden wir als den Raum der Zustédnde bezeichnen.

Definition 3.0.1. Sei A eine normierte Algebra mit Eins 14. Ein stetiges lineares Funk-
tional f € A" heifst Zustand, falls || f|| = f(1a). Wenn zusdtzlich || f|| = 1 erfillt ist, so
heif$t f ein normierter Zustand. Wir bezeichnen mit

D(A;14) ={f € A": f(1a) = || fI| = 1}.
die Menge aller normierten Zustdinde von A.

Fakt 3.0.2. Wegen 14| = 1 folgt aus f € A" mit ||f|| < 1 und f(14) = 1, dass [ €
D(A;14) und damit D(A;14) = {f € K{*(0), f(14) = 1}.

Definition 3.0.3. Sei A eine normierte Algebra mit Fins 14 und a € A. Der numerische
Wertebereich W (A;a) von a bzgl. A ist definiert durch

W(A;a) :={f(a): f € D(A;14)}.



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

3.1 Eigenschaften des numerischen Wertebereichs und
Zustandraums

Wir stellen zunéchst die Frage der Vertréglichkeit des numerischen Wertebereichs mit einem
Ubergang zu Unteralgebren.

Proposition 3.1.1. Sei A eine normierte Algebra mit Eins und B eine Unteralgebra von
A mit 14 € B. Dann folgt fiir ein b € B

W (A;b) = W(B;b).
Beweis. C: Fiir ein beliebiges z € W (A;b) existiert definitionsgeméf ein f € D(A4;14) mit
z = f(b). Wegen 14 € B < A bildet die Einschrankungsabbildung f +— f|p die Menge
D(A;14) nach D(B;14) ab, wobei z = f(b) = f|g(b) € W(B;b).

D: Zu z € W(B;b) existiert ein f € D(B;14) mit z = f(b). Da B ein linearer Unter-

raum von A ist und mit der Norm ||-|| |p ein normierter Raum ist, folgt mit Korollar 5.2.4
[M.B, Seite 77], dass eine Fortsetzung F' € A’ existiert mit ||F||,, = ||f|| gz = 1. Folglich
gilt € D(A;14) mit z = f(b) = F(b) € W(A;b). O

Lemma 3.1.2. Fir eine normierte Algebra A mit Fins ist die Menge aller Zustinde
D(A;14) eine nichtleere, schwach*-kompakte und konvexe Teilmenge von A’.

Beweis. Korollar 5.2.4 | , Seite, 77| garantiert uns fiir 14 € A die Existenz eines f € A’
mit f(14) =1=|f|l4, also f € D(A;14), wodurch D(A;14) # 0.
Fiir fi, fo € D(A;14) und X € [0, 1] gilt

Aila) + (1 =N fo(la) =A+1-A=1

Damit impliziert die Konvexitit von K{¥(0) jene von D(A;14).

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu (vgl. [M.1, Seite 93]) ist K{¥(0) bzgl. der schwach-*
Topologie o(A’, A) kompakt und daher abgeschlossen. Zudem ist M = {f € A" : f(14) =1}
als Urbild von {1} unter der schwach-*-stetigen Abbildung A’ > f — f(14) € C schwach-
*_abgeschlossen und folglich auch D(A;14) = M N K{*'(0). Als abgeschlossene Teilmenge
der kompakten Menge K{*'(0) ist D(A;14) schwach*-kompakt in A’. O

Um Schliisse von der Menge aller Zustédnde auf den numerischen Wertebereich zu ziehen,
ben6tigen wir jediglich die kanonische Einbettung ¢ : A — A”, wobei A" = (A, ||| /)’
der Dualraum A’ versehen mit der Abbildungsnorm ||-|| ,» und ¢(a) das Punktauswertungs-
funktional A 3 f — f(a) € C ist. ¢ ist linear und isometrisch, wenn man A” mit der
Abbildungsnorm ||-|| ,»» versieht (Lemma 5.5.2 , Seite 89]).

Proposition 3.1.3. Sei A eine normierte Algebra mit Eins und a,b € A, o, € C. Es
gelten folgende Figenschaften des numerischen Wertebereichs:

i) W(A;a) ist eine nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge in C.

it) W(A;ala + fa) = a+ W (A;a).



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

iii) W(A;aa + Bb) C aW (A;a) + BW(A;b).
i) W(A;14) = {1}.

Beweis. 1) W(A;a) # 0 folgt direkt aus D(A;14) # 0. Wir wissen aus Lemma 3.1.2,
dass die Menge aller Zustéinde schwach*-kompakt und konvex ist. Betrachte das linea-
re Funktional ¢(a) : A” — C aus A”. Aufgrund der Definition der schwach*-Topologie
(A',o(A’, A)) ist das lineare ¢(a) schwach-*-stetig auf A’. Da das Bild einer kompak-
ten Menge unter einer stetigen Abbildung kompakt ist und da das Bild einer konvexen
Menge unter einer linearen Abbildung konvex ist, muss W(A;a) = t(a)(D(A4;14)) C
C kompakt und konvex sein.

ii) Folgt direkt aus

W(Ajala + Ba) = {f(ala+ Ba)|f € D(A;1a)}
={af(la) +B8f(a)lf € D(A;14)} ={a+ Bf(a)|f € D(A;14)}
=a+ W(A4;a).

iii) Fir A € W(A4;aa + pb) existiert definitionsgeméf ein Zustand f € D(A;14) mit
f(aa+ Bb) = A. Da f linear ist, folgt
A= flaa+pb) = f(aa) + f(Bb) = af(a) + Bf(b),
womit A € aW (A4;a) + W (A;b).

iv) Fiir alle Zustdnde f € D(A;14) gilt f(14) =1, weshalb W(A;14) = {1}.
O

Der numerischen Wertbereich eines Elementes a in einer normierten Algebra A ldsst
sich als Durschnitt abgeschlossener Umgebungen anschreiben. Diese Eigenschaft wird uns
spéter niitzlich sein

Lemma 3.1.4. Sei A eine normierte Algebra mit Eins. Fir a € A gilt

= () Kfiaya, (2

zeC
Beweis. C: Zu XA € W(A;a) existiert ein Zustand f € D(A;14) mit A = f(a). Fiir z € C
gilt
A=zl =1f(a) = 2| = [fla = z1a)[ < | fllla = 21all 4 < lla = 21a] 4,

also

A€ K[y, g, (?) fiiralle z € C.
D: Gelte A € KHzlA all, (z) fiir beliebige z € C. Falls a = nly fiir ein n € C erfiillt ist, so
gilt

1214 = all 4 = [l21a = mlall4 = Iz = )1all4 = [z = 0l [Lall4 = [z =1,
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Fiir z = n folgt aus \ € anl aH(z), dass A = 1. Aus a = nly folgt auch f(a) = f(nla) =
nf(1la) = n fir alle Zusténde f € D(A;14), womit A € {n} = W(4;a).
Anderenfalls ist die Menge U := {14,a} C A linear unabhingig. Wir definieren ein lineares
g auf span (U) durch

glalg + Ba) = a+ B\, a,B € C.

Fiir o, 8 € C mit 8 # 0 setzen wir z = —3 und erhalten aus A € KHzlA a”( 2)

o

/\—f—‘ =|A—z| <||lzlag —all4, = H 1A+a ,

e R YT I
wodurch

o
lg(ala + Ba)| = ‘ —i—)\’ 18] < 18] HlA—i-a = |lala + Ball4 -
s B A

Fiir 5 = 0 gilt diese Ungleichung wegen ||14]] = 1. Also gilt ||g|| < 1. Nach Korollar 5.2.4
[M.13, Seite 77] existiert eine stetige lineare Fortsetzung F' € A’ von g mit ||g||,,, = [|F|| 4 <
1. Wegen F(14) =1gilt F € D(A;14) und A = g(a) = F(a) € W(4;a). O

Falls A eine Banachalgebra mit Eins ist, so konnen wir folgendes zeigen.
Proposition 3.1.5. Fiir eine Banachalgebra A mit Eins und a € A gilt c(a) C W(A;a).

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma gibt es zu A € C\ W(A4;a) ein z € C mit |z — A| >
214 — al| 4. Das heiBt ||(z — A)"'(214 — a)|| ; < 1. Wegen Lemma 6.4.10 [M.13, Seite 128]
gilt 14 — (2 — A\)71(214 — a) € Inv(A) und folglich auch

(z—=MN1g— (214 —a) =a— A4 € Inv(A),
und somit A € p(a). Also ist C\ W(A;a) C C\ o(a) und daher o(a) C W(A;a). O

Fiir den nichsten Satz definieren wir fiir a € A und = € K{1(0)

= () Kja14—apal,, (2):

zeC

Wir koénnen den numerischen Wertebereich von a iiber die soeben definierten Mengen aus-
driicken.

Lemma 3.1.6. Sei A eine normierte Algebra mit Eins und a € A. Es gilt fir den nume-
rischen Wertebereich

W(A;a) = U W(a; ).

Beweis. O: Fiir x € K{}(0) und z € C gilt ||(214 — a)z|| 4 < ||z14 — a| 4. Mit Lemma 3.1.4
folgt W(a;x) C W(A4;a).
C: Wegen 14 € K{1(0) mit ||214 —al|4 = ||(214 — a)14]| 4 fiir 2 € C gilt

W(A;a) =W(a,14) C U W(a; z).
z€K{(0)
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Lemma 3.1.7. Sei A eine normierte Algebra mit Fins und a € A. Dann gilt

Wia,z) = {f(az) : f € D(x)},

wobei

D(z)={feA : f(z) =1=|flla}-

Beweis. o W(a,z) C {f(ax) : f € D(A;14)}: Sei y € W(a,z). Wir definieren auf
M := span{az, z} ein lineares Funktional durch f,(az\ + zp) = Ay + p fir A\, p € C,
welches wegen dim M < oo auch stetig ist. Wir erhalten fy(az) = y und fy(z) =1
sowie mit z = —& fiir A # 0

I
fylawh+ ) = Ay + = W [y + 5] < DG = ajolly = llowh + apl.

Lassen wir A gegen 0 streben so folgt diese Ungleichung auch fiir A = 0 weshalb
| fyll < 1. Wegen fy(x) = 1 sowie |||, < 1 auch ||fy|| = 1. Nach dem Satz von Hahn-
Banach existiert eine Fortsetzung F, € A’ mit ||[Fy|| = ||fy|| = 1, womit F, € D(x)
und Fy(az) = y.

e W(a,z) D {f(ax): f € D(A;14)}: Sei zunidchst f € D(z) und z € C. Wir erhalten

|[flaz) — 2| = [flaz = 22)[ < |[fll o (@ = 2La)z]| 4 = [[(21a — @)zl 4 -

Korollar 3.1.8. Sei A eine normierte Algebra mit Fins und a € A. Dann gilt

inf  Re(\) < iInf axl| 4 .
et ()_xer‘(O)ll 4

Beweis. Sei x € Kf‘(O). Aus W(a,z) = N, K”(ZlA,a)xHA(z) folgt W(a,z) C KHaxllA(O)’
indem wir z = 0 setzen. Wegen Lemma 3.1.6 gilt W (a,z) C W(A;a) und somit

inf Re(\) < inf Re(\)< .
AEI/II}l(A;a) e( )_)\Glgl(a,:c) e( )_ HCLJ:HA

Da x € K{'(0) beliebig war, folgt die Behauptung. O

3.2 Numerischer Radius

Analog zum Spektralradius eines Elementes kénnen wir seinen numerischen Radius defi-
nieren. Dabei nimmt der numerischen Wertebereich W (A4;a) die Rolle des Spektrums ein.

Definition 3.2.1. Sei A eine normierte Algebra mit Fins und a € A. Dann ist der nume-
rische Radius von a in A, bezeichnet mit n(A;a), definiert durch

n(A;a) == sup{]A| : A € W(A;a)} = sup{|f(a)| : f € D(A;14)}.
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Da wir schon gezeigt haben, dass der numerische Wertebereich eines Elementes a € A
eine konvexe und kompakte Teilmenge von C ist, ist der numerische Radius endlich und
stimmt mit max{|A| : A € W(A;a)} tberein.

Proposition 3.2.2. Sei A eine normierte Algebra mit Eins. Fiir a,b € A und A € C gilt
i) n(A;a+0b) <n(A4;a) +n(A;b).
it) n(A;Aa) = |An(4;a).

Beweis. 1): Nach Definition gilt

n(4;a+0b)= sup |[fla+b)|= sup [f(a)+ f(b)
fED(A;14) fED(A;1y)
< sup |f(a)|+ sup [f(b)]
JF€D(Asla) feD(Asla)

=n(A;a) + n(A;b).
ii):

n(A;xa) = sup [f(Aa)]= sup [Af(a)|=[A] sup [f(a)| = [A|n(4;a).
FED(A;14) FED(A;14) FED(A;14)

Lemma 3.2.3. Sei A eine Banachalgebra mit Eins und a € A. Fir A  W(A;a) gilt

1 1

=227 = G waayy

Beweis. Fir A\ ¢ W(A;a) gilt nach Proposition 3.1.5 (a — Al4) € Inv(A). Kénnen wir
|(@ — A1)b|| 4 > & ||b]| 4 fiir alle b € A mit ¢ := d(\, W(A;a)) zeigen, so folgt die behauptete
Ungleichung, wenn wir b = (a — A1 4) "' setzen. Fiir ein b € A mit ||b]| , = 1 existiert nach
Korollar 5.2.4 [M.1B3, Seite 77] ein f € A’ mit || f|| = 1 sowie f(b) = ||b]| = 1. Wir setzen
g(u) = f(ub) fiir u € A. Dann ist g linear und es gilt ||g|| < ||f|| = 1 sowie g(14) = f(b) =1,
also g € D(A;14). Somit folgt

6 < [A=gla)l = lg(Ma —a)| = [f(AMa —a)b)] < [[(A1a—a)b] 4

Fiir allgemeine b € A\{0} erhalten wir diese Ungleichung durch Anwendung des Bewiesenen

auf W und fiir b = 0 ist sie trivial. O

Satz 3.2.4. Sei A eine Banachalgebra mit Fins und K C C eine abgeschlossene konveze
Menge. Dann gilt W(A;a) C K genau dann, wenn o(a) C K und

la =27, <

d()jK) fir alle A € C\ K. (3.1)
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Beweis. =: Aus W(A;a) C K folgt nach Proposition 3.1.5, dass o(a) C K, und mit Lemma

3.2.3
1

- 1
H(a*)\) 1HA < d(\ W (A;a)) = d(\, K)

<: Angenommen es gilt o(a) C K und die Resolvente von a erfiillt obige Ungleichung. Da
die abgeschlossene und konvexe Menge K nach Korollar 5.2.6 | , Seite 79] als Durch-
schnitt von abgeschlossenen Halbebenen geschrieben werden kann, reicht es zu zeigen, dass
jede K enthaltende abgeschlossene Halbebene auch W(A;a) enthélt. Eine abgeschlosse-
ne Halbebene H lisst sich schreiben als H = {z € C : Re(zn) < v} mit gewissen n € C,
In| =1, und v € R, wodurch H = = (y — Hp) mit Hy := {z € C : Re(z) > 0}. Die Annahme
H D K D o(a) mit

fir alle A € C\ K.

1
n
la—271, < d(;m fiir alle A € C\ K

ist folglich dquivalent zu Hy O v — nK D o(v1l4 — na) mit

1
———— firalle A\ e C\ (y — nK).
;7 —nK)
AuBerdem ist die zu zeigende Inklusion H O W(A;a) wegen Proposition 3.1.3 dquivalent
zu Hy O v —nW(A;a) = W(A;v14 —na). Indem wir also von H, K, W(A;a) zu vy —nH =
Hy,v — nK,v —nW(A;a) iibergehen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass H = Hy 2 K.
Die vorrausgesetzte Ungleichung 3.1 impliziert wegen d(—s, K) > d(—s,H) = s fir s € R

a 14

Fiir f € D(A;14) gilt Re(f((1a +ta)™h) < || f]I][(1a —i—ta)*lHA < 1= f(14) und somit

H(71A —na-— )‘)71HA < d(\

Ja+ 1) =5

1
<——F— <1 firt>0.

0 <Re(f(1a — (1a+ta) ™) =Re(f((1a+ta)(la +ta) ™t — (14 +ta)™ 1))
=Re(f((1a +ta—1)(14+ta)™h)) = Re(f(ta(ly +ta)™1)).

Dividieren wir durch ¢, so erhalten wir
0 < Re(f(a(la +ta)™h)) fiir alle ¢ > 0.

Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 gilt ||tal| , < 1 und daher

[o.¢] (0.]
a(la+ta) ™ =D (=)""a™ =+ (1)
n=0 n=1

Da A-wertige-Potenzreihen stetig auf ihrem Konvergenzkreis sind, erhalten wir fiir ¢ — 0+

tl_i>%1+ Re(f(a(lg +ta)™ 1)) = Ref(a) > 0.

Also gilt f(a) € H und folglich W(A;a) C H. O

10
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Satz 3.2.5. Sei A eine Banachalgebra mit Eins. Fir a € A gilt
n(A;a) < |lall4, < 4n(A4;a).

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus |f(a)| < || f| lall 4 = ||la|| 4 fir f € D(A;14).

Fiir die zweite Ungleichung reicht es zu zeigen, dass, falls W(A;a) eine Teilmenge des
abgeschlossenen Einheitskreises ist, auch |[lal| 4 g 4 gilt. Denn mit Proposition 3.2.2 (ii)
und der gezeigten Ungleichung angewandt auf ( A @ erhilt man die Behauptung. Wegen
Satz 3.2.4 gilt

M, < (A= 1) fiir alle A € €\ KT(0).

Da (A,||]|) ein Banachraum ist, folgt mit Satz 11.8.15 | , Seite 129] angewandt auf das
holomorphe f: {0} U{z € C\ {0} : 1 & 5(a)} — C mit

1 00
f(z) = <i1A—a> :Zz”a"_l fir z#0

n=1

lta =)

und f(0) = 0 wegen z & o(a) fir |z| =2

1 1 (1 -
— — | ~1la— dA
2mi /I“flé A3 ()\ A a)

Wir wollen noch zeigen, dass der Zustandsraum punktetrennend auf A wirkt.

1
—_— 14 —a)
/Ig gl

27

<4.
A

A

lalla =

Korollar 3.2.6. Sei A eine normierte Algebra mit Eins. Der Zustandsram D(A;14) wirkt
punktetrennend auf A. Das heifit, fir b,c € A mit b # c existiert ein Funktional f €

D(A;1,4) derart, dass f(b) # f(c).

Beweis. Fiir 0 # a in A, gilt n(A;a) # 0 nach Satz 3.2.5. Damit existiert ein normierter
Zustand f € D(A;14) mit f(a) # 0. Wendet man diese Aussage auf a = b — ¢ # 0 mit
b # c an, so erhilt man f(b) # f(c). O

Mit dem Lemma 3.1.8 kénnen wir Aussagen iiber den Realteil des numerischen Radius
treffen.

Satz 3.2.7. Fiir A eine normierte Algebra A mit Fins gilt

1
sup Re(\) = mf (HlA + aal| 4 — 1)
AEW (A;a)

1
= lim —(||1
Jim (IIta +aal 4 —1).

Beweis. Wir setzen 1) := supycpy(a;a) Re(A). Wegen Satz 3.1.4 gilt fiir o > 0

1
W(A;a) C Kf -=
i) € 6, (4)

11



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

und daher . . .
‘Re()\—l—)‘ﬁ'/\—k <||=1la+al| fir e W(4;a).
«@ « «@ A
Daraus folgt aufgrund der Definition von 7
1 1
n+—< Aia
«@ «@ A
und folglich
1 1 1
v ed] — 2= auad-v,
4 o«

Zudem gilt nach Proposition 3.1.3 fiir a > 0
W(A;14 — aa) =1 —aW(4;a),
und damit
inf Re(A\) = inf Re(l—al)=1-an.
AeW(A;1—aa) AEW (Asa)
Wegen Korollar 3.1.8 erhalten wir fiir 2 € K{*(0) daraus
1—an < (1 - aa)z .

Also gilt fiir beliebiges 2z € A\ {0}

> (1—an),

" HMM

womit fir z € A

(I—an)llzl4 < [(1a —aa)z| 4. (3.2)
Wiéhlen wir = 14+ aa € A, so folgt mit obiger Ungleichung und der Dreiecksungleichung
sowie [[14]/, =1

14— a2a?|, = (14 — aa)(1a + a@)ll, = (1 — an) |1 + aall .
Fiir an < 1 erhalten wir
|14 +aall, —1<(1—an)™! HlA - azazHA -1

<(1—an) 1 +a? HaZHA) —1=(1-an) 2 HQQHA + an)
und infolge

“(atoally ~1) < (0 —an) o+ ofla’] )
Damit ist ]

n< —(la+aal, —1) < (1—an)™(n+alld®|],)

fiir hinreichend kleine o > 0 erfiillt.

Der Ausdruck rechts konvergiert fiir « — 04 gegen n, woraus

1
n=inf ~(La+aall, — 1) = T —([La+aa] 4~ 1)

folgt. O
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3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

Fiir den n#chsten Satz bendtigen wir eine Darstellung der Exponentialfunktion in einer
Banachalgebra mit Eins.

Definition 3.2.8. Sei A einer Banachalgebra mit Eins und a € A. exp(a) ist definiert
durch

[e.e] an
exp(a) =14+ Z -
“— n!
Fir N € Nund a € A folgt aus

oo n
llall’s
1+ i =exp(flall 1) < +oo

n=1
die absolute Konvergenz der A-wertigen Reihe exp(a), wobei ||exp(a)||, < exp(|lall 4)-

Proposition 3.2.9. Sei A eine Banachalgebra mit Eins und ay,b, € A fir n € NU {0}
mit Y 07 o lanll4 < 00,307 |bnll4 < 00. Dann konvergiert die A-wertige Reihe

Beweis. Wir setzen

N N
AN :Zan, By :an, Cny = Z a;by,
n=0 n=0

j+k<N
3,k>0

fir N € N. Die Differenz Ay By — Cn besteht aus jenen Summanden a;b;, mit 0 < j,k < N
und j + k& > N also

ANyBy — Cy = E a;by,.
0<j,k<N, j+k>N

Da in obiger Summe j oder k grofler % sein miissen, kénnen wir die Summe in der Norm
durch

IANBN = Cnlla < > llajllalloelia
0<j,k<N,j+k>N

< D aglaltela Y0 llaglha Bkl

0<j<N, 5 <k<N J<j<N k<N
= D lagle Do Mbella+ D0 Moella D laglly
0<j<N J<k<N 0<k<N J<j<n

abschétzen. Der linke Faktor der beiden Summanden im letzten Ausdruck bleibt fiir alle
N € N beschriankt und der rechte Faktor geht fiir N — oo gegen 0.

13



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

Die absolute Konvergenz der Partialsumme Cp folgt aus

N N n
> lenlly = Z Zakbn 1Y (Z ||akbn_k||,4)
n=0 n=0 \k=0

n=0 || k=0

< (;IIanllA) (kzzo kuHA> < (;IMMM) (ki;o kuHA) fiir alle N € N.

O]

Wir kénnen nun einige Eigenschaften der Exponentialfunktion auf einer Banachalgebra
mit Eins zeigen.

Proposition 3.2.10. Sei A eine Banachalgebra mit Eins. Weiters seien a,b € A und
ab = ba. Dann gilt

i) exp(a + b) = exp(a) exp(b),
ii) exp(a) € Inv(a) und (exp(a))~! = exp(—a),
ii) exp(a) = limy 0o (1 + %a)n.
Beweis. i) Wir definieren fiir N € N

N
TN = 1A+Z%a, —1A+Z—bk

Wir bezeichnen hier mit a” = 14, um die Darstellung der Summe etwas zu vereinfa-
chen. Da nun die Partialsummen zy und yy fiir N — oo absolut gegen exp(a) bzw.
exp(b) konvergieren, folgt mit Proposition 3.2.9

exp(a) exp(b) = <i ?j) (i ) B Z (i ki(n = )

n=0 n=0
! 1
_ kn k _ k
anzk,n_ b _gnl(aw)
= exp(a + b).

ii) Folgt aus (i) fiir b = —

iii) Sei z wie in (i) definiert und

14



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

fir N € N. Da a mit sich selbst und mit 14 kommutiert, folgt

N
N\ 1
yN:Z<k>]Vkak+1A

k=1
wodurch
N
TN —YN = Zakak
k=2
: . ! N-1)! _ N-1)!
mit Koeffizienten oy, = % — WN—W = % (1 — N’C(TN)—I@)J >0, da N1 > EN—k%!
fur alle k = 2,..., N. Daraus folgt
N
k
lon = ynlla <D allally = nx = .
k=2

Aus der Linearitét des Grenzwertes folgt mit limy_oo(nn — () = exp(|lall4) —
exp(|lall ,) = 0 die Konvergenz des obigen Ausdrucks fiir N — oo gegen 0.
O

Wir kénnen mithilfe von Proposition 3.2.10 eine weitere niitzliche Darstellung des Su-
premum des numerischen Wertebereichs finden.

Satz 3.2.11. Sei A eine normierte Algebra mit Eins und a € A. Dann gilt

1
sup Re(A) = sup - log(lexp(aa)],)
AeW (A;a) a>0 ¢

. 1
— lim_~ log(flexp(aa)]|,).

a—0+ «v

Beweis. Sei pi = supjcp(a;q) Re(A). Wie in (3.2) im Beweis von Satz 3.2.7 sei a > 0 mit
1 —ap>0,sodass firbe A

|(1a —aa)b| 4, > (1 —ap) b4 firallebe A (3.3)
gilt. Durch vollstdndige Induktion nach n € N wollen wir
|(1a —aa)"| 4 > (1 —ap)™||b|| 4 firallebe A (3.4)

zeigen. Der Induktionsanfang ist (3.3). Sei (3.4) fiir n — 1 mit n > 2 erfiillt. Wegen (14 —
aa)b € A gilt

(14— aa)"blly = [|(La — a@)" (14 — aab| , = (1 — o) (14— aa)bl,  (35)

> (1= ap)" (1 —au) [[bll 4 = (1 —ap)" [1b] 4
Wihle ein a > 0 und NV € N so grof}, dass 1 — 5 > 0. Fiir n > N ersetzen wir o durch =
in (3.4). Da die Norm und die Multiplikation in A stetig sind, erhalten wir aus Proposition
3.2.10, (i),
lexp(—aa)bll 4 = exp(—au) [[bll4 -

15



3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

Wiéhle b = exp(aa). Da aa mit —aa kommutiert, folgt fiir a > 0

lexp(aa)]| 4 < exp(ap)

und folglich

1
-, log([lexp(aa)ll,) < 4.

Wir erhalten

1
sup L log(lexp(aa)] 1) < .
a>0 &

Wegen der Dreiecksungleichung nach unten folgt fiir « € [0, 1]

>

n=2

<a?exp(flall4) = *M (3.6)
A

[ lexp(aa)]l 4 = [Ita + aall4 | <

mit M := |lexp(a)|| 4 < +o00. Sei €: [0,1] = [-M, M] definiert durch e(a) = |lexp(aa)l| 4 —
|14 + aal| 4. Mit der vorherigen Abschétzung gilt |e(a)| < Ma? fiir « € [0, 1]. Andererseits
ist log(t) > =2 fiir ¢t > 0. Setzen wir t = |lexp(aa)]| 4, so folgt

1 |lexp(aa)|[, —1

a lexp(aa)ll4

(14 +aall, = 1) +€(a)
14+ aal| 4 + €(a)

1 1
—1 > [
- log([lexp(aalll4) = 5

Wegen |Le(a)| £ Ma erhalten wir lima—o4 2€(a) = 0. Mit Satz 3.2.7 folgt

1 1
sup Re(M\) = lim —log(|lexp(aa = sup — log(||exp(aa '
AEW (Asa) ¥ a—0+ o (llexp(aa)]] ) o) (llexp(aa)l| 4)

O
Wir bringen unser letztes Resultat im Zusammenhang mit dem numerischen Radius.

Satz 3.2.12. Sei A eine normierte Algebra mit Fins und a € A. Dann gilt
1
2 llally < n(4;a) < la] 4 -

Beweis. Wegen Proposition 3.1.1 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A vollstdndig und
somit eine Banachalgebra mit Eins ist. Die zweite Ungleichung ist aus Satz 3.2.5 bekannt.
Fiir den Nachweis der 1.Ungleichung kénnen wir wegen Proposition 3.1.3 annehmen, dass
n(A;a) < 1. Wegen Satz 3.2.11 gilt

1
sup — log |lexp(aa)||, = sup Re(A) <n(4;a) <1
a>0 & AW (Aja)

Da fiir jw| = 1 wegen Proposition 3.1.3 n(A;wa) = n(A;a) gilt, erhalten wir aus obiger
Ungleichung mit oo = |z|, dass fiir alle z € C

log [[exp(za)|[ 4, < 1,
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3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

womit
lexp(za)|l4 <e.

Da z + exp(za) mit a € A eine banachraumwertige, analytische Funktion auf C ist, konnen

wir Satz 11.8.15 | , Seite 129] auf f)(a) = a anwenden und erhalten mit y(t) = e*,
t €[0,27],
1 exp(za) 1
=||— | ——=d < —l1 <e.
lall 4 ’ 27”'/7 2 | San (7) sup lexp(za)ll, <e

3.3 Resultate fiir dissipative und hermitesche Elemente

Definition 3.3.1. Fin Elemente a € A heifit dissipativ, falls Re(A) < 0 fir A € W(A4;a)
und hermitesch, falls W(A;a) C R.

Mit den Sdtzen des vorherigen Abschnittes erhalten wir
Korollar 3.3.2. Sei A eine normierte Algebra mit Eins.

i) Ein Element a € A ist genau dann dissipativ, wenn
lexp(aa)|| <1 fir alle a > 0.

ii) Ein Element a € A genau dann hermitesch, wenn
llexp(ica)|| =1 fir alle a € R.

Beweis.

i) =: Sei a dissipativ. Nach Satz 3.2.11 gilt fiir 5 > 0

1 1
— log(|lexp(Ba)l| 4) < sup —log(|lexp(aa)l[4) = sup Re(A) <0.
B a>0 & AEW (A;a)

Multiplizieren mit 8 und anwenden von exp ergibt

lexp(Ba)ll4 < exp(0) = 1.

Fiir § = 0 ist diese Ungleichung trivial.
«: Aus ||exp(aa)|| 4, < 1 fiir a > 0 folgt

1
—log(|lexp(aa)|| 4) < 0 fiir alle o > 0,
a
und mit Satz 3.2.11
1
sup Re(A) = sup ~ log([lexp(aa)]| ) < 0.
a>0 &

XEW (Aja)
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3 Zustandsraum und numerischer Wertebereich

ii) =: Sei @ € A hermitesch. Fiir @ = 0 ist die behauptete Gleichheit klar. Wegen
Proposition 3.1.3 sind ia und —ia dissipativ. Aus (i) erhalten wir ||exp(iaa)|| 4, < 1
fur alle « € R. Ware [lexp(ica)|| 4 < 1 fiir ein o € R, so erhielten wir den Widerspruch

1 = [lexp(iaa) exp(—iaa)| 4 < [lexp(iaa)| 4 [lexp(—iaa)| < 1. (3.7)

<: Wegen (i) sind ia und —ia dissipativ, womit wegen Proposition 3.1.3 folgt, dass
a hermitesch ist.

O

Satz 3.3.3. Sei A eine Banachalgebra mit Eins. Fir a € A sind die folgenden drei Aussa-
gen dquivalent

i) a ist hermitesch.
i) limg—0 2 (||14 +iaal/ , — 1) = 0.
iii) |lexp(iaa)|| 4, =1 fir alle o € R.

Beweis. Wegen Korollar 3.3.2 gilt (i) < (iii).
(if) = (ii): Fiir o € R gilt

1 . 1 . .
SHta +iaally = 1) = ~] {114 + daa] 4 — [lexp(iaa)] 4 |
mit der Dreiecksungleichung nach unten folgt

1 . : 1 : .
S lIta +daally — Jlexp(iaa)l 4 | < — (14 + iaa — exp(iaa)| 5

1 i (iaa)k) i ak_l(ia)k)
o« k! N k! ’
k=2 A k=2 A
wobei die letzte Summe fiir o — 0 gegen 0 konvergiert.
(ii) = (i): a € A ist hermitesch, genau dann wenn
inf  Im(A)=0= sup Im(}N).
AW (Aja) ( ) NEW (A;a) ( )

Aus Satz 3.2.7 und Proposition 3.1.3 folgt

inf Im(A\)=-— sup Re(}) (3.8)

AeW (4a) AEW (Ajia)

und

sup Im(A\) = sup Re()). (3.9)

AW (Aja) AW (A;—ia)
sowie
1
sup  Re(\) = lim —(||14 +iaal 4, —1) =0,
AeW (Asia) a—0+ A
1
sup  Re(\) = — lim —(||[14 +ical 4, —1) =0,
AEW (A;—ia) a—=0-« A

womit wegen (3.8) und (3.9) a hermitesch ist. O
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