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1 Einleitung

Entstanden in der statistischen Physik, hat sich die Ergodentheorie inzwischen zu einem
eigenstidndigen mathematischen Teilgebiet grofitenteils an der Schnittstelle von Mafitheorie,
Stochastik und der Theorie der dynamischen Systeme entwickelt.

“Ergodic theory originated as an offshot of the work of Boltzmann and of
Maxwell in the kinetic theory of gases. The impetus provided by the physi-
cal problem led later to the development by pure mathematicians of ergodic
theory as a branch of measure theory, and, as is to be expected, the scope of
this mathematical theory extends now far beyond the initial field of interest.
However, the chief physical problems to which ergodic theory has relevance, na-
mely, the justification of the methods of statistical mechanics and the relation
between reversibility and irreversibility have been by no means satisfactorily
solved, and the question arises of how far the mathematical theory contributes
to the elucidation of these physical problems.” I.LE. Farquhar [1964]

In dieser Arbeit werde ich zwei grundlegende Sétze der Ergodentheorie beweisen. Das wird
zum einen der Ergodensatz von Birkhoff, manchmal auch individueller Ergodensatz ge-
nannt, und zum anderen der Ergodensatz von von Neumann sein. Nach dem Beweis des Er-
godensatzes von Birkhoff, werden auch zwei Anwendungen in der Zahlentheorie angefiihrt.

Notation

In der ganzen Arbeit sei (X, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also ein Maffiraum, wobei
w(X) =1 gilt. AuBlerdem setze man zwecks der Ubersicht

LP = LP(X, A u,R) fiirp>1

und versehe diese mit den bekannten Normen ||.|,.



2 Der Ergodensatz von Birkhoff

Definition 2.1. Eine messbare Abbildung T : X — X heifit maferhaltend, wenn fiir jedes
A € A folgende Gleichheit gilt:

Lemma 2.2. Ein T : X — X ist genau dann maflerhaltend, wenn fir jedes f € L
[ rdu= | rora
X X

Beweis. Sei zuerst T' maflerhaltend. Fiir eine nichtnegative Treppenfunktion u = ijl 1y,
auf X gilt

J J
/Xud,uzz,u(Uj)aj:Z (T~ U o dp(z /Z]IT 1y, - oy dp.
j=1 j=1

Weil aber x € T~1U; zu T'(z) € U; #quivalent ist, folgt

J J
/Z]lTlUj'(de/J,:/ Z(]lUjoT)-ajdu:/ wo T dpu.
> X3 X

Fiir ein nicht negatives f € L' gibt es bekannterweise eine Folge nichtnegativer Treppen-
funktionen u,,, die punktweise und monoton wachsend gegen f konvergiert. Mit dem eben
Bewiesenen schlieffit man auf

/fdu: lim/undu: lim unon,u:/fonu.

n—oo

gilt.

Im Falle eines allgemeinen f € L' liefert Aufspalten in Negativ- bzw. Positivteil das Be-
hauptete. Fiir die Umkehrung sei A € A beliebig. Es gilt

u(A):/ ]lAd,u:/ ]leTdM:/ Tp-14dp = p(T7A).
X X X
O

Definition 2.3. Fine Abbildung T : X — X nennt man ergodisch, falls fiir ein beliebiges
A€ A aus T'A = A folgt, dass entweder p(A) = 0 oder u(A) = 1.
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Lemma 2.4. Folgende zwei Aussagen sind dquivalent:
— T ist ergodisch

— Gilt fir f € L' die Gleichung f = f o T fast iberall, so ist f fast iberall gleich einer
Konstante.

Beweis. Wir werden wie in [1] in Abschnitt 3, Proposition 2 vorgehen. Sei zuerst T ergodisch
und f € L', wobei f = foT fast iiberall gilt. Angenommen, f wire nicht fast iiberall gleich
einer Konstante, so gibt es ein a € R derart, dass die beiden Mengen

A= f7H((=00,a]) und A° = f7((a, )
positives Mafl haben. Fiir die Nullmenge N = {z € X : f(z) # f o T(z)} folgt

(TTANN = (T7H(f (=00, a))) \N = ((f o T) 7! (~00,a]) \N
= (f7'(~00,a])\N = A\N,

was wegen (A) # 0 und 1 — p(A) = p(A°) # 0 der Ergodizitéit widerspricht.
Fiir die Umkehrung sei A € A mit T7'A = A von strikt positivem MaB. Aus

La(@) = Tp-14(2) = 1a(T(2)),

folgt, dass 14 fast iiberall gleich einer Konstante ist. Wegen p(A) > 0 gilt 14 = 1 fast
iiberall und damit pu(A) = 1. O

Fiir den Beweis des Ergodensatzes von Birkhoff benétigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 2.5. Seien M,P € N mit P > M sowie ag,...,ap_1 > 0 beliebig. Fir j €
{1,..,P — M} setzen wir ¢; = 1, wenn es ein N € {1,..., M} gibt mit ij;ol antj > N,
andernfalls setzen wir c; := 0. Dann gilt die Ungleichung

P—1 P—M
E Ay, > E cj.
n=0 7=0

Beweis. Wir beweisen die Ungleichung mittels Induktion nach ¢ := P — M € NU{0}. Also
ist

M+q—1 q
E Ay > E ¢j
n=0 7=0

fiir alle ¢ € NU{0} zu zeigen. Fiir ¢ = 0 gilt im Fall ¢y = 0 offensichtlich diese Ungleichung.
Im Fall ¢g = 1 gilt

N—1

Zan > N fiirein N € {1,..., M},

n=0
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weshalb
M+0-1

N-1 0
Z anZZanZNZch.
n=0 n=0 7=0

Sei @@ > 0 und angenommen, dass die Ungleichung EnM:JBq_l an > Z?:O c; fiir alle ¢ €

NU {0} mit ¢ < @ und nichtnegative ay, ..., ap_1 richtig ist.
—) Im Fall ¢y = 0 gilt nach Induktionsvoraussetzung

M+Q-1 M+Q—1-1 Q-1 Q
Z ap > Z ant1 2 Z Cj+1 = ch,
n=0 n=0 j=0 =0

da die zu zeigende Ungleichung ja fiir an41,n =0, ..., M +@Q —1—1 als richtig vorausgesetzt
ist.
—) Fiir den Fall ¢ = 1 gibt es ein N € {1,..., M} mit

M+Q-1 N—-1 Q
Z anzzan>NZch
n=0 n=0 7=0

— Im Unterfall @ > N gilt nach Induktionsvoraussetzung fiir a,yy, n =
0,....M+Q—N —1,

M+Q—-N-1 Q-N
Z UntN = Z Cj+N
n=0 7=0
also auch
M+Q-1 Q

Z ap > cj,
n=N j=N
was zusammen mit Eivz_ol anp > N
M+Q-1 Q Q
Z an2N+ZCjZZCj
n=0 j=N

=0

ergibt.



2 Der Ergodensatz von Birkhoff

Satz 2.6. (Ergodensatz von Birkhoff) Sei T : X — X ergodisch und maferhaltend. Ist
f e L', so folgt fiir fast alle w € X

Beweis. Der vorliegende Beweis folgt den Argumenten von Theorem 10.2 in [2].

> Man erkennt unmittelbar, dass die Aussage des Satzes genau dann fiir f € L! zutrifft,
wenn sie fiir

f— / fdpe Lt
X
gilt. Also kénnen wir [ « J dip =0 annehmen. Unser Ziel ist es,
| V-1
u € X : limsup |— T"u 0})=0
n({ m sup N;f( )| #0})
zu zeigen. Fiir ein € > 0 sei
| V-1
E(f) = X1l — ™ .
() = {we X : limsup| Z:Of( u)| > €}

Angenommen, wir wissen, dass u(E.(f)) = 0 fiir alle € > 0, dann folgt

p({u € X : limsup #0})

N—oo

1 N—-1
N Z f(T")
n=0

Es bleibt also u(FE.(f)) = 0 fiir alle € > 0 zu zeigen, was in einigen Schritten geschieht:

> Zuerst wollen wir

u(Baf) < ¢ [ 171

f € L' fiir € > 0 zeigen. Dazu schreiben wir f = f* — f~ mit integrierbaren f*,f~ >0
und setzen fiir M € N

N-1
EM(f"):={ueX:INeN,1<N<Mmit » fH(T"u)>eN}
n=0
sowie
N-1
EM(f7)={ueX:INeN,1<N<Mmit Y f (T"u)>eN}.
n=0
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Fiir beliebige € > 0, v € X und P > M gilt
fr) fH(Tu) AT )

e >0,
€ € €
sodass wir Lemma 2.5 anwenden konnen und
P-1 P-M
fH(T)
> P > s sty (T7)
n=0 j=0 "

erhalten. Wegen BV (%) = EM(f7) ergibt Multiplizieren mit ¢
P—1 P—M '
DT ) = € Y ppe(TVu).
n—0 =0

Analog schliefit man auf

P—1

P—M )
Zf_(TnU) 26 Z ILEEM(f—)(TJu)
7=0

n=0

Wenn man beide Seiten integriert, bekommen wir aufgrund von Lemma 2.2

P-1
Pl oftdu= [ 3T duz (P M DB ()
X X n=0
sowie
P-1
P/ fdp= / D fTeTdp> (P — M+ ep(EY (7).
X X n=0
Dividieren durch P ergibt fiir P — oo
/ Frdu > ew(EM (1) sowie / ™ dp > eu(EM (7).
X X
(EM(f+)U EM(f7))men ist offenbar eine aufsteigende Mengenfolge. Zudem gilt

Ex(f)C |J EM(UHUEM (),

MeN

da fiir u & Uyen EM(fT)UEM(f7) und allen M, N € Nmit N < M

1 N-1 1 N-1 1 N-1 1 N-1
N |2 S| < g LIl = 5 3 71T+ 5 3 47T < 2
die Ungleichung
' 1 N-1 .
limsup nz:%f(T u)| < 2e,
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also u ¢ Ea(f) folgt. Insgesamt ergibt sich wegen der Stetigkeit von unten von pu, dass

) < U BB ) = s ) U )

MeN

< Jim u(BM (7)) + n(EY () < L ( [t [ o du)

~ < [ 1f1dn

> Wir zeigen, dass es fiir f € L' mit Jx fdp =0 zu jedem 6 > 0 ein h € L> gibt mit
||f — (WT — h)||1 <. Das bedeutet aber genau, dass die Menge

E:={hoT —h:he L} dicht in By := {fGle/ fdu=0}
X
beziiglich ||.||; ist. Wenn wir zeigen kénnen, dass E C By und alle beschrankten linearen

Funktionale, die auf E verschwinden, auch auf By verschwinden, folgt aus Korollar 5.2.6 in
[4], dass E dicht in By ist. Ersteres folgt aus

/hoT—hd,u:/hd,u—/hdu:O,
X X X

wobei Lemma 2.2 angewandt wurde. Fiir die zweite Aussage sei « ein beschréinktes lineares
Funktional auf L!. Aus Satz 16.1.6 in [5] folgt die Existenz eines k € L mit

a(f):/xf.kdu fiir alle f € L.

Angenommen, o verschwindet auf E, was genau [y (hoT — h) - kdp = 0 fiir alle h € L*®
bedeutet. Fiir h = k£ bekommen wir

/koT.kdu—/deﬂ
X X

/(k:oTk:)Qd,u:/(koT)zd,qu/ k:2du2/ koT - kdpu
X X X X

:2</ k2du—/ koT-kd,u) =0,
X X

wobei wir wieder Lemma 2.2 angewandt haben. Daraus folgt k o T' = k fast iiberall. Weil
T ergodisch ist, folgt aus Lemma 2.4, dass k eine fast {iberall konstante Funktion ist. Fiir
f € By, also [y fdu =0, gilt dann

alf) = [ k- fdp=c [ fip=o,

wobei k(z) = ¢ € R fiir fast alle z € X.

und damit
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> Abschlielend betrachte man ein f € By. Fiir § > 0 gibt es nach dem eben gezeigten
ein h € L mit ||f — (hoT — h)||; <J. Fiir v € X und € > 0 folgt aus

1 N-1
€ < limsup |— f(T"u)
N—oo N n=0
N—1 N—1
. 1 . 1
<limsup | S (f = (ho T — h)(T"u)| + limsup | 3 (ho T = h)(T™u)|,
dass
Ed(f) € Bx(f — (KT — b)) U Be (hT — h),
womit

W(E(f)) < u(E
Weil aber fiir alle u € X

(f = (WT = h))) + p(Eg (WT — h)).

£
2

1 N-1

~ > (hoT — h)(T"u)

n=0

1 2| |
:N]h(TNu)—h(u)\< ”]\;‘ 220

gilt, folgt Ec(hoT —h) = () und daher p(E¢(hoT — h)) = 0 fiir alle € > 0. AuBerdem gilt

w(E

(VI

€

46
(F=(hoT =) < = [ 17(@) = (ho T(@) = hw) du(o) < -
Wenn man nun ¢ gegen Null laufen ldsst, erhalten wir

wW(E(f)) =0 furalle e>0.

2.7 Zwei Anwendungen in der Zahlentheorie

Die folgenden zwei Anwendungen stammen aus [2] Abschnitt 10.3.

1) Bekannterweise kann man jedes = € [0, 1) darstellen als
= ? + ? + 2*3 + ..

wobei ay,as, as, ... € {0,1} und wobei nicht a; = 1 fir alle j € N ab einem gewissen J € N.
Man nennt z normal, wenn der Anteil an Einsen in obiger Darstellung und der Anteil an
Nullen in obiger Darstellung gleich 3 1 ist, was
1

lim Card{1<k<n akzo}— = lim C’ard{1<k<n ap =1}

n—oo N n—oo N
bedeutet. Nun sind fast alle € [0,1) normal. Um das einzusehen, definiere die bzgl. des
Lebesgue-Maf} ergodische und maflerhaltende Abbildung 7": [0,1) — [0,1)

T(z) :==2x mod 1.
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Der Beweis der Ergodizitét ist nicht trivial und wiirde hier den Rahmen sprengen, weshalb

auf [6] Seite 1536, Proposition 3 verwiesen sei. Fiir x = 72, % gilt
= a
k k+i
T (x) - Z 2 -
i=1

Wegen a; = 1<z € [3,1) und a1 =0 < z € [0, 3) gilt

0 fiir TF(z) € [0,3)
ag+1 = .. k 1
1 fur T%(z) € [3,1).

Man erhélt

Card{l1<k<n:ap=0}=Card{0 <k <n:agy =0}
1

UL

= Card{0 <k <n:TFax) <0, 5

Wenden wir den Ergodensatz von Birkhoff auf f := 11[07 1) am, 8o folgt fiir fast alle x € [0,1)

n—oo N

n—1
1 1
lim —Card{l1 <k<n:a,=0}= nh~>nc}o - E_O ]l[oé)(Tk(x))
1 1
= Ty1,dA=X(0,2)) = =.
/[0,1) 0:2) ( 2)) 2
Analog schliefit man auf

1 1
lim —Card{l1<k<n:aq,=1}=-

n—oo 1M 2 ’
Man kann obige Argumentation auch fiir eine andere Basis als 2 in einer d&hnlichen Art und

Weise fiihren.

2) Man betrachte die Folge (2"),cn und jene Folge (7,)nen, die von obigen Folgengliedern
jeweils die erste Ziffer herausnimmt, also

2,4,8,1,3,6,1, ...

Man kann mit dem Ergodensatz von Birkhoff zeigen, dass der Anteil an k € {0,1,...,9} in
der Folge (ry)nen gleich logi(1 + 1) ist, also

1 1
lim NCard{l <n<N:r,=k}=1log,(1+ %)

N—o0

Um das einzusehen, sei auf [2] Kapitel 10.3, Application 2, verwiesen.
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Satz 3.1. (Ergodensatz von von Neumann) Sei T : X — X maflerhaltend und seien

f,g € L?. Der Ausdruck
1 N—-1
N Z/XfOT"~gdu
n=0

konvergiert fir N — co. Wenn T zusdtzlich ergodisch ist, stimmt der Grenzwert mit
/ fdp- / gdp
X X

Beweis. Die Beweisidee stiitzt sich auf Theorem 10.1 aus [2]:

iiberein

> Man betrachte folgende Teilmengen des L?:
I:={feL?: f=foT fast iiberall}

welche, wenn T ergodisch ist, nach Lemma 2.4 nur aus Funktionen besteht, die fast iiberall
gleich einer Kontante sind, sowie

B:={f€L?:3he L’ mit f = hoT — h fast iiberall}.
Fir fi € I, N > 1 und fast alle x € X gilt
| V-l
N > A(Tx) = fi(=)
n=0

und fiir fo = hoT — h aus B mit h € L? und fast alle z € X

S ) = ~ (h(TN h
N;fz( SU)—N(( z) — h(z)).

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

1 1
4 -] (a7 | )
X X X

(17 o T™1J2lgll2 + [[hl]2llg]]2)

<

==

2
= l1hll2llgll2 = O fiir N'— oo,

wobei ||[h o TN||y = ||h||2 verwendet wurde, was aus Lemma 2.2 und

/\hoTNPdp,:/ h\QoTNdu:/ \h|% du
X X X

ersichtlich ist.

10
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> Man nehme an, dass f € L? mit f = f; + fo, wobei fi € I, f» € B. Aus obigen
Tatsachen folgt

L N1 ) L N1 ) L N )
NT;]/X(*’COT )'gd“_NnZ:%/X(fl oT )'gdu+NT§/X(fon ) - gdp

N-1
1
=/ flgd,u‘FN E /(fon”)~gduN—>%°/ figdp.
X ——e X

Sei nun zusétzlich T' ergodisch. Da T' maflerhaltend ist, gilt wegen Lemma 2.2

/fgdu:/hon,u,—/hd,u,zo
X X X

und wegen der Ergodizitit von T ist f; fast iiberall gleich einer Konstante, sodass fi = ¢1
fast tiberall mit einem c¢; € R. Insgesamt ergibt das

/dew/xgduz/xfldw/xgdu
zcm(X)/nguz/Xflgdu-

> Wir nehmen an, dass es fiir ein f € L? Folgen (f1 x)ken aus I und (fox)ken aus B gibt
mit

fig + for — f bzgl. ||.|]2.

Zwecks der Ubersicht setze man fiir h € L2

N-1
An(h) = % Z /X(hoT”) g dp.
n=0

Zu € > 0 gibt es ein K € Nmit ||f — (fir + for)|l2 < € fiir alle k > K. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und Lemma 2.2 folgt

|AN(f) — AN(fie + for)l =

;| N-1
~ nz_% /X ((f = (fip + for)) o T") - gdp

| Nl
< N N(f = (fie+ for) o T"|2]lgl]2
n=>0
| N1
=N I[f = (fre + for)ll2llgll2 < €llgll-

Also konvergiert An(f1 5+ for) fiir K — oo gleichméBig in N gegen Ay (f). Zudem existiert
wie im letzten Abschnitt gezeigt fiir jedes k € N der Grenzwert

lim An(fir + for),
N—oo
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sodass wir Lemma 8.7.1 aus [3] anwenden koénnen, woraus die Existenz von limy_, An(f)
folgt. Wenn T zusétzlich ergodisch ist, gilt

lim An(f) = lim hm AN(fre + for)

N—oo k—oo N—

= lim </ P+ fordp: /ngu)
:/dew/ngu,

wobei letzte Gleichheit gilt, da fiir den Fall u(X) < oo aus fi + for — f bzgl. ||.||2 auch
ka + f27k — f bzgl. ||H1 folgt.

> Um den Beweis zu vollenden, bleibt L? = cl(I + B) zu zeigen, wobei cl(I + B) den
Abschluss von I + B bzgl ||.||2 bezeichnet. Da B ein Unterraum von L? ist, gilt

L? = B* +cl(B).
Es bleibt B+ C I zu zeigen, da sich daraus
L>=BY +cl(B)CI+c(B)Cecl(l+B)CL?

ergibt. Sei also f € BL, womit

/ffgdu—OfﬁrallefgeB
X

bzw.
/f-(hoT)du:/fhdufuralleheL2
X X

folgt. Fiir h = f ergibt sich

/Xf‘(foT)duzfo‘"Qdu-

Wir schlieflen auf

| or—prau= [ (romPaut [ Pan-z [ r(rom)dn

_2</f2du /f foT)d > 0

woraus f = f oT fast iiberall und damit f € I folgt.

12
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