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1 Einleitung

In dieser Seminararbeit wird analog zum Riemann-Integral in Banachriumen eine
Variante des Produkt-Integrals definiert.

Grundsétzlich gibt es fiir verschiedene Klassen von Funktionen auch unterschied-
liche Zuginge zum Produkt-Integral. Hier wurde die Herangehensweise von Pesi
Rustom Masani [1] gewéhlt, in welcher man matrix-wertige Funktionen ausgehend
von einem abgeschlossenen reellen Intervall verallgemeinert. Dazu betrachten wir
Funktionen f : [a,b] — X, die in eine Banachalgebra mit Eins X abbilden. An-
schliefend wird mithilfe einer dquivalenten Definition der Zusammenhang zwischen
Produkt-Integral und Riemann-Integral in kommutativen Banachalgebren mit Eins
gezeigt. Eine alternative Methode, diesen zu zeigen, findet man in [2].



2 Ungleichungen in Banachalgebren mit Eins

In diesem Abschnitt wollen wir Ungleichungen beweisen, welche allgemein in Bana-
chalgebren mit Eins gelten. Diese sind hilfreich, wenn man Eigenschaften iiber das
Produkt-Integral zeigen méochte.

Definition 2.1. Sei (X, ||.||x,-, 1) eine Banachalgebra mit Eins. Fiir z,y € X ist
der Ausdruck z -y oder zy als +(x,y) zu verstehen und fiir n € N* definieren wir

2" = gx---xund 2° ;= 1.
1
n-ma.
Fir x1,...,x, € X bezeichnen wir folgende Ausdriicke als das rechte bzw. linke
Produkt:

n 1
| |ZEZ = T1T2 ... Ty, | |I’z = Tplp—-1...21.
i=1 =n

Lemma 2.2. Ist (X, |.||x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins
und x4, ...,z, € X, dann gilt

H(]L+xi) §H||Il+xiHX < exp (ZH%HX) :
i=1 x =1 i=1

Beweis. Die erste Ungleichung folgt induktiv aus ||zy||x < ||z|x|y||x fir z,y € X.

Wegen exp(||zillx) =D ey % und wegen der Dreiecksungleichung erhalten wir

[T+l <TTO+ ) < ] exp (il x) = exp (Z!I%Hx) :
i=1 i=1 i=1 =1

O
Lemma 2.3. Fir eine Banachalgebra (X, ||.|x,+, 1) mit Eins und
Ty s Ty Y1y - Y € X qilt
n n n i—1 n
Iz 11y => (I]we)@i—w) (] =),
i=1 i=1 =1 k=1 k=it1
wobei [Tp_y vk = [17— 41 o1 = 1.
Beweis. Der rechte Ausdruck lésst sich als Teleskopsumme darstellen:
n i—1 n
Z ( yk)(acZ — yz)( H xk) = (122 .. x,) —(172 . .. Tp) + (Y172 . . x”), .
=1 k=1 k=i+1 RS
= gnmn) + (e yea@) = ya) = [ [ - [ v
~ i=1 i=1
0



Lemma 2.4. Ist (X, |.||x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins und
Tlyeo s Ty Y1y -5 Yn € X, S0 qult

TTso)-T[esw)]| <ew (zumu N nyiux) Sl — wlx.
; i=1 X i=1 i=1

Beweis. Aus Lemma 2.3 folgt

n i—1 n
S ST +wallx) C T 1+ 2ellx) 1z = willx-
=1 k=1

k=i+1
Nach Lemma 2.2 erhalten wir fiir alle: =1,...,n

i—1
(TTIT +wellx)( H 11+ 2]l x) < (leykllx+ >, Ikazllx>
k=1

k=i+1 k=i+1

< exp (ZHykllx + ||~”Ck||x) :

k=1

weshalb

< ZGXP (ZH%HX + ||17kHX> 2 — yillx
1=1 k=1
= exp (ZH%HX + H%Hx) >l = willx.
=1 =1

X

]

3 Definition und Eigenschaften des Produkt-Integrals

Definition 3.1. Sei (X, ||.||x,, 1) eine Banachalgebra mit Eins und f : [a,b] — X
eine beschriankte Funktion.

Wir bezeichnen die Menge aller Riemann-Zerlegungen von [a, b] mit R[a, b]. Fiir jede
Riemann-Zerlegung R := (&)%) (a,)"'™) € Rla, b] setzen wir AE; := & — &_, fiir
i = 1,...n(R). Das rechte bzw. das linke Riemann-Produkt von f beziiglich R
definieren wir als

n(R)
P(f,R) := H (1+ A& f(aw)),
P*(f,R) := (14 A& foy)).
i=n(R)

Existiert der Grenzwert des Netzes (P(f, R))rerjap) in X, so nennt man diesen das
rechte Produkt-Integral von f iiber [a, b]:

b

H (1+ f(x)dzx) := Rel%ﬁb]P(f’ R)



Existiert der Grenzwert von (P*(f, R))reRrja), S0 spricht man vom linken Produkt-
Integral von f iiber [a, b]:

1 dr):= i P(f, R
];[( +f(z)de) = lim P*(fR)
Bemerkung 3.2. Man kann zeigen, dass das rechte Produkt-Integral genau dann
existiert, wenn das linke existiert. Das folgt aus der Tatsache, dass die Existenz
jeweils zur Riemann-Integrierbarkeit dquivalent ist. Siehe [2].

Bemerkung 3.3. Analog zum Riemann-Integral schreibt man auch limz—o P(f, R)
statt limperap P(f, R) sowie lim g0 P*(f, R) statt imgerjqy P*(f, R).

Bemerkung 3.4. Da Netze in Banachrdumen genau dann konvergieren, wenn sie
Cauchy Netze sind, ist die Existenz von []" (14 f(z)dz) dquivalent zu

Ve > 030 >0 VR, Ry € Rla,b] mit |Ry|,|Ra| <0 :
I1P(f, B1) — P(f, R)|lx < e

Analoges gilt fiir das linke Produkt-Integral.

Bemerkung 3.5. Wir zeigen einige Eigenschaften vom rechten Produkt-Integral.
Analoge Aussagen gelten fiir das linke. Man kann nédmlich auf einer Banachalgebra
mit Eins ein neues Produkt z oy := y + x definieren und erhélt eine neue Banachal-
gebra mit Eins. Die Aussagen iiber das rechte Produkt-Integral in (X, ||.||x, o, 1)
ibertragen sich dann auf das linke in (X, ||.||x, -, 1).

Lemma 3.6. Sei (X, ||.||x, -, 1) eine Banachalgebra mit Eins und f : [a,b] — X eine
beschrdankte Funktion. Fir eine beliebige Riemann-Zerlegung R = ((fi)?:(g), (ai)?z(lf))
von |a,b] gilt

IP(f, R)llx < exp ((b—a) [ fll)-
Falls das rechte Produkt-Integral existiert, so hat man

b

IT @+ f(x)dz)

a

< exp ((b —a)- ||f||00)

Beweis. Aus Lemma 2.2 folgt

n(R) n(R)
IP(f, R)llx = J] (1+ A& () <exp | D IAGf (ai)llx
i=1 i=1
n(R)
=oxp | Y AG|f()llx | <exp ((b—a)-[Ifll)-
i=1
Die zweite Aussage folgt aus der Stetigkeit der Norm und der ersten Aussage:

b

||fa[ (L+ @)zl = lim | P(f.R)|x

= Jm 1P/ R)lx < exp (b= a) - | f]l)-



Lemma 3.7. Sei (X, ||.||x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins, a < b < ¢ aus R und
f:la,c] = X eine beschrinkte Funktion. Falls die Produkt-Integrale

b

H (1 + f(z)dx) und H (1 + f(z)dz)

a

existieren, so existiert auch [[; (1 + f(z)dz) und es gilt

[[ @+ f(@)dz) =] (@ + f@)dz) [T (2 + f(x)da)).

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir wahlen 6; > 0 und d > 0 so, dass fiir alle Riemann-
Zerlegungen R,y von [a,b] mit [Ry, | < 01 und Ry, q von [b, ] mit |Rp | < 09

b
€
IP(f, Riay) L+ f(z)dz)|lx < ’
| H texp ((c—a)- [f])
Plasi=
c €
IP(f, R (1 + fx)de)|lx < '
le texp ((c—a) - [ fll)
Ploai=

Wir definieren ¢ := min(1, 41, da, ST )Eexp(Hf”w(c_a))) und zeigen anschliefend

|P(f, R) — PoyPpqllx < efiiralle R € Rla,c] mit |R| < 6.
Sei also R := ((&)?(10% , (a )?:(]f)) eine beliebige Riemann-Zerlegung von |a, ] mit

|R| < §. Wir wihlen k € {1,...,n(R)} derart, dass b € [{x_1,&x] und definieren

Pyi= (14 (b—&-1)f (b)) (14 (& —b)f(D))

und

k—1 n(R)
P .= (H (]1 + A@f(%))) P, H (]l + Aéif(ai))

i=1 k+1
N

~~ N /

P TV
Ppi= RS

Mit der Dreiecksungleichung folgt
IP(f, R) — Play Prallx < |P(f,R) = Pllx + [|P — PayPogllx.

Fir den ersten Ausdruck wenden wir Lemma 2.2 auf die Riemann-Produkte P;, und
Pr an und erhalten

|P(f,R) = Pllx = || Pr- (1 4+ A& f(ow) — B) - Prllx
< |1+ A& f(ar) — Pollx | Prllx 1 Pollx
<1+ A& f(ar) — Pyllx exp((c — a) || floo)-



Wir wenden die Dreiecksungleichung an und aus
Ak, (& — ), (b — &k1) <0 < 5 ep(Tmay 08

[T+ A& f(ar) — Pl x
= || A& f (o) — (& — ) f(B) — (b — &1) f(B) — (b — &) (& — B) F(B)?||

5 [e’e) (5 2 :5 o] ; . )
< 30)| flloe + 1+ 8[| flI5 = 03I £ +||f||oo)§QGXP((C_GWHOO)

Also gilt

€

((e=a)[[flle)

Um den Ausdruck ||P — P4 Pp.qllx abzuschétzen wenden wir zunéchst die Drei-
ecksungleichung an.

1P = Pogy Pollx <[P = Papy (1 + (& — ) /(b)) Pr| ¢
L=
+ || Py (1 + (& = b)f () Pr = Pay Pl -

-~

Iy:=

I1PCfR) = Pllx < 5 exp((c — a)[| flloo) = =

€
5 .

Wegen der Wahl von ; und &5 sowie § < §; bzw. § < d, erhalten wir

L < ||Po(D+ (b—&-1)f(b) — P[a,b]HX (T + (& —0)f(]) Pr)ll x

exp(|| (e — @) = 7.

= Ten(Iflllc — @)

Iy < ||Pag]| < |2+ (& = 0) £ (b)) Pr — Pog||
€ €

< exp([| flo (e = a>)4exp(||f|!oo(c —a) 4

Also haben wir )
”P - P[a,b]})[b,c]HX S Il + ]2 S 5

gezeigt und insgesamt gilt

€

2

== €.

€
|P(f, R) — PayPollx < |P(f,R) — Pllx + |P — PapPrdllx < 5t

4 Aquivalente Definition des Produkt-Integrals

Wir werden in dem Abschnitt einen #dquivalenten Zugang zum Produkt-Integral
definieren. Dazu bendttigt man zuerst folgendes Ergebnis.

Lemma 4.1. Sei (X, ||.|x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins.

Die Funktion exp : X — X definiert durch exp(z) = > -, %xk ist wohldefiniert
und stetig.

Fiir kommutierende x,y € X, also x -y =y - x, qilt

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).
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Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus

[e.o] o0

1 1
ZHEIE'“IIX <> Hllelx = exp(ll]x)-

k=0 k=0

Um die Stetigkeit zu zeigen, wéihlen wir r > 0 beliebig und betrachten exp |K”A\|X(O).

Fir £ € N ist die Funktion f; : K”'”X(O) — X mit fy(z) := 5" beschrinks
durch || fillee < #57%. Wir wenden das WeierstraBsche Konvergenzkriterium an und
erhalten aus der absoluten Konvergenz )"~ (|| fxl|c < exp(r) die gleichméBige Kon-
vergenz der Reihe ) /7, fr. Die Funktion exp | Klx ) = Y peo fr ist Grenzwert
einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen und somit selbst stetig.
Da r > 0 beliebig war, ist auch exp : X — X stetig.

Die Reihen exp(z) und exp(y) konvergieren absolut und daher auch unbedingt. We-

gen Nx N = |J{(j,l) e Nx N|j+1[=k} erhalten wir durch Umordnung
k=0

1 .1 . 1,1 .
exp(x) exp(y) = Z H$k7yj _ Z Z [_lxlﬁy]

k=0 j=0 J: k=0 {(j,l)eNxN|j+I=k}
© k

Nk — 7)!
k=)

R
(z+y) jzoj!(k_]) "y
Insgesamt erhalten wir
ok 1 © 4
exp(z) exp(y) = gjzo]'(k’— ;E z+y)" = exp(z + y).

]

Definition 4.2. Sei (X, ||.|x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins und f : [a,b] — X

n(R
,)()

eine beschrankte Funktion. Fiir eine Riemann-Zerlegung R := ((fi)?:(?, (vi)isy) €

Rla,b] definieren wir
n(R)

P.(f,R) = H exp(A& f(ay)).

Lemma 4.3. Sei (X,|.||x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins und f : [a,b] — X
eine beschrinkte Funktion. Fir ein beliebiges € > 0 gibt es ein 0 > 0 so, dass fiir
jede Riemann-Zerlegung R von |a,b] mit |R| <6

Hp(f7R) _Pe(fa R)HX <e

Beweis. Zu beliebigem € > 0 wihlen wir § € (0, 1] derart, dass

€

< .
~ exp (2]l flloo + exp(llflloe)) (b — @) exp([ fll) (b — @)

8




Sei R = ((&)"5 (o)™} eine beliebige Riemann-Zerlegung von [a,b] mit |R| < 4.
Nach Lemma 2.4 folgt

IP(f,R) — (fRHX—HH 1+ A& (o)) Hexp A& f(en) ||«
n(R) n(R)

= H (I + A& f(aw) = H(ﬂ + A& f (i)

=1

I

~

R;:=
n(R) n(R)
<exp | Y IAGf(@)llx + I1A&f (i) + Rillx | D IIRillx-
i=1 i=1
Wegen A <6 <1 kann man R; = > ¢ AL (c;)™ abschétzen durch

n=2 n!
1Bl < SR fla e < A3 1171 < A exp((lfl1)
il X n' (07 X = 3 ’I’L' = i €Xp oo )
n=2 n=2

A& <6 <1und Z JAE = (b — a) ergeben nach Anwendung der Dreiecksunglei-
chung

”P(fa R) - Pe(fv R)HX

n(R) n(R)
<oxp | Y 20&]1f (i) x + A& exp(]|f o) ) > Agexp(]|fl)

=1 =1

n(R) n(R)
<oxp | ) 2088 fllee + A& -1 eXp(foo)) 0y A& exp(||f )
i=1 i=1

n(R) n(R)
= exp | (21 flloo + exp([| £lloe)) D A&') exp([[ flle) Y A&
=1 =1

= exp ((2[1f ]l + exp(l| fllo)) (b = a)) exp([| flloc) (b — @) - 6 < €

Bemerkung 4.4. Mit Lemma 4.3 folgt

lim P.(f,R) = lim P(f,R)

|R|—0 |R|—0

in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte tut. In
dem Fall gilt

b
lmP R ]l+
lim P.(f, [T+ @

a



5 Produkt-Integrale in kommutativen Banachal-
gebren mit Eins

In kommutativen Banachalgebren mit Eins ldsst sich das Produkt-Integral einfach
auf das Riemann-Integral zuriickfiihren.

Satz 5.1. Sei (X, |.||x,+, 1) eine Banachalgebra mit Eins und f : [a,b] — X eine
beschrinkte Riemann-integrierbare Funktion. Falls fir alle o, 8 € [a,b] : f(a) -
f(B) = f(B) - fla) gilt, so ezistieren das linke und das rechte Produkt-Integral,

wobei
a

I @+ f(z)dz) = f[ (1 + f(x)dx) = exp (/abf(a;)da;> .

b a

Insbesondere ist diese Bedingung erfillt, falls - kommutativ auf X ist.

Beweis. Sei R := ((&)"F (:)!") eine Riemann-Zerlegung von [a, b].
Fir j, k€ {1,...,n(R)} gilt

(L4 A fag) - (1 + Adef(ar)) = (1 + Adf(ar)) - (1+ A f(a)))

und mit vollstdndiger Induktion folgt

-

n(

)
P(f.R) =] (1 +A&f(a)) = J] (1+A&Sf(a)) =P*(f.R).

1
i=1 i=n(R)

Also stimmen das linke und das rechte Produkt-Integral iiberein, sofern es existiert.
Wegen AE; f(ay) « A& f(ag) = A& f(au) « A f(ay)) folgt aus Lemma 4.1

exp (A f(ay)) - exp (Akf(aw)) = exp (A&, f(ay) + A&y f(ax))

und mit vollstédndiger Induktion

n(R) n(R)
Pe<f,R>=Hexp(A&f(am:exp ZA@f(ozi) =exp (S(f,R)).

Daexp : X — X laut Lemma 4.1 stetig ist, gilt

Relgzn[gb]P(f, )ZRelng}eXp( (f,R))

b
= exp (Rel%ﬁ ’ S(f, R) ) = exp (/a f(x)dx)

Bemerkung 5.2. Wir sehen insbesondere, dass sich Produkt-Integrale von Funk-
tionen f : [a,b] — R mithilfe vom Riemann-Integral ausrechnen lassen. Dies gilt
auch fiir matrix-wertige Funktionen f : [a,b] — R™ ", deren Bild kommutiert.

[]
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