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1 Einleitung

FEin linearer und beschrédnkter Operator T von einem komplexen Hilbertraum H in sich
selbst heifit m-Isometrie, wenn

i(_l)mk <7Z> TR — 0,

k=0

wobei T* die Adjungierte von 1" bezeichnet.

Wir wollen in der vorliegenden Arbeit einen Uberblick iiber die Eigenschaften von m-
Isometrien geben. Dazu werden im wesentlichen die Ergebnisse aus [AS95] aufbereitet. Im
letzten Abschnitt bringen wir einige Resultate aus [BT14].

Im ersten Abschnitt der Arbeit wollen wir einige Begriffsbildungen und wichtige Sétze
aus der Funktionalanalysis in Erinnerung rufen, welche wir spédter brauchen werden.

Erstes Ziel wird ein Zerlegungssatz fiir m-Isometrien sein. In der Tat kann jede m-
Isometrie in eine direkte orthogonale Summe von sogenannten echten m-Isometrien zer-
legt werden. Dieser Satz erlaubt es, sich bei der Untersuchung von m-Isometrien auf echte
m-Isometrien zu beschrénken.

Des weiteren wollen wir im dritten Abschnitt das Spektrum von m-Isometrien beschrei-
ben. Wir werden zeigen, dass dieses im Abschluss der Einheitskreisscheibe enthalten ist.
Dieses grobe Resultat ldsst sich weiter einschrinken, wenn wir m-Isometrien mit bestimm-
ten Eigenschaften betrachten.

Im vierten und letzten Abschnitt untersuchen wir gewichtete Shiftoperatoren, welche
unter bestimmten Voraussetzungen m-isometrisch sind.



2 Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis

Im Folgenden sei (H, (., .)) ein Hilbertraum {iber dem Skalarkoérper C. Mit Ly(H) wollen wir
den Banachraum der linearen und beschrinkten Abbildungen von H nach H bezeichnen.
Wir erinnern an die Definition des orthogonalen Komplements.

Definition 2.1. Sei M ein Unterraum von H. Das orthogonale Komplement M+ von M
ist definiert als
Li={zeH:(z,y) =0Vyec M}.

Bemerkung 2.2. Ist y € H und das lineare Funktional f,: H — C definiert durch f,(z) =
(z,y), so folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[fy(@)] = 1z, 9)| < =[]yl

fiir alle x € H. Somit ist f, ein beschrénktes lineares Funktional. Fiir einen Unterraum M
ist nach Definition des orthogonalen Komplements

= () ker fy.

yeM

Also ist M+ als Schnitt abgeschlossener Unterrdume selbst ein abgeschlossener Unterraum
von H.

Lemma 2.3. Sei (M;);cr eine Familie von Unterrdumen von H und M ein abgeschlossener
Unterraum von H. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Nier Mi- = (spanU;e; Mi)*
(ii) M+ =M
(iii) H=M o M+

)

Die Projektion Pyy auf den Unterraum M ist eine Orthogonalprojektion und daher
selbstadjungiert.

(iv

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [BKW22| p.47 ff.].

Definition 2.4. Sei (e;)ier ein Orthonormalsystem aus Vektoren aus H. Im Fall span{e;: i € I} =

H nennen wir (e;);e; eine Orthonormalbasis. Weiters heifit H separabel, falls es eine
hochstens abzéhlbare Orthonormalbasis gibt.

Bemerkung 2.5. Mithilfe des Lemmas von Zorn und der Tatsache, dass ein Orthonor-
malsystem genau dann eine Orthonormalbasis ist, wenn es maximal ist, ldsst sich zeigen,
dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis besitzt (siehe [BKW22l p.51])).



2 Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis

Wir wollen noch kurz auf positive Operatoren zu sprechen kommen.
Definition 2.6. T' € Ly(H) heift positiv, wenn fiir alle x € H
(Tz,x) > 0.

Die nachfolgenden Aussagen werden in [EMI6] p.70] bewiesen. Wir wollen sie hier der
Vollstandigkeit halber noch einmal explizit beweisen.

Lemma 2.7. Ist T € Ly(H) positiv, dann gilt
(Tz,y)* < (T, 2)(Ty,y).

Beweis. Wir schreiben die Elemente aus H x H als (.;.). Weil T linear und (., .) sesquilinear
ist, stellt auch

[,.]t Hx H—C
(z;y) = (Tx,y)

eine Sesquilinearform dar. Wegen der Positivitdt von T ist [.,.] positiv semidefinit. Wir
koénnen also die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf [.,.] anwenden und erhalten

(T2, y)? = |z, 9]* < [2,2]ly, 9] = (T2, 2)(Ty.y).

Korollar 2.8. Sei T' € Ly(H) positiv und v € H. Ist (Txz,x) =0, so folgt v € ker T

Beweis. Fir x € H erhalten wir aus Lemma mit y = Tz, der Beschrénktheit von T
sowie der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|Tz||* = (T2, Tx)* < (Tw,2)(T%z, Tw) < (Tz,2)|T|*||T]l,
weshalb aus (T'z,z) = 0 immer | Tz||* = 0 und daher Tz = 0 folgt. O

Es sei noch an das folgende, nicht nur fiir positive Operatoren geltende Resultat, erinnert
(siehe [BKW22| p.142]).

Lemma 2.9. Sei T € Ly(H). T ist genau dann der Nulloperator, wenn (Tx,x) = 0 fir
alle x € H.

Wir wiederholen noch einige grundlegende Definitionen und Resultate aus der Spektral-
theorie.

Definition 2.10. T € Ly(H) heifit invertierbar, wenn T bijektiv und 7! beschriinkt ist.

Bemerkung 2.11. Wegen des Satzes von der offenen Abbildung ist die Forderung in
Definition dass T~! beschrinkt ist, redundant.



2 Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis

Definition 2.12. Fiir T' € Ly(H) heifit die Menge
p(T) :={X € C: T — X ist invertierbar}

Resolventenmenge von T'. Die Menge

heifit Spektrum von T'. Weiters nennen wir
op :={A € C: ker(T — \) # {0}}
das Punktspektrum von T,
oc:={\ € C: T — \ist injektiv, ran(T — \) = H, ran(T — \) # H}
das stetige Spektrum von T und
oy = {\ € C: T — \ ist injektiv, ran(T — \) # H}
das Restdualspektrum von T.

Bemerkung 2.13. Definitionsgeméf zerféllt das Spektrum eines linearen und beschrénkten
Operators T in die drei oben definierten Teilmengen des Spektrums. Also gilt

o(T) = op(T)Uoo(T)Uo,(T).

Es lasst sich zeigen, dass das Spektrum eines linearen und beschréinkten Operators T
stets nichtleer und kompakt ist (sieche [BKW22, p.127, p.129]). Damit ist die folgende
Begriffsbildung sinnvoll.

Definition 2.14. Fiir T' € Ly(H) heifit

T) := A
T( ) )\rEnUaE)Y(“)‘ ’

der Spektralradius von T

Satz 2.15. Ist T € Ly(H), so gilt
r(T) = lim | T||%.
k—oo

Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [BKW22| p.129].



3 Zerlegungssatz

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Zerlegungssatz fiir m-Isometrien zu beweisen. Wir starten
mit der schon in der Einleitung erwéhnten Definition von m-Isometrien.

Definition 3.1. Sei T' € Ly(H) und m € N. T" heifit m-Isometrie, falls
= m
k=0

Weiters setzen wir vo(7") = I.

Lemma 3.2. Ein T € Ly(H) ist genau dann eine Isometrie, wenn T eine 1-Isometrie im
Sinne von Definition |5. 1] ist.

Beweis. Mit der Linearitét des Skalarprodukts und der Adjungiertengleichung (Tx,y) =
(x, T*y) folgt fiir x,y € H

(Tz,Ty) = (z,y) = (T"Tw,y) — (z,y) = (T°T = D)z, y).
Aus Lemma [2.9] angewandt auf den Operator T*T — I folgt die Behauptung. O

Wir fassen noch einige elementare Eigenschaften von m-Isometrien in folgendem Lemma
zusammen.

Lemma 3.3. Sei T' € Ly(H) und M ein abgeschlossener T-invarianter Unterraum, also
T (M) C M. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) T ist genau dann eine m-Isometrie, wenn fir alle x € H

i(l)m—’f (el =o.

k=0
(1) T* i (T)T = Ym(T) = Ym+1(T).
(@ii) Jede m-Isometrie ist eine (m + 1)-Isometrie.
(iv) T Tpr ist eine m-Isometrie.

Beweis.



3 Zerlegungssatz

ad Mit der Linearitét des Skalarprodukts und der Adjungiertengleichung folgt fiir z € H

NE

(@) = 3o (-1m () ) (4T,

B
I
o

I
NE

(—1)m* <7Z> (T*z, Tkxz)
1yt () il

Aus Lemma angewandt auf den Operator v,,(T") folgt unmittelbar |(4)|

i
o

I
NE

B
I
o

ad Fiir ganze Zahlen 0 < k < m gilt

CZ: 11) - (7:) - (kTJ (3.1)

wobel wir (m”j_l) = 0 setzen. Damit erhalten wir

m+1 1
a1 = 3 (1 (M
k=0 k
m—+1

1
_ (_1)m+1I + Z (_1)m+1—k (mlj )T*ka
k=1

m
— (_1)m+11 + Z(_ m—Fk <m + 1> T*k+1Tk+1

kE+1
_m+1 *m_m—km*kk
=" ()" T[> (-1) L )T ) T
k=0
(T

>_A

m—

rk+1pk+1
+ z; <k ! 1)
=Ty (T) — v (T).

ad Wegen 7, (T') = 0 fiir eine m-Isometrie folgt v,,+1(7") = 0 sofort aus

ad Nach Definition der Einschrankungsabbildung gilt T" [3;= T'tps, wobei ¢ps die Einbet-
tungsabbildung von M nach H ist. Weiters existiert aufgrund der Abgeschlossenheit



3 Zerlegungssatz

von M nach Lemma die Orthogonalprojektion Py; auf den Unterraum M.
Da M T-invariant ist, gilt

T y=Tiuy = PyTuyy.

Betrachten wir ¢y, als Element von Ly(M, H) und Py als Element von Ly(H, M), so
gilt ¢}, = Par. Fiir T [ar als Element von Ly(M, M) folgt daher

(T Tm)" = (PuTum)* = T Pyp = PuT vy

Induktiv erhalten wir aufgrund von ¢y Pyyx = x fiir alle x € M und der T-Invarianz
von M, dass
(T [a)* = PyT ey und (T Tar)™ = PyT* 0.

Weil T' eine m-Isometrie ist, folgt

k=0
Ui m
- Z(—l)mk<k>PMT*kLMPMTkLM
k=0
— Py <Z(—1)m—’f (Z‘) T*’*T’f) Ly = 0.
k=0
=’7;:(T)

Also ist T' [ps eine m-Isometrie.

Definition 3.4. Fiir T € Ly(H) und k € N heifit
sp(k) := T**TF
das Symbol von T'. Fiir k = 0 setzen wir sy (k) = I.

Definition 3.5. Ist ' € Ly(H) eine m-Isometrie, so heifit
Ap =y (T)
der zu T kovariante Operator.

Lemma 3.6. Die folgenden Aussagen gelten fiir T € Ly(H) und k € NU{0}.

. k k
(1) sT(k) = o ()n(T).
(ii) Ist T eine m-Isometrie, so ist Ap ein positiver Operator.

Beweis. Wir beweisen mit Induktion nach k.



3 Zerlegungssatz

e Induktionsanfang: Fiir k& = 0 ist die rechte Seite nach Definition [3.1] gleich der Iden-
titdt. Nach Definition B.4] trifft das auch auf die linke Seite zu.

e Induktionsschritt: Mit Lemma und der Identitét (3.1]) erhalten wir

sTw+4>=§§(kjl>wa’—I+§5(k+1>maw

=0
=TI+ :0 (I;ill)'nH(T)
B I+lzk; (l;>w+1(T) +le; (l J]i 1)7“1( )
Ay (lzk; <l)’yl(T)> T - l: G)%(T) +li1 (;C)W(T)

wobei wir fiir die vorletzte Gleichheit die Induktionsvoraussetzung benutzt haben.

Fiir den Beweis von beachte man, dass fiir alle ganzen Zahlen 0 <1l <m — 1

=Dk = (m 1)
s 1k — 1) =0

Im Fall [ = m — 1 ist dieser Grenzwert 1. Damit erhalten wir fiir x € H

= m — DIk = (m ~ 1)
(Ym—1(T) —klggol = (

. m — —(m —1))! & ! k
= lim ( UG X ( ) (lz(:) <l>’7l(T)x,$)

k—o00

(T)z, x)

_ klgilo (m — 1)!(kk; (m—1))! (s7(k)z, )

o (m=DlE—=(m-1))

= lim g (17T, 2)
m— 1)k —(m—1))!

Also ist (Arz, x) Grenzwert einer nichtnegativen reellwertigen Folge und damit selbst nicht-
negativ. ]

Lemma 3.7. Ist T € Ly(H) eine m-Isometrie mit m > 1 und M ein abgeschlossener,
T-invarianter Unterraum von H, so gelten die folgenden Aussagen.

(i) ker A ist ein abgeschlossener, T-invarianter Unterraum, wobei T' [xer A, €ine (m —
1)-Isometrie bildet.



3 Zerlegungssatz

(i) Ist T [pr eine (m — 1)-Isometrie, so muss M C ker Ap gelten.

Beweis. Da T eine m-Isometrie ist, erhalten wir aus Lemma dass T*ArT* — Ap =
0, weshalb fiir z € ker AT

(ATT.T,Tx) = (T*ATTa:,x) = (AT?L‘, :B) =0.

Da Arp ein positiver Operator ist, haben wir Tz € ker Ay gemifi Korollar 2.8 Folglich gilt

nach Lemma

’Ym—l(T [kerAT) = 07

weshalb die Einschréankung von T" auf ker Az eine (m — 1)-Isometrie darstellt.
Ist T' [pr eine (m — 1)-Isometrie und x € M, dann gilt

(ATxv LU) = (’Ym_l(T)JU; $)
= (Puym—1(T)z, ) = (ym-1(T Tm)z, 2) =0,
womit z € ker Ap; siche Korollar 2.8 O

Definition 3.8. Ein Unterraum M von H heiBt T-reduzibel, wenn T (M) C M und
T(M*)C M+

Bevor wir den folgenden Satz beweisen, wollen wir noch das Lemma von Zorn in Erin-
nerung rufen:

Lemma 3.9. Sei C eine nichtleere Halbordnung. Besitzt jede nichtleere total geordnete
Teilmenge K von C eine obere Schranke, so hat C ein maximales Element.

Satz 3.10. Ist T € Ly(H) eine m-Isometrie mit m > 1, so hat die Menge C aller abgeschlos-
senen, T-reduziblen Unterrdume mit der Eigenschaft, dass T' [y eine (m — 1)-Isometrie
ist, ein grifites Element.

Beweis. Wir wollen das Lemma von Zorn auf C versehen mit C anwenden.
e Offensichtlich gilt {0} € C, womit C # 0.
e Sei ) # K C C total geordnet. Nach Konstruktion ist
N := span U U
UeK

eine obere Schranke von K. Wir miissen noch zeigen, dass N € C. Wegen der Be-
schrénktheit von 7" und da die Elemente aus K T-reduzibel sind, gilt

T(N) = T(span U U) C span U T(U) C span U U=N.
Uek vek vek



3 Zerlegungssatz

Mit Lemma folgt

T(N*) = T(span | ] UL) =T(()Uh
Uek Uek

c(\TWH < (U =span | J UL:NL,
veKk veKk Uvek

womit sich N als T-reduzibel herausstellt.

Fiir die Eigenschaft (m — 1)-Isometrie zu sein sei bemerkt, dass fiir alle U € K nach
Lemma U eine Teilmenge von ker Ap ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit
von ker Ar folgt
N = span U U C ker Ar.
Uek
Wegen des ersten Punkts von Lemma ist T' [kera, eine (m — 1)-Isometrie und
wegen
T lkerar IN=T In

ist auch T' | eine (m — 1)-Isometrie. Also gilt N € C.

Mit dem Lemma von Zorn folgt die Existenz eines maximalen Elements in C. Wir werden
dieses fiir den weiteren Verlauf des Beweises mit M bezeichnen.
Wir zeigen noch, dass fiir My, My € C

My + M, € C. (3.2)

e Aus der Beschrianktheit von T und der T-Reduzibilitéit von My, My folgt

T (M + Ms) CT(My + My) =T(My) + T (M) C My + M,

sowie

T(M; + My™) C T(M}) € M

fir i € {1, 2}, womit
T(M; +My) C Mi- N My~ C (My + Mp)* =My + My
e Nach Lemma gilt
M; C ker A und My C ker Ap,
womit wieder wegen der Abgeschlossenheit von ker Ap
M + My C ker Ar.

Da nach dem ersten Punkt von Lemma T Ikera, €ine (m — 1)-Isometrie und
My + M ein T [yer Ap-invarianter Unterraum ist, ist auch T' [g7777 eine (m — 1)-
Isometrie.

10



3 Zerlegungssatz

Da fiir My, Ms € C mit maximalem M; auch My + My € C, folgt aus der Maximalitat
My = My + My 2 Mo,
womit M7 das grofite Element von C ist. O

Definition 3.11. Sei T' € Ly(H) eine m-Isometrie mit m > 1 und sei [ € N, < m. Wir

nennen 7' [-echt, wenn fiir keinen abgeschlossenen und T-reduziblen Unterraum M # {0}

von H die Einschrankung T' [y eine [-Isometrie ist. T heifit echt, wenn T' (m — 1)-echt ist.
Wir definieren noch alle 1-Isometrien als echt.

Lemma 3.12. Seien T € Ly(H), Hy ein T-reduzibler abgeschlossener Unterraum von H
und Ho ein T |g, -reduzibler abgeschlossener Unterraum von Hy. Dann ist Ho schon T'-
reduzibel.

Beweis. Hp ist T-invariant, da T'(Hs) = T g, (H2) € Hs. Die T-Invarianz des orthogona-
len Komplements von Hj folgt aus der 1" [, -Reduzibilitdt von Hs und der T-Reduzibilitit
von Hi:
T(Hy) =T((Hy N Hy)+ (Hy N Hy")) = T(Hy N Hi) +T(Hy N Hy")
=T Iu, (Hy NHy) +T(H{') C Hy N Hy + Hi'
C (Hy NHy)+ Hy C Hy.

O]

Satz 3.13 (Zerlegungssatz). Fiir eine m-Isometrie T' € Ly(H) existieren eindeutige abge-
schlossene Unterrdume Hy ... H,, mit

H=H & ---®&H,,

so, dass H; T-reduzibel und T [, eine echte l-Isometrie ist.

l

Beweis. Wegen Satz existiert ein grofiter abgeschlossener und T-reduzibler Unterraum
M, mit der Eigenschaft, dass T [y, eine (m — 1)-Isometrie ist. Wir setzen H,, := M;-. Ist
{0} # M C H,, ein T |, -reduzibler und abgeschlossener Unterraum von H, so erhalten
wir aus Lemma dass M T-reduzibel ist. Wére T' [ps eine (m — 1)-Isometrie, so miisste
wegen Satz M in H;: enthalten sein, was {0} # M C H,, widerspricht. Wir fassen
zusammen:

e H,, ist T-reduzibel,
e T |p,, ist eine echte m-Isometrie,
o T [y ist eine (m — 1)-Isometrie.

Wir wiederholen das eben beschriebene Vorgehen mit dem Hilbertraum H;- und der (m—1)-
Isometrie T [ 1.

Wegen Satz diesmal angewandt auf den Hilbertraum H;- und den Operator T | Hi>
existiert ein grofiter abgeschlossener und T' [y 1 -reduzibler Unterraum M,,_; von H: mit

11



3 Zerlegungssatz

der Eigenschaft, dass T" [y, ,
HE.

Aus der T' [ -Reduzibilitédt von M,y folgt sofort die T' [ 1 -Reduzibilitét von Hyp,—1.
Jetzt ist H,,—1 ein T' [L-reduzibler Unterraum des T-reduziblen Unterraums HTJ;L, woinit
nach Lemma [3.12] Hm_lmT—reduzibel ist.

Wir zeigen, dass T' [ g, _, eine echte (m — 1)-Isometrie ist. Sei dazu {0} # M C H,,_; ein
abgeschlossener und 1" [g,, ,-reduzibler Unterraum. Nach Lemma ist M ein T' [p1-
reduzibler Unterraum. Wire T' [,/ eine (m — 2)-Isometrie, so miisste M C M,,_1 = Hﬁhl N
H: gelten, was {0} # M C H,,_1 widerspricht. Wir fassen zusammen:

eine (m — 2)-Isometrie abgibt. Wir setzen H,, 1 := M- ;N

e H, 1 ist T-reduzibel,
e T [p,, , ist eine echte (m — 1)-Isometrie,
® T lyL pg ist eine (m — 2)-Isometrie.
Iteriertes Vorgehen liefert eine orthogonale Zerlegung
H=H & ---®&Hy,
mit den Eigenschaften

H;j ist T-reduzibel und T [g, ist eine echte [-Isometrie

l

fir I € {1...m}. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz und
nach Konstruktion. O

12



4 Spektrum von m-Ilsometrien

Folgende Begriffsbildung wird von Nutzen sein, wenn wir das Spektrum von m-Isometrien
beschreiben wollen.

Definition 4.1. Ist T' € Ly(H), so nennen wir
Oap(T) :={X € C: I(zp)nen aus H, ||z,|| =1: (T — X\)z,, — 0}
das approximative Punktspektrum von T.

Lemma 4.2. Sei T € Ly(H). Ein A € C liegt genau dann nicht im approximativen Punkt-
spektrum, wenn T — X nach unten beschrdinkt ist, d.h.

AN¢0gp(T) <= Jec> 0o € H: |[(T — Nz|| > c||z]|. (4.1)

Beweis. Ist T'— X\ nach unten beschrinkt, dann gilt ||[(T° — A)z| > ¢ fiir alle x € H mit
||z|| = 1, weshalb fiir jede Folge (zy,)nen bestehend aus Einheitsvektoren (7" — A)zx,, - 0.

Ist umgekehrt T'— A nicht nach unten beschriankt, so gibt es fiir jedes n € N ein z,, € H
mit

1
(T = Nanll < —llznll.
n
Da wir die x,, normiert wihlen konnen, folgt A € 04, (7). O
Wir fassen einige Eigenschaften des approximativen Punktspektrums zusammen.

Satz 4.3. Fir T € Ly(H) gilt
00(T) C 04p(T) C o(T).
Ein Beweis ist etwa in [FM16, p.67] zu finden.

Lemma 4.4. Sei T € Ly(H). Im Fall X ¢ 0q,(T) ist T — X injektiv und ran(T — X)
abgeschlossen. Weiters gilt

0p(T) U 0o(T) C 0ap(T). (4.2)

Beweis. Ist T — X nicht injektiv, so gibt es ein € H, ||z| = 1 mit (T'— A\)z = 0. Somit gilt
(T'— Ny, — 0 fiir die konstante Folge x,, := x, also X € o4, (7).

Fiir die Abgeschlossenheit von ran(T" — A) sei ((T' — A)yn)nen eine Cauchy-Folge aus
ran(T" — X). Wegen A\ ¢ 0,,(T) ist T — X gemidfl Lemma nach unten beschriankt. Also
ist (yn)nen eine Cauchy-Folge in H und damit y,, — y € H. Mit der Beschrénktheit von
T — X folgt (T'— N)yn, — (T'— N)y. Wegen (T' — Ny € ran(T — \) erweist sich ran(T" — \)
als vollsténdig und infolge als abgeschlossen.

13



4 Spektrum von m-Isometrien

Um (4.2]) zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass (4.2]) zu
oan(T)E C p(T) Uy (T)

dquivalent ist. Ist also A ¢ o,y (T"), so wissen wir, dass 7' — A injektiv ist. Wir unterscheiden
zwei Félle:

1. T — X ist surjektiv und damit auch bijektiv, weshalb in diesem Fall X € p(T)).
2. T — X ist nicht surjektiv. Wegen der Abgeschlossenheit von ran(7" — \) gilt
ran(T — A) = ran(T = \) G H,
wodurch A € o,.(7T).
O]

Damit haben wir alle Mittel bereitgestellt, um das Spektrum von m-Isometrien beschrei-
ben zu kénnen. Ein grobes Bild des Spektrums von m-Isometrien liefert der folgende Satz.

Satz 4.5. Ist T € Ly(H) eine m-Isometrie, dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) o(T) CD.
C ID.

(1) oap(T)

Beweis.

ad Wir zeigen r(T) < 1. Fir z € H und k € N folgt aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

1T |? = (T*2, T*2)* = (T*T* 2, 2)* < || T*T||=|*.

Also ist ||T%| < /||T**T*|| und folglich

k 1
|74 < NT*T)2 = sr (k)12 = || Y <l>%(T)H2k
=0

k L i m—1 k 2k
s(g(l)nwmu) §<l_o l)nmnn)

m—1 k" 1 i m—1 1
— : l
=0 1=0
p(k)
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4 Spektrum von m-Isometrien

ad [(42)]

wobei p(k) = apym_1k™ 1 + -+ + a1k + 1 ein Polynom (m — 1)-ten Grades in k mit
positiven Koeflizienten a; ist. Wegen

1 Sp(k)% < (am_lkmfl +,..+a1km71 —l—kmfl)%

IN

konvergiert die rechte Seite in (4.3]) gegen 1 und infolge (T') < 1.
Aus X € 04,(T) folgt die Existenz einer Folge (zy)nen, ||zn| = 1 mit (T" — X)z,, — 0.
Wir zeigen mittels Induktion nach k, dass (T* — \¥)x,, — 0.

— Induktionsanfang: Fiir £ = 1 gilt nach Voraussetzung (T — )z, — 0.

— Induktionsschritt: Es gilt

H(Tk+1 . )\k+1)xn” _ H(Tk+1 . T)\k + T)\k _ /\k+1)$n”
< NT(T® = M)z || + AT = Nz
< TIT® = N)aallHAFINT = N

Die rechte Seite konvergiert nach Induktionsvoraussetzung und Induktionsan-
fang gegen 0.

Weiters gilt fiir £ € N wegen dem gerade bewiesenen einerseits

T 2| = [APF < (T = N)an] + [AF)? = A
= (1T = N)a? + 2((T* = X)an|]A]F — 0

und andererseits

AP = 1T 20 |? = | Nan|® — | T 20
< (" = )zl + 1T 2n))? — 1T 20
< NT* = N2 = 2A(T* = M)z | T¥]| — 0.

Damit erhalten wir

(D)) = D" () (4T ,)

k=0
- é(—lw (7 )irea? - é(—l)m’f () .

Da T eine m-Isometrie ist, gilt (v, (T)zp, zn) = 0 fiir alle n € N. Aus dem binomischen

Lehrsatz folgt
— -1 m—k (MM Y 2k = (1— I\ 2\m
0=3(1 () = = 1apym

also [A\| = 1.
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4 Spektrum von m-Isometrien

Korollar 4.6. Ist T € Ly(H) eine m-Isometrie, dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) T ist injektiv.

(it) ranT ist abgeschlossen.

(iii) Es gilt entweder o(T) =D oder o(T) C 9D.

Beweis. Wegen Satz gilt 0 ¢ 0,4y, (T'). Die ersten beiden Aussagen folgen damit aus
Lemma [£.4] Fiir den Beweis der dritten Aussage bemerken wir zunéchst, dass wegen Satz

und Satz
00(T) C 04p(T) C OD. (4.4)

Angenommen, o(T) # D und o(T) Z OD. Wegen Satz muss o(T) C D gelten. Also
gibt es ein p € D, welches nicht im Spektrum liegt. Wire namlich D ganz in (T") enthalten,
so miisste wegen der Kompaktheit des Spektrums D C o(T') im Widerspruch o(T) € D zu
gelten. Andererseits gibt es wegen o(7T') Z 0D ein A € D, welches auch im Spektrum liegt.
Die Abbildungen

a:[0,1] - D
t=> A+ (1 —1t)u

und

da(T) D — [0, OO)
v d(o(T),v),
wobei d(o(T),v) := inf{|s —v[: s € o(T)}, und damit auch h := dy(7) o o sind stetig. Die
kompakte Menge {t € [0, 1]: h(t) = 0} enthélt 1 und hat daher ein Minimum ¢y > 0. Wegen
der Kompaktheit von o(T) ist a(tp) € o(T'). Weiters enthilt fiir jedes § > 0 die Umgebung

Us(a(ty)) == {s € C: |s — a(ty)| < 0} einen Punkt v € D, der nicht im Spektrum liegt,
denn

e fiir § < |u— a(tp)| konnen wir v := «(t1) mit t1 € [0,t9) und |a(t1) — a(ty)| = 6/2
wéhlen.

o fiir § > |u — a(tp)| erfiillt » = u das Gewiinschte.
Es folgt a(tg) € 0o(T') mit |a(to)| < 1, was (4.4) widerspricht. O

Da ein linearer und beschréinkter Operator 7' genau dann bijektiv ist, wenn 0 ¢ o(T)
erhalten wir aus Korollar das folgende Resultat.

Korollar 4.7. Sei T € Ly(H) eine m-Isometrie. Ist T bijektiv, so gilt o(T) C ID. Ande-

renfalls haben wir o(T) = D.
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4 Spektrum von m-Isometrien

Korollar 4.8. Sei T € Ly(H) eine m-Isometrie. Ist auch T* eine m-Isometrie, so folgt
o(T) C ID.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Kontraposition. Aus o(T) ¢ 0D folgt wegen
Korollar o(T) = D, womit auch 0 € o(T). Nach Satz E (73 gllt 0 ¢ 04p(T). Also
folgt 0 € 0,(T) aus Lemma womit ranT # H und infolge

ker T* =ranT 2 {0}.

Somit ist 0 ein Eigenwert von 7™ und daher in o,,(7™) enthalten. Wegen Satz kann
T* keine m-Isometrie sein. O
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Klasse von Operatoren untersuchen, welche unter
gewissen Voraussetzungen m-isometrisch sind. In diesem Abschnitt ist H immer ein un-
endlichdimensionaler, separabler Hilbertraum. Fiir eine Orthonormalbasis (e )neny von H
und eine Folge (wy,)nen aus C definieren wir auf der Menge M := span{e,: n € N} den
linearen Operator

A~

S:M—H

€n — Wpenil.

Lemma 5.1. Sei (en)nen eine Orthonormalbasis von H und (wy)nen aus C. Der lineare
Operator S ist genau dann beschrankt, wenn die Folge (wy,)nen beschrinkt ist. In dem Fall
gilt ||.S]| = sup|wp,|.

neN

Beweis. Sei (wy)nen durch C beschriankt und = = Z,]yzl
1,...,N. Aus dem Satz des Pythagoras folgt

N N N
|5all* = 1S (Z ) 12 = I cnSeall = I3 cnwnenal?
n=1 n=1 n=1

N N N
= Z|wn’2ucnen+1”2 <C? ZchenHHZ =? Z”Cnenuz
n=1 n=1 n=1

cpen € M mit ¢; € C fir ¢ =

N
= C?|I>_ cnenl)® = C?|l|1%,
n=1

wodurch ||S|| < sup|w,|. Wegen

neN
[S]l =" sup [|Sy[| = [[Senl = [lwnensll = |wnl
yeEM,|ly[|=1
fiir alle n € N gilt ||S]| = sup|wy|. O
neN

Wir erinnern an folgenden Fortsetzungssatz:

Satz 5.2. Seien X,Y normierte Riume und seiY vollstindig. Sei D ein dichter Unterraum
von X und T eine lineare und beschrdinkte Abbildung von D nach Y. Dann existiert eine
eindeutige lineare und beschrinkte Fortsetzung von T auf ganz X.

18



5 Gewichtete Shiftoperatoren

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [BKW22| p.36].
Da M ein dichter Unterraum von H ist, konnen wir den Fortsetzungssatz auf den be-
schrinkten Operator S anwenden und erhalten

Korollar 5.3. Se: Sj wie zu Beginn des Abschnitts mit beschrinkter Folge (wy)nen aus C
definiert. Dann hat S eine eindeutige lineare und beschrinkte Fortsetzung S, welche von H
nach H abbildet.

Definition 5.4. Sei (e,)nen eine Orthonormalbasis von H und (wy,),en eine beschréinkte
Folge aus C. Wir nennen die eindeutige Fortsetzung S von S aus Korollar [5.3|den unilateralen
gewichteten Shiftoperator mit Gewichten (wy)pen-

Als Abbildung von einem Hilbertraum in sich selbst hat S auch eine Adjungierte.

Lemma 5.5. Sei S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten (wp)neN-
Der lineare Operator R: M — H
R pu—

{0 firn=1 (5.1)

Wp_1€pn—1  Sonst

ist beschrdnkt. Fiir die nach Satz|5.4 existerende, eindeutige beschrinkte Fortsetzung R gilt
R =5".

Beweis. Mit sup|w,| = C und = = ZN cnen € M mit ¢; € Cfiiri=1,..., N folgt

neN =1
N N N
| Re|® = | R (Z Cnen) 1> = ”ZCnRen||2 = ||chwnflen71”2
n=1 n=1 n=2

N N N
= Z!wn—1|2llcn6n—1||2 < C? ZHCnenleQ =C? ZﬂcnenH?
n=2 n=2 n=2

N
< CzllzcnenHz = CQHx”Q'
n=1

Also ist R beschrinkt. Wir wollen
(Sz,y) = (z, Ry)

fiir alle z,y € M zeigen. Wegen der Linearitit des Skalarprodukts reicht es, die Aussage
fir ey, e, € {e;: j € N} nachzuweisen. Es gilt

0 fir n +1 # m,

(gena em) = (wnen—‘rlv em) = wn(en—l—l; em) = N
w, firn+1=m.
Fiir m = 1 gilt (en, Rey) = 0. Im Falle m > 1 erhalten wir

0 fiir n #m — 1,

(ena Rem) = (enawmflemfl) = wmfl(ena emfl) = .
Wy—1 firn=m — 1.

Also gilt (Sz,y) = (x, Ry) auf dem dichten Unterraum M. Aus Stetigkeitsgriinden muss
dann (Sz,y) = (z, Ry) fiir alle z,y € H zutreffen. O
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

Korollar 5.6. Ist S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten (w;)jen,
dann gilt fir allen € N und k € N

k+n—1
Sken = ( H wl> En+k, (52)

l=n

" 0 firn <k,
S*e, = < ne1 7) . (5.3)
rWL) eng firn >k +1,

l=n—

und

k4+n—1
RACLIE ( 11 |w,|2> en. (5.4)
l=n

Beweis. Wir zeigen die ersten beiden Formeln mit Induktion nach k:
Fiir k£ = 1 gilt Formel (5.2)) nach Definition von S. Gilt (5.2)) fir k£ € N, so folgt

k4+n—1 k+n—1 k+n
k+1 k
S e, = 88%, = | [[ wi|Sensw=| [ wi | wosrenirir={ [ wi)entrsr,
l=n

I=n I=n
also (5.2) fiir k + 1.
Fir £ = 1 gilt (5.3) nach Definition von S*. Im Induktionsschritt machen wir eine

Fallunterscheidung:

e n < k: Nach Induktionsvoraussetzung gilt
Sktle, = §*S*ke, = 0.

e n =k + 1: Wieder gilt nach Induktionsvoraussetzung

n—1
Srktle  — GgrGgrhe  — ( H wl> S*e, 1 =0.
I—n—k el

€1

e n>k+ 1: Es gilt

n—1 n—1
*k+1 _ Qx gxk _ — * _ | —
S* e, = 575 e, = wy | STen—k = H Wy | Wp—k—1€n—k—1
k l=n—k

l=n—

n—1
= < H wz) en—k—1-
l=n—k—1
Aus (5.2)) und (5.3) erhalten wir schlieBlich ([5.4)):

k4+n—1 k+n—1 k4+n—1 k+n—1
S*kGke, = ( 11 wl> S**e, = ( 11 wz) ( 11 wz) en = < 11 !wzl2> en.
l=n

l=n l=n l=n
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

Lemma 5.7. Sei S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten (w;);en.
(i) Ist S eine m-Isometrie, so gilt wy, # 0 fir alle n € N.
(ii) S ist genau dann eine m-Isometrie, wenn fir alle n € N
m e (m k+n—1 )
kZ:O(—U (k) < EL |w| ) =0. (5.5)

Beweis.

ad Ist S m-isometrisch und gébe es ein 7 € N mit wz = 0, so wiirde ej € ker S folgen,
also S nicht injektiv sein. Nach Lemma sind m-Isometrien jedoch stets injektiv.

ad Sei n € N. Wegen Korollar gilt

S (-1 (7 )1stent = D () 55" enen (56)

k=0 k=0

m k+n—1

(—pymk (" <( \wP)emen)
> () (1L e

-1)

k=0

k
é( () (kj:ffm\?) .

Ist S eine m-Isometrie, so gilt wegen Lemma fir alle n € N

S0 ()il <o,

k=0

und damit (5.5).
Gilt umgekehrt (5.5) und ist x = Zf;l cje; € M, cj € C, so folgt aus dem Satz des

Pythagoras
m m N m m N
>t (IS et = S0 (1) Slelste
k=0 j=1 k=0 j=1
N m m
ST DEv i (LT
j=1 k=0
N m o [(F
=3l Som () |t ) <o
j=1 k=0 I=j

Da M ein dichter Unterraum von H ist, muss aus Stetigkeitsgriinden > (—1)™ =% (V) || S*z|| =
0 fiir alle z € H gelten. Mit Lemma folgt, dass S eine m-Isometrie ist.
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

O]

Wir brauchen noch einige Begriffsbildungen und Resultate aus der Theorie der linearen
Rekursionsgleichungen, die wir im Folgenden bereitstellen (siehe [Het22, p.35 ff.]).

Definition 5.8. Die Gleichung
Ttk = Ch—1Tntk—1 + *++ + C0Tn, N> 1, (5.7)

mit Koeffizienten ¢; € C fiir j = 0,...,k — 1 heifit lineare Rekursionsgleichung k-ter
Ordnung.

Lemma 5.9. Fir c,...,cx—1 € C ist die Losungsmenge von (5.7)) ein k-dimensionaler
Unterraum des Folgenraums CV.

Definition 5.10. Das charakteristische Polynom von (5.7) ist definiert als

x(z) = P - — ez — .

Satz 5.11. Sei x(z) das charakteristische Polynom von (5.7)) mit Nullstellen aq, ..., o,
und Vielfachheiten myq, ..., m,. Dann ist

{(WaM)pen: 1 <i <10 <4 <mg}
eine Basis des Lisungsraums von (5.7)).
Damit kénnen wir den zentralen Satz dieses Abschnitts beweisen.

Satz 5.12. Sei S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten (w;)jen.
S ist genau dann eine m-Isometrie, wenn es ein normiertes Polynom p mit reellen Koeffi-
zienten hdchstens (m — 1)-ten Grades derart gibt, dass p(n) > 0 und

|wn|2 =

fir alle n € N.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass in jedem Fall w, # 0 gilt: Im Falle, dass es ein
Polynom mit den oben genannten Eigenschaften gibt, hat man offensichtlich w,, # 0 fiir
alle n € N. Falls S eine m-Isometrie ist, gilt wegen Lemma wy, # 0 fir alle n € N.

Also kénnen wir eine Folge (uy,)nen definieren, indem wir ug = 1 und u,, = H?;ll lw;|? €
(0, 00) fiir alle n > 1 setzen. Offenbar gilt fiir alle n € N

k+n—1

wn|? = 2L und I1 lwl? = Untk
Un —n Un

Geméfl Lemma ist S genau dann eine m-Isometrie ist, wenn fiir alle n > 1

S (-1 @) =,

k=0
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

oder dquivalent dazu

zi:(—nm—’f (”}Z) Tp— (5.8)

k=0

Diese Gleichung ist eine homogene lineare Rekursionsgleichung m-ter Ordnung mit dem
charakteristischen Polynom

x@>=é§c4w”*<$)zk=<z—1wn

0

welches 1 als einzige Nullstelle mit Vielfachheit m hat. Nach Satz bildet
{(n))pen: 0 < j < m}

eine Basis des Losungsraums von . Wir haben also gezeigt, dass .S genau dann eine m-
Isometrie ist, wenn u, = ¢(n) fiir alle n € N mit einem Polynom ¢ mit reellen Koeffizienten
und hochstens (m — 1)-ten Grades.

Ist S eine m-Isometrie, dann gibt es ein Polynom ¢ mit reellen Koeffizienten hichstens
(m — 1)-ten Grades so, dass u,, = ¢(n) fir alle n € N. Sei «a der Leitkoeffizient von ¢ und
p := q/a. Nach Definition der u,, gilt p(n) > 0 fiir n € N und weiters

Untl _ q(n+1) _ p(n+1)
Un, q(n) p(n) -

‘wn|2 =

Sei umgekehrt p ein normiertes Polynom mit reellen Koeffizienten héchstens (m — 1)-ten
Grades und p(n) > 0 fiir alle n € N. Ferner gelte

|wn’2 =

p(1)
(1) =—==1=u
M p(1)
und )
p(n) _FreG+1) 112
q n)= ———m:r = —_— Y = W, = U
=~ L1 g = el =
Jj= J=
fiir alle n > 1, womit S eine m-Isometrie ist. ]

Lemma 5.13. Sei S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten (w;)jen
und sei S m-isometrisch. Dann ist das Polynom p aus Satz[5.19 eindeutig.

Beweis. Ist p ein weiteres Polynom mit den Eigenschaften aus Satz dann gilt

p) AU+ Y1 e pret+1) k)
sy~ L5 = e =112 =
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5 Gewichtete Shiftoperatoren

fiir alle £ > 1. Infolge gilt

_ (1)
p=—"=D
p(1)
Da p normiert ist, muss p(1) = p(1) und damit p = p gelten. O

Korollar 5.14. Sei S ein unilateraler gewichteter Shiftoperator auf H mit Gewichten
(wj)jen. S ist genau dann eine strikte m-Isometrie, d.h. eine m-Isometrie mit der Fi-
genschaft, dass S keine (m — 1)-Isometrie ist, wenn der Grad des Polynoms aus Satz
genau m — 1 ist.

Beweis. Sei zunéchst S eine strikte m-Isometrie. Wére der Grad von p strikt kleiner als
m — 1, so wére p ein Polynom héchstens (m — 2)-ten Grades mit den Eigenschaften aus
Satz und S nach Satz eine (m — 1)-Isometrie.

Sei umgekehrt p ein Polynom (m — 1)-ten Grades mit den Eigenschaften aus Satz [5.12]
Dann ist S eine m-Isometrie. Wegen Lemma [5.13] ist das Polynom p eindeutig. Also gibt
es kein Polynom kleineren Grades, das die Eigenschaften aus Satz erfiillt. Somit kann
S keine (m — 1)-Isometrie sein. O

Mithilfe von Korollar lassen sich sehr einfach fiir beliebige m € N strikt m-isometrische
Shiftoperatoren konstruieren.

Beispiel 5.15. Sei (¢;);en eine Orthonormalbasis von H. Fiir n € N definiere w,, € C mit

n?+3n+3
lwnl =\ 57—
n®+mn+1
Nach Konstruktion und Korollar [5.14]ist der unilaterale gewichtete Shiftoperator beziiglich
der Orthonormalbasis (e;)jen mit den Gewichten (w;);en eine strikte 3-Isometrie.
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